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EXISTENCIA DE LIMITANTES PARA OS TRES PRIMEIROS
FATORES PRIMOS DE UM NUMERO PERFEITO IMPAR

Aurelio José Parreiral

Jorge Andrés Julca Avila?

Resumo: Como todo trabalho sobre niimeros perfeitos impares, é necessario assumir que eles
existem, o que é plausivel, dado que ninguém provou o contrario. Este trabalho demonstra
resultados importantes sobre os niimeros perfeitos impares, como a Formula de Euler e, a
soma dos inversos dos divisores de um nuimero perfeito, que servem para provar o teorema
principal deste trabalho, o qual, trata da existéncia de trés ntimeros primos que sao limitantes
para os trés primeiros fatores primos de um niimero perfeito impar, segundo Basak [3].

Palavras-chave: Numeros perfeitos impares. Decomposi¢ao em fatores primos. Rede Syl-
vester. Teoria dos Nuimeros.

1 Introducao

Euclides, em sua obra magna, Os Elementos, definiu nimero perfeito e apresentou a formula
2n=1(2" — 1) que produz nimeros perfeitos pares se 2" — 1 ¢ primo. Todavia nada foi dito
a respeito da existéncia de nimeros perfeitos impares [5]. Mais tarde Euler provou que
todos os numeros perfeitos pares sdo da forma anunciada por Euclides [1]. As primeiras
referéncias ao dilema da existéncia ou nao-existéncia de numeros perfeitos impares podem
ser encontradas nas cartas matematicas entre Padre Marin Mersenne e René Descartes em
1638, em que Descartes propos que essas entidades indescritiveis podem, de fato, existir. Em
1888, James Joseph Sylvester (1814-1897) publicou uma série de artigos que ele esperava
abrir caminho para uma prova geral da inexisténcia de um nimero perfeito impar. Sylvester
comecou seu trabalho estabelecendo que um numero perfeito impar possui ao menos quatro
fatores primos distintos. Mais tarde, naquele mesmo ano, ele fortaleceu sua conclusao para
cinco fatores primos distintos e ainda mostrou que nenhum perfeito impar é divisivel por 105 .
Estes achados ajudam a marcar o inicio da era moderna da pesquisa sobre niimeros perfeitos
impares [6]. Desde entao, geragoes de matematicos, amadores ou profissionais tém atacado
este problema e progressos tém sido feitos criando uma rede de condigoes para a existéncia
destes nimeros que veio a ser conhecida como Rede Sylvester [3]. Sabe-se, por exemplo, que
o numero de fatores primos distintos que um numero perfeito impar pode ter é pelo menos
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nove, [9]. Segundo Ochem e Rao os nimeros perfeitos impares devem ser maiores do que
10%5% ¢ o total de fatores primos contando suas multiplicidades deve ser pelo menos 101, [7].
Acquaah mostra também que a desigualdade ¢ < (3z)'/? vale para qualquer fator primo ¢ de
qualquer perfeito impar z, [1]. Em [9] encontramos ainda outras condigbes para a existéncia
dos nimeros perfeitos fmpares.

Percebemos, portanto, que este conjunto de condigoes vem crescendo e somos motivados a
abordar neste trabalho uma condicao recentemente incorporada a esta rede. Para isso, nés
definimos niimeros multiperfeitos, ou k-perfeitos, conforme sugere Chen [4], demonstramos a
Formula de Euler para nimeros perfeitos impares e um resultado sobre a soma dos inversos
dos divisores de um nimero perfeito. Estabelecemos, no Teorema 2.1, limites rigorosos sobre
a soma dos inversos dos divisores de um numero perfeito impar, independentemente dos
expoentes dos nimeros primos em sua fatoragao. Finalmente no Teorema 3.1, estabelecemos
limitantes superiores para os trés primeiros fatores primos de um ntmero perfeito impar,
usando o numero de fatores primos distintos deste nimero. Concluimos fornecendo tabelas
destes limites superiores.

2 Preliminares

Alguns resultados importantes sao necessarios para a demostracao do Teorema Principal
deste trabalho.

Definicao 2.1 (Ntmero perfeito) Seja n um inteiro positivo e o(n) a soma de seus divi-
sores positivos. Dizemos que n € perfeito se o(n) = 2n.

Note que (1) =1, 0(2) =3, 0(3) =4, ...
Exemplo 2.1 Sao exemplos de ntimeros perfeitos: 6, 28, 496, 8128,...

Definigao 2.2 (Divisor Comum) Dados dois nimeros naturais a e b, nao nulos, diremos
que o nimero natural nao nulo d é um divisor comum de a e b se d|a e d|b.

Defini¢ao 2.3 (Maximo Divisor Comum) Diremos que d é um mdximo divisor comum
(mdc) de a e b se possuir as sequintes propriedades:

1. d € um divisor comum de a e de b, e
2. d é divisivel por todo divisor comum de a e b.

O mdc de a e b sera denotado por (a,b).

Proposicao 2.1 (Propriedade Multiplicativa) Sejamm,n € Z*, com (m,n) = 1. Entao,
o(mn) = o(m)o(n).

A prova da Proposigao 2.1 pode ser encontrada, por exemplo, em Voight (2013, p. 2).
Proposicao 2.2 Seja n um inteiro positivo e p um fator primo de n. Entao,
hp
o(n)=TI1D 0" (1)
pln k=0

onde, k €N, e h, € o grau de p.



Demonstracao: Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, n = p" - - - p2" e (p;, p;) = 1,
i # j. Entdo, o(n) = o(pt* - p2) = 1o, o (0f) = [T (L4 pi + . +05) = T1i2; Dopiy PF-
Como p;|n, Vi = 1,...,r, é equivalente a dizer p|n, onde p é um fator primo de n, temos
n = Hp‘n S o p*. Agora, denote « por h, para concluir a prova. 0

Exemplo 2.2 Seja n = 36 = 223% De (1) temos 0(36) = (1 +2+4)(1+3+9) = 91. De
fato 0(36) =1+2+3+4+6+9+ 124 18 + 36 = 91.

Definigao 2.4 (Nuimero k-perfeito) Seja n um inteiro positivo e o(n) a soma de seus
divisores positivos. Dizemos que n é k-perfeito se o(n) = kn, para todo k > 2.

Definigao 2.5 (Congruéncia médulo m) Seja m um nimero natural diferente de zero.
Diremos que dois numeros naturais a e b sao congruentes modulo m se os restos de sua
divisdo euclidiana por m sao iguais. Quando os inteiros a e b sdo congruentes modulo m,
escreve-se a = b (mod m).

Exemplo 2.3 Por ezemplo, 21 = 13 (mod 2), jd que os restos da divisao de 21 e de 13 por
2 sao 1quais a 1.

[

Lema 2.1 Seja p um nimero primo, e “e” um inteiro positivo. Se va(m) € a maior poténcia
de 2 que divide o inteiro m, entao,

ey va(p+ 1)+ v (), se p>2, e=1 (mod 2)
va(0(p)) = { 0, para os outros casos (2)
0, se p>2, e=1 (mod 2)
va(o(p?) — 1) =9 va(p+1) 4+ v2(§), se p>2, e=0 (mod 2) (3)
1, se p=2

Demonstracao: Note que se p = 2, ou, se p fmpar e e par, sempre teremos:
op)=14+p+..+p°=1 (mod 2)

Assim,
v (o)) =0 @)

Agora, assumamos que p e e sao ambos impares e, denotemos,

7’:112(6—51), (5)

onde % = 2"s para algum s € Z impar. Entao,

") — 1 _ A - (pz)zrs -1 _ (p+ 1)(p25)21" _1

p—l p—1 p—1 p?—1

— (p — ( 1)( 25y 1) ((pz’s)?”2 - 1)...(]923 - 1)

SR () ©

=1




Como p é impar temos

Segue que

Entao,

Observe que

Entao,

r

H ((p2s)2’"—i I 1>

i=1

(o) = valp+1)+ vy (‘“’ : 1) ()

Assim, de (4) e (9) obtemos (2). Para obter (3) utilizamos o resultado anterior e o seguinte
fato:

va(a(p) = 1) =v2(p(L + ... +p°7)) = va(po(p”™)) = va(p) + v2(c(p*")).  (10)

Com isto completamos a prova. U

Exemplo 2.4 Sejap=3e e =2. Teremos 0(3%) =1+ 3+ 9 = 13 e tomando (2) obtemos
’U2<13) =0.

Exemplo 2.5 Sejap =5 e e = 3. Teremos 0(5°) = 1+ 5+ 25+ 125 = 156 e tomando (2)
obtemos v9(125) = v3(6) + v9(2) =1+ 1 = 2.

Lema 2.2 Seja n um nimero k-perfeito e impar, com vo(k) > 1, e s qualquer inteiro satis-
fazendo 1 < s < wy(k). Entdo n pode expressar-se como

n:pflpSQ...pisMQ, (11)

onde M € um inteiro positivo, os p; primos satisfazendo (p;, M) =1,i=1,...,s e, e; inteiros
positivos impares. Se vy(k) — s pode ser decomposto em uma soma de parcelas nao negativas,

vo(k) —s=a1+axs+as+...+as+b +bo+...+b;, @ =0, b >0, (12)
entdo 0s primos pi, ..., ps satisfazem
pi = 2% — 1 (mod 2%71?) (13)
e 0s expoentes eq, ..., €5 satisfazem

e; = 2%t — 1 (mod 2%1?) (14)



Demonstragao: Seja n = p'p5®...pS", onde os p; sao numeros primos distintos e impares.
Por ser n k-perfeito impar, temos que

o(n) = o(p")o(py’)..o(pi") = kn. (15)
Como wvy(k) > 1, segue de (2) que algum e; deve ser impar. Com isso podemos escrever

. 2f1 2 2 ) 2
n=pSps. et g = PP % (a] Rt (16)

onde ey, eg, ..., €5 SA0 inteiros positivos impares, f1, fo, ..., f; sao inteiros positivos e py, po, ..., Ps,
q1, G2, ...q; sao todos primos impares. Por outro lado, utilizando o Lema 2.1, temos

S S

vr(k) = valkn) =wa(o(n) =D (o) + 3 va(olg) = 3 va(o@i)

i=1 i=1

_ iiPM%+1%%w(@;1>}:8+§;%QC%;?>+W(@;1>}

vg(k)—s:i{vg(pig_l)—i—vz(ei;l)} (17)

i=1

Logo,

representa a soma de duas parcelas nao negativas, ou seja,

va(k) —s=a+as+as+..+as+b+b+2+...+bs, a; =0, b >0, (18)

onde, va( :aievg(ejgrl) =b;, i,j=1,..,s.
Note que, se vz(%) = d entao, por (5), existe um inteiro impar 20 + 1, | > 0, tal que,

el = 2920 +1). Assim,

)

=212 4 2 1 — =27 — 1 (mod 2%?)

Finalmente, fazendo ¢ = p; e d = a; e, também, ¢ = e; e d = b; conclui-se a prova. Il

Faremos a demonstragdo da Férmula de Euler aplicando o Lema (2.2).

Proposicao 2.3 (Férmula de Euler) Se n é um nimero perfeito impar, entio ele é da
b _2a1 2a2

forma n = pPq{"q3*...¢*" onde p, q1,q2, G3, ---q $G0 primos e p=b =1 (mod 4).

Demonstracao: Como n é um nimero 2-perfeito fmpar, e tomando (3), temos v2(2) =
v2(c(2') — 1) = 1. Entdo, pelo Lema 2.2, n = p{'p?..p&M? 1 < s < v2(2). Temos,
s = 1 pois, v9(2) = 1. Assim, n = p{* M?, com e; impar. Logo, n = pfquflqgh...qffr, onde
Dy q1,q2, -+, Gr S30 primos. Por (12), v5(2) — s = ay + by = 0 implica a; = by = 0. Por (13) e
(14) temos p; = e; = 1 (mod 4), o que conclui a prova. O

Notacao: Vamos denotar a soma dos inversos dos divisores de um numero natural n por
o_1(n) e provar um resultado bastante conhecido.



Proposicao 2.4 Seja p um numero primo. Para a soma dos inversos dos divisores de um
numero perfeito n temos,

hy
=112 v =2 (19)
p|ln k=0
onde hy, € o grau de p na fatoracao de n.

Demonstragao: Por ser n perfeito e por (1), temos que o(n) = Hp‘n ZZ‘;O p* = 2n onde h,
¢é o grau de p na fatoragao de n. Entao,

o(n) T X T Zie hy o
y _ o) _ T Xer® T, sz ~TI3»

n n Hp\n p|ln k=0

Exemplo 2.6 Seja n =6 ¢ tomemos (19). Entdo, 0_1(6) =1+ 1+ 3+ = 2.

Observacao 2.1 De aqui em diante p denota um nimero primo.
Defini¢ao 2.6 (Fungao Zeta de Riemann) A funcdo Zeta de Riemann € definida por
()= — (20)

onde, s € C.

Proposicao 2.5 Se Re(s) > 1 entao

) =11 ! (21)

A prova da Proposigao 2.5 pode ser encontrada em Aguilera-Navarro et al. (1999, p. 41).

No que segue vamos provar que o produto: len >oo op " é limitado, para um certo a.

Teorema 2.1 Dado o € Z*, satisfazendo o < hy, (h, € o grau de p na fatoragao de n).
Entao,
2a+2

Cla+ 1)+ —1) <Hzp <2 (22)

pln =0

onde, ((s) € a fungdo Zeta de Riemann.

Demonstracao: Para todo p e para algum « considere h, > a. Entao, de (19),

(a+1) La+1j+a

S TP | B

pln k=0 pln



pois, h, < (o + 1)La}:{'1j + a. Logo,
hp
[ I—a+1 a+1
2 < HZZ]? a+1+2_H Zp Zp j(a+1)
pln =0 j=0 p|n =0
a+1
IS TS e < I T
pln =0 pln =0 p\nzO pln 7=0
a p oo » - H Z Op ]onrl))
< v J(a+1) i j
1
_ —i p 1—p—(atD)
s (e )

Agora, por (21), temos que
g0+l _
< [T (¥t
pln =0

Assim,
2a+2

et <L > (23)

pln =0

Por outro lado, como o < hy,, temos
[e% hp
1> v <12 v (24)
pln =0 pln =0
Note que em (24) nao se cumpre a igualdade quando « = h,,. Agora por (19)
I[1> ri<2 (25)
pln =0

Finalmente, de (23) e (25) concluimos a prova. O

Como exemplo verificaremos o Teorema 2.1 quando @ = 1. Nesse caso, h, > 1e ((2) = =-.
Assim, de (22),

8 16 1
—— = — =~ 1,621138938 < 1+—-] <2 26
%@ 11 (1+3) 2
Verificando o Teorema 2.1 para o = 2 encontramos
10 1901502566 < 1T (1 + 1) <2 (27)
SO LI\TTp) =2

Este é um limite mais forte do que o encontrado para o = 1 e estd demonstrado em [3]. Com
isso concluimos que nao é necessario conhecer os expoentes dos fatores primos na decom-
posicao do perfeito impar n.



3 Teorema Principal

A seguir demonstraremos o teorema principal deste trabalho, o qual, refere-se a existéncia
de trés nimeros primos limitantes dos trés primeiros fatores primos da descomposi¢ao, em
fatores primos, de um ntimero perfeito impar.

Teorema 3.1 Se n é um nimero perfeito impar e w(n) = m o nimero de fatores primos
distintos de n, entao existem numeros primos pr,, P, € Pr, tais que o primeiro, o sequndo
e o terceiro fatores primos de n sao, respectivamente, menores do que pr,,pr, € Pr, €, €stes,
podem ser determinados conhecendo m.

(67

ane 3 _ 1,02 (o ’ . , ' -
Demonstragao. SQ]& n = pil pi2 plr:L um numero perfelto mmpar onde tOdOS 0S pzj Sao

primos distintos. Se oy = ... = a,;, = @ = 1, entdo, considerando o produto em (22),
« m 1
> -11(1+5) 2
pln =0 j=1 Pi;

Definamos para r € Z™,

W= TW]_[_1 (1 + l), (29)

j=r P;

onde p; é o j-ésimo nimero primo fmpar. Para r = i, (29) é sempre maior do que ou igual

a (28), isto é,
e 1
=11 (o)
i Pi;

e, por (26), ,0511) > %. Porém,

e 1 1 1 16
i = in [T (14 ) = i (14 ) (14 o) =1 < St
r—00 r—00 j:r pj r—00 p,r. pT+1 T

Logo, 3 I; tal que pq(nl) < %, Vr > [,. Portanto,

Z.1 < ]1 € Pi < P (30)

De forma anéloga, definamos

1 r+m—2 1
p? = (1 + —) 11 (1 + —), (31)
3 pj

j=r
Para r = 15,
2 io+m—2 1
2
Y = ( +§> I1 (H;), (32)
J=ia J

Como p;, = 3, temos que

o (1 VT 1 A 1T (1 L) 16 33
pm_(—i_p‘)H(—i_pz‘j H +pij >7r2 (33)



Porém,

1 16
lim p? =(14+=)-1<=
m p, < —1—3) 2

r—00
Logo, 4 I, tal que p7(~2) < %, Vr > I,. Portanto,
ia < Iy e piy, < pr (34)
Finalmente, definamos
1 1 r+m—3 1
G — (14 = 14+ = 14+ = 35
= (re5) () 1T () o
onde,
1 1\ 1
p& > (1 + —) (1 + —) 1T (1 + —) (36)
biy Diy =3 Di;
e

1 1 16
im o) = - 2. —
o= (1) (145) 1< 3

Logo, 4 I3 tal que p7(»3) < %, Vr > I3. Portanto,
i3 < I3 € Dis < P13 (37)

Com isso concluimos a prova. Il

Segundo o Teorema 3.1 os fatores py,,pr, € pr, podem ser determinados conhecendo m.
Noés utilizaremos uma planilha eletronica para calcular esses valores.

e Calculo de py,

Calcularemos p;, com ajuda da férmula (29) e os seguintes dados: m = 9 e «

valores de pfnl) parar =1,....4 estao dados na Tabela 1. Note que pfll) =1,5350 <

P = 11.

. Logo,

S|
[\l [e)

e Calculo de py,

Calcularemos py, com ajuda da férmula (31) e os seguintes dados: m = 9 e a = 1. Os valores
de p?) para r = 1,...,10 estao dados na Tabela 2. Note que p%) = 1,5954 < %. Logo,
P, = 31.

e Calculo de py,

Calcularemos py, com ajuda da férmula (35) e os seguintes dados: m =9 e a = 1. De forma
analoga que o cédlculo das anteriores, obtemos p;, = 509.

Na Tabela 3 apresentamos os valores de p;,, & = 1,2,3, para 9 < m < 20 e a = 1,
tomados de [3].



Tabela 1: Célculo de p;, utilizando pt” na férmula (29).

I e s
1 3 13333 123333

2 51,2000 1,6000 1,2000

3 71,1420 1,8286 1,3714 1,1429

4 1,009 1,9948 14961 12468  1,0909
5 13 10769 2,1483 16112 13427  1,1748
6 17 1,0588 22746 1,7060 14216 1,2439
719 1,0526 23043 1,7958 14965  1,3094
8 23 1,0435 24984 18738 1,5615 1,3663
9 20 1,0345 25846 19384 16154 14134
10 31 1,323 2,0010 1,6675  1,4590
1137 1,0270 17125  1,4985
12 41 1,0244 1,5350

Tabela 2: Célculo de pj, utilizando p'” na férmula (31).

B A A A S L)
T 3 13333 17778

2 5 1,2000 2,1333 1,6000

3 71,1429 24381 1,8286 1,5238

4 11 1,0909 2,6597 1,9948 1,6623 1,4545

5 13 1,0769 2,8643 2,1483 1,7902 1,5664  1,4359

6 17 1,0588 3,0328 2,2746 1,8955 1,6586 1,5204 1,4118

7 19 1,0526 3,1924 2,3943 1,9953 1,7459 1,6004 1,4861 1,4035

8 23 1,0435 3,3313 2,4984 2,0820 1,8218 1,6700 1,5507 1,4645 1,3913

9 29 1,0345 2,5846 2,1538 1,8846 1,7275 1,6042 1,5150 1,4393 1,3793

10 1,0323 22233 1,0454 1,7833 1,6559 1,5639 14857 1,4238  1,3763
11 37 1,0270 1,9980 1,8315 1,7007 1,6062 1,5259 1,4623 1,4135
12 41 1,024 1,8761  1,7421  1,6453 1,5631 1,4980  1,4480
13 43 1,0233 1,7826 1,6836 1,5994 1,5328 1,4817
14 47 1,0213 1,7194  1,6335 1,5654  1,5132
15 53 1,0189 1,6643 1,5950 1,5418
16 57  1,0175 1,6230  1,5688
17 59 1,0169 1,5954

Tabela 3: Valores dos limitantes py,, pr, € pr,, dado m.

m pn P, PIs
9 11 31 509
10 11 31 593
11 11 37 659
12 13 41 739
13 13 43 811
14 13 43 881
15 13 47 947
16 13 53 1031
17 17 53 1093
18 17 59 1171
19 17 61 1237
20 17 61 1301




4 Consideracoes Finais

Os resultados apresentados neste trabalho fazem parte da Rede Sylvester ([3], [8]) sobre
condigoes para a existéncia dos nimeros perfeitos impares. Acreditamos que o estudo destas
condicoes pode nos levar a uma prova geral da inexisténcia de tais nimeros ou a um método
eficaz de obtencao destes niimeros. Perceba, ainda, que o intuito deste trabalho, era elucidar,
o que Basak [3] fez, de modo que professores do ensino bésico também se beneficiem da pes-
quisa matematica a fim de responder melhor as indagacoes de seus alunos e sejam motivados
a abordar o tema em sua pratica didria. Assim estaremos colaborando para com as metas
do PROFMAT estabelecendo um vinculo entre a abordagem académica e a transposigao
destes conteidos para o Ensino Fundamental. O tema Numeros Perfeitos e em particular a
existéncia ou nao dos numeros perfeitos impares pode facilmente ser incorporada a pratica
do professor de Ensino Fundamental na forma de questionamento e pesquisa proporcionando
ao aluno uma visao mais apurada do ”fazer matematico”.
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