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RESUMO

Este trabalho tem por finalidade apresentar a importancia da Histéria da Matemadtica e dos
exercicios problemas no ensino das Equagdes algébricas, em especial, sendo utilizados como
ferramenta de ensino para as equacdes do 1° e 2° graus que s@o ensinadas no terceiro e quarto
ciclos, respectivamente, além de também trazer uma proposta de ensino para os Numeros Com-
plexos, sendo ensinados através da sua histéria e das equacdes do 3° grau, no terceiro ano do
ensino médio. Para tal, apresentamos um apanhado da histéria das equagdes algébricas do 1°
até o0 4° grau para que possamos usar como base para o nosso roteiro de aula, e também como
fonte de consulta. Assim, sugerimos um roteiro para o ensino das equacdes do 1° e 2° graus e
também para o ensino dos Niumeros complexos, utilizando como ferramenta, no primeiro caso,
a Histéria da matematica e os exercicios problemas e, no segundo, a Histéria da Matematica
e as equacoes do 3° grau. Os principais objetivos desses roteiros € o porqué de se ensinar os

referidos assuntos dessa forma sdao detalhados neste trabalho.

Palavras-chave: Historia da Matematica; Equagdes; Complexos; Raizes.



ABSTRACT

The purpose of this paper is to present the importance of the History of Mathematics and of the
exercises in the teaching of algebraic equations in particular, being used as a teaching tool for
the 1st and 2nd degree equations that are taught in the third and fourth cycles respectively, In
addition to bringing a proposal of teaching to the Complex Numbers, being taught through its
history and the equations of the third degree, in the third year of high school. To do this, we
present a history of the algebraic equations from 1st to 4th grade so that we can use as a basis
for our lesson script, and also as a source of inquiry. Thus, we suggest a script for the teaching
of the 1st and 2nd grade equations and also for the teaching of complex numbers, using as a
tool, in the first case, the History of Mathematics and the Problem Exercises, and in the second,
the History of Mathematics and The equations of the third degree. The main objectives of these

scripts and why they teach those subjects in this way are detailed in this work.

Keywords: History of Mathematics; Equations; Complexes; Roots.
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Capitulo 1

Introducao

Qualquer problema que possa ser solucionado através dos numeros certamente serd
tratado, direta ou indiretamente, por meio de equacdes. Tornando-as, pelo menos do ponto de
vista pratico, a parte mais importante da Matemaética.

As equagdes assumiram esse papel tdo importante, porque a Ciéncia, cuja esséncia €
o estabelecimento de correcdes entre fatos, conceitos e ideias, estd sempre descobrindo equi-
valéncias entre associacdes de entes e utiliza as equagdes como linguagem, forma ou veiculo
para expressar tais corregdes, pois a palavra equagcdo vem da mesma raiz latina que produziu as
palavras igual e igualdade.

Pode-se perceber de forma bem clara quando um motorista de tdxi, mesmo sem es-
tar consciente disto, conhece implicitamente tal equagdo, pois estd sempre avaliando tempos,
distancias e velocidades durante seu trabalho.

As equacdes estdo por toda parte e, algumas mais, algumas menos, quase todos gasta-
mos certo tempo de nossas vidas a resolvé-las.

A solug@o de uma equacdo pode ser um ou mais nimeros, mas pode, também, ser
a medida de uma grandeza fisica, como uma distancia, um peso, um intervalo de tempo, etc.
Resolver uma equacdo é, através da correlagdo que ela expressa, encontrar alguma coisa que
desconhecemos e que costumamos denominar incégnita. Geralmente a letra x € a mais habitual
representacio das incognitas, embora outras letras também sejam usadas para tal finalidade.

Resolver uma equagdo pode significar o encontro ndo de um nimero, mas de uma
forma.

Vamos abordar somente uma categoria particular de equagdes, as conhecidas como
Equacdes Algébricas do 1° ao 4° grau. Convidamos ao leitor a mergulhar num belissimo e rico

campo, onde se envolveram os grandes cérebros das ciéncias exatas ao longo dos séculos.



Capitulo 2

Um Passeio pela Historia do Surgimento
das Equacoes do 1° e 2° Graus

2.1 Equacoes Algébricas

Equacgdes Algébricas sdo aquelas em que a incOgnita aparece apenas submetida as
chamadas operacdes algébricas: soma, subtra¢do, multiplicacdo, divisdo, potenciagdo inteira e
radiciacao.

Nos exemplos a seguir todas equacdes sao algébricas.
Exemplo 1. ax + b= ¢
Exemplo 2. a2? + bz +c=0
Exemplo 3. nz® + V823 + k = 12
Exemplo 4. 28 + 2% + 122 = V20t + 22+ 14 o3 +4 = 272
Por outro lado, as seguintes nao sdo equagdes algébricas.
Exemplo 5. 23 + 322 + 6 = ¢™®
Exemplo 6. cos(r) + z3cos(2x) = 6
Exemplo 7. arctg(r) = §

Quando uma equacdo algébrica é colocada sob a forma:
aox™ +a "+ Haport+ap1x+a, =0 (2.1)

(n inteiro positivo), dizemos que a mesma estd na Forma Candnica e a nomeamos de Equacao

Polinomial, que é também conhecida como func¢ao racional inteira da variavel x.



O maior expoente da incégnita em uma equacao algébrica em sua forma candnica é
denominado o grau da referida equacdo.

Assim, a equagdo 222 + 42?2 + x + 5 = 0 é uma equagdo do 3° grau.

Apesar da defini¢do ser abstrata conforme Garbi [11]], as formas mais simples de equa-
coes algébricas apresentaram-se quase que naturalmente aos antigos matemaéticos, a medida que
0 homem comecou a calcular, trocando produtos, contando rebanhos, contabilizando impostos

ou construindo os primeiros monumentos e obras de engenharia.

2.2 Os Primeiros Registros sobre a Equacao do 1° Grau

Os mais antigos documentos contendo registros numéricos conforme Garbi [[11] s@o
tabletes de barro sumérios, de meados do IV milénio a.C. Se quisermos ser rigorosos, podemos
dizer que tais registros ainda nao eram matematicos porque nao aparecem neles operacdes feitas
com numeros. Elas comecam a ser encontradas em tabletes sumérios de 2.200 a.C., dentro de
um sistema de numerago posicional com base 60 e grafia cuneiforme. E importante mencionar
que os sumérios foram conquistados pelos acddios no final do III milénio a.C. mas mantiveram
sua identidade até cerca de 1.900 a.C., quando os elamitas invadiram a regido e destruiram
a Suméria. Um século depois, entretanto, os elamitas foram derrotados pelos amoritas, que
estabeleceram o chamado Império Babilonico, com capital em Babilénia. Os sucessores dos
sumérios adotaram sua escrita e deram continuidade aos estudos matematicos que vinham sendo
feitos desde longa data.

Os matemadticos e astrdnomos babilonicos do II milénio a.C. realizaram feitos sur-
preendentes: eles conheciam a propriedade geral dos tridngulos retdngulos (o hoje chamado
teorema de Pitdgoras, também ja conhecido pelos chineses no século XII a.C.), resolviam equa-
¢oes do primeiro e do segundo graus, calculavam dreas e volumes de certas figuras geométricas,
determinaram a raiz de 2 com grande precisao, etc. Certamente, a essas alturas, as descobertas
matemadticas ndo mais se faziam de maneira puramente indutiva e contavam com o apoio de
algum raciocinio dedutivo ndo formalizado, que desconhecemos.

Dentre todos os antigos documentos matematicos que chegaram aos dias de hoje, tal-
vez os mais famosos sejam os chamados Papiro de Ahmes (ou de Rhind) e Papiro de Moscou.
O de Ahmes é um longo papiro egipcio, de cerca de 1650 a. C. e contém uma descri¢ao verbal
(desconhecia-se o conceito de "férmulas"”, gerais) de como fazer-se o calculo correto do volume
de um tronco de piramide, o que demonstra um conhecimento notdvel para a época. Muito
provavelmente existiram papiros andlogos anteriores, mas estes foram os mais velhos que se
salvaram. Além disto, o de Ahmes notabiliza-se por ter sido o autor o mais antigo matematico
cujo nome a Histdria registrou. Em ambos os papiros aparecem problemas que contém, timida
e disfarcadamente, equagdes do 1° grau.

De um modo geral, somente os nimeros eram representados por simbolos: os desen-

volvimentos eram, em sua quase totalidade, expresso por palavras, uma forma de expressao



que hoje é conhecida por algebra retérica. Dentre os raros simbolos matematicos criados pe-
los egipcios, destacam-se o da soma e o da subtragdo, respectivamente um par de perninhas
caminhando na dire¢do da escrita ou contrariamente a ela.

Um dos problemas de Ahmes dizia: Uma quantidade, somada a seus %, mais sua
metade e mais sua sétima parte perfaz 33. Qual é esta quantidade?

No simbolismo atual, escreveriamos rapidamente: x + %x + %w + %x = 33 ou seja,
97
42
bologia algébrica moderna, coisa inventada ha poucos séculos. Nao sabiam, também, resolver

xr = 33, o que é uma equacao do 1° grau. Evidentemente, os egipcios ndo adotavam a sim-

por nossos métodos nem mesmo as equacoes do 1° grau. Entretanto, usavam um artificio muito
engenhoso que lhes permitia encontrar a resposta correta e que veio a ser chamado de '""Regra
da Falsa Posicao''.

Por exemplo: qual o nimero que somado a sua terca parte dd 16?7 Pela Regra da Falsa
Posi¢do, fazia-se uma hipétese inicial qualquer (que fosse conveniente) a respeito do nimero e
verificava-se o que ocorria. Suponhamos, em nosso caso, que tal nimero fosse 6. Ora, 6 somado
com a sua terca parte da 6 + 2 = 8, exatamente a metade dos 16 que deveria dar. Portanto, o
nimero procurado € o dobro de 6, ou seja, 12.

Era uma forma legitima, mas sofrida de resolver uma questao que hoje é banal, porém
misteriosa no passado.

Conforme Boyer [2]] os Babilonicos também achavam muito util uma tabulagcdo dos
valores de n® + n? para valores inteiros de n, tabela essencial na algebra babilonica; esse as-
sunto atingiu nivel consideravelmente mais alto na Mesopotamia que no Egito. Muitos textos
de problemas do periodo babildnico antigo mostram que a solucdo da equagao quadratica com-
pleta de trés termos ndo constituia dificuldade para os babilonicos, pois tinham desenvolvido
operagdes algébricas flexiveis. Podiam transportar termos em uma equag¢do somando iguais a
iguais, e multiplicar ambos os membros por quantidades iguais para remover fracdes ou eli-
minar fragdes. Somando 4ab a (a — b)? podiam obter (a + b)?, pois muitas formas simples
de fatoracdo lhes eram familiares. Nao usavam letras para quantidades desconhecidas, pois o
alfabeto nao fora inventado, mas palavras como comprimento, largura, drea e volume serviam
bem nesse papel. Que tais palavras possam ter sido usadas em um sentido bem abstrato € su-
gerido pelo fato de os babildnicos ndo hesitarem em somar um comprimento com uma drea,
ou uma drea com um volume. A algebra egipcia tratara muito de equacdes lineares, mas 0s

babil6nicos evidentemente as acham demasiado elementares para merecer muita atencdo. Um

1
problema pede o peso = de uma pedra se (z + %) + ﬁ(x + %) € um mina; a resposta é dada
simplesmente como 48; 7, 30 gin (numero na base sexagesimal), onde 60 gin formam um mina

(o referido nimero na base decimal corresponde a 48 + 7(60)~" + 30(60) 2 = 48,125). Em
outro problema em um texto da Babilonia antiga, achamos duas equagdes lineares simultaneas

em duas incdégnitas, chamadas respectivamente primeiro anel de prata e segundo anel de prata.
x 6x 10y

Se as denotarmos por x € y, em nossa notacao as equacdes sao -t =lew =1



A resposta € dada laconicamente em termos da regra

x 11 1 Y 7 1

11 7+11 72

7o 7rn 7 ©

Em outro par de equagdes, parte do método de resolugdo estd incluido no texto. Aqui

% da largura + comprimento = 7 maos e comprimento + largura = 10 maos. A solugdo é
achada primeiro substituindo cada mdo por 5 dedos e entdo observando que uma largura de 20
dedos e um comprimento de 30 dedos satisfazem a ambas as equacdes. Em seguida, porém,
a solucao é achada por um método alternativo, equivalente a uma eliminag¢do por combinagao.
Exprimindo todas as dimensdes em termos de maos, e fazendo comprimento e larguras iguais a
x e y respectivamente, as equagdes ficam y + 4o = 28 e x + y = 10. Subtraindo a segunda da
primeira tem-se o resultado 3z = 18; dai x = 6 maos ou 30 dedos e y = 20 dedos.

Os Babilonicos, na mesma época, ja conseguiam trabalhar com equacdes do 2° grau
e resolviam-nas por um método baseado no mesmo raciocinio empregado pelos hindus quase
3 milénios mais tarde, o chamado completamento do quadrado. Embora os resultados fossem
corretos, os tabletes que contém solugdes de equagdes do 2° grau apresentam, como todos os
demais, apenas sequéncias do como: faca isso, faca aquilo, este é o resultado; sem qualquer
justificativa l6gica sobre o caminho seguido.

De qualquer forma, foram admirdveis os feitos dos valentes escribas, astronomos e en-
genheiros que viveram ha milénios pois, mesmo na ignorancia, ndo tiveram medo dos nimeros
e enfrentaram-nos com as armas de que poderiam dispor: a persisténcia, a confianca e a vontade

de pensar.

2.3 Os Primeiros Registros sobre as Equacoes Quadraticas

Em 1930 Otto Neugebauer descobriu que as Equacdes quadrdticas tinham sido trata-
das eficientemente pelos babilonicos em alguns dos mais antigos textos de problemas, solugdo
(equagdo quadrdtica com trés termos) que para os egipcios parece ter sido demasiado dificil.
Tais equacdes estavam na base sexagesimal. Em caracteres modernos o nimero na base se-
xagesimal pode ser adequadamente escrito usando ponto e virgula para separar a parte inteira
da fraciondria, e uma virgula para separar posi¢cOes sexagesimais. Essa forma serd usada em
geral nesta secdo para denotar nimeros em notacao sexagesimal. Exemplifiquemos o nimero
sexagesimal 1;24, 51, 10 para a forma decimal, temos 1 + 24(60)~* + 51(60)~2 + 10(60) 3.

Exemplo 8. Um problema pede o lado de um quadrado se a drea menos o lado dd 14,30.

2 _x =2870,¢é expressa assim:

A solugdo desse problema, equivalente a resolver x
Tome a metade de 1, que € 0;30, e multiplique 0;30 por 0;30, o que da 0;15; some isto
a 14,30, o que da 14,30;15. Isto € o quadrado de 29;30. Agora some 0;30 a 29;30 e o resultado

¢ 30, o lado do quadrado.



De acordo com Boyer [2] a solucio babildnica, € claro, equivale exatamente a féormula
T = \/(g)QTq + £ para uma raiz da equagio 2? — px = ¢, a férmula quadratica que qualquer
aluno de ensino médio conhece. Em outro texto, a equacdo 1122 + 7x = 6; 15 foi reduzida ao
tipo padrdo, x? + pr = ¢, multiplicando primeiro tudo por 11, para obter (11z)? + 7(11z) =
1,8;45. Essa € uma quadratica em forma normal para a incognita y = 11z, e a solu¢do para y
¢ achada facilmente pela regra familiar y = /(%)? 4+ ¢ — %, e dela se calcula entdo o valor de
x. Essa solugdo € um notdvel exemplo de uso de transformagdes algébricas.

Até os tempos modernos, ndo se pensava em resolver uma equacdo quadratica da forma
22 4+ pxr + q = 0, onde p e g sdo positivos, pois a equacdo ndo tem raiz positiva. Por isso,
as equacdes quadraticas na antiguidade e na Idade Média, e mesmo no comeco do periodo

moderno, foram classificadas em trés tipos:

1. 22 4+ px =q.
2. 2% =px +q.
3. 22 4 q = pz.

Todos os trés tipos s@o encontrados em textos de periodo babilonico antigo, de uns
4.000 anos atras. Os dois primeiros tipos estdo exemplificados nos problemas dados acima; o
terceiro aparece frequentemente em textos de problemas, onde é tratado como equivalente ao
sistema simultaneo x + y = p, xry = ¢. Tao numerosos sdo os problemas em que se pede
achar dois nimeros dados seu produto e, ou sua soma ou sua diferenca, que eles parecem ter
sido para os antigos, tanto babilonicos quanto gregos, uma espécie de forma normal a qual as
quadréticas se reduzem. Entdo, transformando as equagdes simultdneas ry = ae z =y = b no
par de equacdes lineares z +y = be x Ty = /b? T 4a, os valores de z e y sdo achados por
uma adi¢do e uma subtracdo. Uma tdbua cuneiforme de Yale, por exemplo, pede a solucao do
sistema z +y = 6,30 e xy = 7,30. As instrucdes do escriba sdo essencialmente as seguintes.

Primeiro ache

r+y
=3:15
2 )
e entdo ache )
(x+y) — 10: 33,45

2

a seguir,
x + 2 T+ 2
V) —oy=3.3,45 ¢ YY) —azy=1.45
2 2

logo,

<x;y>+(x;y):3ﬂ5+h45



r+y Tr+y
— =3;15 — 1;45.
< 2 > ( 2 ) ’ ’

Das duas dltimas equagdes € evidente que x = S5e y = 1%. Como as quantidades x
e y entram simetricamente nas equagOes dadas, pode-se interpretar os valores de x € y como
duas rafzes da equagdo quadrética x> + 7; 30 = 6; 30z. Outro texto babildnico pergunta qual o
nimero que somado com o seu reciproco dé 2;0,0,33,20. Isso leva a uma equacdo quadratica
do tipo 3, e novamente temos duas solugdes, 1;0,45 e 0;59,15,33,20.

Segundo Eves [[10], o Egito e a Mesopotamia foram as fontes onde a Europa comegou
a obter seus conhecimentos matemaéticos. Neste processo de assimilacdo, os gregos desempe-
nharam um importantissimo papel, pois foram eles os primeiros europeus que, em contato com
o Oriente Médio, interessaram-se pelas técnicas e reconheceram a utilidade da Geometria. Esta
palavra, alids, € de origem grega e significa medida da terra porque naquele tempo era este um
dos principais usos que dela se fazia.

O primeiro grande matematico grego foi Thales, da cidade jonia de Mileto, col6nia
grega em territério que hoje faz parte da Turquia.

Tales visitou o Egito e a Babilonia e de 14 trouxe para a Grécia o estudo da Geometria.
Entretanto, ao invés de apenas transmitir o que aprendera, introduziu um conceito revoluciona-
rio: as verdades matematicas precisam ser demonstradas. Foi a primeira vez que um homem
havia explicado este principio fundamental de toda a atividade cientifica. Merecidamente, ele
foi considerado um dos Sete Sdbios da Grécia.

A partir dai comegaram as demonstracoes dos teoremas. Tales deu o pontapé inicial,
provando que os angulos da base de um tridngulo isdsceles sdo iguais, que qualquer diametro
divide o circulo em duas partes iguais, que um angulo inscrito em um semi-circulo é sempre
reto, que feixes de paralelas cortadas por transversais produzem segmentos proporcionais, etc.
Poucas décadas depois, Pitdgoras , que nascera na ilha de Samos, a 50 quilometros de Mileto,
e que provavelmente estudara com Tales ou com seus discipulos na chamada Escola de Mileto,
demonstrou o teorema dos tridngulos retangulos, sem ddvida o mais famoso e popular de toda
a Matematica.

De acordo com Mol [13] muitos séculos antes de Pitdgoras, os babilonicos e chineses
jé sabiam daquela propriedade geral, enquanto os egipcios conheciam-na para o caso particular
do tridngulo de lados 3, 4 e 5, mas foi o célebre grego quem primeiro apresentou uma prova
para tal relacdo entre hipotenusas e catetos. Embora nascido em Samos, Pitdgoras passou a
maior parte da sua vida adulta na cidade de Crotona, no Sul da Itdlia, onde criou (circa 540
a. C.) uma escola voltada ao estudo da Filosofia, das Ciéncias Naturais e da Matematica. Em
poucas décadas os pitagoricos espalharam por todo o mundo grego uma verdadeira febre pelo
estudo da Matematica, colocando a civilizacdo em um caminho que nos trouxe a era cientifico-
tecnoldgica de hoje. Esta, certamente, foi a maior contribui¢do histérica de Pitdgoras e a razao

pela qual o filésofo-matemadtico inglés Bertrand Russel (1.872 - 1.970) considerava-o "um dos



maiores homens que jd existiram". A natureza mistica da irmandade dos pitagéricos e sua
grande influéncia na cidade provocaram uma revolta na populacdo e Pitdgoras precisou refugiar-
se na cidade de Metaponto, também no Sul da Itdlia, onde diz-se que morreu assassinado em
uma rebelido popular.

Quando Pitdgoras demonstrou que em um tridngulo retangulo vale a relagcdo
a’=b+c (2.2)

produziu-se, pela primeira vez na Europa, uma equacdo do 2° grau, com um atraso
de pelo menos 1.200 anos em relagio ao que ja havia acontecido na Babilonia. E importante
mencionar que os pitagdricos ndo se restringiram a Geometria e fizeram importantes incursdes
também na Aritmética, por exemplo encontrando métodos gerais para se calcular a soma dos
termos de uma progressao aritmética e a soma dos quadrados dos niimeros naturais.

Apo6s Tales e Pitdgoras, as descobertas geométricas e aritméticas avangavam rapida-
mente. Em 338 a. C., Filipe II, da Maceddnia, passou a controlar a maior parte do mundo
grego. ApOs ser assassinado em 336 a. C., o poder passou as maos de seu filho, Alexandre,
de apenas 20 anos, que veio a ser considerado o maior general da Antiguidade. Em 334 a. C.,
Alexandre deu inicio a conquista do Império Persa e em sete anos alcancou seu objetivo, tendo
chegado até o Norte da India. Segundo Garbi [11]], o Egito foi conquistado em 332 a. C. e ali,
no delta do Nilo, ele fundou uma cidade portudria chamada Alexandria. Apds sua morte, em
323 a. C., o império foi dividido entre os trés maiores generais macedonicos, cabendo o Egito a
seu amigo de infancia, o general Ptolomeu. Este governou aquele pais sob o nome de Ptolomeu
I, Soter, e deu inicio a uma dinastia de reis maceddnicos no Egito cuja tltima representante foi
a célebre rainha Cledpatra. Estimulado pelo filésofo Demétrio, de Falero, que se mudara de
Atenas para Alexandria, como comenta Burton [4], Ptolomeu I criou a chamada Universidade
de Alexandria, formada por um museu e uma gigantesca biblioteca, concebida para abrigar

todas as obras cientificas e filos6ficas produzidas no mundo grego.

2.4 Euclides entra em Cena com Os Elementos

Segundo Garbi [11], foi na Universidade de Alexandria que, por volta de 300 a. C.,
surgiu um génio que se encarregou de sintetizar e sistematizar o conhecimento matemético que
se reunira até entdo. Este homem foi Euclides, autor dos Elementos, considerado por muitos o
mais influente livro-texto de Matematica de todos os tempos. Nao se sabe onde Euclides nasceu,
nem mesmo se isto ocorreu em territério grego. Parece provavel que tenha estudado em Atenas
por algum tempo, mas o fato é que revelou seu talento em Alexandria, onde dirigiu a drea de
Matematica do Museu e escreveu varios livros, entre eles os célebres Elementos.

Ja foi dito que Tales revolucionou o pensamento matematico ao estabelecer que as ver-

dades precisavam ser demonstradas, com o que criou a matematica dedutiva. Euclides manteve



este conceito, mas fez nele uma ressalva que, por si sO, bastaria para imortaliza-lo: nem todas
as verdades podem ser provadas; algumas delas, as mais elementares, devem ser admitidas sem
demonstracao.

Os Elementos, escritos em 13 livros, realizaram o prodigioso trabalho de sistematizar
os conhecimentos da Geometria elementar, de forma rigorosa e dedutiva, partindo de um nu-
mero minimo de definicdes e de verdades aceitas sem provas. A ideia basica dos Elementos
influenciou toda a producdo cientifica posterior até nossos dias e ele é o mais antigo livro-texto
que ainda continua em vigor atualmente. Albert Einstein disse que quem, na juventude, nao
teve seu entusiasmo despertado por Euclides, certamente ndo nasceu para ser cientista.

A quase total dedicacdo dos matematicos gregos a Geometria custou-lhes o sacrificio
dos conhecimentos aritméticos. A Grécia nao foi forte em Aritmética e uma das razdes pode ter
sido o fato de que ela ndo dispunha de um adequado sistema de numeracao. Apesar disto con-
forme Commandino [6], Euclides demonstrou alguns importantissimos teoremas da Teoria dos
numeros e introduziu conceitos que se tornaram fundamentais na solu¢cdo de equacdes. Logo
no inicio dos Elementos ele explicou algumas verdades evidentes por si mesmas, agrupando-as
em postulados de natureza geométrica (cinco) e em no¢des comuns (também cinco), validas

genericamente. As nocdes comuns de Euclides foram:
a) Coisas iguais a uma terceira sao iguais entre si.
b) Se iguais forem somados a iguais, os resultados serdo iguais.
¢) Se iguais forem subtraidos de iguais, os resultados serdo iguais.
d) Coisas coincidentes sdo iguais entre si.
e) O todo € maior do que a parte.
Embora ndo tenha sido diretamente enunciada por Euclides, € fécil aceitar outra verdade:

f) Iguais multiplicados ou divididos por iguais continuam iguais.

Aqui estava a chave para a solu¢do das equacoes do 1° grau.

Suponha-se, por exemplo, a seguinte equacao
dr +3 =15
Pela no¢c@o comum c), se subtrairmos dos dois lados o nimero 3, a igualdade se preserva. Entao:
dr+3—-3=15—-3 ou 4 =12

Pela verdade f), se dividirmos os dois lados pelo ndmero 4, a igualdade se preserva.
Entao:



E por fim, depois de tanto tempo, estava encontrado um método geral de resolugdo
das equacdes do 1° grau, sem os sofrimentos da Regra da Falsa Posicao. E tudo com base em
verdades evidentes por si mesmas, validas tanto para a Geometria quanto para a Aritmética.

E muito importante fazer aqui uma observacio. Qualquer estudante que tenha ru-
dimentos de Matematica sabe que, ao se passar um nimero de um lado para outro de uma

equagdo, ele muda de sinal.

Exemplo 9. 222 + 3 = 6 é equivalente a 22*> = 6 — 3 (0 3 passou para a direita e mudou
de sinal). No entanto, ndo é que o 3 tenha passado para o outro lado e mudado de sinal. Isto
€ apenas aparente, ou seja, o que ocorre é a subtracdo do nimero 3 aos dois membros da

equagdo.

O dominio que os gregos tiveram sobre a Geometria permitiu-lhes resolver alguns tipos
de equacdes do 2° grau apenas com régua e compasso.

Depois de Euclides,conforme Garbi [11] ainda no periodo ptolemaico, passaram pela
universidade de Alexandria outros grandes matemaéticos, como: Aristarco; Arquimedes, o maior
génio da Antiguidade e um dos trés maiores de todos os tempos; Eratdstenes; Apoldnio, autor
de magistral obra sobre as sec¢des conicas e Hiparco, o criador da Trigonometria. A conquista
do Egito por Roma em 31 a.C. afetou bastante o desempenho da Universidade e somente um
século depois voltaram a aparecer outros grandes nomes, como: Herdo; Menelau; Cldudio
Ptolomeu; Diofanto, o maior tedrico dos nimeros da Antiguidade; Papus; T€on e sua filha
Hipéacia. Conforme a comissdo Women in Science [17], por volta de 400 dC, Hipécia havia se
tornado a cabeca do Neo-platdnico de Alexandria Escola, onde ensinou astronomia, matematica
e filosofia, especialmente a Obras de Platdao e Aristoteles. Ela fez tais realizacdes na literatura
e na ciéncia. A morte de Hipéacia, assassinada por uma turba de fanaticos cristaos em 415 d.C.,
simbolizou o fim da matemadtica grega. A Escola de Alexandria continuou a existir por vérias
centenas de anos mais segundo Burton [4]].

Com a tomada de Roma pelos barbaros godos de Odoacro, em 476 d.C., a Europa
entrou na Idade das Trevas e somente comecou a emergir dela muitos séculos depois. Neste
periodo, o fogo sagrado da Rainha das Ciéncias passou a ser velado por dois outros povos: 0s

arabes e os hindus.

2.5 As Equacoes do 2° Grau sao Vencidas

As guerras, nos primeiros séculos depois de Cristo, consumiam as energias dos povos
e pouco sobrava para ser dedicado ao progresso das ciéncias. Em 395 o Império dividiu-se em
dois, em Ocidental e Oriental, porém a cultura acumulada na Antiguidade Cléssica sobreviveu
apenas no Império Romano do Oriente, que ainda resistiu por séculos embora tenha perdido o
Egito aos drabes no ano 641. Por volta de 570 nasce Maomé e em 613 comegou sua pregacao

publica. Unidos pelos ensinamentos islamicos de Maomé, mais tarde compilados no Corio,
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os muculmanos completaram a conquista de toda a peninsula ardbica e das regides fronteiricas
da Siria e do atual Iraque em 632. A partir dai, outros paises foram caindo em sequéncia e,
em poucas décadas, o império muculmano chegou a fronteira da Espanha com a Francga, no
Ocidente, e  India no Oriente.

O Egito caiu em 641 e os 600.000 manuscritos da Biblioteca de Alexandria, penosa-
mente acumulados ao longo de séculos, arderam durante meses nas caldeiras dos banhos pu-
blicos da cidade. O conquistador drabe que decretou tao doloroso fim ao repositério da cultura
cléssica, o califa Omar, entendeu que os livros, ou repetiam os ensinamentos do Cordo e eram
supérfluos, ou os contrariavam e eram nocivos. Em ambos os casos deveriam ser queimados.
Mas € preciso dizer que, antes de Omar, a passagem da esquadra de Julio César por Alexandria
e, séculos depois, a acdo de fandticos cristdos ja haviam causado graves danos a Biblioteca.

Segundo a comiss@do Women in Science [17], estudiosos de Alexandria escreveram
numerosos tratados matematicos, que foram perdidos quando a biblioteca de Alexandria foi
destruida. Com o triste episddio, parecia que o império drabe viria a tornar sindnimo de obs-
curantismo nas ciéncias e na cultura. O que ocorreu foi o contrdrio. Em pouco tempo os
sucessores de Maomé perceberam e reconheceram a importancia do saber e das artes e passa-
ram a patrocini-los e em ambas as partes do mundo islamico o progresso cientifico e cultural
foi grande e rapido.

Bagdad foi construida as margens do rio Tigre e o califa al-Mansur, quem a construiu,
desejou fazer dela uma nova Alexandria e para 14 atraiu sdbios de vdrias regides, inclusive
judeus e cristdos e adotaram o eficiente sistema indiano de numeracdo. Em pouco tempo foi
ordenado que os Elementos fossem vertidos para o Arabe, sendo este fato de suma importincia
pois, muito mais tarde, esta foi a fonte a que a Europa recorreu para reencontrar os perdidos
ensinamentos de Euclides. Um pouco mais tarde foi criado em Bagdad uma escola cientifica
cuja biblioteca foi a melhor do mundo desde a que existira em Alexandria. Assim foram salvas
importantes obras de Euclides, Arquimedes, Apolonio, Cldaudio Ptolomeu e outros génios da
Antiguidade Cléssica.

Al-Manun, que reinou entre 813 e 833, convidou para a sua corte muitos dos melho-
res cientistas do mundo e entre eles estava o famoso astronomo e matemético Abu-Abdullah
Muhammed ibn-Musa al-Khwarizmi, de quem herdamos as palavras algarismo e algoritmo,
corruptelas de seu nome, e algebra. Tendo-lhe sido solicitado por Al-Mamun que produzisse
uma obra popular sobre as equacdes, ele escreveu o livro Al-Kitab al-jabr wa’l Mugababalah,
titulo que pode ser aproximadamente traduzido por O Livro da Restauracdo e do Balancea-
mento. A palavra Al-jabr era empregada por al- Khwarizmi para designar operagdes em que,
por exemplo, a equagdo x — 4 = 3 passa a x = 7, significando uma restauracdo de x — 4 de
modo a tornar-se a incégnita completa x. Foi assim que nasceu a palavra Algebra, presente em
todos os idiomas do planeta, tdo empregada na Matematica e que estd claramente relacionada
as no¢des comuns de Euclides. Al-Khwarizmi também popularizou o uso do sistema hindu

de numeracao decimal, utilizado hoje em todo o mundo, cujos elementos fundamentais sdo os
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algarismos de zero a nove e seu valor em fun¢do da posi¢do ocupada no nimero.

Durante o primeiro milénio da era cristd a India produziu célebres matematicos e astro-
nomos, como Varahamihira e Brahmagupta, mas é o nome de Bhaskara (1.114-1.185) que mais
facilmente vem a nossa memoria, por estar ligado a férmula geral da solu¢cdo das equagdes do
segundo grau. A este respeito hd um fato curioso: a férmula de Bhaskara ndo foi descoberta por
Bhaskara. Conforme ele mesmo relatou no século 12, a mencionada féormula fora encontrada
um século antes pelo matemético hindu Sridhara e publicada em uma obra que ndo chegou até
nos.

Buscou-se uma forma de reduzir o grau da equagao do 2° para o 1° grau, através da
extracdo de raizes quadradas. Este foi o engenhoso instrumento que os hindus utilizaram com

sucesso para chegar a Formula de Bhaskara. Seja a equacao geral do 2° grau

ax® +bx +c=0coma # 0.

Portanto:

b

P+ -r+-=0
a a

ou

b c

24— =——
a a

b
Para extrair a raiz quadrada de 2% + —x, ndo sendo ela um bindmio perfeito, "O ovo de
a
Colombo"foi somar aos dois lados da igualdade alguma coisa que tornasse o lado esquerdo um

quadrado perfeito, exatamente o mesmo raciocinio seguido pelos Babildnicos 3.000 anos antes.
2

A quantidade a ser somada é 1 pois
a

2+ bx + v
a 4q?

¢ um quadrado perfeito. Assim, tem-se:

b 2
onde foi usada a mencionada no¢do de Euclides. Como z? + —x + — € quadrado perfeito
a

4a?
b 2
(m + —) , tem-se:
2a



ou

N b\? b — dac
T+ —] = ——.
2a 4a?

Ap6s termos um quadrado perfeito, estamos prontos para extrair raizes quadradas, mas
temos que tomar cuidado, pois os babilonicos ndo se deram conta de que ndimeros positivos ou
negativos elevados ao quadrado sdo sempre positivos. Portanto, extragdes de raizes quadradas

geram sempre duas alternativas, uma com sinal positivo e outra com sinal negativo.

b\?2 b? — dac
) =4y
\/ (a: N 2a> 4a?

ou
a:+£ _ b? — 4ac ::l:\/b2—4ac
2a 4a? 2a
Logo,
—b+ Vb2 —4dac
T = . (2.3)

2a

E assim temos a famosa féormula de Bhaskara, que ndo foi deduzida por ele mas que

fez seu nome ficar imortalizado. As equacdes do 2° grau sdo a chave para a solu¢do de um
problema classico: encontrar dois nimeros, x e y, conhecendo-se sua soma S e seu produto P.

Correspondente ao sistema:

r+y=>5
xy=P

ou

y=S—x
xy="P
Logo, (S — x) = Pouz? — Sz + P = 0 e portanto,

S++S?2—4P g SFVS2—4P
2 2

Pelo menos duas constatagdes importantissimas decorreram da Férmula de Bhaskara,

X

conforme Garbi [[11]]:

1) Equagdes acima do 1° grau poderiam ter mais do que uma solugao;

2) Em alguns casos, a aplicacdo da férmula conduzia a uma coisa misteriosa: a raiz
quadrada de um ndmero negativo.

Alguns séculos transcorreram até que se entendesse o significado das raizes quadradas
de numeros negativos e foi a féormula de Bhaskara que, no século 12, exibiu pela primeira vez
ao mundo aquelas misteriosas entidades.

Vencidas as equacdes do 2° grau, a inesgotavel curiosidade dos mateméticos levou-os

a conjecturar sobre as formas de resolver as do 3° grau.
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Capitulo 3

A Historia das Equacoes do 3° Grau e toda
a sua Complexidade

Neste capitulo abordaremos toda a evolugdo das equacdes do 3° grau desde os seus

primeiros registros até uma solu¢do contemporanea.

3.1 Os Primeiros Registros das Equacoes do 3° Grau

A redugdo babildnica de uma equacdo quadrdtica da forma az? + bz = c a forma
normal y? + by = ac pela substitui¢cdo y = ax mostra o grau extraordindrio de flexibilidade da
algebra mesopotamia. Nao hé registro no Egito de resolucao de uma equacao cuibica, mas entre
os babildnicos hd muitos exemplos.

Cubicas puras como z° = 0;7, 30 (base sexagesimal) eram resolvidas por referéncia
direta as tabelas de cubos e raizes cibicas, onde a solucdo = = 0; 30 era encontrada. A interpo-
lagdo linear dentro das tabelas era usada para achar aproximacdes para valores ndo constantes
na tabela. As cubicas mistas na forma padrao 23+ 22 = a eram resolvidas de modo semelhante,
por referéncia as tabelas disponiveis, que davam valores para a combinagio n® + n? para valo-
res inteiros de n entre 1 e 30. Com a ajuda dessas tabelas, viam facilmente que a solugdo, por
exemplo, de 23 + 22 = 4,12 é igual a 6. Para casos ainda mais gerais de equacdes de terceiro
grau, como 144z3 + 1222 = 21, os babildnicos usavam seu método de substitui¢do. Multipli-

cando ambos os membros por 12 e usando y = 12z, a equagdo fica y> + y* = 4, 12, da qual se
acha que y € igual a 6, donde x ¢ 3 ou 0; 30. Cibicas da forma az3 + bx? = ¢ sdo redutiveis

2
A - a . . - ., . ax
a forma babilonica normal multiplicando tudo por -, cubica do tipo padrdo na incognita 7

Lendo na tabela o valor dessa incégnita, determina-se o valor de z. Se os babil6nicos eram ou
nio capazes de reduzir a ctibica geral de quatro termos ax?® + bx? + cx = d a sua forma normal,
nio se sabe. Porem ndo é improvavel que pudessem reduzi-la, pois é indicado pelo fato de
que basta a resolu¢c@o de uma quadrética para levar a equagdo de quatro termos a forma de trés

termos px> + qz? = r. Ndo hd, porém, evidéncia que sugira que os mateméaticos mesopotamios,
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de fato, realizaram tal redu¢do da equagdo ctbica geral.

Com o simbolismo moderno € facil ver que (ax)® + (ax)? = b € essencialmente o
mesmo tipo de equagdo y* + y?> = b; mas reconhecer isso sem a atual nota¢do seria bem
mais complexo. A dlgebra babildnica tinha atingido um tal nivel de abstragao que as equacdes
ax* + bx? = c e ax® + bx* = ¢ eram reconhecidas como sendo apenas equagdes quadraticas

disfarcadas, isto é, quadraticas em 22 e z*.

3.2 Fibonacci e Pacioli Tentam Vencer as Equacoes do 3° Grau

Numa época bem mais a frente, no comeg¢o do segundo milénio, alguns fatos prenun-
ciaram a chegada de uma nova era para as ciéncias do Ocidente. Por volta de 970, um francés
conhecido por Gerbert d’ Aurillac estudou na Espanha mugulmana e ali familiarizou-se com a
Astronomia e a Matematica dos drabes, em especial com o sistema de numeragdo por eles tra-
zido da India. De volta a Europa, Gerbert tornou-se, sob o nome Silvestre II, Papa da Igreja
Catdlica em Roma. Dessa importante posi¢ao, Gerbert, o tinico matemadtico até hoje a ocupar o
trono de Sao Pedro, estimulou o ensino da matematica e tentou promover a substituicdo dos ina-
dequados algarismos romanos pelos indo-ardbicos, mas os cardeais opuseram-se a iSso porque
consideravam feiticaria satdnica tudo o que se originava no mundo islamico. Nao muito depois,
um notével erudito inglé€s, conhecido por Adelard de Bath, viajou por vérios paises do mundo
mugulmano - Espanha, Asia Menor e Egito - e conseguiu contrabandear para a Inglaterra uma
c6pia dos Elementos de Euclides em Arabe, tabelas astrondmicas compiladas por al-Khwarizmi
e informacdes detalhadas sobre o sistema indo-ardbico de numeragao. Traduzindo para o latim
tudo o que trouxera, Adelard colocou a Inglaterra em contato com a esquecida Matematica
grega e com as facilidades do pouco conhecido sistema de numeragdo dos drabes.

Foi na época de ebuli¢do na Europa, nos séculos 12 e 13, que viveu o maior matema-
tico europeu da Idade Média: Leonardo de Pisa, também conhecido como Leonardo Fibonacci
(filho de Bonacci) ou Leonardo Pisano, filho de um préspero encarregado de negdécios das ci-
dades de Veneza, Pisa e G€nova, nasceu em Pisa no ano de 1.175 e passou parte da juventude
no norte da Africa, onde teve intenso contato com a cultura Arabe. Em seguida, viajou pelo
Mediterraneo, visitando o Egito, a Siria, a Grécia, a Sicilia, o Sul da Franca e Constantinopla, o
que lhe permitiu estudar vérios dos sistemas aritméticos entdo existentes. Convencido de que o
método indo-arédbico era o melhor de todos, passou a dedicar seus esfor¢os a transmiti-lo a seus
compatriotas italianos, o que o afastou totalmente das atividades comerciais de sua familia.

De volta a Itdlia, publicou em 1202 sua primeira obra, o Liber Abaci, onde descreveu
o sistema numérico dos drabes, deu profundo tratamento as questdes aritméticas e onde, pela
primeira vez um cristio discorreu sobre Algebra. As palavras iniciais do Liber Abaci sdo his-
toricas: “Estes sao os nove simbolos dos hindus: 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1. Com eles, mais o
simbolo 0, que em arabe é chamado de ZEFIRO, qualquer nimero pode ser escrito.”

Esta terceira tentativa de introducao de um novo sistema na Europa foi bem sucedida,
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pois a obra de Leonardo teve ampla aceitagdo na Itdlia. Foi dessa forma que os algarismos ard-
bicos comegaram a expulsar da Aritmética, em 1.202, os desconfortdveis algarismos romanos.

Leonardo deu algumas contribui¢cdes a entdo incipiente simbologia algébrica. As
questdes eram entdo escritas utilizando muitas palavras, uma vez que inexistiam simbolos
mesmo para coisas elementares como a incognita e suas poténcias. Ele introduziu as pala-
vras "res"("coisa", em Latim) e "radix"(raiz) para representar a incognita, enquanto os termos
"censos"e "cubus'representavam, respectivamente, seu quadrado e seu cubo. A falta de um
simbolo, ele utilizava a palavra aequalis, para representar a igualdade. Ele também empregou a
letra R maitscula para indicar a raiz quadrada e foi um dos primeiros matemaéticos a utilizar o
traco horizontal para grafar as fracdes ordinérias.

Em 1.220 Leonardo escreveu a Pratica Geometriae e em 1.228 uma edi¢ao enriquecida
e ampliada do Liber Abaci. A estas alturas, sua reputacdo de grande matematico ja era conhe-
cida e, em 1.225, quando de passagem por Pisa, O Imperador Frederico II decidiu promover
uma espécie de competicao para testar a habilidade de Leonardo. Uma das questdes propostas
por um conselheiro do Imperador foi encontrar, pelos métodos euclidianos, um segmento x que
satisfizesse a questdo z° + 222 4+ 102 — 20 = 0. Leonardo provou que o problema nio poderia
ser resolvido com régua e compasso (linicos instrumentos permitidos por Euclides), mas deu
uma solu¢@o numérica aproximada, correta até a 9* casa decimal: 1,3688081075.

Af estava, mais uma vez, o desafio das equagdes do 3° grau, ndo resolvidas e, por isso
mesmo, provocadoras dos cérebros destemidos, daqueles que jamais se conformam com proble-
mas sem solucdo. A obra de Leonardo foi importantissima, pois inspirou inimeros seguidores,
principalmente na Itdlia, e representou um grande marco na histéria da ciéncia ocidental.

O préximo matemadtico depois de Leonardo foi Pacioli que fez uma sintese do conhe-
cimento matematico acumulado na Europa. Sua obra foi publicada em Veneza em 1494, sob
o titulo Summa de Arithmetica, Geometria, Proportioni et Proportionalita, € motivou indme-
ros talentos matematicos a somarem suas forcas no desenvolvimento da Matemaética. Seguindo
o caminho de Fibonacci, Pacioli introduziu mais alguns simbolos na Algebra: a incdgnita foi
chamada de "cosa"("coisa", em Italiano) e abreviada como co. Seu quadrado e seu cubo foram
chamados de "censo"e "cubo", cujas abreviaturas eram, respectivamente, ce. € cu.

Pacioli acabou cometendo um erro grave quando afirmou que a soluc¢do das equacoes
do 3° grau era tdo impossivel quanto a quadratura do circulo, que foi demolida algumas décadas

depois por Tartaglia e Cardano na disputa que teve entre os dois.

3.3 Tartaglia, Cardano e as Equacoes do 3° Grau

De Girolamo Cardano, nascido em Pavia em 1501 e falecido em Roma em 1576, o
minimo a ser dito é que levou uma vida marcada por contrastes e extremos. Excepcional ci-
entista, dedicou-se também a Astrologia. Astrélogo do Vaticano, escreveu um livro louvando
a Nero, o grande perseguidor de cristdos do Império Romano. Autor do Liber de Ludo Aleae,
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onde brilhantemente introduziu a ideia de probabilidade que se usa modernamente, ali também
ensinou maneiras de se trapacear nos jogos.

Apesar de tragos pessoais nada dignificantes, Cardano legou a posteridade um livro
que, a época, era sem dudvida o maior compéndio algébrico existente: a Artis Magnae Sive de
Regulis Algebraicis, mais conhecida por Ars Magna, publicada em Nurenberg, na Alemanha,
em 1545. O nome de Cardano também chegou até nds na expressdo "eixo cardan", utilizado
nos automoéveis, embora a invencao nao tenha sido dele.

Nicolo Fontana, apelidado Tartaglia, em comum com Cardano sé tinha o talento ma-
tematico e a nacionalidade italiana. Nascido em Bréscia, em 1501, desde a infancia teve a vida
marcada pelo infortinio, pelas lutas, pelas asperezas e por toda a sorte de dificuldades.

Nicolo, que tinha como apelido Tartaglia, que quer dizer gago, devido a um defeito na
boca o qual causou também defeito na fala, por conta da agressao sofrida pelas tropas francesas
que invadiu a Bréscia, sua cidade. Apesar de todo o sofrimento e dificuldades pelo qual passara,
ainda se tornou professor de ci€ncias. Ao longo da vida publicou diversas obras, usando o
cognome Tartaglia, e foi o primeiro, cerca de 100 anos antes de Galileu, a realizar célculos na
técnica da artilharia. Mas o que o colocou definitivamente nos anais da Matematica foram suas
disputas com Cardano sobre as equacdes do 3° grau.

Segundo a histdria, por volta de 1510, um professor de Matematica da Universidade
de Bolonha, de nome Scipione del Ferro, encontrou uma forma geral de resolver as equagdes
do tipo 23 + pz + ¢ = 0. Embora tenha morrido sem publicar sua descoberta, ele a revelou
a seu aluno, Antonio Maria Fior que, mais tarde, tentou adquirir notoriedade valendo-se da
descoberta do mestre. Naquela época era frequente o lancamento de desafios entre os sdbios
(e, também, entre os que ndo o eram, mas desejaram parecer sé-lo) e Fior elegeu Tartaglia,
jé bastante conhecido por seu talento, como alvo. O desafio consistia na solu¢do de diversos
problemas que um deveria propor ao outro e Fior, naturalmente, pretendia apresentar questdes
que dependessem daquele tipo de equagao de 3° grau, da qual somente ele detinha a solugdo.
Tataglia aceitou o desafio, até porque ndo levava Fior em grande consideracao mas, pouco antes
da data marcada, veio a saber que seu oponente estava armado de um método descoberto pelo
falecido professor Scipione del Ferro. Porém Tartaglia mobilizou todo o entusiasmo, a aplicagcdo
e a arte de que foi capaz, objetivando encontrar uma regra para a solu¢do daquelas equacoes,
o que conseguiu a 10 de fevereiro de 1535. Mas foi mais longe: além de resolver as do tipo
23 + pr + ¢ = 0, também achou a férmula geral para as do tipo 2 + pz? + ¢ = 0, que Fior ndo
conhecia.

O resultado do desafio foi que, enquanto Tartaglia resolveu corretamente todos os pro-
blemas propostos por Fior, este nada conseguiu resolver dos apresentados pelo primeiro, ja que
implicavam a solugdo das equagdes do tipo z° + px? + ¢ = 0. Fior saiu humilhado do epis6dio
e hoje s6 € lembrado como alguém que recebeu o merecido castigo ao pretender adquirir fama
as custas de outrem.

Por esta época, Cardano estava escrevendo a Pratica Arithmeticae Generalis, englo-
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bando Algebra, Aritmética e Geometia. Ainda acreditando no que dissera Luca Pacioli sobre a
impossibilidade de uma solugdo geral para as equagdes do 3° grau, Cardano nem pretendia tocar
no assunto em seu livro. Entretanto, ficou sabendo que Tartaglia achara a solucdo e resolveu
pedir-lhe que a revelasse para que fosse publicada na Pratica. Tartaglia ndo concordou, com-
preensivelmente, alegando que sua intencdo era publicéd-la ele mesmo em um livro a ser escrito
no futuro. Diante da negativa, Cardano ofendeu Tartaglia, acusando-o de mesquinho, egoista
e ndo interessado em colaborar com o desenvolvimento da humanidade. Algum tempo apds
a troca de insultos, Tartaglia recebeu uma carta assinada por um nobre italiano, convidando-o
a visita-lo em Mildo. L4 chegando, ao invés do ficticio nobre, esperava-o o proprio Cardano
que lhe implorou, sob juramentos de segredo, a revelagdo das cobicadas formulas. Nas proprias
palavras de Tartaglia, ele decidiu confiar em Cardano pois, se ndo acreditasse em um homem
que fazia tais juramentos sobre o Evangelho, ele mesmo deveria ser considerado uma pessoa
perversa e desumana. Aceita a promessa, Tartaglia mandou o segredo em um poema, de forma
cifrada e misteriosa, que Cardano ndo conseguiu entender. Mais conversacdes, mais juras, mais
promessas e finalmente, Tartaglia revelou tudo.

Conforme qualquer um poderia prever, Cardano quebrou todas as promessas e jura-
mentos e, em 1545, fez publicar na Ars Magna, a férmula revelada por Tartaglia. Embora tenha
feito rasgados elogios a ele, acrescentou que, independentemente e trinta anos antes, Scipione
del Ferro chegara aos mesmos resultados. A reacdo de Tartaglia foi pronta e explosiva: publi-
cou sua versdo dos fatos e denunciou Cardano por haver traido um sagrado juramento sobre a
Biblia. Em defesa de Cardano veio seu discipulo Ferrari, o descobridor da solu¢@o das equacdes
do 4° grau. O circulo do 6dio, rivalidade e intriga aumentou, desembocando em mais ofensas
e desafios entre as partes envolvidas. O corajoso Tartaglia chegou a aceitar um debate publico
contra Cardano, no préprio territério deste, Mildo, mas quem compareceu no lugar do perjuro
foi Ferrari. Ap6s longas trocas de insultos, cada parte retirou-se cantando vitéria, mas o debate,
propriamente, ndo se realizou. No final, a posteridade foi injusta para com o sofrido Tartaglia:
a féormula que ele deduzira e que ensinara ao desleal inimigo, ao invés de receber seu nome, €
hoje generalizadamente conhecida como Formula de Cardano. O que ocorrera com a férmula
de Bhaskara repetiu-se nas equacdes do 3° grau.

O que Tartaglia solucionara foram os tipos especiais 2> +pr+q = 0e 2> +pr?+q¢ =0
e ndo a equagdo geral ax® + bx? + cx + d = 0. Comecemos esclarecendo que qualquer equagio
geral pode ser transformada facilmente em um daqueles tipos especiais, digamos 23 +pz+q = 0,
fazendo x = y 4+ n e calculando n de modo a anular o termo de 2° grau.

Resolvendo a equagio ax® + bx?® + cx + d = 0 temos:

Se z = y + n, entdo:
aly+n)P+by+n)?+cly+n)+d=0
ou
ay® + y2(b + 3an) + y(3an® + 2bn + ¢) + (n*a +bn? +cn+d) =0

18



Fazendo b + 3an = 0 b

Tem-se n = ——

3a .

A nova equagdo do 3° grau em y serd do tipo y>+py-+q = 0 e, se resolvé-la, acharemos
x que € y + n. Portanto, quando encontrou a solugio das equacdes do tipo 2° + px + ¢ = 0,
Tartaglia deu uma resposta geral e ndo apenas particular ao problema, o que aumenta seu mérito.

Todas as grandes descobertas, invariavelmente, partem de uma ideia fundamental. No
caso, a ideia de Tartaglia foi supor que a solucdo procurada era composta de 2 parcelas. Assim,

€screveu

r=A+B

Pois, se os dois lados da equagdo sendo iguais, seus cubos também o serdo e, portanto,

* = (A+ B)?
1 = A* + B® + 3AB(A+ B)

como A+ B==x
2® = A%+ B®+ 3ABx

ou
2 —3ABr — (A*+ B*) =0
Mas, também,
2 +pr+q=0
com
p=—3AB
e
¢ =—(A*+B%)
ou
3
Apd = -2
27
e
A3+ B = —q.

Assim, A% e B3 sdo dois nimeros dos quais conhecemos a soma e o produto e este é

um problema classico que se resolve com equagdes do segundo grau. Logo tem-se:

(o]
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Como x = A + B, entdo,

Esta € a chamada formula de Cardano, que ndo foi descoberta por ele, mas sim por

Tartaglia. (€ preciso chamar a atencdo do leitor que a simbologia da época era totalmente
diferente da de hoje e muito dificil. Ex.: uma equacdo que hoje escreveriamos 223 + 5z = 17,
foi escrita por Cardano como 2cub’ : 5rebaeqlislT).

Foi um achado lindo e maravilhoso de Tartaglia. Vejamos como funciona seu método,

cm um exemplo concreto.

Exemplo 10. Seja a equacdo x* — 6x — 9 = 0, sendop = —6 e ¢ = —9.

N L AN e AN RN AN G AN
S\ 2 2 3 2 2 3
I O R
=13 4 2 4
L [9+7 €/9—7
x_\/2 TV

z= 8+ V1

r=2+1=23.

Se verificarmos veremos que 3 € realmente a solu¢do da equacdo, ou seja, a férmula
funcionou.

A primeira vista, imaginou-se que as equacdes do 3° grau estavam vencidas pela f6r-
mula de Cardano (de Tartaglia), analogamente ao que a férmula de Bhaskara fizera com as
equagdes do 2° grau. Mas a ilusdo durou pouco. Logo comecaram a surgir dividas, perguntas e
problemas na aplicacdo do método de Tartaglia e os matematicos viram-se enrolados em ques-
toes que demandariam cerca de 200 anos e os esfor¢cos dos grandes cérebros dos séculos X VII,
XVIII e inicios do XIX até que fossem definitivamente esclarecidas. Tartaglia mexera em um
verdadeiro vespeiro que foi resolver a equagdo do 3° grau.

A mais elementar ddvida que surge naturalmente em quem observa a férmula de Car-

dano (de Tartaglia), € a seguinte: se a férmula de Bhaskara exibe, de maneira tdo simples, as

20



duas raizes das equacdes do 2° grau, por que € que a de Cardano sé apresenta uma? E muito
facil achar exemplos de equacgdes do 3° grau com 3 solu¢des, mas como fica isto diante de uma

férmula que s6 fornece uma? Onde estariam as outras duas?

3.4 A Necessidade dos Complexos

Rafael Bombelli, nascido em Bolonha, Itdlia, em 1530 e engenheiro hidrdulico por
profissdo, foi o homem que conseguiu atravessar a ponte que levava aos novos nimeros que
desafiavam o entendimento dos matematicos da época. Bombelli era um homem corajoso e

sempre disposto a pensar em coisas novas.

Exemplo 11. Seja a equagéo x° — 15z — 4 = 0. Por simples verificagdo constata-se que © = 4
é uma de suas raizes (as outras duas, menos evidentes, sdo —2 + \/§ e—2— \/5 ) Entretanto, se
tentarmos resolvé-la pela Férmula de Cardano, teremos x = \3/2 +v—121 + {’/2 —v—121.

E temos como resultado ndo apenas na extracdo de raizes quadradas de niimeros negativos mas

também na extrag¢do de raizes ciibicas de niimeros de natureza desconhecida.

Aqui estava uma questao realmente séria e que ndo poderia simplesmente ser ignorada.
Quando, nas equagdes do 2° grau, a férmula de Bhaskara levava a raizes quadradas de nimeros
negativos, era dificil dizer que aquilo indicava a inexisténcia de solu¢gdes. Agora, entretanto,
estava-se diante de equagdes do 3° grau com solucdes evidentes, mas cuja determinagdo passava
pela extragdo de raizes quadradas de nimeros negativos.

O que ocorria com a equacdo x> — 152 — 4 = 0 pode ser generalizado.

Considere o produto

(z —a)(z = b)(z =),

¢ evidente que seu desenvolvimento leva a um polindmio do 3° grau em x. Se ele for igualado a
zero, ter-se-a uma equacdo do 3° grau, cujas raizes sdo x = a, x = b, xr = c pois, para qualquer
destes 3 valores, o produto se anula.

Veremos que relac@o deve haver entre a, b e ¢ para que o desenvolvimento do produto

conduza a uma equagdo do tipo z° + px + ¢ = 0, para qual é vélida a Férmula de Cardano.
(x—a)(x —b)(x —c)=2*— (a+ b+ c)x* + (ab+ bc + ac)x — abe

Para que inexista o termo do 2° grau € necessdrio e suficiente que a + b + ¢ = 0 ou
c=—(a+0D).
Portanto, a equagao

(x —a)(x—=b)(x—c)=0

Tem por raizes a, b e —(a + b) e equivale a equagdo
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3+ [ab— (a + b)?|z + abla + b) =0

Aplicando-se a Férmula de Cardano tem-se

2 3 2 3
3 ab(a+b) ab(a+b) ab—(a+b)? 3/ ab(a+b) ab(a+b) ab—(a+b)?
I—\/_T"‘\/(T) +(T) +\/—T—\/(T> +(T>

expressdo esta que deve levar a x = a, be —(a + b), solugdes ja conhecidas de antemao.

Estudaremos a expressdo que se encontra sob o radical quadratico e chamemo-la de A

2 3
_ [ ab(a+b) ab—(a+b)?
A=)+ ()

Efetuando-se as operacdes e simplificando-se o polindmio decorrente tem-se:

—4a% — 12a°b + 3a*b? + 26a30® + 3a2b* — 12ab° — 4b°
108

A:

E possivel mostrar que o numerador acima é igual ao produto
—(a—b)*(2a + b)*(a + 2b)%
Vejamos,

—4a% — 12a°b + 3a*b? + 26a36® + 3a*b* — 12ab® — 40° =
—(4a% + 12a°b — 3a*b* — 26a3b® — 3a*b* + 12ab® + 4b°) =
—(4a5 + 4a%b — 8a°b + 16a°b + a*b? — 8a*h? + 4a'b* + 16a*V? — 32a*b? + 16a'b* — 2a3b® +
4a3b® + 4ab® — 32a3b3 + 16a3b® + 16a30® — 32ab + a®b* — 8a?b* + 16a?b* + 4ab* —
32ab* 4 16a*b* + 4ab® — 8ab® + 16ab° + 4b°) =

—(4a* + 4a3b + a®b? — 8a®b — 8a*b? — 2ab® + 4a*b* + 4ab® + b*) - (a® + dab + 4b?) =

—(a? — 2ab+b?) - (4a® + 4ab + b*) - (a® + 4ab + 4V*) =

—(a —b)*(2a + b)*(a + 20)2.

Portanto

(a —0)*(2a + b)*(a + 2b)?
108

Ora se a e b sdo reais, A nunca € positivo.

A= —

Esta é uma constatacdo surpreendente pois, para que achemos a e b reais distintos
pela Férmula de Cardano, teremos obrigatoriamente que trabalhar com raizes quadradas de
nimeros negativos, coisa que, por muito tempo, pensou-se ser impossivel. A surpresa é ainda
maior quando se recorda que, nas equacdes do 2° grau, as duas raizes somente sdo reais quando
A > 0.

Para as equacgdes do 3° grau, as 3 raizes somente sdo reais quando A < (! Realmente,
Tartaglia encontrara uma verdadeira caixa de surpresas e os fatos indicavam claramente que os

nimeros com que a Matematica vinha trabalhando havia séculos ndo eram mais suficientes para
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o estudo da Algebra. Nio havia como negar as evidéncias de que se estava diante de um novo
tipo de nimero, diferente de tudo o que se conhecia até entéo.

Para atravessar a ponte que levava aos novos nimeros, os estudos de Bombelli co-
mecaram com a tentativa de conciliar o resultado fornecido pela Férmula de Cardano para a
equagdo

23— 150 —4=0
r =2+ =121+ /2 — /=121

com araiz x = 4, constatada por simples observagao.

Conforme ele mesmo revelou em 1572 no livro Lalgebra parte Maggiore dell’ Arith-

metica, seu método baseou-se no "pensamento rude" segundo o qual

/2 4+ /—121

/2 — v/—121

deveriam ser nimeros da forma a + v/ —b e a — v/ —b, respectivamente.

Assim supondo, escreveu
m =a++v-b
V2V Tal—a- v
e deduziu que a = 2e b = 1 pois

(24 V=T)* = 2+ =121

(2— =1} =2— /121
Assim
r=02+vV-1)+2-v-1)=4

resultado que se esperava obter.
Ao realizar seus calculos, Bombelli criou as seguintes regras para trabalhar com /—1:



Criou também a regra para a soma de dois nimeros do tipo m + ny/—1:

(a+by/=1)+ (c+dv—1) = (a+¢c)+ (b+d)v/—-1

Estavam lancadas as bases para o desenvolvimento de um gigantesco ramo da Matematica, com
infinddveis aplica¢des praticas, principalmente na Eletronica: A Teoria dos Nimeros Comple-
X0S.

E importante que sejam feitas duas observagdes.

A primeira, é que Cardano foi o primeiro a manusear os nimeros complexos. Em certa
passagem da ARS MAGNA, ele escreveu que se alguém procurar dividir 10 em duas partes
de modo que seu produto seja 40, verificard que isto € impossivel. Entretanto, diz Cardano, o

problema pode ser sim resolvido:

r+y=10
x.y =40

Portanto:

22 + 2zy + y? = 100
dx.y = 160

Subtraindo uma da outra

2% — 22y +y* = —60

(r —y)*=—-60= 1z —y=+y/-60=42y/-15

z+y=10

=2xr=10£2v/—15
T —y=32/-15

Consequentemente

r=5++—15
y=5FyT5

E facil constatar que tais nimeros somam 10 e que seu produto é 40. Embora, a seguir,
Cardano tenha acrescentado que aquele resultado era "tao sutil quanto inutil", deve ser credi-
tado a ele a honra de ter sido o primeiro matematico a fazer algumas operacdes com nimeros
complexos.

A segunda, é quanto a um equivoco frequentemente cometido por alguns professores
e livros-texto relativamente a origem dos nimeros complexos: foram as equacdes do 3° grau e
ndo a do 2° que desencadearam todo o desenvolvimento tedrico havido naquela drea, trabalho

que durou mais de dois séculos a partir da ideia pioneira de Bombelli.
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3.5 Viete e a sua Habilidade com Substituicoes

Francois Viete, que viveu na segunda metade do século XVI na Franga, também dei-
xou a sua contribui¢cao no campo das equagdes algébricas. Nesse campo, Viete tinha especial
predilecdo por fazer substitui¢des de incégnitas de modo a cair em problemas mais féaceis de
serem resolvidos. J4 vimos que, por exemplo, fazendo x = y — (b/3a) consegue-se transformar
a equacdo geral ax® + bx® + cx + d = 0 em outra sem o termo do segundo grau, passivel de
resolucao pelo método de Tartaglia. Esse recurso de mudanca de incdgnita pode ser de grande
valia e Viete possuia excelente visdao em fazer as substitui¢des adequadas. Assim, através de um
engenhoso artificio, conseguiu encontrar outro caminho algébrico para a solucao das equacdes
do 3° grau, diferente daquele descoberto por Tartaglia.

Seja a equagdo 23 + pr + ¢ = 0.

Viete introduziu a incdgnita auxiliar z, de modo que

_ p
rT=2— —

3z
Obtém

ou
2 3 2
s_g2l 3, P P ~E =0
- 3 tORga T TPE T
ou
3
3_p =0
& 27z3+q

que € uma equacdo do 2° grau em 2> e, assim,

Consequentemente,

S vy e P

Este resultado € correto e pode-se monstrar que € equivalente ao obtido por Tartaglia,

embora parecam diferentes.
A . P . .
Para mostrar a equivaléncia facamos z = z — 35 assim como fez Viete.
z

Logo

(=) +r (=) va-o
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ou

2 3 2
3_32£ 3p__ p _r =0
: Z3z+2922 27z3+pz 3z+q
ou
3
3 b
_ —0
§ 27z3+q
ou
3
312 3 —p—:()
(2°)? + 2% 5

que é uma equacio do 2° grau em 23 do tipo ax? + bx + ¢ = 0 e, assim,

z 7z & z s .
Sabemos que o produto entre as raizes € —, em que c € igual a o7 e a € igual ao
a

coeficiente angular de (2%)? que é 1. Ou seja,

‘-4
a

p= =322

Substituindoem x = z — 3£, temos

z
(=321 - 29)
$1:Z1—T:$1221+22
1
(—321'22)
$2:ZQ—T:>x2:Z2+Zl
2

Como =21+ 29 =29+ 21

T =T = Ty = 21 + 29, portanto

Entretanto, permaneciam todas as duvidas sobre quantidades de raizes e operacdes

com nimeros complexos quando A < 0.
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Vigte debateu-se com equagdes como a famosa z° — 152 — 4 = 0, (cujas raizes,
todas reais, ndo podiam ser achadas pela férmula de Cardano ou pela que ele préprio deduzira,
pois implicavam trabalhar com ndmeros "imaginérios") até que, num lampejo de genialidade,
encontrou uma soluc¢do trigonométrica para o problema.

O caminho, como ndo poderia deixar de ser em se tratando de Viete, foi uma substitui-
¢do de incdgnitas. Estamos lembrados de que a Férmula de Cardano foi achada por Tartaglia
fazendo-se a substituicdo x = A + B. No método trigonométrico de Viete faz-se a substitui¢ao
x = kcos®f.

Seja

2+ pr+q=0
(kcosf)® + p(kcosf) +p=0

cos39+%cose+% =0
Como grande conhecedor de trigonometria, Viéte sabia que cos 30 = cos §(4 cos? —3)
3 cos 30
ou cos® f — —cosf — 1 =0

Assim, fez as seguintes equivaléncias:

0 4 —4 5
i:—COSB S COS39*——q* a —+ 2
e TR Dy

3 3 3

Portanto, conhece-se cos 3¢ como funcdo de p e ¢ e, com isso, determina-se cos 6
através de tabuas trigonométricas. Multiplicando-se & por cos 6 encontra-se x, mesmo quando
A < 0, e Viete descobrira uma forma de driblar os nimeros complexos, jd que ndo conseguia
trabalhar com eles.

Vejamos que resultados daria este método trigonométrico aplicado a velha equacdo

23— 150 —4=0
Neste caso,

p=—-15e g=—-4

15
Assim, k = 2 (§> =425

Para k = 2/5, cos 30 = (—4(—4)/(2v/5)?) = (2/5/25) = 0, 178885438.

Neste ponto, o grande Viete cometeu um pequeno equivoco: se cos 30 = 0, 178885438
ele deduziu, pelas tabelas, que 36 somente poderia ser 79°41’57”, porém, lembremos que a
equagao trigonométrica cosx = m, —1 < m < 1, tem infinitas solugdes do tipo x = 27n £ «,

onde a é 0 menor dos arcos positivos para os quais cos & = m. Ao concluir que 30 = 79°41'57",
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deduziu que 6 22 26°33'59”, cos f =2 0,894427 e, portanto = == 21/5.0, 894427 22 3,999999 (o
valor exato é 4).

—4(—4 2
Para k = —21/5,cos 30 = — (=4 __ V5 =~ (), 178885438.

N

Se cos 30 = —0, 178885438 ignorando da multiplicidade de angulos que satisfazem
esta relagdio, 36 = 100°18'03", 6 = 33°26/01”, cos 6 = 0, 834512 e, portanto, z = —2+/5.0, 834512 =
—3, 732051 (O valor exato é —2 — /3).

Com grande aproximacao, foram achadas duas raizes mas como encontrar a terceira,

que sabemos que existe? Por que é que este método nao a revelou?

Tivessem sido resolvidas corretamente as duas equagdes trigonométricas cos 36 =
(24/5/25) e cos 30 = —(2v/5/25), levando-se em conta a infinidade de arcos que as satisfa-
zem, as trés raizes da equagio 7® — 152 — 4 = 0 teriam sido encontradas (embora em nimeros
aproximados e ndo exatos).

Tome novamente,

k=25, cos30 =2 0, 178885438,

entao
30 = 2nw + 79041’57”(77, =0,+1,42,...)
onde
™ (¢} / 1/
0%2n§+26 3359
e

27
cos 0 = cos(?n +26°33'59").
Fazendo variar n, existem exatamente trés valores diferentes para cos , ou seja,

c0s(26°33'59”) = 0, 894427

2
cos(% +26°33'50") 22 —0, 834512

4
cos(?ﬂ +26°33'59") = —0,059915

e, assim, as trés raizes sao
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2v/5.0, 894427 = 3, 999999 (o valor exato é 4)

X1 =
Ty = —24/5.0,834512 = —3, 732051 (o valor exato é —2 — v/3)
T3 = 2\/5.(—0, 059915) = —0, 267949 (o valor exato é —2 + V3)

Se tivéssemos trabalhado com k = —21/5 e cos 360 = —0, 178885438, obteriamos os
mesmos resultados.

Viete achara uma belissima solucio para o problema mas ela, além de ndo ser algébrica,
ndo enfrentava os nimeros complexos, cuja existéncia era flagrante. Além disto, ndo se aplicava

a algumas equagdes como

22 —11lx —20=0 p=—-11 g=—20

q
5 ~10
cos30) = +— 2 o 4 41,42497

GG

e ndo existe angulo que satisfaca tal relagdo pois os cossenos devem estar sempre entre
—le+1.

Viete avancara bastante mas a solugdo total das questdes ligadas as equacdes do 3°

—~

grau ainda precisariam aguardar quase um século e meio, quando Leonhard Euler desvendou

todos 0s seus mistérios.

3.6 O Surgimento do Nimero Imaginario

Pierre de Fermat (1601 - 1665) e René Descartes (1596 - 1650), foram os invento-
res da Geometria Analitica, porém Descartes foi o primeiro a anuncia-la a0 mundo. Nascido
em La Haye, embora ndo tenha desenvolvido técnicas novas para a resolu¢do das equacdes
algébricas, prestou grandes contribui¢des a respectiva teoria. Uma delas foi fazer com que
as raizes negativas também fossem aceitas como solucdes o que, a época, ainda encontrava
resisténcias. Descartes descobriu, também, um critério para se conhecer o nimero de raizes
positivas e negativas de uma equacgdo algébrica, mesmo sem saber seus valores, através da
andlise das variagdes e permanéncias dos sinais de seus coeficientes (por exemplo, a equacao
25 + 3% — 223 + 822 + 7x — 6 = 0 ndo pode ter mais do que trés raizes positivas, porque ha
trés variacOes de sinal na sequéncia de seus coeficientes).

Infelizmente, uma frase descuidada de Descartes na Géometrie acabou consagrando
uma denominagdo muito imprépria para os nimeros que envolvem a raiz quadrada de valores
negativos. A frase em questdo é: "Nem sempre as raizes verdadeiras (positivas) ou falsas
(negativas) de uma equagdo sdo reais. As vezes elas sdo imagindrias". Foi, portanto, Descartes
que batizou a v/—1 de "niimero imagin4rio", o que é um termo inadequado, subjetivo e nada
matematico. Lamentavelmente, o nome consagrou-se, juntamente com a expressao "nimeros

complexos", para trauma dos jovens que, um dia, ouvem de seus professores: "hoje vamos
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comecar o estudo dos nimeros complexos, formados por uma parte real e outra imaginaria".
Na verdade, ndo h4 nada de "imagindrio" na +/—1 nem s@o "complexos" 0s ndimeros que a
contém. Sao nimeros como todos os outros e aprende-se a trabalhar com eles com a mesma
facilidade com que se manuseiam os inteiros, as fracdes e os irracionais.

Este tropeco do grande e genial Descartes mostra como devemos ser cuidadosos com

o emprego das palavras.

3.7 A Contribuicao de Newton para as Equacoes Algébricas

Isaac Newton, o grande gé€nio que nasceu prematuramente no dia de Natal de 1642,
em uma fazenda de propriedade de seu pai, em Woolsthorpe, na Inglaterra também deixou seu
legado sobre as equagdes do 3° grau.

As contribui¢cdes de Newton a teoria das questdes algébricas podem ser, simplificada-
mente, classificadas em 3 grupos: métodos algébricos aproximados para o encontro de raizes
reais, um método aproximado nao algébrico (utilizando elementos de Calculo Diferencial e
amplamente conhecido como Método de Newton) e um conjunto de critérios numéricos para a
pesquisa de raizes, como a determinacio de nimeros chamados cotas inferiores e cotas superi-
ores, abaixo e acima dos quais, respectivamente, ndo existem raizes reais de uma dada equacgao
(com a determinacdo de tais cotas restringem-se os intervalos numéricos dentro dos quais as
raizes devem ser procuradas).

Para ilustrar um procedimento algébrico adotado por Newton para o célculo de raizes

vamos reproduzir a solu¢do que ele préprio deu para a equagao
=2 —-5=0

Por simples inspecdo, verifica-se que uma das raizes estd situada entre 2 e 3. Observe-
mos que substituindo o valor 2 na equagao teremos -1 e substituindo o 3 na mesma teremos 16,
como os valores resultantes possuem sinais opostos, verifica-se que uma das raizes estd situada

entre 2 e 3. Portanto, facamos r = 2 + x;,com 0 < ;7 < 1.

(2+21)*—22+2,)—-5=0
3+ 623 + 10z, — 1 = 0.

Como z; < 1, as parcelas a3 e 622 sdo pequenas em relagdo a 10z, de modo que po-
demos dizer que, aproximadamente, 10x; — 1 € igual a zero, ou seja, que z; é aproximadamente
0,1. Logo, z1 = 0,1 + 25 ou x = 2,1 + x5, sendo x5 um valor pequeno, quando comparado
com 0,1.

Entrando na equac@o original, tem-se

T3 46,3232 + 11,2325 4+ 0,061 = 0
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e, novamente desprezando as duas primeiras parcelas, x5 € aproximadamente

0,061
11,23 0,005

Pelo mesmo raciocinio
r=2+0,1-0,0054 4+ 23 = 2,0946 + z3
e, voltando a equacdo original, calcula-se x5 = —0, 000004854 ou
x = 2,0946 — 0,00004854 + =4, = 2,09455146 + z4.

O valor da raiz, correto até a nona casa decimal, € 2,094551482 de modo que o pro-
cesso adotado conduziu rapidamente a uma boa aproximagao.

O chamado método de Newton (ndo algébrico) € muito elegante, simples e extrema-
mente pratico, tanto que € atualmente empregado por aquelas calculadoras eletronicas de bolso
que incluem em suas facilidades a resolugcdo de certos tipos de equagdes polinomiais. Sua

compreensao, entretanto, exige algum conhecimento de Célculo Diferencial.

3.8 Os Complexos sao Desvendados

Quando vemos hoje uma equacdo ser escrita, por exemplo, az? + bz + ¢ = 0 ou a
raiz quadrada de um ndmero ser simbolizada por / , imaginamos que as coisas tenham sido
sempre assim. Na realidade, esta simbologia € relativamente moderna pois a soma e a subtracao
eram representadas pelas letras p (plus) e m (minus) até meados do século XVI, quando, grada-
tivamente, passaram a ser empregados os sinais + e -, propostos em 1489 pelo alemado Johann
Widmann e popularizados por Michael Stifel (1487-1567). O sinal de multiplicacdo x foi in-
troduzido em 1631 pelo inglés Oughtred (autor do Clavis Mathematicae, estudado por Newton

b e um dos

em seu mergulho). Descartes foi o primeiro a representar poténcias sob a forma a
primeiros a utilizar letras mintsculas para representar parametros ou incognitas € a escrever as
equagdes algébricas sob a forma de um polindmio igualado a zero. A raiz quadrada era indicada
por R ou Rq até que, em 1525, o alemdo Christoff Rudolff inventou o simbolo /. Os sinais
> (maior) e < (menor) foram criados por Thomas Harriot (1560-1621) e publicados postuma-
mente em 1631. O sinal de igualdade foi inventado pelo inglés Robert Recorde (1510-1558) e
publicado em 1557. Para que se tenha uma ideia de como a simbologia moderna tornou mais
clara a visualizagio e o tratamento dos problemas basta mostrar como a equagio 3z2 + 5z = 21

seria representada por alguns famosos matematicos do passado:

e Rudolff (1525) sit3Z+5N aequatus 21
e Francois Viete (1590) 3Q+5N aequatur 21

o René Descartes (1637) 327+ 57 «x 21
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e John Wallis (1693) 3XX +5X =21
A equagio do 3° grau 223 + 5z = 17 seria assim expressa por Cardano:
2cub’p:5Sreb’ aeqlis 17

Leonhard Euler foi o consolidador da simbologia moderna, tendo ndo apenas consa-
grado o que de melhor se dispunha a época mas, também, inventado muito do que hoje se utiliza.
Os livros de Euler, escritos hda mais de 250 anos, transpiram atualidade de simbolos, coisa que
ndo ocorre, por exemplo, com os trabalhos de Newton. Alids, embora tenha sido o primeiro a
inventar o Calculo, Newton ndo conseguiu impor sua simbologia, que foi suplantada por aquela
desenvolvida por Leibniz e Euler.

Foi Euler quem criou o simbolo ¥ para a somatéria, a notagdo f(z) para as fungdes,

m

a representacao (n

) para as combinagdes, etc. Foi através de seus livros que se consagrou o
uso da letra 7 para a célebre constante da circunferéncia (usada pela primeira vez pelo inglés
William Jones). Dentre as inimeras representagdes propostas e consagradas por Euler, uma
nos interessa de imediato: é o famoso "i", significando a \/—1, usado por ele pela primeira
vez em um artigo escrito em 1777. Foi o mesmo Euler quem, em um artigo escrito em 1727
- 1728, utilizou a letra e para representar a base dos logaritmos naturais (o célebre niimero de
Euler) cujo valor aproximado € 2,7182818284... e que aparece frequentemente em equagdes
que expressam fendmenos do mundo fisico.

Agora, os Numeros Complexos. J4 vimos que as primeiras tentativas bem sucedidas de
operar com eles surgiram com Bombelli. Apds os passos iniciais do audacioso italiano, novos
matematicos avangaram nas pesquisas, conseguindo resultados que estimularam outros a seguir
a diante. Leibniz ficou surpreso quando descobriu que \/ 1++v=-3+ \/ 1 —+/=3 = V6, mas

parecia ndo acreditar no que via e falava dos nimeros complexos "aquele anfibio, entre o ser e

0 ndo ser, que n6s chamamos a raiz imagindria da unidade negativa". Newton, que amava os
numeros reais porque eles lhe permitiam uma visao pratica do mundo, ndo se interessou pelos
complexos e chamou-os de "impossiveis". Entretanto, seu amigo Abraham DeMoivre, pensava
de forma diferente e estudou-os dedicadamente, o mesmo tendo ocorrido com os briguentos
irmaos Bernoulli. Assim, muitos pesquisadores ja haviam trabalhado na matéria quando Euler
fez-Ihe um ataque final, deixando pouca coisa a ser achada no futuro. E por isso, embora tenha
tido precursores importantes, que Euler é considerado o matematico que dominou os nimeros
complexos.

De um modo sintético, um nimero complexo é aquele que pode ser escrito da forma
z=a-+biondeaebsdoreaisei =+/—1

E facil ver que os niimeros reais sio um caso particular dos complexos quando b = 0
ou seja, o chamado Campo Complexo (conjunto de todos os complexos) contém o Campo Real.

Logo percebeu-se que 2z poderia, também, ser escrito de outra maneira:
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a b
z=va%+b? +1
(\/a2 +0? Va? +b2)

a b - .
Ora, ( \/m) e ( \/m) sao0 nimeros situados entre —1 e +1 e a soma de seus

quadrados € sempre 1. Portanto, podem ser considerados o cosseno e o seno de um angulo 6,
batizado de argumento. Chamando v/a? + b? de p , batizado de mddulo, o nimero z pode ser

expresso pela formula
z=p(cosf +isinf)

Imagine-se, agora, dois nlimeros complexos z; € 2

21 = p1(cos by + isinby)
29 = pa(cos Oy + isin by)

Muliplicando-os, obtém-se

21.29 = p1pa([cos b;. cos Oy + (i)? sin 0. sin By] + i[sin 0;. cos O + sin B. cos 6;])

ecomo i’ = —1

21.29 = p1p2([cos B;. cos Oy — sin 0y . sin O] + i[sin ;. cos O3 + sin O,. cos 0;])

Ora, lembrando que

cos 0. cos By — sin 6. sin 6y = cos(6; + 65)

sin 6. cos 03 + sin O,. cos 0 = sin(0; + 02)

Tem-se
21.29 = p1p2(cos[fy + O] + isin[f; + 65))

Este € um resultado importantissimo: quando se multiplicam dois nimeros complexos,
multiplicam-se os médulos e somam-se os argumentos (angulos).

Com esta descoberta torna-se simples, entre outras coisas, calcular as poténcias inteiras
dos nimeros complexos, bastando lembrar que elas sdo o produto deles por si mesmos n vezes.
Portanto

2" = [p(cos @ +isinf)]|" = p"[cos(nf) + isin(nd)]

Esta férmula recebeu o nome de férmula de DeMoivre mas tal resultado ja era conhe-

cido antes dele.
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Acabamos de ver como se eleva um nimero complexo a poténcia n. Como seria entao
a operacdo inversa, a extragdo da raiz enésima de um nimero complexo? Ao procurar responder
a esta pergunta, Euler descobriu algo fantastico: qualquer niimero complexo ndo nulo (os reais
inclusive) tem exatamente n raizes enésimas (n inteiro). Ha muito se sabia que todo nimero
positivo tem duas raizes quadradas diferentes mas ninguém suspeitava que qualquer nimero
tem trés raizes cubicas, 4 raizes quartas, 5 raizes quintas, etc. A prova disto € simples, bastando
apenas certo cuidado no raciocinio.

Seja o nimero:

z = p(cosf + isin ).
Sua(s) raiz(es) enésima(s) serd(ao) o(s) nimeros(s) que, elevado(s) a enésima poténcia,
for(em) igual(is) a z. Chegaremos, genericamente, este(s) nimero(s) de
(/2) = p'(cos ¢ + isin @)
Elevando a poténcia n, tem-se

((7})" = p""(cosng + isinng).

Para que este resultado seja igual a z = p(cos 0 + i sin 0) é necessdrio e suficiente que

p"™ = pportanto p' = {/p

cos(ng) = cosf

sin(ng) = siné

Nossa primeira tentacdo € concluir, apressadamente, através das duas dltimas igualdades, que
n¢ = 6 mas isto € apenas uma parte da verdade.

O fato de serem cos(n¢) = cos e sin(n¢) = sin # ndo significa que os dngulos sejam
iguais. Se eles diferirem entre si por um nimero inteiro de 27 radianos as igualdades de senos
e cossenos também estardo asseguradas e este é ponto fundamental do raciocinio.

Assim conclui-se que:
n¢ = 0 + 2kn (k inteiro qualquer)

=5 +kC)

n

Como se v€, fazendo variar k(inteiro) vao sendo obtidos diferentes valores de ¢, ou
seja, diferentes raizes enésimas do nimero z. Mas, se k € qualquer inteiro, haverd entdo infinitas

raizes? Nao, e isto € facil de ser compreendido.
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Facamos k tomar sucessivamente os valores 0,1,2,3,....n — 1,n,n + 1,n + 2, etc.

Vejamos a seguir.

k ¢
0
0 1= —
n
0 2m
1 ¢2_ﬁ+(7)
0 2T
2 O3 =—+2(—)
n n
0 2
3 b= — +3()
n n
27
—1 == —1)(==
0 2 0
n ¢n+1:—+n(l):—+2ﬁ
n n n
0 2 0 2
Nl dupa=—+m+ () =+ (5) +2r
n n n n

A partir de £ = n os angulos come¢am a diferir entre si por multiplos inteiros de 2,
ou seja, as raizes enésimas p’(cos ¢ + i sin ¢) passam a se repetir, de modo que somente n delas
sdo distintas e a belissima descoberta de Euller estd demonstrada.

Como seriam, na pratica, as extragdes de raizes cubicas? Vejamos a seguir um exem-

plo.

Exemplo 12. Consideremos os niimeros 8 e -8.

8=a+1b=8+10

sinf = 0..0=zero

VL0
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8
NCEa

cosf =

p=VZF02=8 p =2

Portanto, as 3 raizes cubicas de 8 sdo:

2(cos § +ising) =2
VB = 3 2(cos(§ + ()] + isinfg + (20)]) = 24 + i) = (1 + V3)
2(cos[§ +2(%)] + isin[§ + 2(3)]) = 2(=3 + F0) = (=1 = V/30)

Consideremos os numeros 8 e -8.

—8=a+1b=-8+10

sin@zLZO.'ﬁ:W

V8% + (02
8 j—
V8% + 02

cosf =

p=V&+02=8 . p =2

e as raizes cubicas de -8 sdo:

2(cos 5 +ising) =2(3 +f)=(1+\/_l)
V=8 = ¢ 2(cos[Z + (X)] +isin[Z + (Z)]) = 2(—1 + 0i) = —
2cos[5 +2(%)] + isinl +2(2)]) = 2(3 — %) = (1 - V)

Finalmente, depois de quase 200 anos, aprendera-se a extrair raizes de nimeros com-
plexos, aquele mistério que intrigou Bombelli e tantos outros que haviam tentado aplicar a
férmula de Cardano nos casos em que A < 0.

O achado de Euler revolucionou a teoria das Equacdes Algébricas que, a partir de

entdo, ganhou novo impulso.
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3.9 Gauss e 0 Teorema Fundamental da Algebra

Quando se estuda a obra matematica de Gauss tem-se a sensacdo de que em todos os
campos onde atuou ele nio apenas fez o melhor possivel mas, também, nada deixou para que
outros, no futuro, viessem a superd-lo. Assim, por exemplo, aconteceu com seu doutoramento,
aos 21 anos, em 1799, quando apresentou o que ainda hoje € considerado por muitos a maior
tese de doutorado em Matemdtica de todos os tempos. Ela nos interessa diretamente por ser o
mais importante dos alicerces da teoria das equagdes algébricas e é conhecida como o Teorema
Fundamental da Algebra (denominagio dada pelo préprio Gauss).

Teorema 3.9.1 (Teorema Fundamental da Algebra). Toda equacdo polinomial de coeficientes

reais ou complexos tem, no campo complexo, pelo menos uma raiz.

Desde os tempos de Cardano suspeitava-se que, por exemplo, as equagdes do 3° grau
tinham 3 raizes, as do 4° grau 4 e assim por diante. Quando Euler demonstrou que qualquer
numero, real ou complexo, tem (no campo complexo) n raizes enésimas (n inteiro), sentiu-
se que se estava muito proximo de uma descoberta importante quanto ao numero de raizes
das equagdes polinomiais de grau n. Vdarios matemdticos chegaram a enunciar que elas tém
exatamente n raizes sem, no entanto, conseguir demonstra-lo.

A tese de Gauss foi recebida com grande perplexidade pelo mundo matematico por-
que nela ndo apenas era dada uma demonstracao inquestiondvel do Teorema Fundamental da
Algebra como, adicionalmente, o jovem de 21 anos evidenciava que a prova fornecida por
D’ Alembert anos antes era "insatisfatéria e iluséria". Gauss, como sempre, estava certo em
suas afirmacdes.

Facamos agora uma pequena pausa para avaliar as consequéncias do Teorema Funda-
mental da Algebra, segundo o qual toda equacdo polinomial de coeficiente reais ou complexos
tem, no campo complexo, pelo menos uma raiz. Seja o polindmio:

P(x) = apx™ + a1z ' + apx" 2 + ... + ap 1T + a,

Pelo mencionado teorema [3.9.1]existe pelo menos um nimero complexo k; para o qual
P(z) = 0. Ora, sabemos da dlgebra elementar que o resto da divisdo de qualquer polindmio
por  — « € exatamente P(«). Portanto, se P(k;) = 0, P(xz) € divisivel por (z — k1) e o
polindmio pode ser reescrito como o produto de (x — k;) por um polindmio de grau n — 1. Por
sua vez, neste polindmio de grau n — 1 vale também o teorema fundamental da dlgebra e ele
¢ divisivel por pelo menos um fator(z — k). Continuando o raciocinio, conclui-se que P(x)
pode ser desdobrado no produto de n binémios do tipo (z — k;)j = 1,2, ...,n. Como existem n
valores de x que anulam cada um dos n bindmios, o polindmio P(x) de grau n tem exatamente
n raizes, eventualmente repetidas pois nada obriga que os n k; sejam todos diferentes entre si.

Portanto, ao demonstrar que as equagdes polinomiais t€m pelo menos uma raiz no
campo complexo, Gauss demonstrou que elas t€ém exatamente n raizes, sendo n o grau do

respectivo polindmio.

37



Até o final da vida, Gauss voltou varias vezes a este teorema e deu a ele 3 outras
demonstragdes por caminhos distintos, todas elas bastante dificeis que o leitor estd convidado a
pesquisar.

Ap6s o teorema fundamental da dlgebra ser apresentado, foram surgindo outros teore-
mas e conclusdes como:

"Se o nimero complexo (a + bi) é raiz de uma equagdo polinomial de coeficientes
reais, entdo o complexo (a — bi) também o é."

"Toda equagdo polinomial de grau impar tem pelo menos uma raiz real."

"Dados uma equacéo algébrica em sua forma candnica P(z) = 0 e dois nimeros reais
aeb(a < b),se Pla) e P(b) tiverem o mesmo sinal, o nimero de raizes reais da equagdo
(eventualmente repetidas) dentro do intervalo (a,b) serd par; se P(a) e P(b) tiverem sinais
opostos, o ndmero de raizes reais da equacdo (eventualmente repetidas) dentro do intervalo

(a, b) serd impar."

3.10 A Existéncia de Raizes Estranhas

A resolucdo de uma equacdo irracional deve ser efetuada procurando transforma-la
inicialmente numa equacgdo racional, obtida ao elevarmos ambos os membros da equagdo a uma
poténcia conveniente.

Em seguida, resolvemos a equacgdo racional encontrada e, finalmente, verificamos se as
raizes da equagao racional obtidas podem ou ndo ser aceitas como raizes da equagao irracional
dada (verificar a igualdade).

E necesséria essa verificacdo, pois, ao elevarmos os dois membros de uma equacao a
uma poténcia, podem aparecer na equagao obtida raizes estranhas a equacao dada.

Observemos o exemplo de resolucio de equacdes irracionais no conjunto dos reais.

2
Exemplo 13. @/Ex —z = /3.

Solucao
Elevando ambos os membros ao quadrado.

2

3

2

g— r =3
2x

— xr = -
3
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Elevando ambos os membros ao quadrado.

B 81 — 36x + 422
B 9

9x = 81 — 36x + 4z

T

4 — 450+ 81 =0

Verificacao

9 ) o
Logo, V' = 9; notemos que 1 € uma raiz estranha a essa equacao irracional.
Outro exemplo: Se x = 1 Entdo, 23 = 1 (elevado ao cubo). Essa segunda equacdo

pode ser assim reescrita:
2 —1=00u(r—1)(z2+2+1)=0

14V —1— /=3

e suas raizes sio xry = 1, zo = T3 =

Neste caso, apareceram duas raizes estranhas e complexas.

O que estaria acontecendo? Por que aparecem tais raizes estranhas?

A resposta € dada pela descoberta de Euler: enquanto a potenciacdo € univoca (cada
nimero tem somente uma poténcia enésima), a radiciacdo niao o é (um nimero tem n raizes
enésimas). No retorno da potenciacdo alguns caminhos nao conduzem a equagao original. Estes
correspondem a raizes estranhas.

Com isto, aprendemos uma li¢do importante: sempre que os membros de uma elevacao
sdo submetidos a uma poténcia inteira corremos o risco de estar introduzindo raizes estranhas
e, neste caso, cada resposta deve ser testada na equagdo pela qual se comegou. Recordando que,

quando foi falado da solu¢do encontrada por Tartaglia para as equacgdes do 3° grau, foi dito que
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a passagem de x = A+ B para z° = (A + B)? era correta, mas continha uma sutileza perigosa.
Esta era a sutileza: poderiamos estar introduzindo raizes estranhas com aquela operagao.

N3ao s6 apenas as operacgdes de potenciacdo que contém os riscos das raizes estranhas.
Também a elimina¢do de denominadores em que a incOgnita estd presente pode provocar o
mesmo problema.

28 3
Exemplo 14. Seja a equacdo S +5+ = 0.
x?—4 x—2

Multiplicando-se pelo denominador comum 2 — 4 tem-se

(2% —8z) +5(z* —4) +3(z+2)=0

62> —H5r —14=0

5+ +v25+4.6.14 544361 5+ 19 5—19 7
r = = — r1=—= CXlyg = ———— = ——
12 12 12 12 6

Entretanto, € facil ver que x* = 2 ndo € raiz da equacdo fraciondria da qual se partiu
porque, neste caso, x> — 4 e x — 2 seriam nulos e ndo existe divisdo por zero.

Entdo x = —(7/6) é solugdo do problema.

Neste exemplo a raiz estranha apareceu porque, sem que o soubéssemos, multiplica-
mos a equacdo pelo fator 22 — 4 que, casualmente, anulou-se por uma das raizes da equacgio que
surgiu apds a eliminacdo dos denominadores. Portanto, igualmente ao que se faz quando uma
equagdo € elevada a poténcias inteiras, também na eliminacdo de denominadores que contém a
incognita as raizes devem ser testadas.

A manipulacdo desatenta de equacdes algébricas pode produzir o fendbmeno oposto ao
da introducdo de raizes estranhas: a perda de raizes.

Exemplo 15. Seja a equagdo v + 22> +5 = 2° + 52 + 5

22422 — 2 —br+5-5=0
B4+ —5r=0

z(z®+2-5)=0

E importante atentar para ndo descuidar e nao dividir tudo por x, pois se iSso ocorrer,
termos apenas

E claro que x; e x5 sdo raizes, mas na operacdo descuidada perdeu-se a raiz x =

0. Quando se divide ambos os termos da igualdade por algum fator comum que contenha a
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incognita, este deve, obrigatoriamente, ser pesquisado para o encontro de todas as raizes que

contiver pois elas ndo podem ser desprezadas.

3.11 Voltando a Equacio z° — 152 —4 =0

Com tudo que foi visto até agora, pode-se perceber que na formula de Cardano foram
introduzidas raizes estranhas, porém fica dificil de enxergar, pois se nem as duas legitimas
consegue-se visualizar. Porém o grande Euler, de maneira simples nos traz que: cada parcela
que compde x corresponde a extracdo de raizes cubicas e, portanto, tem 3 alternativas.

Assim, s@0 9 os valores possiveis da soma

sendo 3 deles raizes legitimas e 6 raizes estranhas.

Na féormula de Baskhara ambas as raizes da equacao do 2° grau aparecem claramente
porque as duas opg¢des para a raiz quadrada do discriminante distinguem-se pelos sinais + e -
. Para as raizes cubicas ndo hd esta facilidade e € por isso que ndo se consegue visualizar na
Férmula de Cardano as 3 solugdes da equacao do 3° grau, embora elas estejam ali.

Quando foi falado de Bombelli, foi demonstrado que se uma equacdo do terceiro grau
do tipo 2® + px + ¢ = 0 tem 3 raizes reais e distintas, entio A < 0 e isto conduz a operagdes
com numeros complexos. Entretanto, ndo foi demonstrado o inverso, ou seja, que se A < 0
as trés raizes sdo reais e distintas, mesmo que A > 0 teremos uma raizes real e as outras duas

complexas.

Proposicao 3.11.1. Supondo que uma tal equagcdo do 3° grau tenha uma raiz complexa do
tipo (a + ib). Entdo, (a — ib) também serd raiz da mesma equagdo. A terceira raiz serd

obrigatoriamente real, digamos c.

Para que inexista o termo do 2° grau € necessario que a soma das 3 raizes seja zero, ou
seja, que (a + ib) + (a —ib) + ¢ =0ou

20+c=0+c=—2a

Portanto, toda equagdo do 3° grau do tipo 22 + px + ¢ que tenha raizes complexas pode
ser assim escrita

P +pr+q=0

(x — [a+ b)) (x — [a —ib])(z + 2a) =0

(z—a)> +b*)(x+2a) =0

23+ x(b* — 3a?) + 2a(a® + b*) =0
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Assim,

b — 3a?
3
81a'b? + 18ab* + b°
- 27
e isto € sempre positivo, a menos que a = b =0 (o que faria com que as trés raizes fossem nulas

= [—a(a® +b*)]* + ( )?

e nenhuma verdadeiramente complexa). Portanto, ficou provado o seguinte:
1. Se as raizes so reais e distintas entdo A < 0;

2. Se as raizes sdo reais mas duas ou 3 sdo iguais entre si (se as 3 forem iguais todas serdo

nulas) entao A = 0;
3. Se uma raiz € real e duas sdo complexas entdo A > 0.

Disto decorrem os inversos, ou seja, se A < 0 as 3 raizes sdo reais e distintas. Se
assim ndo fosse, entdo haveria casos em que, com A < 0, poder-se-ia ter ou 2 complexas e uma
real ou trés raizes reais nao todas distintas entre si. Mas, em ambas as alternativas, A seria,
respectivamente, positivo ou nulo, o que contraria a hipétese de A < 0. O mesmo raciocinio

permite, finalmente, afirmar que, para as equagdes do tipo z° + pz + ¢ = 0, sendo

e A < 0 as 3 raizes sdo reais e distintas
e A > ( uma raiz é real e duas sdo complexas

e A = 0 as 3 raizes sdo reais mas pelo menos duas delas sdo coincidentes.

Ja aprendemos a trabalhar com ndmeros complexos, ja entendemos a questdao das 3
alternativas para a raiz cubica e ja sabemos excluir raizes estranhas. Imaginamos, portanto,
que ja somos capazes de resolver algebricamente qualquer equagdo do 3° grau, como a que foi

"rudemente" resolvida por Bombelli:

22 —15-4=0

x:€/2+\/—121+€/2—\/—121.

Entretanto, uma ultima surpresa ainda nos estd reservada.

Tentemos, extrair, pelo método de Euler, aquelas duas raizes cubicas:

24 vV—121=2+11i , a=2,b=11,p=125=5V5
2v/5

5
cos = o5 6= arccosg.
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Com 1isso:

{’/2 +v—121 = i/\/ﬁ(cos[g] + isin[g]) = \/g(cos[g] + isin[g])

3 0 27, . 0 2 0 27, . 0 2
V 125(COS[§ + ?] + zsm[g + ?]) = \/g(cos[g + ?] + zsm[g + —

3 0 4m. .0 Arm 0 4m. .0 4
V 125(cos[§ + ?] + zsm[g + ?]) = \/S(cos[g + ?] + zsm[g + —

6/2 — V=121 = f’/\/ﬁ(cos[—g] + isin[—g]) = \/S(cos[—g] + i sin[—=])

\ \/E(COS[—g + 2%] + isin[—g + Q—W]) = \/g(cos[—g + ?] + isin[—g +—)

3

3 0 4dr. . 0 Arx 0 4m. . 0
\/125(005[—5 + ?] + ZSIH[—g + ?]) = \/g(cos[—g + ?] + zsm[—g +
Pode-se constatar que
0 0 0 0
cos(—g) =cos sin(—g) = —sing
cos[~3 + =] = cos[~5 — ] = cos[z + 5
111[—9 + Q—W] = m[—g — 4—7T] = — m[g + 4—7T]
Ty T TR TR T TR T
COS[—Q + 4_7r] = COS[—Q - Q—W] = COS[Q + 2_7r]
33 33 33
sm[—g + 4—7T] = s1n[—€ — 2—7T] = — sm[g + 2—7T]
337 337 33
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Logo,

/2 —/—121 = \/g(cosg - z’sing)

0 4w, . 0 A4Am
= \/g(cos[g + ?] - 2s1n[—§ + ?])

0 27 0 27
= 5(005[5 + ?] - zsm[—g + ?])

Como, neste caso, sabemos que todas as raizes sio reais, pois A < 0, as inicas combi-

nacdes de v/2 + v/—121 com v/2 — v/—121 que anulam as partes imagindrias de v/2 + /—121
com /2 — v/—121 sio:

0 0 0

V/5(cos =)

6 6
\/5(C08§+isin§)+\/g(cos§—ising):2 3

0 2 0 2 0 2 0 2 0 2
\/g(cos[g + g] + isin[g + ?WD + \/g(cos[g - ?ﬁ] - isin[§ - ?ﬁ]) = 2\/5(308[5 - g]

0 4dm. 0 Am 0 4dm. . 0 Arx 0 Arm
\/g(cos[g + ?] + zsm[g + ?]) + \/g(cos[g - ?] — zsm[g — 3]) = 2\/5COS[§ + ?],
e sendo conhecido cosf = (2v/5/25), é possivel calcular cos(6/3), cos[(0/3) + (27/3)] e

cos[(0/3) + (47 /3)] e assim obter os valores das raizes.
Como isso poderia ser feito? Sabemos que cos 3z = cos z[4 cos®> z — 3] ou

4cos®x — 3cosz — cos3r =0

cos 3x

cos®r — S cosx — =0
4 4

e esta € uma equacao do 3° grau em cos x, sem o termo do 2° grau, 4 qual se aplica a Férmula

de Cardano

3/ CcOS 3x cos 3x 1 3/ COS 3x cos 3x 1
_ 2 4 ()3 _ )3
cose \/ 8 +\/( s D) +\/ S \/( s D)

[\
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3/ cos 3x N cos?23x — 1 N 3/ cos 3z cos?3x — 1
cosT = \/ -1/
8 64 8 64

1 .
cosx = §<€/COS3SC + Vcos?3z — 1+ (3/(:08395 —Vcos? 3z — 1).

E aqui estd a surpresa final: cos?3z — 1 é sempre menor ou igual a zero (porque

—1 < cos3z < 1) de modo que, exceto quando cos 3z = +1, caimos novamente na extragdo

de raizes cubicas de ndmeros complexos, num circulo vicioso sem saida.

Isto significa que, dado cos ), somente podemos calcular cosg por meio de tdbuas
trigonométricas ou outros métodos aproximados, mas nunca exatos. Como as tdbuas trigono-
métricas sao, de um modo geral, elaboradas através de técnicas de Célculo Infinitesimal (séries
infinitas), a férmula descoberta por Tartaglia, no caso em que A < 0, ndo oferece resultados
praticos melhores do que o método de Newton. Ao contrdrio, este € mais simples e rapido
(quando A < 0). A incrivel visdo de Viete também € digna de nota, ao supor x = k cos®,
literalmente adivinhou um resultado a que somente se chegaria muitos anos mais tarde por um
caminho dedutivo.

Utilizando as tdbuas trigonométricas, calcularemos as 3 raizes R, R e Rs.

Se cos ) = %5 = (), 17888543816 entdo 6 = 79°41'57" e g =~ 26°33'59”.

Logo,
0
Ry = 2V/5cos 3= 2v/5 c0s(26°33'59”) 22 3, 999999
2r 0 27 0o
Ry = 2\/5008(? +3) = 2\/3008(? +26°33'59”) = —3, 37205
dr 0 4 0o
Rs = 2\/5(305(? +3) = 2\/3008(? +26°33'59”) = —0,267949.

Com os resultados das 3 raizes pode-se concluir que niao foram trazidos beneficios
maiores para as equagdes do terceiro grau em relacdo aos métodos como o de Newton e o de
Viete, as solugdes encontradas neste também foram aproximadas.

Para encerrar essa viajem que fizemos dentro da histdria das equacdes do terceiro grau.
Cabe-nos uma pergunta bem interessante: Serd que a formula de Cardano, quando A < 0, con-
duzir a nimeros aproximados (aproximag¢do tdo boa quanto quisermos), significa que, naquele
caso, nao hd solucdes algébricas para as equacdes do 3° grau?

Nao, isto pode ser esclarecido através de uma compara¢do com 0O que ocorre com
equagdes do 2° grau.

Seja a equacio

= 2, cujas raizes, obtidas através de métodos algébricos, sdo
exatamente © = ++/2. Entretanto, quando procuramos converter a expressao v/2 em nime-
ros grafados na notacdo decimal, somente podemos fazé-lo de forma aproximada, ou seja,

r = +£1,414213....
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Analogamente, as raizes da equagdo x> — 15z —4 = 0, obtidas por métodos algébricos,
sdo exatamente r = 3/2 ++v—121 + f/Q — +/—121. Tal expressdo, no entanto, somente &
conversivel de forma aproximada em nimeros com os quais se pode trabalhar na prética.

3.12 Uma Solucao Contemporanea das Equacoes do 3° Grau

Conforme Carlos Gustavo Tamn

Nesta subsec¢do o texto foi extraido do artigo Uma Solucdo das Equagoes do 3° e 4°
graus de Moreira [[14]]. Aos 14 anos de idade Carlos Gustavo Tamn de Araujo Moreira tentou
mostrar ao seu professor Elon Lages Lima outra solugdo para as equagdes do 3° e do 4° graus,
mas este ndo lhe deu na época a devida atencao.

Mais tarde Elon concordou em ouvi-lo e percebeu logo que se tratava da mais simples
e menos artificial das deducdes das formulas para equacdes do terceiro e do quarto grau que
conhecia.

Porém naquela altura, Carlos Gustavo que relutava em publica-las, alegando que ja nao
tinham mais graca. Finalmente, cedeu aos apelos e as solu¢des foram publicadas na Revista do
Professor de Matemadtica 25, 1994. Carlos Gustavo Tamn de Araujo Moreira [14] chegou a
uma nova solucio para as equacdes do 3° e do 4° grau. A seguir mostraremos a resolucdo das
equagodes do 3° grau demonstrada por Moreira [14] no artigo "Uma solugdo das equagdes do 3°
e 4° graus".

3.12.1 Solucao para as Equacoes do 3° Grau

Motivado pelo cdlculo de expressdes simétricas nas raizes de uma equagdo do 2° grau

em funcdo dos coeficientes da equacdo, resolvi um dia calcular a expressao:

y = v+ s

onde 7, € T, sd0 as raizes da equagdo 22 — Sz + P = 0 (e portanto satisfazem z; + 7, = S'e
r1x9 = P). Isso leva aos seguintes cdlculos:

y= w1+ Jr2 =
y® =11 + Ty + 3 w100 (VL + YT0) =

Y} =S+ 3V Py

Assim, para determinar y ha que se resolver uma equagao do 3° grau.
Ocorreu-me entdo o seguinte: Dada uma equacao do terceiro grau € possivel escrever

suas raizes como soma de raizes cubicas de raizes de uma equagdo do 2° grau. Isso pode ser
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feito como a seguir: Dada a equagdo z° + az? + bz + ¢ = 0, procuramos uma substitui¢do
x = y + t que anule o coeficiente em y:

(y+t)P +aly+t)* +bly+t)+c=0

yP 4 3y%t + 3yt + 3 + ay® + 2ayt + at®> + by + bt +c=0

v+ (Bt +a)y’ + (B +2at + by + (£ +at’> + bt +¢) =0

Facamos 3t + a = 0, segue que ¢ = —£ e assim temos:
2 2 3 3
y3+(%—%+b)y+<—%+%—%b+c):
Fazendo
_e_2
P=%3 773
e
a>  a® ab
=Typtg 3o
temos:

v’ +py+q=0.

Determinamos nimeros P e S tais que
p=-3VPeq=-S

de forma que se x; e 5 sdo raizes de 22 — Sz + P = 0, entdo Y1 + /7 satisfaz a equagdo
y3 + py + q = 0. Feito isso, obtemos

27
e
S = —q,
P
ou seja, 71 € x5 sdo raizes de 2% + qr — o7 = 0, isto €,
_q ¢ p?
nETR VT Ty
e
q ¢ p
27T T
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donde,

3 q N Y ¢ p
y_\/2+\/4+27+\/2 VT ar

satisfaz y® + py + ¢ = 0.

Cada raiz ciibica pode assumir trés valores complexos, mas a equagio v/ P = —p /3 diz
que o produto das duas raizes deve ser —p/3. Essa féormula d4 as trés rafzes de y> +py +q = 0,
que somadas a t = —a/3 nos ddo as trés raizes de x* + ax? + bz + ¢ = 0.

Exemplo 16. Considere a equagéo 13 — 6x — 40 = 0.

Para aplicar a féormula que da as raizes da equacgdo do 3° grau temos p = —6e ¢ = —40.
A formula nos da 3/20 + 14v2 + {’/20 — 14/2.
Assim, as trés raizes da equagao sao :

= {’/20+14\/§+ {‘/20—14\/5,

Ty = EV/20 4+ 14v/2 + £21/20 — 14/2
T3 = £24/20 + 14V2 + £€1/20 — 14v/2,

£=—1/24iV3/2.

onde

Assim x; € a Unica raiz real da equagdo. Por outro lado, claramente z = 4 satisfaz a

equacgdo, donde V20 + 142 + v/20 — 14/2 = 4.
Exemplo 17. Seja oo = cos 20°.

Como cos 3z = 4 cos® z — 3 cos x, temos:
cos 60° = 4 cos® 20° — 3¢c0s20° = 4a® — 3a =

1 3 1
4a3—3a:§:>a3—1a—§:0

Aqui p = —3/4, ¢ = —1/8, e substituindo na férmula obtemos as raizes de x> —

(3/4)z — (1/8) = 0:
ety J L L a1 1 1
V16 256 64 16 256 64

1 1 V3 1 3
e Lol V3 L V3
2 2 2 2 2

ou
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que ndo diz nada de novo sobre cos 20°. Essa expressao ndo € 1a muito satisfatoria, pois usa nu-
meros complexos para exprimir cos 20°, que € real. Na verdade é possivel provar que qualquer

expressdo por radicais de cos 20° tem que envolver niimeros complexos.
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Capitulo 4

Ferrari e Moreira Vencem as Equacoes do
4° Grau

Nascido em Bolonha em 1522 e falecido por volta de 1560, neto de Bartholomaeus
Ferrari, segundo Garbi [11] Ludovico Ferrari iniciou sua carreira como auxiliar de Girolamo
Cardano. Dada sua notdvel facilidade no aprendizado, Cardano comegou por ensinar-lhe mate-
maética. Ferrari ajudou Cardano na descoberta das solu¢des para as equagdes quadratica e cubica
e foi ainda imensamente responsavel pela solucdo da equagdo quadratica que Cardano publicou.
Ainda jovem (antes dos vinte anos), Ferrari passou a ensinar por conta prépria em Mildo. Logo
apos tornar-se professor de Matematica na Universidade de Bolonha, veio a falecer aos 38 anos

de idade, provavelmente envenenado por sua propria irma.

4.1 Método Geral para a Soluciao das Equacoes do 4° Grau

Dentro do costume entdo vigente entre os matemdticos de proporem problemas uns
aos outros como forma de desafio, um certo Zuanne de Tonini da Coi submeteu a Cardano uma

questdo que envolvia a equacio

2t + 622 — 60z +36 =0

ApOs inumeras tentativas sem €xito, Cardano passou a questdo ao jovem Ferrari que,
num lampejo de génio, encontrou o método geral para a solugdo das equacdes do 4° grau. Tal
método foi publicado também por Cardano [5] na ARS MAGNA, em continuidade a solugao

dada por Tartaglia as equagdes do 3° grau. Sabemos que a equagdo geral do 4° grau é

ar* + b+ e +dr+e=0
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sempre pode ser transformada em outra do tipo
4 2 —
y +py +qy+r=0

fazendo x = y + m e calculando m de modo a anular o termo de 3° grau. Vejamos:

axr* + bz + cax? + dx + e = 0 multiplicando a equagio por — temos:
a

b d
24 24 S 1 Yo 1 & = 0 substituindo o z = Y + m segue que,
a a a’ a

b c d e
+m)yt+-—(y+m?+-—(y+m)?+—(y+m)+-=0
a a a a
b b b b
yt + dyPm + 6y>m? + dym? + m? + ay:} + 3ay2m + 3aym2 + am‘g + §y2+
e

c c , d d
+2—ym+-m"+ -—y+-m+—-=0
a a a a a

b b b d b
y* + (dm+ =)y? + (6m? 4+ 3—m + E)y2 +(4m3 +3-m? + 25 m+ —y+m*+-m3+
a a a a a a a

d
+im2+ Smt+ S =0
a a a ; ;
onde 4m + — = 0 = m = ——. Substituindo m por —— na equacdo temos:
a 4a 4a
b b, b c b b, b c, b d
4 )2 (7 “\,,2 4__3 (7 )2 2°(—— -
Y+ (O(—) + 3 (=) )y + (A=) + 3 () + 25 (- ) + g+
b, b, b, ¢, b, d D e
. (== (== (=) + = =0
+ 4a> @( 4a> @( 4a> cz( 4a> a
A <3b2 3b* c) 24 ( b n 3b3 2bc+d) y bt bt n bc
V82 T 12 T 1665 ' 1643 4a2 ' a’”’ " ‘256a%  6da’ ' 16d3
bd e
—+-)=0
4a? a)
Facamos

3 3«

p_8a2 4a2  a’

v ¥ 2bc d

1= 163 T 1665 12 4

b* b* b2c bd e

"= 0560t 64t 160 42 @

Com 1isso temos:
ot prt +qr4+r=0.

Assim, analogamente ao que ocorre com as equacdes do 3° grau, quem sabe resolver a
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equagdo incompleta
ot +pr® +qr+r=0 4.1)

consegue resolver qualquer tipo de equagdo do 4° grau.

Ferrari olhou a equagdo incompleta (4.1]) e procurou reagrupar os termos de modo que
nos dois lados da igualdade houvesse polindmios quadrados perfeitos. Se tal reagrupamento
fosse possivel, seriam extraidas as raizes quadradas, cair-se-ia em equagdes do 2° grau e o
problema estaria resolvido.

A equagdo foi, entdo, assim escrita:
'+ (p+a)* +(r+p8)=az® —qr+ 8

novamente com a no¢do comum de Euclides, onde o e § sdo nimeros a ser determinados
de forma que os dois lados da igualdade sejam quadrados perfeitos. Para que isso ocorra, €
necessdrio e suficiente que os discriminantes daqueles dois trindmios, a0 mesmo tempo, sejam

iguais a zero, ou seja,

(p+a) —4(r+p)=0

e
¢ —4aB=0—= = q¢*/4a
(p+a)* —4(r+¢*/4a) =0
(p+a)? —4r —¢*/a=0
logo

o’ +2pa® + (p* —4r)a — ¢* =0

0 que ¢ uma equacgdo de 3° grau em . Como as equagdes de 3° grau podem ser resolvidas,
acha-se «, em seguida [ e extraem-se as raizes quadradas

VIt + (p+ @)a? + (r+ ) = £v/aa? — gz + .

Para cada alternativa de sinal + ou - tem-se uma equacdo do 2° grau, ambas com

duas solucdes. Portanto, para a equagdo do 4° grau, o método fornece 4 raizes, de uma forma
semelhante ao que acontece na férmula de Bhaskara.

Os passos para a solugdo da equacgio geral do 4° grau, portanto, sdo:

1. Toma-se a equacgdo geral e faz-se uma transformacao do tipo x = y+m de modo a cair-se
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em uma equacdo do 4° grau em y sem o termo do 3° grau;

2. Reagrupam-se seus termos de modo a fazer com que ambos os lados da igualdade sejam
quadrados perfeitos. Cai-se em uma equagdo do 3° grau em «. Se ela for completa, faz-se
a transformacgdo o« = o/ + t de modo a obter-se uma equagio do 3° grau em o', sem o

termo do 2° grau;
3. Resolve-se a equagdo em o’ pelo método de Tartaglia;
4. Soma-se t a o e obtém-se . Obtido « calcula-se (3.

5. Com « e [3, extraem-se as raizes quadradas dos dois lados da igualdade e obtém-se os 4

valores possiveis de y. Soma-se m a y e obtém-se as 4 raizes da equacao geral.

Realmente, € um método perfeito, do ponto-de-vista tedrico, mas bastante trabalhoso.
O grande mérito de Ferrari foi haver demonstrado que a solucdo das equacdes do 4° grau era
possivel apenas com operacdes algébricas.

Mas o que aconteceria se a equagdo do 3° grau em « tivesse 3 solu¢des? Como a
cada valor de o correspondem a 4 raizes, poderia acontecer de alguma equagdo do 4° grau ter
3 x 4 = 12 raizes? A resposta € ndo e a explicagdo € simples.

Chamemos de x1, z2, 3 € x4 as quatro raizes de uma equacao do 4° grau. O método
de Ferrari, ao reduzir o problema a um par de equagdes do 2° grau, coloca duas raizes em uma
delas e as outras duas em outra. De quantas formas diferentes podem ser agrupadas as raizes
x1, T2, T3 € 4 em dois blocos de duas cada? A resposta conforme a Tabela [4.1] ¢ 3:

1*equagdo | 2%equacao
Forma 1 T1T2 T34
Forma 2 T103 ToX4
Forma 3 14 ToX3

Tabela 4.1: Raizes Agrupada

Portanto, cada valor de a corresponde apenas a uma das 3 formas diferentes de se
agrupar raizes duas a duas, mas estas sdo sempre as mesmas, independentemente da raiz «
adotada no método de Ferrari.

Vejamos um exemplo concreto ilustrado no livro "Romance das Equagdes Algébri-
cas"do autor Garbi [[11].

Exemplo 18. Seja a equagdo x* — 152> — 102 +24 =0

Aplicando o método de Ferrari, encontra-se « e [3 tais que

z* — (15 — a)z® + (24 + B) = ax® + 10z + f3
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com ambos os lados da igualdade quadrados perfeitos.
Para isto
(15 —a)* —4(24+ B) =0

25
100—4a8=0= ="
(6]

o que leva a equagio a® — 30a? + 129a — 100 = 0.
Esta equacdo, sendo de 3° grau, possui as raizes oy = 1, ap = 4 e az = 25.
Para a; = 1 e 3 = 25 os dois membros da igualdade ficam
ot — (15 — 1)2? + (24 + 25) = 2° + 10z + 25
xt — 1422 +49 = 22 + 102 + 25
(22 = 7)? = (z +5)?
Entao
(2 =T)=(z+5). . 2°—2—12=0=z,=4exy=—3
(2 =T)=—(x+5) 2’ +r—-2=0=>a23=—2emxy =1

25
Para cy = 4 e 5 = T tem-se

25 25
x4—(15—4)x2+(24+z) :4x2—|—10x+z

121 25
x4—11x2+T:4x2—1—10x+Z
11 5
($2—7)2=(2$+§)2
Seque que,
, 11 b} 9
(x —7):(2x+§),',x —2r—8=0=>2=4exy = —2

11 5
(:Cz—?):—(2x+§),',$2+2x—3:0:>x3:1ex4:—3

Para a3 = 25 ¢ 33 = 1 e tem-se

ot — (15— 25)22 + (24 + 1) = 2522 + 10z + 1

2t + 1022 + 25 = 2522 + 10z + 1

(22 +5)* = (br +1)?

Entao,

(224+5)=0(Gr+1) 22 -5 +4=0=2, =4exy =1

(22 45)=—0bBz+1) 22 +5x+6=0=123=—-3ex, = —2.

Portanto, as raizes sdo sempre -3,-2,1 e 4. O que existe de diferente sdo as 3 maneiras
de se agrupar os termos da equagdo de modo a ter-se quadrados perfeitos em ambos os membros
da equagdo:



As 3 sdo equivalentes a equagdo original z* — 1522 — 10x + 24 = 0.

A seguir um outro exemplo elaborado pelo préprio autor:
Exemplo 19. Seja a equagdo 4x* + 82% +8x +5 =0
Dividindo toda a equacao por 4, tem-se
x4+2$2+2$+220
Aplicando o método de Ferrari, encontra-se « e [3 tais que
x4+(2+a)m2+(g+6) =ar® —2r+ 3
com ambos os lados da igualdade quadrados perfeitos. Para isto

(2+a)2—4(g+5):()

1
4—4af=0=p=—
a

o que leva a equagio a® + 4a? — a — 4 = 0.
Esta equacio, sendo de 3° grau, possui as raizes oy = 1, a0 = —1l e ag = —4.
Para oy = 1 e ; = 1 os dois membros da igualdade ficam

5
?+ 2+ D)2+ (-+1)=a®—2z+1

4
9
x4+3x2+zzx2—2x+1
3
@+ 37 = @=L
Fatdo 5 1+ 3i 1—3i
@+ =@-D. a?—rtg=0=m= QZer: 2Z
3 1 -1+ -1-
(m2+§):—(x—l).'.m2+x+§:():x3: 2+Zem4: 5 !
Para oy = —1e 3y = —1, tem-se
)
x4—|—(2—1)x2+(1—1):—:L‘Z—Qa:—l
1
x4+x2+é—l:—x2—2x—1
Somando-se 222 + 2 aos dois membros da equagio, tem-se
9
x4+3x2+12x2—2x+1
3
(2 +5) = (=17
EntﬁoB D 1432 1—3
7 -3
(m2+§):(:p—l)_'_xZ—x+§:O:>a:1: 5 €T2=—
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3 1 -1+ —1—
(:c2+§)——(x—l),',1x2+x+§—0:>x3— 2+Ze:c4— 5 !
Para oz = —4 e 5 = —1 e tem-se

5 1 1
m4+(2—4)x2+(1—1):—4x2—2x—1

1
x4—2:c2—|—1:—4x2—2:c—1

) .
Somando-se 52 + 1 aos dois membros da equacdo, tem-se

9
43+ =22 -2 +1

4
3
(e Dy ey
Fntao 5 1+ 3i |- 3i
(3:2+§):(x—l).'.x2—:c+§:O:>x1: —226332: _2Z
3 1 -1+ —1—1
(x2+§):—(x—l).'.x2+x+§:O:>x3: 2+Zex4: 5 !
o 14+3i 1—3i —1+i —1—i
Portanto, as rafzes sdo sempre ——, ——, ——¢ ——

4.2 Uma Solucao Contemporanea das Equacoes do 4° Grau

Conforme Carlos Gustavo Tamn

A seguir mostraremos a resoluc¢do das equacdes do 4° grau demonstrada por Moreira
[14] no artigo "Uma solucdo das equacdes do 3° e 4° graus". Porém, poucos dias antes da
publicacdo, a RPM (Revista do Professor de Matemdtica) recebeu uma carta do autor Moreira,
pedindo que a seguinte nota fosse anexada ao artigo: "Recentemente, folheando o livro Ele-
ments of Algebra do Euler [9]], descobri que o préprio Euler tinha desenvolvido essencialmente

0 mesmo método que o meu para resolver equacoes do 4° grau".

4.2.1 Solucao para as Equacoes do 4° Grau

Uma variagdo da técnica para a resolugdo das equagdes do 3° grau de Moreira, o per-
mitiu resolver as equacgdes do 4° grau.
Considere a equagdo do 3° grau 2® — Sx? + Sgr — P = 0 de raizes z;, 75 € 73, que

satisfazem:

T+ T+ a3 =29, T1To+ T 13+ T2x3 =5 e w1273 = P.
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Sejay = /r1 + /2 + /x3. Temos:

V=11 + 20 + 23 + 2(/x129 + /105 + \/T2T3) =

y?—S
2

)? = (VIias + /T1T5 + \/T75)? =

(

T1Tg + T1X3 + Tokg + 24/T10223(7/T1 + /T2 + /T3),

ou seja,
y' =S

5 )2 =S4+ 2V Py, ou

(

yt —25y? —8VPy+ 52— 45, =0 (4.2)

Dada a equagdo z? + az® + bx? + cx + d = 0, fazemos uma substitui¢do do tipo
r =y +teobtemos y* + (4t + a)y® + ... = 0. Tomando ¢ = —a/4, obtemos uma equagio do
tipo
y' + kiy® + kay + ks =0
sem termo em 7°.

Comparando com (4.2), tomamos .S, P e Sy tais que

—928 =k, —8VP =kye S* — 4S5, = ks =

2 2
- —4
S:_@’ P:(k2)2esd:5' kg_kl k3‘

2 8 4 16
Assim, resolvendo a equagdo

k k2 — 4k o\ 2
S O (L Wt T WO (.2 W
x+2+( - ) (8) 0

obtemos raizes 1, x5 € x3 tais que

Y =+/T1+ T2+ /T3

satisfaz
Y kyy® + kay + ks = 0.

Para obter as raizes de x* + ax? + bx? + cx + d = 0, basta diminuir « /4 das raizes de
y* 4 kiy® + kay + ks = 0.
Observe que cada raiz quadrada pode assumir dois valores complexos, mas a equacao
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VP = —ko/8 diz que \/x1\/T2\/T3 = —ko /8. Assim, para cada valor de \/Z1 € \/T2 hd um

tnico valor de /x3. Dessa forma obtemos todas as quatro raizes da equagao original.
Exemplo 20. Considere a equagéo y* — 12y? — 16y — 4 = 0.

Segundo o método utilizado para resolver equacdes do 4.° grau, temos:
]{?1 = —]_2, ]{?2 =—16¢e ]{33 = —4.

Resolvendo a equacdo do 3° grau:

temos:
=622+ 10 —4=0=12; =2, 2o =2+V2, z3=2— 2.

As raizes de y* — 12y — 16y — 4 = 0 sdo:

\/§+\/2+\/§+\/2—\/§, \/_—\/2+\/_—\/2—\/§,

Va2V 2o vE e VI 2 Va2 2
(lembre-se da regra dos sinais: o produto deve ser sempre k5 /8, no caso igual a 2).
Exemplo 21. Considere a equagéo x* + 423 + 82% — 8x + 4 = (.
Fazendo z = y — 1, obtemos y* + 2y% — 16y + 17 = 0. Temos, pois, k; = 2, ky = —16
e ks = 17.

K2 —dky
—x E—

16 —(8)2:Otorna-sex3+x2—4x_4:0,

o k
A equagio auxiliar 23 + 51352 +
cujas raizes sdo —1, —2 e 2.
Assim as raizes de y* + 2y? — 16y + 17 = 0 sdo

P iV2HV2, i—iV2 V2, —i+iV2—V2 e i—iV2+ V2
e, como x = y — 1, as raizes de z* + 423 + 822 — 8x +4 = 0 sdo

14+ V2+i(1+V2), —1-V2+i(l—V?2),

—1—=V24i(V2-1), —1+vV2+i(-1—2).
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Capitulo 5

A Historia da Matematica como
Ferramenta de Ensino

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) [3] aprender e ensinar
matematica no ensino fundamental pressupde a andlise de varidveis envolvidas nesse processo
- aluno, professor e saber matematico -, assim como das relagdes entre elas.

Numa reflex@o sobre o ensino da Matematica € de fundamental importancia ao profes-

Sor.

e identificar as principais caracteristicas dessa ciéncia, de seus métodos, de suas ramifica-

coes e aplicagdes;

e conhecer a histdria de vida dos alunos, sua vivéncia de aprendizagens fundamentais, seus
conhecimentos informais sobre um dado assunto, suas condi¢des socioldgicas, psicolégi-

cas e culturais;

e ter clareza de suas proprias concepcgdes sobre a Matematica, uma vez que a pratica em
sala de aula, as escolhas pedagdgicas, a definicao de objetivos e conteddos de ensino e as

formas de avaliacdo estdo intimamente ligadas a essas concepgoes.

As necessidades cotidianas fazem com que os alunos desenvolvam uma inteligéncia
essencialmente pratica, que permite reconhecer problemas, buscar e selecionar informacoes,
tomar decisoes e, portanto, desenvolver uma ampla capacidade para lidar com a atividade mate-
matica. Quando essa capacidade é potencializada pela escola, a aprendizagem apresenta melhor
resultado.

No entanto, apesar dessa evidéncia, tem-se buscado, sem sucesso, uma aprendizagem
em Matemadtica pelo caminho da reproducdo de procedimentos e da acumulacio de informa-
¢des; nem mesmo a exploracido de materiais diddticos tem contribuido para uma aprendizagem
mais eficaz, por ser realizada em contextos pouco significativos e de forma muitas vezes artifi-
cial. E muito importante que se estabeleca relacdes entre os contetidos matemdticos e situacdes

problemas existente no cotidiano, pois, abordados de forma isolada, os conteidos podem acabar
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representando muito pouco para a formacao do aluno, particularmente para a formacgado da ci-
dadania. Por sua vez o conhecimento da histdria dos conceitos matemaéticos precisa fazer parte
da formacdo dos professores para que estes tenham elementos que lhes permitam mostrar aos
alunos a Matemadtica como ciéncia que nao trata de verdades eternas, infaliveis e imutdveis, mas
como ciéncia dindmica, sempre aberta a incorporacao de novos conhecimentos. Além disso, co-
nhecer os obsticulos envolvidos no processo de construcao de conceitos € de grande utilidade
para que o professor compreenda melhor alguns aspectos da aprendizagem dos alunos.

Tradicionalmente, a pratica mais frequente no ensino de Matematica era aquela em que
o professor apresentava o conteudo oralmente, partindo de definicoes, exemplos, demonstracao
de propriedades, seguidos de exercicios de aprendizagem, fixa¢cdo e aplicacdo, e pressupunha
que o aluno aprendia pela reprodugdo. Considerava-se que uma reproducao correta era evidén-
cia de que ocorrera a aprendizagem.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais [3]] a Historia da Matematica,
mediante um processo de transposi¢do didatica e juntamente com outros recursos didaticos e
metodoldgicos, pode oferecer uma importante contribui¢do ao processo de ensino e aprendiza-
gem em Matemadtica. Ao revelar a Matemdtica como uma criacdo humana, ao mostrar necessi-
dades e preocupacgdes de diferentes culturas, em diferentes momentos histéricos, ao estabelecer
comparacdes entre os conceitos e processos matematicos do passado e do presente, o profes-
sor tem a possibilidade de desenvolver atitudes e valores mais favordveis do aluno diante do
conhecimento matematico.

Além disso, conceitos abordados em conexdo com sua histéria constituem-se veiculos
de informacdo cultural, socioldgica e antropoldgica de grande valor formativo. A Historia da
Matematica é, nesse sentido, um instrumento de resgate da prépria identidade cultural.

Em muitas situagdes, o recurso a Histéria da Matemdtica pode esclarecer ideias ma-
temadticas que estdo sendo construidas pelo aluno, especialmente para dar respostas a alguns
"porqués'e, desse modo, contribuir para a constituicdo de um olhar mais critico sobre os obje-
tos de conhecimento.

De acordo com o PCN [3]], o trabalho com a histéria da matematica e estudos da Etno-
matematica ajuda a explicar, histérica e socialmente, a evolugdo e producdo do conhecimento
matematico. Segundo Balestri [[1], quando os alunos t€ém a oportunidade de observar que o
conhecimento matematico é construido, ou utilizado, por todos aqueles que precisam contar,
medir, desenhar, localizar, etc. - € ndo somente por matemdticos - eles podem reconhecer que a
Matematica pode ser produzida por todos, e ndo somente por sociedades e grupos especificos. A
aproximacdo do saber escolar aos contextos culturais e a valorizagao da Matemdtica, construida
intuitiva e socialmente, sio muito importantes para os processos de ensino e de aprendizagem.

A ideia de que os alunos devem compreender a Matematica como uma construgdo hu-
mana € reforcada pelo NCTM [15] (National Council of Teachers of Mathematics) ao defender
que o professor deve comunicar, como um gosto acentuado pela matematica e um estilo de fazer

matematica que implique a ideia de que a matematica € uma cria¢ao do espirito humano.
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Segundo Nobre [[16]], o professor deve tentar trabalhar um conceito matemadtico a partir
do desenvolvimento historico desse conceito. Dessa forma, o professor estara investindo na fun-
damentacgdo desse conceito, ou seja, o professor estard ensinando o porqué desse conceito, em
vez de ensinar somente para qué ele serve. Ao expor questdes acerca de determinado contetido
matematico, o professor poderd despertar no aluno as mesmas curiosidades despertadas naque-
les que contribuiram para o desenvolvimento do conteido matemaético, e desse modo, contribuir
para o desenvolvimento do pensamento matematico de seus alunos. Segundo os PCN [3]], os
alunos, ao observarem o alto nivel de abstracio matemadtica de culturas antigas, t€m a oportu-
nidade de compreender que os avancos tecnoldgicos de hoje sdo possiveis gracas a cultura que
herdamos de geracOes anteriores. O uso da histéria da matematica em sala de aula ndo deve se
resumir a simples narragdo ou datagcdo de acontecimentos historicos. A histéria da matematica
deve ir além de datas, nomes e lugares, ela deve ser vista como um recurso diddtico que abre
um leque de possibilidades para o trabalho com diferentes contetdos.

N3ao € necessdrio que o professor seja um especialista em histéria da matematica para
incorpord-la a sua prética pedagogica. No simples fato de compartilhar com seus alunos al-
gumas informacdes ou curiosidades histdricas a respeito de um tema estudado, o professor ja
estard - em alguma medida - incorporando a histéria da matematica as suas aulas. Conforme
D’ Ambrosio [7], o professor também ndo é obrigado a trazer informacgdes historicas para to-
das as aulas. Caso ele ndo tenha informagdes para compartilhar com seus alunos a respeito de

determinado tema, ndo ha problema.

5.1 A Historia da Matematica e Os Exercicios Problemas como

Ferramenta para o Ensino das Equacoes 1° e 2° Graus

E muito importante que os alunos do 3° e 4° ciclos do ensino fundamental, antes de
aprenderem qualquer assunto referente a matemaética, saiba o porqué de "alguém" ter criado
aquela férmula ou o porqué de "alguém" ter encontrado a resolucdo para a mesma, ou seja,
qual o objetivo de se aprender tal assunto e onde ele podera ser aplicado no seu cotidiano. Por
isso a histéria da matemadtica se torna indispensavel para o ensino da mesma, assim como 0s
exercicios problemas para que percebam que elas sdo frequentemente usadas no cotidiano.

Vamos ver a seguir uma pequena sugestao de roteiro da aula a ser aplicada a uma turma
do 3° ciclo do fundamental (no caso das equacdes do primeiro grau) ou a uma turma do 4° ciclo
do fundamental (no caso das equagdes do segundo grau).

5.1.1 Roteirol

No caso das equagdes do 1° e 2° graus poderiamos comecar com uma proposta peda-
gbgica de ensino, com o professor ja respondendo e explicando alguns porqués para os nossos

alunos como:
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Como elas surgiram?

Para que elas servem?

Como eram resolvidas antes de Elclides?

Como sio resolvidas hoje (depois de Euclides)?

ApOs serem feitas as perguntas, responde-las mostrando que elas surgiram na anti-
guidade por necessidade da vida cotidiana (através de exercicios problemas exemplificados a
seguir), e logo em seguida explicar a sua dificuldade de resolucdo usando a "Regra da Falsa
Posicao".

Exemplo 22. Qual o niimero somado a sua quarta parte resulta em 10?

Pela Regra da Falsa Posicdo, fazia-se uma hipétese inicial qualquer a respeito do nu-
mero e verificava-se o que ocorria. Suponhamos, que tal nimero fosse 4.

Ora, 4 somado com a sua quarta parte dd 4 + 1 = 5, exatamente a metade dos 10 que
deveria dar. Portanto, o nimero procurado € o dobro de 4, ou seja, 8.

Para depois, sim, ensinar o nosso método de hoje através dos postulados de natureza
geométrica e em nog¢des comuns de Euclides, concomitantemente com situagdes problemas do
cotidiano; com certeza seria mais aceito pelos alunos do que simplesmente estudd-las s6 por
estudar.

E interessante que os postulados de Euclides, conforme Commandino [6], sejam ex-
postos no quadro e que se explique o que cada um quer dizer.

Vamos mais uma vez aos postulados:

a) Coisas iguais a uma terceira sdo iguais entre si.

b) Seiguais forem somados a iguais, os resultados serdo iguais.

c) Seiguais forem subtraidos de iguais, os resultados serdo iguais.
d) Coisas coincidentes sdo iguais entre si.

e) O todo € maior do que a parte.

Embora nao tenha sido diretamente enunciada por Euclides, € facil aceitar outra ver-
dade:

f) Iguais multiplicados ou divididos por iguais continuam iguais. Apds a explicacdo dos
postulados, resolver um exercicio problema de equacao do primeiro grau simples, usando

0s Mesmos.
Exemplo 23. O dobro da idade de Jodo menos 3 é igual a 7. Qual a idade de Jodo?

Aqui, além de o professor ensinar seus alunos a montarem a equagao, eles também vao

resolver usando os postulados de Euclides:
20 —3=17
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1. Utilizando o postulado b) tem-se: 22 — 3 + 3 = 7 4 3, logo 22 = 10
2. Utilizando o postulado f) tem-se: 2x/2 = 10/2, logo = = 5, portanto Jodo tem 5 anos.

No caso das equacdes do 2° grau para alunos do quarto ciclo, o procedimento seria o
mesmo, acrescentando apenas a demonstra¢do da Férmula de Bhaskara (demonstrada na secdo
através da utilizacido dos postulados de Euclides e apds isso, resolver alguns exercicios
problemas para melhor entendimento.

Assim, no primeiro contato com o assunto os alunos ja entenderdo e saberdo como
surgiram as equacdes do 1° e 2° graus, para que servem, a dificuldade para resolvé-las antes de
Euclides e a facilidade depois desse, dando maior importancia e aten¢do para o assunto, pois
terdo a plena consciéncia de que ndo estardo aprendendo somente por aprender, mas por poder
ser aplicada no seu dia-a-dia para resolucao de diversos problemas. Por isso, também, que os
exercicios propostos devem ser exercicios (problemas), exercicios que simulem problemas e
situacOes reais para que seja refor¢ada a ideia da "necessidade do aprendizado das equagdes do
1° e do 2° graus".

A seguir mostraremos alguns exemplos de exercicios problema de equagdes do 1° grau.

Exemplo 24. André viaja 200 quilometros para ir de carro de sua casa a cidade onde moram
seus pais. Numa dessas viagens, apos alguns quilometros, ele parou para um cafezinho. A
seguir, percorreu o triplo da quantidade de quilometros que havia percorrido antes de parar.

Quantos quilometros ele percorreu apds o café?

Solugado:

Este é um tipo de problema que devemos pensar "de trds para frente"para determinar-
mos sua incognita.

Observe o seguinte trecho do enunciado: "percorreu o triplo da quantidade de quilo-
metros que havia percorrido antes de parar ..."

Vamos supor que André, antes de parar, tenha percorrido uma distancia d. Entdo, o
triplo de d € 3d.

Desse modo, acabamos de representar a incgnita do problema por d.

Incégnita d: quantidade percorrida antes de parar.

Triplo da quantidade percorrida: 3d.

Montando a equacao:

De acordo com o problema, André percorre um quantidade d antes de parar e depois
percorre o triplo dessa quantidade, isto é, 3d. Entdo, o total percorrido por André é de (d + 3d).

Mas, o problema diz ainda que o total percorrido (quantidade) até a casa dos pais € de
200 km.

Portanto, concluimos que as quantidades devem ser iguais.

d + 3d = 200.

Resolugdo:
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d+3d = 200 < 4d = 200 < d = 200/4 < d = 50km (atencdo, essa ndo € a resposta
final).

Ap6s o café, André percorreu o triplo de d, ou seja,

3 x 50 = 150 km. Essa solug¢do satisfaz as condi¢des do problema. Nao € um nimero
negativo. Somando o que André percorreu antes do café com o percorrido depois, temos 200

km.

Exemplo 25. Um motorista, apds ter enchido o tanque de seu veiculo, gastou 1/5 da capacidade
do tanque para chegar a cidade A; gastou mais 28 L para ir da cidade A até a cidade B; sobrou,
no tanque, uma quantidade de combustivel que corresponde a 1/3 de sua capacidade. Quando

o veiculo chegou a cidade B, quantos litros de combustivel havia no tanque?

Solugdo:

A resolugdo deste problema € semelhante ao problema 2, porém, com muito mais
informacao. Vejamos:

Para responder a pergunta do problema, devemos antes saber a capacidade do tanque.

Incégnita: capacidade do tanque: c.

1/5 da capacidade do tanque para chegar a cidade A : 1/5 de ¢ = ¢/5.

1/3 de sua capacidade: 1/3 de ¢ = ¢/3.

Montando a equagao:

Para montarmos a equacdo devemos ter em mente que a capacidade do tanque me-
nos o que foi consumido para chegar até a cidade B € igual ao que sobrou no tanque, isto &,

(capacidade do tanque) - (0 que foi consumido) = (sobrou no tanque).
c—(c/5+28)=c/3

O consumo para chegar a cidade B foi de (¢/5 + 28), ou seja, até A, ¢/5 e de A até B,
28 litros.

Resolugdo:

¢ — (¢/5+ 28) = ¢/3 < (retirando dos parénteses, multiplicando sinais)

& ¢ —c¢/b — 28 = ¢/3 < (igualando os denominadores com o cdlculo do m.m.c. e ji
simplificando) < 15¢ — 3¢ — 420 = 5¢

& 15¢ — 5¢ — 3¢ = 420 &

& T =420 &

& ¢ = 60L.

Agora ja sabemos a capacidade do tanque que € de 60 litros.

De acordo com o problema, sobrou no tanque um terco da capacidade (c¢/3), entdo
60/3 =20 L.

Logo, sobrou no tanque 20 Litros de combustivel.

Observacao 5.1.1. Na resolugdo de problemas desse tipo temos duas situacoes, uma é equaci-

onar o problema e a outra é resolver a equacao.
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Exemplo 26. Arthur tem R$ 1.325,00 e Carlos, R$ 932,00. Arthur economiza R$ 32,90 por

més e Carlos, R$ 111,50. Depois de quanto tempo terdo quantias iguais?

Solugdo:

Este problema é um pouco mais bem elaborado que os demais, entdo vamos por partes
para resolvé-lo.

Vamos definir nossa incégnita. Vocé deve ter percebido que se trata do tempo.

Incégnita: tempo (em meses) em que terdo quantias iguais: ¢.

Como Arthur e Carlos possuem quantias € economizam valores diferentes, vamos fazer
em separado, por enquanto.

Arthur: tem R$ 1.325,00 e economiza R$ 32,90 por més.

Como calcular o valor total que Arthur terd ao longo dos meses?

Vamos pensar um pouco antes, pois 0 mesmo valerd para Carlos.

Total em 1 més: 1325 + 32,90 = R$ 1357,90.

Total em 2 meses: 1325 + (32,90 x 2) = 1325 + 65,80 = R$ 1390,80.

Total em 3 meses: 1325 + (32,90 x 3) = 1325 + 98,70 = R$ 1423,70.

Bem, acredito que vocé ja deve ter percebido que o total ao final de cada més, sera
obtido pela soma do valor que Arthur tem com o valor total economizado que € dado pelo
produto de 32,90 com a quantidade de meses.

Mas como chamamos o tempo de ¢, vamos substituir a quantidade de meses por ¢.
Fazendo isso, temos uma expressao que nos da o valor total que Arthur terd em ¢ meses (uma
quantidade qualquer de meses).

Total em t meses: 1325 + (32,90 xt) = 1325 + 32,90¢.

Equacido da quantia para Arthur: 1325 + 32,90¢.

O mesmo raciocinio vale para Carlos, pois o tempo deve ser o mesmo.

Equacido da quantia para Carlos: 932 + 111,50¢.

Pode acreditar, a parte mais dificil do problema ja foi resolvida.

A pergunta é: depois de quanto tempo (¢ meses) terdo quantias iguais ( = ).

Equacao e resolucao:

Quantia de Arthur = Quantia de Carlos. 1325 + 32,90t = 932 4 111, 50t &

& 1325 — 932 = 111,50t — 32,90t &

& 393 = 78,60t &

393/78,60 =t <

<t = 5 meses.

Logo, Carlos e Arthur terdo quantias iguais depois de 5 meses.
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Exemplo 27. O dobro da quantia que Pedro possui e mais R$ 20,00 dd para comprar exata-

mente um objeto que custa R$ 80,00. Quanto Pedro possui?

Solugdo:

Vamos comecar por representar a incognita do problema por uma letra (voce escolhe!).
A incégnita do problema € a quantia que Pedro possui (o que o problema quer saber).

Incégnita: quantia que Pedro possui: q

Observe que estamos lidando com uma quantia de dinheiro, entdo "q" sé podera assu-
mir valores, neste caso, inteiro ou decimal mas nao negativo.

Dobro da quantia que Pedro possui: 2.q ou 2q.

Veja que Pedro possui uma quantia g, entdo o dobro de ¢ € 2q.

Equacao: 2q + 20 = 80.

O problema diz: o dobro da quantia que Pedro possui (2¢) mais vinte reais (+20) da
para comprar exatamente um objeto que custa oitenta reais (=80), isto €, se "d4 para comprar
exatamente"quer dizer entdo que € igual (=).

Resolugdo:

2¢+20=80<2¢=80—-20< 2¢=60< q=060/2 < q=30reais.

Verificando se a solucao (valor de ) satisfaz as condi¢cdes do problema:

30,00 € inteiro ou decimal, positivo. O dobro de 30,00 é 60,00 e 60,00 mais 20 é
exatamente igual a 80. Portanto, Pedro possui R$ 30,00.

A seguir mostraremos alguns exemplos de exercicios problema de equagdes do 2° grau.

Exemplo 28. Comprei 4 lanches a um certo valor unitdrio. De outro tipo de lanche, com
0 mesmo prego unitdrio, a quantidade comprada foi igual ao valor unitdrio de cada lanche.
Paguei com duas notas de cem reais e recebi R$ 8,00 de troco. Qual o preco unitdrio de cada

produto?

Solugao:

O enunciado nos diz que os dois tipos de lanche tém o mesmo valor unitario. Vamos
denomina-lo entdo de z.

Ainda, segundo o enunciado, de um dos produtos eu comprei 4 unidades e do outro eu
comprei x unidades.

Sabendo-se que recebi R$ 8,00 de troco ao pagar R$ 200,00 pela mercadoria, temos as
informacdes necessdrias para montarmos a seguinte equagao:

4o+ xzx+8 =200

Como x representa o valor unitdrio de cada lanche, vamos solucionar a equagdo para
descobrirmos que valor € este:

Seja a equagdo 22 + 4z + 8 = 200.

—b+ Vb2 —4
Usando a Férmula de Bhaskara (2.3) (x = 5 ac, ondea =1,b=4e¢
a

c = —192) temos:
2 +4r —192=0

66



L A/ —41.(-192)

v 2.1
4+ V78
B 2
—4 4+ 28 24
I1:T+:>$1:?:12
—4 — 28 —32
xlzT:>$1:T:—16

Logo, as raizes da equacdo sdo -16 e 12. Como o pre¢o ndo pode ser negativo, o valor
-16 deve ser descartado.
Portanto, o prego unitario de cada produto é de R$ 12,00.

Exemplo 29. O produto da idade de Arthur pela idade de Carlos é igual a 374. Arthur é 5

anos mais velho que Carlos. Quantos anos tem cada um deles?

Solugdo:

Se chamarmos de x a idade de Arthur, teremos que x — 5 serd a idade de Carlos. Como
o produto das duas idades € igual a 374, temos que z.(x — 5) = 374.

Essa sentenga matemadtica também pode ser expressa como:

2% — bxr =374

22 —5x—374=0

Primeiramente para obtermos a idade de Arthur, vamos solucionar a equagio x? —5x —

374 = 0.
—b+ Vb2 —4dac
2a

Usando a Férmula de Bhaskara (2.3) (z = ,ondea=1,b=—-b5e

c = —374) temos:

22 —bhr—374=0

_ —(=5) * /(=5)” — 4.1.(=374)

X

2.1
5+ V1521
r=-——
2
5+ 39 44
I1:+— .131:—:22
2
5 —39 —34
$1:T:>$1——:—17



Logo, as raizes encontradas sdo -17 e 22, por ser negativa, a raiz -17 deve ser descar-
tada. Portanto a idade de Arthur € de 22 anos.
Como Arthur € 5 anos mais velho que Carlos, Carlos tem entdo 17 anos.

Logo, Arthur tem 22 anos e Carlos tem 17 anos.

Exemplo 30. Uma tela retangular com drea de 9800 cm? tem de largura duas vezes a sua

altura. Quais sdo as dimensoes dessa tela?

Solugado:

Se chamarmos de z a altura da tela, temos que 2z serd a largura da mesma.

Sabemos que a drea de uma figura geométrica retangular é calculada multiplicando-se
a medida da sua largura, pela medida da sua altura.

Escrevendo o enunciado na forma de uma sentenca matemaética, temos:

x.2z = 9800

Note que temos uma equagdo do segundo grau incompleta, com isso teremos duas
raizes reais opostas, situagdo que ocorre sempre que o coeficiente b € igual a zero.

Vamos aos célculos:

z.22 = 9800 222 = 9800 ggﬁ _ B0 2 49004 — +4/4900 71 = 70 29 = —70

As raizes reais encontradas sdo -70 e 70, no entanto como uma tela ndo pode ter di-
mensdes negativas, devemos desconsiderar a raiz -70.

Como 2z representa a largura da tela, temos entdo que ela serd de 2.70 = 140.

Portanto, esta tela tem as dimensdes de 70 cm de altura, por 140 cm de largura.

5.2 O Ensino dos Complexos Utilizando a Historia da Mate-

matica e as Equacoes do 3° Grau

Atualmente, na maioria das escolas, ndo sdo ensinadas as equacdes do 3° grau, porem
foi o surgimento e a tentativa de resolu¢do da mesma que indicaram claramente que os nimeros
com que a Matematica vinha trabalhando havia séculos ndo eram mais suficientes para o estudo
da Algebra.

E para que as equacdes do 3° grau fossem vencidas, algebricamente, aqueles "estranhos"
numeros deveriam ser desvendados.

Foi preciso a dedicagc@o de inimeros matemaéticos até que os complexos fossem venci-
dos por Euler e o primeiro e principal motivo de vencer os complexos era justamente para que se
chegasse, de forma algébrica, a resolug@o das equagdes do 3° grau, ou seja, foram as equacdes

do 3° grau e ndo as do 2° que desencadearam todo o desenvolvimento tedrico dos complexos.
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Segundo Garbi [11], Bombelli comenta que existe um equivoco frequente de alguns
professores e livros-texto relativo a origem dos ndmeros complexos, pois foram as equagdes
do 3° grau e ndo as do 2° que desencadearam todo o desenvolvimento tedrico naquela area. O
trabalho que durou mais de dois séculos a partir da ideia pioneira de Bombelli.

E porque nao aprender os complexos com o objetivo inicial de desvendar as equacdes
do 3° grau?

Falaremos sobre esta relacdo entre as equacdes do 3° grau e os complexos com anélise
e proposta pedagdgica para que as equagdes de grau trés seja utilizada como tema percursor
para os estudos dos complexos.

A seguir mostraremos pequena sugestdo de roteiro da aula a ser aplicada a uma turma
de 3° ano do Ensino Médio referente aos complexos.

5.2.1 Roteiro I1

Antes que os complexos sejam apresentados para os alunos, as equacdes do 3° grau
deveriam ser apresentadas com um exemplo classico proposto por Cardano "Qual € a medida
2, comum a aresta de um cubo e a altura de um paralelepipedo com area da base 15 unidades,
sabendo que a diferenca entre seus volumes é de 4 unidades?"equivalente a equagio x> — 15z =
4 (verificar que 4 € uma solucao para o problema proposto).

4% — 154 =4

Agora, dividindo a equagdo 2 — 152 — 4 por (z — 4), tem-se 2% + 4z + 1, igualando
este a zero, basta aplicar a férmula de Bhaskara (2.3) para se chegar nas outras duas raizes que
si0 —2 + v3e —2 — /3.

Ap6s ter feito isso, € importante contar, brevemente, a historia de Tartaglia e Cardano,
ilustrada acima, e demonstrar a linda férmula geral criada por aquele.

Agora, utilizando a férmula de Cardano-Tartaglia (3.1)), determinar as raizes da equa-
cioxd+ 152 —4=0

£ =2+ Vo2 + {2 Vo121

Aqui os alunos vao se deparar com equagdes que possuem raizes reais conhecidas,porém
quando resolvida pela férmula de Cardano-Tartaglia (3.1]) obtém-se por raizes quadradas de nu-
meros negativos. Algo que até entdo é novidade para todos, causando-os assim, perplexidade e
curiosidade.

Nesse momento, pode surgir uma pergunta feita por algum aluno mais atento: Por que
nas equacdes quadraticas com discriminante menor que zero, tal equacdo nio possui solugdao
real? Essa € uma pergunta importantissima para que todos fiquem convictos da importincia que
tem os complexos. Se nenhum dos alunos a fizer, o professor deve estimula-la. E, na sequéncia,
respondé-la: porque os ndmeros estudados até aqui nao sao suficientes para resolucao de todos
os problemas algébricos que conhecemos.
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O professor entdo estaria ali provando e explicando a insuficiéncia dos nimeros reais e
também a necessidade da extracdo de raizes quadradas de nimeros negativos, ou seja, a primeira
apresentacdo dos nimeros complexos para os referidos alunos.

Usando ainda os passos de Bombelli, que mostra

(VD(V-T) = -1

(VDT =1
(—vV=T)(=v=T) = -1
(H)(V=T) = £v=1
()(~VT=FVT

e utiliza v/ —1 como um niimero conhecido, pode ser feita a aplicacdo desses passos na

equagdo

T = \3/2+11\/—1—|— 6/2— 11v -1
onde chegarda x = (2 +v/—1) + (2 — /—1) = 4, resultado este jd conhecido.

A partir daf sim, comegaria o ensino dos complexos feito pelo professor, explanando
de forma répida, como Bombelli iniciou os estudos, como Euler desvendou-os extraindo raizes
de niimeros complexos e como Gauss nao deixou muito a ser acrescentado, mostrando assim
que a equacgao do 3° grau foi a maior responsavel pelo surgimento dos nimeros complexos.

A primeira vista é compreensivel que os alunos demorem um pouco a aceitar e operar
com essa nova espécie de nimero, por isso a importancia da histéria da matematica concomi-
tantemente com as equacgdes do 3° grau para que seja ensinados os nimeros complexos.

Antes de continuamos com alguns exemplos, € importante comentarmos também como
se resolve as equagdes do terceiro grau na integra.

A equagio geral do 3° grau € ax® + bx? + cx + d = 0 que equivale a

x3+éx2+2x+£l20
a a a
Logo, basta considerar equacdes em que o coeficiente de 2 é igual a 1. Dada a equacdo

2% 4 ax® 4 bz + ¢ = 0, a substituigio z = y — § a transforma em

a.s a.q a
—_— — —_— —_—— :O
(y 3) + a(y 3) + (y 3)+c
ou seja,
2 3
3 a 2a°>  ab
b—— —_— :0
yo+ ( 3)y+ o 3—|—c ,

que € uma equacdo desprovida de termo do segundo grau do tipo

? +pr+q=0
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Para resolver esta equagdo, escrevemos x = z + w. Substituindo, obtemos
2 = 2%+ w + 32w (2 + w)

isto é,
2? — 3zwr — (2° +w?) =0

Portanto se conseguirmos acha nimeros z, w tais que

2w =—q

D

W= —=

3

ou seja,

2+ wd=—q
3.3 _p_3
27’

entio x = z + w sera raiz da equagdo z> + pxr + ¢ = 0. Ora, o problema de achar 2% e w3
conhecendo a sua soma e seu produto é, como sabemos, de facil solugio: 2® e w? sio raizes da

equacao do segundo grau

3
p

gt ——==0
T

Utilizando a féormula cléssica para resolver esta equacao, temos

s_ 4 ¢ P
TELTN Y Ty
s _ 4¢P
Ty 1 T o7

€ consequentemente,

B 3l q @ s q @ p
x—z+w—\/ 2+\/4+27+\/ 5 \/4+27

Assim, x = z + w, é uma raiz da equagao x> + px + ¢. Entio basta dividir a equagao

23 + pr + g por x — (z + w), que encontraremos uma equagdo do 2° grau na qual pode ser

resolvida pela férmula de Bhaskara.

2 3
Destaquemos o radicando A = T + P Em que mostramos no capitulo 3 deste

4 27"
trabalho que se A > 0 a equag@o tem uma raiz real e duas raizes complexas conjugadas; se
A = 0, tem-se trés raizes reais sendo uma repetida; se A < 0 entdo as trés raizes da equacgio
2% + pxr + ¢ = 0 sdo reais e distintas. Quando A < 0, a férmula exprime x = z + w como

soma de duas raizes cibicas de nimeros complexos. No entanto € este 0 caso em que a equacao
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possui trés raizes reais distintas. Este € chamado tradicionalmente o "caso irredutivel”, também
mostrado no capitulo 3 deste trabalho, porque ao tentar eliminar os radicais, recai-se em outra
equacgdo do 3° grau.

A seguir, vejamos alguns exemplos retirados do livro de dlgebra de Leonard Euler [8],

escrito em 1770 e também citados no artigo "A Equacdo do Terceiro Grau"escrito por Elon
Lages Lima [12].

Exemplo 31. Seja 2° + 3z + 2 = 0.

Utilizando o método de resolu¢do comentado neste roteiro temos

2+ w=—q zw:—%9

ou seja,
3 3 3.3 p’
2"+ w” = —q w——ﬁ,
3
tP4qt—5 =0
B 3l q @ P o3 q ¢ p
x_Hw_\/ 2" 4+27+\/ > Vit
e 2+ 22+33+3 2 22+33
rEETUEATY 497 2 4 o7
temos
2. 3 A=1+1=A=2>0
A=—+—=A= = A=2>0.
1 a7 +
x:z+w:{’/—1+\/§+<’/—1—\/§,
logo

r= {’/—1+\/§+{’/—1—\/§: {’/—1+\/§—{’/1+\/§
¢ raiz da equacdo.
As outras duas raizes sdo complexas; elas sao obtidas resolvendo a equacg@o do segundo
grauz? +ar +b=0,onde 2> + ax + b = (23 + 3z + 2) + (x — r).
Portanto a = r e b = r®+ 3, isto €, a equagio do segundo grau cujas raizes (complexas)
sdo as duas outras rafzes de 2> + 3z + 2 = 0 € a equagdo 2 + rx + r* + 3 = 0, onde 7 foi

mostrada anteriormente. Aqui, a formula foi essencial para nos conduzir a raiz r.

Exemplo 32. Seja 23 — 3z — 2 = 0.
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Utilizando o mesmo método de resolucdo, temos

3/ (=2) (=22 (=3)* s/ (=2) (=2)? | (=3)
33:2“":\/_ 2 +\/ 1 a7 +\/_T_\/ 1 o7

+ ’ =A=1-1=A=0

ct=z4+w=vV1+/I-14+Y1-/1—-1

Neste caso, A = 0 e a férmula nos dd a raiz x = 2. Como (2> — 3z — 2) + (z — 2) =

2% + 2z + 1 = (z + 1)?, as outras raizes sdo —1 e —1, ou seja, uma raiz dupla.

Vejamos outra equagdo do 3° grau cujo A = 0, desenvolvida pelo o autor do trabalho.

Exemplo 33. Seja 23 — 120 — 16 = 0.

i) (=16)  [(-162  (—12)° 4| (=16)  [(—16)2 (-12)°
mzz“":\/_ 2 +\/ 1 a7 +\/_ 2 _\/ T

(=16)* | (=12)°

A= A=64—64= A=
1 o = 6 64 = 0
r=z+4+w= /8464 —64+ /8 —+/64— 64
r=/8+8

r=4
Como (23 — 122 — 16) + (v — 4) = 2® + 4z + 4 = (z + 2)?, as outras raizes sdo —2 €

—2, ou seja, uma raiz dupla.
Exemplo 34. Seja 23 — 62 — 4 = 0.

Utilizando o mesmo método de resolugdo, temos

o) (—4) (=42, (=6)* s (=4 (—4)* | (=6)°
x:”w:\/_ 2 +\/ 1 T +\/_T_\/ TR T

(=6)°
A = + ==A=4—-8=A=—-4<0.

rT=z+w= {’/2—|—\/—_4—|— {’/2—\/—_4:>x =z+4+w = v2+2+ 2 — 2iisto
parece ser um nimero complexo mas como vimos no capitulo 2 deste trabalho, tem que ser um
numero real, pois A = —4 < 0, portanto ela deve ter 3 raizes reais e distintas.

Ora, testando os divisores de —4, termo independente de x, vemos que —2 € raiz da
equacdo proposta. As outras duas sdo as raizes de 22 — 22 — 2 = 0 porque 2% — 22 — 2 =
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(2% — 62 —4) = (2 +2). Logo as trés raizes da equacio proposta sio —2, 1 ++/3 e 1 — /3. Este
¢ um exemplo do caso irredutivel, trés raizes reais mas a férmula nos d4 um radical complexo.

Seria muito importante também, se apds o ensino dos nimeros complexos através das
equagodes do 3° grau fosse exposta a equacdo do 4° grau e demonstrada a sua resolugdo, pois de
acordo com o método de Ferrari mostrado na se¢ao e o método de Carlos Gustavo Tamn
de Aratdjo Moreira mostrado na subsecio (4.2.1)), a resolugdo da equagao do 4° grau, além de
utilizar a no¢ao comum de Euclides, também cai na resolu¢dao de uma equagdo do 3° grau, logo
a relacdo entre as duas e o porqué de expo-la também.

Nao seria necessario resolucdes de exercicios € nem elucubragdes com as de grau qua-
tro, pois sao muito trabalhosas, mas o simples fato de mostra-la e demonstrar o seu método de
resolucdo ja despertaria a curiosidade de alguns alunos no futuro, além de todos adquirirem a
ideia de como estas sdo resolvidas, pois € necessario que os professores despertem curiosidades
no campo das ciéncias, principalmente no campo da Matemadtica para que novos teoremas €
teorias sejam criadas e desvendadas, pois afinal, ndo € novidade para ninguém, que os jovens
possuem mais facilidade para aprender e criar.

Portanto, existe muito a se criar e a se descobrir no mundo da matematica e a curi-
osidade pode ser um canal para que se desperte em alguns alunos essa vontade de aprender,
pesquisar e solucionar problemas ainda nao resolvidos.

Para ilustrar, mostraremos um exemplo, com a soluc¢io baseada no método contempo-
raneo de Carlos Gustavo Tamn de Aradjo Moreira, pois jd vimos um exemplo com o método de
Ferrari na se¢do (@.1).

Exemplo 35. Seja a equacdo x* — 10x® + 352% — 50x + 24 = 0.
Facamos uma mudanca de varidvel x =y +t. «—y=a —t

(y+t)* —10(y +1)> +35(y +)* = 50(y +t) +24 =0

Desenvolvendo, temos:

Yt (4t —10)y> 4 (6% — 30t +35)y> + (4> — 30t* + 70t — 50)y + (+* — 10t +35¢* — 50t +24) = 0

Para eliminarmos o termo de grau 3, fagamos ¢t = 14—0 = g E a equacio se transforma
o 5, 9 1 3
4 2
— = —=0—=2y==%= =+-
Y T e (S T
3 5 1 5 1 5 3 5
Ent50a$:_§+§:1,0u£ﬂ:_§+§:2,OU$=§+§:3,OU$=§+§:4.

Notemos que nesse caso, ao eliminar o termo de grau 3, a equacdo transformou-se
em uma biquadrada, facilitando assim a sua resolucdo, podendo ser resolvida pela formula de
Bhaskara. Também existem outros exemplos, ja expostos neste trabalho, na qual as equacdes

de grau quatro caem na resolug@o de uma equagao do 3° grau.
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Capitulo 6
Consideracoes Finais

O trabalho apresentado nos traz a histéria da mateméatica como ferramenta e fonte de
consulta para o ensino das equagdes algébricas exemplificando uma possibilidade de estudo das
equagdes do 1° e 2° graus através daquela histéria da matematica e dos exercicios problemas e
também o ensino dos nimeros complexos através da histéria da matemadtica e das equacdes do
3° grau.

No ensino das equagdes do 1° e 2° graus, ao ser mostrado como elas surgiram, para
que servem, como eram resolvidas antes e como sdo resolvidas hoje, despertara interesse pelos
alunos, pois estes entenderdo e saberdo o motivo pelo qual elas surgiram e apds serem apre-
sentadas através de exercicios problemas, estes entenderdo o objetivo de estar aprendendo tal
assunto, onde ele serd util e a importancia dos matematicos para a resolu¢do daquelas, em es-
pecial a de Euclides.

J4 no ensino dos ndmeros complexos, ao ser contada a histéria e ao ser mostrado
através das equagdes do 3° grau a insuficiéncia dos nimeros reais, os alunos entenderdo o
objetivo de se aprender os complexos, com isso o interesse deles pelo assunto aumentard, pois
saberdo o objetivo de se aprender tal assunto.

O conhecimento da Histéria da Matemadtica nos permite compreender melhor como
chegamos aos conhecimentos atuais, nos mostra o porqué de se ensinar este ou aquele capitulo.
Com efeito, sem a perspectiva critica que a historia nos da, a matematica ensinada transforma-
se pouco a pouco no seu proprio objeto, e os objetos matematicos ficam desnaturados: ja ndo
sdo mais do que objetos de ensino. Aprendem-se 0s casos notdveis para eles mesmos, a no¢ao
de distancia para ela mesma, surgindo, assim, o fendmeno da transposi¢ao diddtica em que o
objeto de ensino € o resultado de uma descontextualizacio, separando-se da problemética que
lhe deu origem e que faz viver a no¢ao como saber.

Enfim, para a formagdo dos professores, bem como para formacao dos alunos, € bom
desmistificar a matematica mostrando que ela € uma obra humana, feita por homens em tempos
historicamente datados, em evolug¢do constante mesmo hoje e ndo, como tudo leva crer, uma
obra do espirito humano numa eternidade mitica. E preciso que o interesse pela histéria da ma-

tematica seja mais do que uma moda, ou algo artificial, € necessdrio que a mesma se transforme
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em uma ferramenta de ensino frequentemente usada no ensino da matematica. Pois assim, con-
seguiremos despertar um maior interesse dos nossos alunos por essa ciéncia tdo fundamental,
cuja sua histéria proporciona ao estudante a no¢ao exata dessa ciéncia em constru¢io, com erros
e acertos e sem verdades universais, contrariando a ideia positivista de uma ciéncia universal e

com verdades absolutas.
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