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RESUMO

Neste trabalho, utilizamos a Espiral Logaritmica como motivacio para a aprendiza-
gem do logaritmo, um assunto em que os educandos costumam ter muita dificuldade.
Apresentamos uma breve histdria sobre o estudo da Espiral Logaritmica e os Logarit-
mos, além de algumas manifestacdes da Espiral Logaritmica na natureza e na arte. No
tratamento matemadtico, conceituamos o logaritmo como a integral da fungéo 1/x - isto
¢, como area sob a hipérbole equilatera - e utilizamos o célculo diferencial e integral
para provar suas principais propriedades. Fazemos um comparativo com a conceitua-
cdo do logaritmo como inversa da exponencial, que é a abordagem usual no Ensino
Médio. Apds explorarmos algumas das propriedades mais interessantes da Espiral Lo-
garitmica, concluimos o trabalho propondo uma sequéncia didatica que busca aplicar
os conceitos vistos em contextos que facam parte da realidade do aluno, de modo a

estimular o interesse pelo conhecimento do assunto tratado.

Palavras-chave: Logaritmo, Espiral Logaritmica, Sequéncia Didatica.
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ABSTRACT

In this paper we use the Logarithmic Spiral as a motivation to learn the logarithm,
an issue that the students always have a lot of difficulties. We present a brief story
about the study of Logarithmic Spiral and the Logarithms as well as some Logarithmic
Spiral manifestations in the nature and art. In the Math handling we conceptualize the
logarithm as the integral of the function 1/x - it means, as the area beneath the equi-
lateral hyperbole - and we use the integral and diferential calculus to prove its main
effects. We compare the logarithm concept as the reverse of the exponencial , which
is the usual approach in High School. After exploring some very interesting effects of
the Logarithmic Spiral we accomplish the paper purposing a following teaching that
demands to apply the viewed concepts in contexts which make part of the student

reality in a way that it can encourage the interest in knowing the given subject.

Keywords: Logarithm, Logarithmic Spiral, Didactic Sequence.
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INTRODUCAO

Ao longo de nossa experiéncia de 12 anos de docéncia no Ensino da Matemdtica
na Educacdo Bdésica, identificamos que existe um pré-conceito das pessoas em geral
em relacdo a matematica. Foi cultuado que a matematica é para poucos, para os
melhores, que é algo muito dificil. Assim antes mesmo do aluno entrar em contato
com o contetido, ja existe uma barreira fixada, com isso a aprendizagem se torna bem
mais dificil do que deveria ser. O(A) professor(a) antes de comecar qualquer contetido
precisa derrubar essas barreiras e mostrar para os alunos que a matematica ndo é esse

monstro que dizem.

A partir disso, elaboramos este trabalho para sugerir uma abordagem diferente para
o ensino do logaritmo, que é um tema polémico e temido pela maioria dos alunos,
geralmente o logaritmo é ensinado como um amontoado de regras que devem ser
decoradas e aplicadas de forma mecanica, assim o aluno perde o interesse rapido, pois

ndo vé sentido para aquilo que esta sendo ensinado.

Hoje o grande atrativo dos jovens sdo as redes sociais e a internet, tudo acontece
muito rapido e de forma interativa, ao apresentar um conteudo que fica preso a re-
gras e execucdo mecanica para resolucdo de exercicios sem contexto, o aluno perde o

interesse e como consequéncia a aprendizagem ndo acontece.

O intuito deste trabalho é usar a espiral logaritmica como inspiracdo para a aprendi-
zagem do logaritmo e suas propriedades. A histéria da matemadtica é muito importante
para contextualizar e mostrar as motivagdes da época para criacdo e estudos, nesse
caso, sobre o logaritmo. Foi colocado no primeiro capitulo uma breve histéria da es-
piral logaritmica e dos logaritmos e algumas aplicacoes dos mesmos. No Capitulo
temos a demonstracdo das propriedades do logaritmo usando o Cdlculo Integral, uma
abordagem da definicdo de logaritmo usada na Educacgdo Basica e as caracteristicas e

propriedades da Espiral Logaritmica.

A motivacdo para aprendizagem de algo é muito importante, pois se cria o interesse

em conhecer e estudar sobre o assunto. Assim o Capitulo (3| refere-se a sugestoes
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de atividades, ou seja, uma sequéncia didatica, para motivar o aluno sobre o tema

abordado, fazendo com que este crie o interesse em aprender sobre os logaritmos.

Com a sugestdo dessa sequéncia didatica, acreditamos que o aluno ira ver o loga-
ritmo com outros olhos, percebendo que é um assunto que se relaciona com diversas
areas do conhecimento e tem varias aplicagbes no nosso dia a dia. Por mais que ele
ndo use este contetdo na sua vida futura é importante que ele tenha a vontade e

curiosidade de aprender e de obter conhecimento sobre esse assunto.



UM POUCO DE HISTORIA

1.1 ESPIRAL LOGARITMICA

A espiral logaritmica foi estudada por diversos matematicos, e é conhecida ao longo
da histéria de vérias maneiras, como por exemplo, Espiral Aurea, Espiral Equiangular e
Spira Mirabilis (Espiral Maravilhosa). Umas das motivacOes para o estudo dessa espiral
¢é a observacdo de suas caracteristicas presentes em diversos lugares na natureza e até
mesmo no Universo. Por essa razdo estudiosos comecaram a se interessar e estudar

suas propriedades. Algumas delas sdo:

e Cada linha reta que atravessa o centro da espiral forma, com esta ultima, sem-
pre o mesmo angulo, por isso essa espiral também €é conhecida como espiral

equiangular.

e Ao percorrer a espiral por arcos iguais em uma mesma reta radial, a distancia ao
centro aumenta através de uma mesma razao, isto é, seu raio aumenta em uma

progressao geométrica.

Nesse capitulo contaremos um pouco da histéria dessa espiral e dos matematicos

que se dedicaram a estuda-la.

René Descartes (1596-1650) matematico e filosofo, foi talvez o pensador mais influ-
ente da modernidade, atuando de maneira engajada na producé@o de conhecimento de
grande valor para a sociedade, tanto em sua época quanto para a posteridade, Descar-
tes se dedicou a buscar a verdade por meio de um método seguro e confidvel capaz de
produzir conhecimentos claros e distintos, ou seja, evidentes. Para Descartes, a “quali-
dade” do conhecimento produzido era primordial para ser chamado de cientifico e sé

através do método cartesiano era possivel produzir ciéncia. Na matemadtica, uma de
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suas principais contribuicdes foi o sistema cartesiano, que possibilita a jun¢do entre a

algebra e a geometria.

Em 1638, Descartes observou e estudou a espiral logaritmica, que intitulou "espiral
equiangular", estudando suas propriedades relacionadas a curva secante a todas as
retas que estdo no mesmo plano e partem de um mesmo ponto, formando com elas um
angulo constante. Essa descoberta foi compartilhada nas cartas escritas por Descartes

a Mersenne.

Torricelli (1608-1647) também deu sua contribuicdo em 1640, determinando o com-
primento do arco dessa espiral. Mais tarde Jacques Bernoulli (1654-1705) foi o ma-
tematico que mais avancou no estudo dessa espiral, em 1691 e 1692, publicou na
Acta Eruditorum (Opera, t.I, p.442 e p.491) o lema que descreve uma propriedade:
A espiral logaritmica ndo altera seu formato a medida que seu tamanho aumenta.
Segundo [13]] essa caracteristica é conhecida como auto-similiaridade. Bernoulli es-
creveu sobre a espiral: “pode ser usada como um simbolo tanto de vigor e constancia
na adversidade quanto do corpo humano, o qual, apds todas as mudangas, até mesmo

apos a morte, serd restaurado ao seu exato e perfeito ser”.

Devido a sua admiracdo pelo comportamento da espiral logaritmica, Bernoulli pe-
diu que fosse gravada em seu tumulo a inscricdo “Eadem mutata resurgo” (“Embora
transformada, reapareco igual”). Infelizmente, ao se propor a desenhar a espiral loga-

ritmica a pessoa encarregada desenhou uma espiral arquimediana.

Esse fascinio e entusiasmo de Jacques Bernoulli por esta curva é inteiramente com-
preensivel, pois ao observarmos alguns fenomenos da natureza, encontramos a espi-
ral logaritmica. Por exemplo, a concha de um molusco que ao crescer continua na
mesma forma, o chifre de carneiro que embora nao esteja no plano, também segue as
propriedades da espiral logaritmica; as galaxias, as sementes de girassol entre outros
exemplos. Podemos encontrar a espiral logaritmica também na arte; Leonardo da Vinci
em uma de suas obras desenha o cabelo de Leda de forma parecida com espiral loga-
ritmica. Em seus estudos sobre espirais repete essa forma muitas vezes nos esbocos
para sua obra o “Diluvio”. No século XX, Edward B. ilustrador e designer, desenvolveu

centenas de desenhos utilizando a espiral logaritmica.

A espiral logaritmica esta associada de certa forma a Razdo Aurea. Na Figura
abaixo, apresenta-se, encerrada num encadeamento de retdngulos aureos, uma apro-
ximacao da espiral logaritmica por arcos circulares consecutivos cujos raios crescem

em progressao geométrica.
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Figura 1: Retangulo Aureo retirado de [[13]

O Retangulo Aureo é o tinico retdngulo com a propriedade a seguir: ao cortar um
quadrado, a partir do menor lado, a drea restante forma outro retangulo semelhante.
Ao se desenhar duas diagonais, como na figura acima, em qualquer par de retangu-
los, elas sempre irdo se cruzar no mesmo ponto.Também € uma caracteristica dessa
curva ndo possuir ponto terminal, ou seja, ela pode crescer para fora ou para dentro

indefinidamente, mantendo seu formato.

Isso assegura que a série de retangulos continuamente decrescentes associados a
curva converge para um mesmo ponto, o qual Clifford A. Pickover chama de “O Olho
de Deus”. E esse termo que remete as propriedades atribuidas como “divinas” da Razao

Aurea.

1.2 LOGARITMO

Napier (1550-1617) estudioso escocés, conhecido pelas suas invencodes, algumas
relacionadas com armas de guerra, ainda na Escdcia no século XVI publicou uma de
suas maiores invencoes: Barras de Napier ou Ossos de Napier como podemos observar

nas figuras a seguir:

5
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Figura 2: Ossos de Napier, em madeira, na forma de barras, Science Museum - London -
retirada de [|12]

ﬁﬁgf

CRERENEN

it
ZHE

NECABEN;.

| _{:E

Figura 3: Ossos de Napier na forma de paralelepipedo - retirada de [12]]

Segundo Collete [2]:

No final do século XVI, Napier, preocupado porque os calculos eram gran-
des e dificeis, e freavam o progresso cientifico, concentrou todos os seus
esforcos em desenvolver métodos que pudessem simplifica-los. Com este
fim, escreveu em sua Rabdologia, onde descreve a utilizacdo de barras e

quadradinhos para efetuar somas de parcelas parciais. Os quadrinhos de
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Figura 4: Estojo com Ossos de Napier em madeira (Unique Canes & Replicas) - retirada de [12].

Napier eram tdbuas de multiplicacdes montadas sobre barras de seccoes
quadradas (Collete, 1985, p.303).

Essa descoberta, das barras e quadrinhos, foi elogiada por alguns cientistas da época,
pois facilitou os célculos que freavam alguns estudos cientificos. Napier dedicou 20
anos de sua vida estudando o Logaritmo para facilitar os calculos da época. Em 1614
publicou duas obras no tratado "Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio"(Uma Des-
cricdo da Maravilhosa Regra dos Logartimos) que descrevia o sistema e o modo de
utilizd-lo. Napier estudou as progressoes aritmética e geométrica e suas relacoes para

conceituar o logaritmo

Segundo Horsburgh [8]], se Napier néo tivesse se dedicado ao estudo dos logaritmos,
talvez os estudos de Kepler ndo tivessem avanc¢ado, pois os cdlculos astronomicos eram

grandes e dificeis, assim a ciéncia moderna poderia ter tomado outro rumo.

Logo apds a publicacdo, em 1615, Napier recebeu a visita de Briggs para discutir

possiveis mudancas no método dos logaritmos, como relata Horsburgh (1914):

Na primeira visita Napier e Briggs discutiram algumas alterag¢des no sis-
tema de logaritmos. Em uma carta a Napier antes da primeira visita, Briggs
havia sugerido que seria mais conveninte, ao passo que o logaritmo de todo
o seno ainda era tido como zero, para tomar o logaritmo da décima parte
do seno como poténcia de 10 e eles tinham iniciado o cdlculo das tabuas
de seu sistema proposto. Napier concordou que a mudanca era deseja-
vel, e afirmou que ele tinha anteriormente desejado fazer uma mudanca,
mas ele preferiu a publicar as tdbuas ja preparadas, como ele ndo poderia

conclui-lo por motivo da falta de saide, comprometendo a construcao de

7
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novas tabuas. Ele propos, contudo, um pouco diferente da sugerida pelo
sistema Briggs, a saber, que logaritmo de 1 deve ser zero, mas ndo para
toda a condicdo de unidade , mas, ao mesmo tempo ,
por Briggs, o logaritmo da décima parte da condicdo deve ser uma potén-
cia de 10. Briggs e Napier admitiram de uma unica vez que esse método
decidido era o melhor e colocou sobre o cdlculo das tdbuas o novo sistema

que é essencialmente o sistema de logaritmos ja em uso. (Horsburgh, 1914,

p.11). (Traducdo Soares).

Como Napier jd ndo estava tdo bem de saude, coube a Briggs realizar a mudanca das
tdbuas, usando base 10 para os logaritmos e considerando logl = 0 e [0g10 = 1. Assim,
em 1619, Briggs publicou a mais nova obra de Napier com a tdbua dos logaritmos
entre 1 e 1000. Infelizmente Napier ndo conseguiu acompanhar o desenvolvimento,
pois veio a falecer em 1617. Gracas as descobertas e interesse pelos estudos referentes

aos logaritmos, muitos célculos foram simplificados, gerando assim varias descobertas

no mundo da astronomia e navegacoes.

Na Figura [5| podemos observar uma parte da tdbua dos logaritmos entre 1 a 1000

contendo 14 casas decimais.

'g’ﬂr ﬂ-‘bﬂﬂ- I

Lagdr:rbmr.

/ .-i:: gap,nanna,caqno 34 ;14,;3917,041;6}
12]03010,29995,66398] 35 s+4u,6 044, 3 028!
_ 3lok771,21254,71966] 36|15563,02500,76724
4o 010359991,31?95 ;? 15682,01724,06700
- 5]e16989,70004,33602 38[15797,82596,61681
. Glo781,51250,38364 39”59!% 64607,02650)
T 7|oB450,98040,01426] 40{16020,59991,32796
Blol9030,89986,99194] 41 61:-?, 3856,71974)
. 9l0542,42509,43932| 2|16232,49290,39790
m|1bﬂuo ,00000,00000| 43]116334,68455,57959)

Figura 5: Parte da Tabua dos logaritmos feita por Briggs em 1617 - retirada de [12].

tal como sugerido
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Em decorréncia do trabalho, novos olhares atentos a outros fenémenos e padrées
que ocorrem na natureza aconteceram, como por exemplo o fascinio de Bernoulli pela

Espiral Logaritmica.

1.3 ESPIRAL LOGARITMICA NA NATUREZA E NA ARTE

Ao observarmos o universo e nosso planeta, percebemos varios padroes e formas
que podem ser explicados pela matematica. A partir desses fen6menos alguns artistas
apropriaram-se desses padroes e formas para criar grandes obras de arte. Nesta secdo

serdo mostrados alguns exemplos da espiral logaritmica na natureza e na arte.

1.3.1 Nautilus

Um exemplo cléssico de espiral logaritmica é o crescimento de um molusco em sua
concha, o que ficou conhecido por Nautilus. Ao observamos o crescimento desses
moluscos em suas conchas percebemos a construcdo de cdmaras maiores para adequar
ao seu tamanho e fechamento das camaras menores, que serdo inutilizadas por ele.
Este crescimento acontece de forma regular, de modo que a forma da concha néo se
altera, garantindo ao molusco uma concha no mesmo formato em torno do seu ciclo
de vida, sem a necessidade de ajustar o seu equilibrio a medida que amadurece. Assim
enquanto o molusco cresce, sua concha cresce seguindo os padroes e propriedades da

espiral logaritmica.

Figura 6: Nautilus com concha vazia - retirada de http://www.blog.mcientifica.com.br/wp-
content/uploads/2012/05/Nautilus-Seccao.jpg. Acessado em 07/07/2017.
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Figura 7: Secgdo da concha do Nautilus - retirada de http://www.blog.mcientifica.com.br/wp-
content/uploads/2012/05/Nautilus-Seccao.jpg. Acessado em 07/07/2017.

1.3.2 Numeros de Fibonacci e a Espiral logaritmica

Existem padrdes na natureza que se relacionam-se aos numeros de Fibonacci que
foi criado por Leonardo de Pisa, conhecido como Fibonacci, que consiste em uma
sequéncia de numeros que obedecem ao seguinte padrdo: para obter cada numero
da sequéncia devemos somar os dois imediatamente anteriores (os dois primeiros sdo

escolhidos arbitrariamente). A sequéncia classica de Fibonacci é dada por:

1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89....

2
-

77 ]
e
S OSSSKL]

Figura 8: Girassol e a espiral logaritmica -retirada de Ramos 2013, p.60
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A filotaxia, que € o estudo e classificacdo das diversas formas de disposicao e orga-
nizacdo das folhas em uma planta - como, por exemplo, o girassol, pinhas, abacaxi,
entre outros - mostra a relacdo dos nimeros de Fibonacci com a espiral logaritmica.
Por exemplo, na Figura (8| observa-se que o girassol tem seus flésculos organizados
em espirais logaritmicas que se cruzam, algumas no sentido hordrio outras no anti-
horério. Segundo Livio [13]], o mais comum é existirem 34 espirais em um sentido e

55 no outro, mas esse nimero varia de acordo com o tamanho do girassol.

No caso do abacaxi, a filotaxia se comporta de uma outra forma, mas também ¢é

baseada em Fibonacci, formando espirais logaritmicas. Como Livio [[13] explica:

Cada camada hexagonal na superficie de um abacaxi é parte de trés espirais
diferentes. Vocé pode ver uma de oito linhas paralelas subindo suavemente
da esquerda inferior para a direita superior, uma das treze linhas paralelas
que sobem de forma mais inclinada da direita inferior até a esquerda supe-
rior, e uma das vinte e uma linhas paralelas que sdo bastante inclinadas (da
esquerda inferior até a direita superior). A maioria dos abacaxis tem cinco,

oito, treze ou vinte e uma espirais de inclinacdo crescente na superficie.

Na figura [9| podemos observar o que Livio explicou acima.

Figura 9: Abacaxi e a espiral logaritmica - retirada de [[13]]
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1.3.3 Galdxias

Podemos encontrar a espiral logaritmica também em sistemas de estrelas agrupadas
em uma mesma galaxia, como por exemplo as da Via Lactea. Danver (1942) estudou
uma amostra de 98 galdxias e concluiu que a melhor aproximacdo para os bracos de
uma galaxia (comecam perto do centro da galaxia e se estendem para fora por quase
todo o disco) seria a espiral logaritmica. Segundo Kennicut [11] a forma dos bragos
pode ser razoavelmente bem aproximada por uma forma logaritmica e utiliza esta
descricdo para verificar a relagdo entre o 4ngulo de inclinagéo. A Figura[I0|ilustra essa

observacgao.

Spiral Galaxy M101 Hubble Space Telescope » ACS/WFC

Figura 10: Galaxia - retirada de [11]
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Segundo Livio [[13]] as galaxias exibem a forma de um disco relativamente fino
(como uma panqueca), composto de gas, pd e estrelas. Esse disco inteiro gira em
torno de seu centro com velocidades diferentes, ou seja, velocidade maior perto do
centro e velocidade menor afastada do centro. Essas observacoes foram feitas com o
telescépio espacial Hubble. A citacdo do poema do inglés William Blake (1757-1827)

retrata bem essa manifestacdo maravilhosa da natureza.

Para ver um Mundo em um Grao de Areia,
E um céu em uma Flor Selvagem,
Pegue o Infinito na Palma de sua mao,

E a Eternidade em uma hora.

1.3.4 Falcdo Peregrino

O Falcdo Peregrino é uma das aves mais rdpidas que existe e, consegue atingir sua
vitima, em cerca de segundos, com alta velocidade, devido ao fato de usar a trajetoria
de uma espiral logaritmica até a presa. Segundo o biélogo Vance A. Tucker da Univer-
sidade de Duke, na Carolina do Norte, EUA, os olhos dos falcoes ficam nas laterais de
suas cabecas e, assim, para ter um maior aproveitamento de sua visdo, o animal pre-
cisa inclinar sua cabeca 40 graus para um lado ou para o outro, o que o faria perder
velocidade. Tucker conclui que o falcdo peregrino mantém o angulo entre sua tragetd-
ria e a sua linha de visdo, ou seja, permanece com cabeca reta e segue a trajetéria de
uma espiral logaritmica, segundo sua pesquisa publicada em novembro de 2000, no

Journal of Experimental Biology.

13
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Figura 11: Trajetdria do Falcdo Peregrino - retirada de

1.3.5 Arte: Quadro de Leonardo da Vinci

Leonardo da Vinci dedicou varios anos de sua vida para estudar a razdo aurea e a
manifestou em diversas obras, como, por exemplo, o homem Vitruviano, em seu qua-
dro Monalisa, em sua outra obra de arte, Leda e o Cisnei, em O Diluvio, entre outras.
Todas essas obras téem alguma relacdo com a razdo durea e, como consequencia pode
aparecer a espiral logaritmica. Podemos observar na Figura que o penteado do

cabelo de Leda é, aparentemente, uma aproximacao da espiral logaritmica.

Figura 12: Leda e o cisne
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Figura 13: Cabelo da Leda, uma aproximacéo da espiral logaritmica

No quadro O Diltvio é possivel observar que hd diversas representacoes da Espiral

Logaritmica.

e O Diluvio

Figura 14: Dilavio

15






CONCEITOS SOBRE LOGARITMO E A ESPIRAL
LOGARITMICA

Neste capitulo iremos apresentar o conceito de logaritmo no ambito do cdlculo dife-
rencial e integral, uma abordagem mais compativel com o Ensino Superior. Faremos
também um comparativo com a abordagem tipica do Ensino Médio, isto €, o logaritmo
como a inversa da exponencial. Apds, iremos explorar algumas das propriedades mais

interesantes das espirais logaritmicas.

2.1 LOGARITMO DEFINIDO COMO UMA INTEGRAL
2.1.1 Logaritmo Natural

Definicao 2.1. Funcao logaritmo natural é definida por
1
Inx = [ ;dt, x > 0.
1

O Teorema Fundamental do Célculo garante a existéncia da fun¢do acima definida.

Se x > 1, entdo Inx pode ser interpretada, geometricamente, como a drea sob a hipér-

bole y = n de t =1 até t = x, conforme podemos observar na figura|15(a)

11 *1 11
Parale,temoslnl:f?dt:OeparaO<x<1,lnx:f?dt:—f?dt<0.
1 1 X

Assim, de modo semelhante ao observado quando x > 1, no caso que em 0 < x < 1,

Inx é negativo e —Inx representa a area sob a hipérbole, como podemos observar na

figura

17



18 CONCEITOS SOBRE LOGARITMO E A ESPIRAL LOGARITMICA

area=-1Inx
area = In x
1 X X 1
(a) Casox >1 (b) Caso 0 < x <1

Figura 15: Representacdo Geométrica de In x

Para fins de ilustracdo, segue um exemplo sobre o calculo do valor do /2 utilizando
aproximacodes por retangulos inferiores e superiores a curva. Pode ser observado nos
graficos a seguir que quanto maior for a quantidade de retdngulos que se tem, melhor

¢ a aproximacao.

Aproximando o valor do In2 utilizando a soma de Riemann com 5 e 10 partices de

retangulos inferiores a curva, obtemos respectivamente as areas 0,65 e 0,67 (figuras

[[6(@)e[T6(b).

.
%
/
?

|
G772 10042442
> 5 1 %

(a) Com 5 partigdes (b) Com 10 particoes

Figura 16: Célculo de In 2 utilizando retangulos inferiores

Aproximando o valor do In2 utilizando a soma de Riemann com 5 e 10 partices de

retangulos superiores a curva, obtemos respectivamente as dreas 0,75 e 0,72 (figuras

[17(@)]e[17(®).
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.
%
7
7
.

1

(a) Com 5 particoes (b) Com 10 particGes

Figura 17: Célculo de In 2 utilizando retdngulos superiores

Para continuarmos vale a pena lembrar o Teorema Fundamental do Cdlculo.

Teorema 2.2. Teorema Fundamental do Cdlculo, Partel: Se f for continua em |[a,b],

entdo a fungdo g definida por
gx)=[fydt,a <x<b

é continua em [a, b] e diferencidvel em (a, b) e g’(x) = f(x).

Teorema 2.3. Teorema Fundamental do Cdlculo, Parte2: Se f for continua em [a,b],

entdo
ff(X)dx =F(b)—F@),a<x<b

onde F é qualquer antiderivada de f, isto é, uma fungdo tal que F = f.

Assim, pelo Teorema Fundamental do Célculo, a funcao logaritmo natural é diferen-

ciavel em seu dominio e temos:

d ¥1 1
il 11y
ou seja
d 1
%(lnx) =

Uma primeira propriedade de In x que podemos extrair do cdlculo acima é que trata-

se de uma funcdo crescente, uma vez que

19
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d 1
%(lnx) = ; > 0.

Essa regra de diferenciacdo serd também usada para demonstrar as seguintes pro-

priedades da funcéo logaritmica.

Propriedade 2.4. Leis dos Logaritmos: Se x e y forem nilmeros positivos e r for um

nimero racional, entdo:
1. In(xy) = Inx + Iny
X
2. In <> =Inx —In
y y

3. Inx" =rlnx
Demonstragdo. 1. Seja f(x) = In(yx), onde y € uma constante positiva. Entdo,
usando a Regra de Diferenciacdo definida acima e a Regra da Cadeia temos:
/ 1 d 1 1
fx)=

- xX)= — - = —
yx dx(y ) yx =X
Portanto, f(x) e Inx tém a mesma derivada, e diferem por uma constante, ou

seja, In(yx) = Inx + C.

Fazendo x = 1 nessa equacdo, obtemos Iny = In1+C = 0+C = C. Assim

In(xy) = Inx + Iny

L . . 1
2. Usando a primeira propriedade demonstrada acima e fazendo x = —, temos:
y

1 1
ln(>+ln =ln<- ):ln1=0
Y Y Y Y

e, portanto, segue In (;) = —Iny.

In (x) =In (x-l> =Inx+In <1> =Inx — Iny
Yy Yy Yy

3. Seja f(x) = In(x"), usando a Regra da Cadeia e Regra de Diferenciacdo temos:

o1 od o1 1
f(x)—xr dxx)_xfrx —rx

Assim temos

d 1 n . .
e como d—rlnx = r- — temos que f(x) e Inx tém a mesma derivada, e diferem
X X

por uma constante, ou seja, In(x") = rinx + C.

Fazendo x = 1 nessa equacdo, obtemos Inl = rInl+C = 0+ C = C. Assim temos

que, f(x) =rlnx.
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Portanto

Inx" = rinx.

2.1.2 Base de um Logaritmo

O conceito de logaritmo é usualmente associado a uma base. Para recuperar essa

elemento lancamos méo da seguinte

Definicdo 2.5. Sea > 0 e a # 1, definimos a func¢éo logaritmica de base a como sendo

lo x—ln—x
3a "~ Ina

Tal funcdo tem mesmo dominio da funcéo In x, isto é, o conjunto dos reais positivos.

Diferenciando tal funcédo, obtemos:

dinc_1d
dx Ina  Inadx

(Inx) = b

d
a(logux) B xlna

Portanto

d 1
%(logax) "~ xlna

Em particular, concluimos que log, x é uma funcéo crescente quando a > 1 (pois

nesse caso Ina > 0) e decrescente quando 0 < a < 1 (quando Ina < 0).

Dentre as bases, a mais importante é a chamada base natural: e. Podemos definir
o ntimero e como sendo o valor de x tal que Inx = 1. Para verificar que este numero

existe usaremos o Teorema do Valor Intermediario.

Teorema 2.6. Suponha que f seja continua em um intervalo fechado [a,b] e seja N um
niimero qualquer entre f(a) e f(b), onde f(a) # f(b). Entdo existe um numero c em (a, b)
tal que f(c) = N.

A funcado Inx é continua e, como vimos, /n1 = 0. Além disso, observando a Figura

temos que
- ln4>1+1+1—§>1
2 3 4 12

21
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Assim, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe x tal que Inx =1

4

Figura 18: Grafico

A Figura[19]ilustra essa situagao.

Figura 19: Gréfico y = Inx, retirado de [[18]

Observemos que o logaritmo natural coincide com o logaritmo de base e:

lo x—ln—x—lnx
8 X = Te =

1
De modo geral o nimero e € definido pelo lim,_,¢(1 + x) X, mas como foi definido de
outra maneira provaremos esta igualdade. Observe que, como a funcdo /nx é injetora,

temos que:
1 1
e =1limy_o(1+x)X <= Ine = In(limy,_,o(1 + x)X)

Assim,

1 1
In(limy_o(1 + %) X) = (limy_0 In(1 + x)X) = limy_g %ln(l +7)
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Para resolvermos esse limite podemos usar a seguinte desigualdade, valida para
0 < x < 1 (conforme figura [20):

X
m <ln(1+x)<x

1/x

1(x+1) >

X X+1

Figura 20:

Temos entao

<

=
R

1
-ln(1+x)<;-x

=
=
+
—_

‘ -

<=-In(l+x) <1

+
—_
K=

X

Fazendo o lim, .,y para os extremos da desigualdade, temos que o resultado € 1.
Entdo pelo Teorema do Confronto temos:

In(lim, %ln(l +x))=1= Ine

Portanto

1
e = lim,_o(1+ x);

23
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2.1.3 Fungdo Exponencial como Inversa do Logaritmo

Fungdo Exponencial Natural

Definiremos a funcdo exponencial natural como inversa da funcdo logaritmica natu-
ral. Como /nx é uma funcdo crescente, temos uma funcdo inversa, que chamaremos

de exponencial e*.

Assim, pela defini¢do da funcéo inversa temos:
ef=y<=lIny=x
Como consequéncia, segue

" = x e Ine*

Il
=

Observemos que a funcdo e* é definida para todo x real, é crescente e positiva, e

el =1.

2.1.4 Fungoes Exponenciais Gerais

Sejam a > 0 e ¥ um ntimero racional qualquer, entdo a” = (¢/"*)" = ¢’'"*. Isso motiva

a seguinte definicdo:
a* =e" x c R.

Temos que a funcéo f(x) = a* é chamada funcdo exponencial com base a. Note que

a* é positiva para qualquer x, pois e* é positiva para qualquer x.

Podemos estender a propriedade dos logaritmos In(a") = rlna, quando r € Q para

r € R. Desse modo temos:
Ina" = In(e"™*) = rlna

Se a > 1, entdo [na > 0, logo pela diferenciacdo de funcGes exponenciais temos
d , ~

<d> a* = a*lna > 0. Isso mostra que y = a* € crescente. Se 0 < a < 1, entdo [na < 0,
X

e portanto y = a* é decrescente como podemos observar na figura 21}
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il T | X

lima' = (1, lim a' = = lima* = =, lima = {)

Figura 21: Grafico da fungdo exponecial crescente e decrescente

Assim, podemos observar que a Exponencial assim definida é a inversa do Logaritmo

da seguinte maneira:

xlna

Ine¥!"  xlna - Ine

X
log.a* = log,e I I

2.2 DEFINICAO DE LOGARITMO ABORDADA NO ENSINO MEDIO

Nessa secdo veremos o conceito de logaritmo e uma sugestdo de como abordar o

logaritmo de um numero irracional, na perspectiva da Educagéo Bésica.

No Ensino Médio definimos primeiro a Funcao Exponencial e depois a Funcao Loga-
ritmica como inversa da Exponencial. No Ensino Superior a abordagem desse assunto

pode ser diferente, como foi visto na secdo anterior.

2.2.1 Conceito de Logaritmo

Definicdo 2.7. Sendo a e b nimeros reais positivos, com a # 1, chama-se logaritmo de
b na base a, o expoente que se deve dar a base 2 de modo que a poténcia obtida seja

igual a b. Ou seja,

Sea,beR,a>0,a#1eb>0,entdo

log, b =x <= a* =0,

onde a € a base, b é o logaritmando e x o logaritmo.

25
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E importante ressaltar que apesar de x ser o logaritmo e pertencer ao conjunto dos
numeros reais, no Ensino Médio é raro usar o x como um numero irracional, isso pode

ser feito por aproximac¢do como veremos no exemplo a seguir:
Seja f(x) = 2%, onde queremos saber qual o valor da f para x = /2.

Para resolver isso usaremos aproximacgoes de numeros racionais, tanto maiores quanto

menores que /2, ou seja,

1,4 < 1,41 < 1,414 < 1,4142 < 1,41421 < /2

V2 < 1,41422 < 1,4143 < 1,415 < 1,42 < 1,5
Assim temos,

1,4<v2<1,5
1,41 < V2 < 1,42
1,414 < /2 < 1,415
1,4142 < /2 < 1,4143

1,41421 < /2 < 1,41422

Podemos observar que os ntimeros da coluna da direita se aproximam de v/2 por
valores maiores que v/2 e os nimeros da coluna da esquerda se aproxima de /2 por

valores menores que /2.

Ao elevarmos essas desigualdades, utilizando como base 2 temos,

214 £ V2 915

21,41 < 2\/5 < 21,42
o414 2\/2 < 9lAl5
914142 2ﬁ < 014143

pl41421 2\/5 < 141422

<2\/§<
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Logo conseguimos obter o valor de 2Vv2 por uma aproximacdo de poténcias de nu-

meros racionais.

E interessante, como curiosidade, mostrar para o aluno que o calculo de poténcias
com numeros irracionais existe e que pode ser feito por aproximacoes de poténcias

com numeros racionais.

2.3 ESPIRAL LOGARITMICA E SUAS PROPRIEDADES

Estudaremos nessa secdo as caracteristicas da Espiral Logaritmica, comparando-as

com as caracteristicas da Espiral de Arquimedes.

2.3.1 Espiral Logaritmica

Segundo Maor [[14]], uma espiral é uma curva que gira em torno de um ponto cen-
tral(centro), afastando ou aproximando deste ponto, dependendo do sentido que a
curva percorre, segundo uma lei determinada, ou seja, as caracteristicas predominan-

tes de cada espiral.

A equacao da Espiral Logaritmica pode ser encontrada através da inclinacdo da espi-
ral em relacdo ao raio vetor (médulo do vetor posicdo), ou seja, podemos definir essa

equacao da seguinte maneira, em coordenadas polares:

Definicdo 2.8. Espiral logaritmica plana de centro no ponto A é o lugar geométrico

de todos os pontos P = (p, #) que obedecem a equacio:
0 = poe'?,
onde, 0 varia nos reais, k e pp sdo constantes positivas. Assim k6 é o logaritmo da

relacdo entre o raio vetor p para um giro 6 e o raio vetor inicial pg (para 6 = 0).

A seguir temos algumas caracteristicas da espiral logaritmica que a destacam entre

as curvas planas.

e Cada linha reta que atravessa o centro da espiral forma, com esta tltima, sempre

o mesmo angulo.

Derivando a equacio p = ppel? em relacio a 6, temos p’ = pgkek?.
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Observe que:

P _ poke _

o poet?

Usando coordenadas retangulares e parametrizando a curva temos:

X = pcost
y = psend
Assim,

p = (x,y) = (ocosh, psenf), onde p é o vetor posicdo.

Ao derivarmos as coordenadas de p, obtemos que o vetor tangente a curva é

dado por:
t = (0'cos® — psend, o' send + pcosb),

Se B denota o angulo entre a reta radial por p e a espiral, temos

p-t  pcosO - (0 cos® — psend) + psenf - (o' send + pcosh) P 0

cosp = = =
* t ! !
TpIFTE N /e p?
P
v P
(5)2+1
P %
Comoﬁ,zl,entéo:
ok

1

/1
(%)2"'1

Assim, B é constante, como afirmado anteriormente. Foi essa caracteristica que

cosB =

despertou o interesse de Descartes pelo estudo dessa espiral, por isso nomeou-a

de Espiral Equiangular.

e Ao tomarmos pontos da espiral em uma mesma reta radial, a distancia ao cen-
tro aumenta através de uma mesma razdo, isto é, seu raio aumenta por uma

progressao geométrica.

De fato, a partir de um ponto (p, §) da espiral, p = ppe"?, os pontos sucessivos da
mesma reta radial, para 0 crescente, sdo da forma (p,, 6,) onde 6, = 0 +27n e

on = poek®+27)  Logo, a razdo entre dois raios vetores consecutivos é dada por
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poek(90+2(j+1)7r) ko

poek®0+2i7)

Podemos observar esse processo na figura a seguir.

Figura 22: Espiral Geométrica - retirada de [|6]

2.3.2 Espiral de Arquimedes

Para fins de comparacédo, falaremos brevemente da Espiral de Arquimedes. Esta é
definida como o lugar geométrico no plano descrito por um ponto que se desloca com
uma velocidade uniforme ao longo de uma semi-reta, a partir da origem, quando esta,
por sua vez, roda com velocidade angular uniforme em torno da origem. A origem da

semi-reta vai corresponder ao centro da espiral.

Definicdo 2.9. Um ponto P = (p, ) pertence a espiral de Arquimedes se suas coorde-

nadas polares p e 0 satisfazem a equacdo.

p =ab,

onde a é uma constante positiva e determina o crescimento da espiral.

Pode-se provar, de modo semelhante ao feito para a espiral logaritmicas, que a Espi-
ral de Arquimedes, ao ser percorrida por arcos iguais (distancia do centro da espiral),

tem seu comprimento aumentado em uma progressao aritmética (P.A.).
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Figura 23: Espiral de Arquimedes - retirada de [|6]

2.3.3 Construgdo de uma poligonal com o comportamento de uma Espiral Logaritmica

Podemos ilustrar a equacdo da Espiral Logaritmica através da construcdo de suces-
sivos triangulos retangulos com o mesmo angulo no centro. Essa abordagem pode ser
usada na Educacdo Bésica, pois estd mais préxima do contetido abordado no Ensino
Médio.

Comecaremos a construcao pelo tridangulo retagulo OAyA1, onde o vértice Ay cor-
responde ao dngulo reto e o vértice O serd o centro da aproximacao da construcao da
Espiral Logaritmica e pg € o lado OA( do tridngulo. O &ngulo 6 ¢ a inclinacdo cons-
tante a ser acrescentada em todo tridngulo, que estd no vértice O e p; € a distancia do

centro O ao vértice Aq, como podemos visualizar na figura

Ad

Figura 24: Tridngulo Retangulo OAyA;
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Pelas rela¢oes métricas no triangulo retangulo temos:
A OA 1
0059=70:>P1=70:>p1=OA0-—
01 cosb cos6
Assim temos,
1

PL=P0" 050
Seja OA1A; o triangulo retangulo obtido pela variacdo de 6 a partir do tridngulo

OApA;, como podemos verificar na figura

Aa
1]
\..

/ -
/ /
I-_\ -
ol :
=

L1

Figura 25: Triangulo Retangulo OAygA; e OA1A>
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Observe que a distancia p = OA; serd obtida pela aplicacdo da razéo trigonométrica
cosf assim temos:

04 01 Y : 1
cost = 04, = c0s0 = 0 = 2= ==
Entéo,
— — — ( 1 )2
P2=P0" 050 " coso P2 =00 050

Seguindo o mesmo processo temos:

Seja o triangulo OA,_1 A, obtido através de n variacdes angulares de medida 6, a
partir da distancia inicial pg = OAp.A distancia p, = OA, serd determinada através de

n aplicacdes da razdo trigonométrica cosf, ou seja:

Figura 26: Sequéncia de Tridngulos Retangulos

cos(9=%:>cos(9=p"—fl:>pn=p”71:>,0n=,0,1_1-L

OA, On cost

Aplicando n vezes o processo regressivo sobre a distancia p teremos:

1 1 1 1 ( 1
cosf cos® cosO cosG_pO

pn=po- n

cosf

Considere a funcdo p : IN — R* definida por p; = distancia do pélo O ao vértice A;.
Note que a funcéo p; é crescente, ou seja, dados x, yeR, com x < y, tem-se p, < p,. To-
mando uma progressao aritmética (0, 6,260,360, - - -, n8, (n+ 1), - - -) como sendo as vari-
acoes angulares, desde o segmento inicial OAp ao OA;, a funcéo p; calcula a distancia
do pdlo O ao respectivo vértice A;, assim a nova sequéncia (0o, 01, 02,03, ,Pn, " ")

representada por



2.3 ESPIRAL LOGARITMICA E SUAS PROPRIEDADES

( ! LY (LY IR R
PoP0 " 25070\ cos ) PO \cos ) PO\ cost )

. ~ - <1
€ uma progressao geometrica de razao 79
cos

. 2n foes . < : P
Em particular, se 6 = —, os vértices dessa poligonal estdo na Espiral Logaritmica
n

1
de equacdo p = poek"‘, em que k = —In(

= ). Nesse sentido, a poligonal é uma

_ ' cosnf
aproximacao de tal espiral.
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Neste capitulo proporemos uma sequéncia didatica que tem o intuito de motivar o
aluno a aprender logaritmo, um assunto que a maioria dos alunos rejeita, devido a
fama de ser um contetido de dificil entendimento. E possivel que esta fama se dé pela
abordagem que ¢ feita, na educagéo basica, do logaritmo, de uma forma desconectada
com a realidade, apresentando apenas definicdes e exercicios de fixacdo e fazendo com
que o aluno tenha a visdo do logaritmo como algo mecanico e sem importancia para
o entendimento do mundo em que vive. Ressalto isso por minha experiéncia como

docente e conhecimento de materiais didaticos que apresentam essa abordagem.

De acordo com a parte II dos Parametros Curriculares Nacionais, elaborados em
2000, que contém consideracbes sobre o ensino de Matematica é importante enfatizar
o uso da Matemadtica na vida das pessoas para resolucdo de problemas do dia a dia e
tomada de decisdo, além de ajudar a estruturar o pensamento. Como pode se ver na

citacdo a seguir:

A Matematica no Ensino Médio tem um valor formativo, que ajuda a estru-
turar o pensamento e o raciocinio dedutivo, porém também desempenha
um papel instrumental, pois é uma ferramenta que serve para a vida cotidi-
ana e para muitas tarefas especificas em quase todas as atividades humanas.
Em seu papel formativo, a Matemadtica contribui para o desenvolvimento de
processos de pensamento e a aquisicao de atitudes, cuja utilidade e alcance
transcendem o ambito da prépria Matematica, podendo formar no aluno a
capacidade de resolver problemas genuinos, gerando habitos de investiga-
¢do, proporcionando confianca e desprendimento para analisar e enfrentar
situacOes novas, propiciando a formacao de uma visdo ampla e cientifica
da realidade, a percepcdo da beleza e da harmonia, o desenvolvimento da

criatividade e de outras capacidades pessoais. No que diz respeito ao ca-
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rater instrumental da Matemadtica no Ensino Médio, ela deve ser vista pelo
aluno como um conjunto de técnicas e estratégias para serem aplicadas a
outras areas do conhecimento, assim como para a atividade profissional.
Nao se trata de os alunos possuirem muitas e sofisticadas estratégias, mas
sim de desenvolverem a iniciativa e a seguranca para adapta-las a diferen-
tes contextos, usando-as adequadamente no momento oportuno. (P.C.N.
Parte II, 2000).

Assim existe a importancia de sempre relacionar o contetido formal com a realidade
do aluno, para que o mesmo veja a aplicacdo do que esta sendo abordado em sala de
aula, fazendo com que o que esta sendo aprendido ndo seja um amontoado de calculos

sem importancia e sequéncias de listas de exercicios.

Vale destacar os objetivos do Ensino da Matemadtica estabelecidos pelo (P.C.N., Parte
11 2000):

As finalidades do ensino de Matematica no nivel médio indicam como ob-

jetivos levar o aluno a:

e compreender os conceitos, procedimentos e estratégias matematicas
que permitam a ele desenvolver estudos posteriores e adquirir uma

formacéo cientifica geral;

e aplicar seus conhecimentos matemadticos a situagdes diversas, utilizando-
os na interpretacdo da ciéncia, na atividade tecnoldgica e nas ativida-

des cotidianas;

e analisar e valorizar informagoes provenientes de diferentes fontes, uti-
lizando ferramentas matemadticas para formar uma opinido prépria
que lhe permita expressar-se criticamente sobre problemas da Mate-

matica, das outras areas do conhecimento e da atualidade;

e desenvolver as capacidades de raciocinio e resolucdo de problemas,

de comunicag¢do, bem como o espirito critico e criativo;

e utilizar com confianca procedimentos de resolucao de problemas para

desenvolver a compreensao dos conceitos matematicos;

e expressar-se oral, escrita e graficamente em situagcdes matematicas e

valorizar a precisdo da linguagem e as demonstra¢des em Matematica;



3.1 CONHECIMENTOS PREVIOS

e estabelecer conexdes entre diferentes temas matematicos e entre esses

temas e o conhecimento de outras areas do curriculo;

e reconhecer representacdes equivalentes de um mesmo conceito, rela-

cionando procedimentos associados as diferentes representacoes;

e promover a realizacdo pessoal mediante o sentimento de seguranca
em relacdo as suas capacidades matemadticas, o desenvolvimento de

atitudes de autonomia e cooperacao.

Esses objetivos citados acima sobre o Ensino de Matemadtica, serdo um caminho a
seguir para o ensino e aprendizagem dos logaritmos que se estruturardo em conheci-

mentos prévios de poténcias, progressao geométrica e funcoes exponenciais.

3.1 CONHECIMENTOS PREVIOS

No processo de ensino € importante, ao comecar um novo conteudo, verificar o
dominio dos alunos sobre conhecimentos prévios necessdrios. Na préxima secdo se-
rdo apresentadas atividades para motivagcdo da aprendizagem sobre logaritmos que
envolvem conhecimentos prévios como, potenciacdo, progressdo geométrica e funcao
exponencial. Se os alunos nao tiverem dominio sobre esses temas, ficaria muito difi-
cil o entendimento sobre tal contetido e a proposta motivadora nao surtiria o efeito

desejado. Por isso é importante prever a retomada e consolidacdo desses conceitos.

Usando o caderno do professor volume II do Ensino Médio da Rede Estadual de En-
sino, observamos, na figura a seguir, a situacdo aprendizagem I que prevé a retomada

de potenciacdo para o ensino das funces exponenciais.

SITUACAO DE APRENDIZAGEM 1:
AS POTENCIAS E O CRESCIMENTO/DECRESCIMENTO EXPONENCIAL: A
FUNCAO EXPONENCIAL

Conteudos e temas: significado da potenciacdo com expoentes naturais, in-
teiros, racionais e reais; funcao exponencial, a construcdo de seu grafico
e énfase nas suas propriedades relativas ao crescimento e decrescimento:
funcdo exponenciais em diferentes contextos. Competéncias e habilidades:
expressar e modelar diversos fendomenos naturais envolvendo poténcias,
compreendendo-os nos diversos contextos em que eles surgem; enfrentar

e resolver situacdes-problemas envolvendo expoentes e funcoes exponenci-

37



38

UM OLHAR PARA EDUCAGAO BASICA

ais. Sugestdo de estratégias: articulacdo das nocoes sobre poténcias ja es-
tudadas em séries/anos anteriores; destaque de alguns fatos fundamentais,
considerados especialmente importantes para a compreensdo da natureza
da fungéo exponencial; apresentacdo de exemplos ilustrativos e proposicdo

de exercicios exemplares.

Assim ao consolidar o conhecimento sobre os conceitos de potenciacdo e funcoes
exponenciais a aprendizagem sobre logaritmos ficard mais fdcil, pois a funcao logarit-

mica € a funcdo inversa da exponencial.

3.2 SUGESTAO DE SEQUENCIA DIDATICA

A sequéncia diddtica a seguir é composta de 4 atividades. Para fins deste trabalho

detalharemos somente a Atividade 2, apresentando as demais de forma geral.

3.2.1 Publico Alvo

Essa sequéncia diddtica foi preparada visando a aplicacdo para alunos do primeiro

ano do Ensino Médio de Escolas Estaduais do Estado de Sao Paulo.

3.2.2 Duragdo

Esta sequéncia didatica esta prevista para aplicacdo no terceiro bimestre, ou seja,

aproximadamente dois meses.

3.2.3 Objetivos Gerais

Fazer com que os alunos tenham interesse pelo tema abordado, e que observem o

mesmo com uma nova perspectiva, permitindo assim que a aprendizagem aconteca.
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3.2.4 Objetivos Especificos

Identificar a Espiral Logaritmica no mundo em que vivemos e a partir dela conhecer
as funcgdes exponenciais e logaritmicas e suas diversas aplicacbes e manipular suas

propriedades.

3.2.5 Roteiro Geral

e Atividade 1: Introduzir o assunto utilizando imagens de manifesta¢cdes da espiral
logaritmica na natureza e na arte atrelando a sua historia. Neste momento € in-
teressante abordar a histdria dos logaritmos, contando sobre a tdbua de Napier e
suas motivagdes para sua construcdo. Essa parte histérica pode-se encontrar no
primeiro capitulo. Para finalizar essa atividade pode ser realizado, como suges-
tdo, uma roda de conversa em outro espago que nao seja a sala de aula, fazendo
alguns questionamentos para instigar a busca pelo conhecimento desse novo con-

teudo.

e Atividade2 : apresentar o problema do rato, que consiste em uma curva de perse-
guicdo, que gera uma espiral logaritmica. A proposta dessa atividade é a aproxi-
macao do conteudo através da interacdo do aluno com o problema. Consiste em
uma reproducdo da trajetdria de perseguicao feita pelos alunos, gerando assim

uma espiral logaritmica.

e Atividade 3: construir uma aproximacao da Espiral Logaritmica utilizando com-
passo e régua, que foi apresentada em diversas manifestacOes na natureza e na
arte. Através dessa construcdo mostrar algumas caracteristicas e propriedades
dessa espiral usando o Capituld2] Assim para concluir essa atividade pode ser
usado a situacdo de aprendizagem 1, que prevé uma retomada de conceitos so-
bre potenciacdo e a apresentacdo da funcdo exponencial, além disso, parte da
situacdo de aprendizagem 2 do caderno do aluno, que mostra a construcdo da

tabela de Napier.

e Atividade 4: conhecer diversas aplicagcdes da funcdo exponencial e logaritmica,
tais como, crescimento populacional, cdlculo de terremoto na escala Richter, apli-
cagdes na quimica, entre outras. Para finalizar essa atividade pode ser utilizado
a situacdo de aprendizagem 2, do caderno do aluno do 1°ano do Ensino Médio

volume?2.
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3.3 DESENVOLVIMENTO DA ATIVIDADE 2

Nessa secdo iremos detalhar a sugestdo de Atividade 2.

O problema das curvas de perseguicdo comecou a ser investigado na época de Le-
onardo da Vinci, até pode ter sido sugerido por ele pois, como ja vimos no capitulo
Leonardo usou a espiral logaritmica em algumas de suas obras. Em 1732, Pierre
Bouguer utilizou os célculos de Newton para solucionar tal problema, que imaginou
um navio pirata interceptando um navio mercante, em alto mar. O termo curva de per-
seguicdo surgiu em 1859 e foi definido por George Boole. Essas curvas de perseguicao
pode ser utilizada em varias situacoes, como por exemplo, em obras de arte, diversas

perseguicOes e em taticas de guerra.

O problema consiste em: seja um poligono regular de n lados e um ponto material
em cada um de seus vértices. Cada ponto material ird se deslocar com velocidade cons-
tante na direcdo do ponto material seguinte. Ao final todos pontos materiais irdo se
encontrar no centro (baricentro) do poligono, onde realizaram uma trajetéria formada

por arcos de espiral logaritmica.

Objetivo

e Despertar o interesse sobre o assunto abordado, logaritmo, através da atividade

interativa.

e Contextualizar a espiral logaritmica no dia a dia do aluno.

Materiais Utilizados

e giz, régua de madeira de 1 metro, transferidor de madeira (usado pelos profes-

sores em sala de aula), barbante.

e Imagens das curvas de perseguicdo para poligonos de 3,4 e 6 lados.

Duragéo

Esta atividade tem sugestdao de duracdo de 4 aulas.
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Descricdo da Atividade

O problema do rato consiste em um pega-pega, onde cada participante estard no
vértice de um poligono regular. Seja um tridngulo equildtero com vértices P, Q, R, o
objetivo do participante que estd em P é pegar quem estd em Q, por sua vez quem esta

em Q deve pegar quem esta em R e, por fim, quem esta em R deve pegar P.

Todos os participantes devem ter a mesma velocidade e com isso a trajetéria que

irdo percorrer é uma Espiral Logaritmica.

7

Separe a turma em grupos (o numero de pessoas em cada grupo é de acordo com
a realidade de sua escola), leve-os para a quadra ou patio da escola, é importante um

local onde os alunos tenham espaco para realizar a atividade.

Primeiro utilizando giz, régua de madeira e um transferidor de madeira desenhe
um triangulo equildtero de lado 10 metros no chao, depois cada par de alunos ficara
em um dos vértices, um para percorrer a trajetoria e o outro para marcar seus passos
com giz e barbante, os alunos tem que ter a mesma velocidade para que a atividade
de certo, para isso use o mesmo deslocamento e intervalo de tempo para todos os
alunos de um mesmo triangulo. Antes de comecar o pega-pega, cada aluno marcador
deve medir, com a régua de madeira um pedago de barbante de 80 cm para marcar a

trajetdria.

Situe cada aluno no vértice do tridngulo equildtero a distdncia de 10 metros uns
dos outros, que irdo se mover com velocidade constante simultaneamente, podemos

utilizar um deslocamento de 80 cm em um intervalo de tempo.

Esse intervalo de tempo pode ser feito da seguinte maneira, escolha um aluno de
cada grupo para ser o relogio, esse aluno ird fazer um som (¢ importante que os
alunos de cada grupo realizem um som diferente para ndo confundir os participantes
que estdo realizando a trajetéria). Depois que os alunos marcarem a trajetéria de cada
grupo, o aluno relégio fard o ruido e os alunos que estdo na perseguicao irdo fazer o

deslocamento de 80 cm, lembrando que esse trajeto é sempre retilineo.

O objetivo de P ¢ atingir Q, Q dirige-se para R e R deve atingir P. Em intervalos
regulares (1 segundo), os alunos corrigem a trajetoria, de acordo com a nova posicao
de seus alvos. Na figura a seguir esta representado como deve ficar a poligonal feita

por cada aluno.
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Figura 27: Trajetdria dos alunos.Imagem retirada de [[17]]

No final da trajetdria o (a) professor (a), pode tirar fotos das trajetdrias realizadas
por cada grupo para discussOes posteriores. Dentre essas discussdes € possivel verificar
que o angulo formado entre os lados dos poligonos formados e as poligonais tracadas

€ o mesmo, justificando a propriedade da Espiral Logaritmica observada por Descartes.

Esse mesmo procedimento pode ser realizado para um quadrado e um hexdgono
regular, sé sera necessario reorganizar os alunos para poder marcar a trajetéria de

forma adequada.

Na figura [28| estdo as possiveis trajetérias para o quadrado e o hexdgono regular.

S

Figura 28: Trajetéria dos alunos. Imagem retirada de
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Conclusdo

Depois de realizada a atividade com os alunos, como sugestdo, € interessante fazer
uma roda de conversa para escutar o que os alunos acharam da atividade e o que
entenderam sobre a mesma, isso pode ser feito fora da sala de aula, em um espaco que

o(a) professor(a) ache adequada para sua turma.

A partir disso faca a ligacdo do problema do rato (curva de perseguicdo) com a espi-

ral logaritmica. Aproveite nesse momento para introduzir os conceitos de logaritmos.

Construa com os alunos um mural com as fotos tiradas das trajetdrias feitas pela
turma. Uma sugestao de como isso pode ser feito é: Cada grupo deve fazer um painel
com as fotos de suas trajetdrias e escrever um breve resumo sobre o problema do rato

(curva de perseguicdo) e a ligacdo com a espiral logaritmica.
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