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RESUMO

Este trabalho constitui-se de uma proposta de ensino utilizando o cubo méagico de Rubik.
Inicialmente relata-se a historia do “brinquedo” para que o leitor perceba que ira trabalhar com
um instrumento classico que serd conhecido por anos e anos € ndo um recurso que se tornara
obsoleto. Seguido de manuais que apresentam 0 cubo magico ao leitor e 0 ensina a
desembaralhar suas pecas de uma forma simples e acessivel. Ja no contexto académico, voltado
para o ensino superior, foi elaborado um capitulo que mostra uma possibilidade de materializar
0 tdo abstrato conteudo de teoria de grupos. Visando o ensino basico, apresento uma proposta
de projeto, que foi realizada com alunos do ensino médio, a confec¢do de um mosaico utilizando
500 cubos magicos. Uma proposta interdisciplinar que desperta o interesse, mesmo de
estudantes com dificuldade em matematica. Por fim, manuais de derivados do cubo — 4x4x4 e
5x5x5 - desta forma o docente pode dar continuidade ao projeto com cubos maiores.

Palavras-chaves: cubo de Rubik, cubo magico; mosaico; teoria de grupos; ensino médio.



ABSTRACT

This work consists of a teaching proposal using the magic cube of Rubik. Initially telling
the story of the "toy" so the reader can realize that he is going to work with a classic instrument
that will be known throughout years and not only a resource that is becoming obsolete.
Followed by manuals that introduce the magic cube to the reader and teach to unscramble its
pieces in a simple and accessible way. Moreover, in the academic context, focused on higher
education, has been created a chapter that shows a possibility to materialize such an abstract
content from the theory of groups. Aiming at basic education, | present a project proposal,
which was carried out with high school students, developing a mosaic using 500 magic cubes.
An interdisciplinary proposal that arouses interest, even of students with difficulty in
mathematics. Finally, derivatives manuals of the cube - 4x4x4 and 5x5x5 — in this way the
teacher can follow through this project with larger cubes.

Keywords: Rubik's cube, magic cube; mosaic; group theory; high school



INTRODUCAO

No decorrer da pratica docente em sala de aula, na catedra matematica para
alunos da mais tenra infancia, passando por adolescentes e até idosos, € muito comum a
manifestacdo de antipatia & mateéria, refletida na dificuldade de inteleccdo dos assuntos e
prejudicando o resultado da aprendizagem. Muitas vezes este € um comportamento motivado
pelo circulo social do individuo, sendo cada vez mais desestimulado e tornando o trabalho do

docente mais arduo.

Diante deste cenario, toda ordem de interdisciplinaridade é valida e acresce na riqueza
do que se propde, objetivando sempre alcancar os melhores saldos pedagdgicos. Para isso
mesclar disciplinas mais carismaticas, como artes, ou até mesmo brincadeiras, € uma boa

alternativa para prender atencdo dos alunos e agucar melhor seu interesse.

Para a ampliacdo das prerrogativas essenciais de aprendizagem de temas matematicos
sdo de suma importancia a concentracdo, memoria, paciéncia e raciocinio. E € vasta a gama de
instrumentos alheios a matematica que podem ser usados para o treinamento paralelo dos
pontos essenciais que permitem o aprendizado dos titulos mais simples aos mais complexos da
area de exatas com melhor fluidez, consequentemente atribuindo prazer ao processo de
aprendizagem. Com o uso de objetos e utensilios mais populares a proximidade com o aluno é
alcancada, uma vez que ele passa a ver o professor como um parceiro, ao invés da figura de
superioridade que normalmente se tem. Uma relacdo de confianca e afinidade é construida e a

aprendizagem acontece de maneira mais suave.

Durante os anos de docéncia tive a oportunidade de trazer algumas atividades ludicas
para a sala de aula. Para abordar geometria espacial, por exemplo, apresentei experimentos
usando um aquaério e figuras geométricas de formas ndo definidas para demonstrar o principio
de Arquimedes (corpos submersos). Ainda dentro desde tema construi um cubo de aresta 10cm
para definir com os alunos o que é 1 litro. Também criei um boneco em tamanho real todo feito
de figuras espaciais comparando-o com partes do corpo humano fazendo com que os discentes
memorizassem mais facilmente. Para o estudo da trigonometria construimos um teodolito
caseiro, instrumento utilizado por engenheiros e topdgrafos para medir distancias inalcangaveis,

estudando, assim, as leis de senos e cossenos. Apesar de todas essas atividades terem sido bem



aceitas em sala de aula, o interesse dos alunos foi agugado puramente pela dindmica e ndo pelo

conhecimento matematico envolvido nas praticas.

O cubo de Rubik, popularmente conhecido como cubo mégico, foi uma dessas
abordagens. Por se tratar de um quebra cabeca conhecido ha muitos anos, passando por
geracOes, sempre foi visto como um desafio quase impossivel de ser desvendado. Assim o
objeto foi facilmente aceito, pois, sua primeira impressao é a de um brinquedo classico e ndo
de um instrumento para ensino de matemética. Desta maneira os alunos dominaram o

brinquedo, e o contexto matematico foi absorvido naturalmente.

ApoGs varias experiéncias, a oficina de cubo foi o que mais despertou interesse e
provocou o desafio nos alunos, refletindo diretamente nos resultados finais. Percebi melhora
em varios aspectos da minha relagdo com os estudantes. Minha proximidade com eles aumentou
significativamente, facilitando o trabalho em sala. A autoconfianga aumentou, entendendo que
sdo capazes de solucionar problemas que julgavam dificeis, quebrando o comportamento
vicioso de tratar matematica como uma matéria incompreensivel. Foram demonstrando
animacao e interesse constantes em buscar maiores desafios dentro do tema. A solidariedade
no grupo também aumentou, uma vez que passaram a ajudar uns aos outros sem a necessidade
do meu intermédio direto. A oficina de montagem de cubo foi de participacdo voluntaria, todos
os inscritos foram sabendo que ganhariam apenas conhecimento cultural e intelectual e mesmo

assim teve adesdo satisfatoria.

Ainda que com tantas opcdes ludicas TRACTATUS
MAGICUS
PHILOSOPHICUS

disponiveis principalmente no meio tecnologico,
guem nunca se Viu instigado a ordenar as pecas de
um cubo magico? Com um destes na mao
provavelmente vocé ja pensou em alguma solucdo,
digamos, mais pratica, porém desvirtuada para
atingir a proposta final da peca, tal como atira-lo ao
ch&o ou até mesmo descolar e colar os adesivos no
lugar certo. A verdade é que todos que montam o

cubo magico, até mesmo o mais agil de todos, ja

£ 150 QUE ADORD EM SUA MANEIRA DE |

WITTGENSTEN...

devem ter passado pela mesma situacéo. A

BATIDOS!

PROPOR SOLUCEES |
LOGICAS DEFINITIVAS |
VAR PROBLEMAS



Posso afirmar que qualquer pessoa que tenha vontade é capaz de monta-lo sem
precisar burlar as regras ao se valer de alternativas marginais para tanto; claro, uns com mais
facilidades outros com um pouco mais de dificuldade, mas todos sdo capazes. E o melhor, esta
experiéncia recreativa pode ser trazida para aprimorar 0 ensino da matematica, justamente por
desenvolver os quesitos basicos para o estudo da matéria: a concentracdo, memoria, paciéncia,

raciocinio e algoritmos (formulas).

Outros professores dentro do programa de mestrado profissional — PROFMAT — ja
usaram o cubo de Rubik como objeto de estudo. MOYA (2015) inicia o estudo de grupo de
permutacdes, SILVA (2017) apresentou conceitos matematicos pertinentes a geometria
espacial no ensino médio dando énfase ao jogo do cubo magico. GRIMM (2016), SILVA
JUNIOR (2016) e GUIMARAES (2016) utilizaram o cubo mégico para aplicar a teoria de
grupos; todos os autores tomaram como referéncia Group Theory and the Rubik’s Cube, CHEN
(2014), Janet. Diferentemente deles utilizei o livro Groups and Geometry, NEUMANN P.M.,
STORY, G. A. e THOMPSON, E.C para abordar o tema teoria de grupos, e de uma forma mais
simples, e interagindo com os leitores, concluiu-se a quantidade total de movimentos possiveis

no cubo mégico.

Neste trabalho, apresento manuais de montagem detalhados dos cubos 3x3x3, 4x4x4 e
5x5x5 em que tive o cuidado de escreve-los com o linguajar acessivel a todos os publicos. Rico
em ilustracdes, criadas com a preocupacdo de exemplificar cada passo que possa gerar davidas
e de forma didatica - com setas de orientacao, fotos em angulos diversos, cores chamativas e
alertas em situacdes comuns de ocorréncia de erro - 0s manuais foram testados com os proprios
alunos e correcBes foram sendo feitas de acordo com as dificuldades de compreensdo
apresentadas. Tal cooperacdo resultou em um material moldado de forma objetiva e de facil
entendimento ao cubista iniciante. Por fim, a descricio de uma proposta de atividade
interdisciplinar desenvolvida com alunos de ensino médio, a montagem de mosaicos/pixel art

construida com 500 cubos de Rubik.

Defendo nesta dissertacdo o desenvolvimento intelectual unido trés fatores. A pratica
com o cubo de Rubik, abordando no Capitulo 1 o contexto histérico no qual este quebra cabeca
é inserido, bem como seus movimentos e no Capitulo 2 um método de solucdo do cubo de
Rubik para iniciantes - a arte - no Capitulo 4, tem-se fotos e relatos da oficina de montagem de
cubos e a utilizacao da peca para manifestacdo artistica bem com a confeccdo de mosaicos em

pixel — e a teoria matematica - no Capitulo 3 fez-se um estudo de teoria de grupos aplicada aos



movimentos do cubo. Além disso, no Apéndice A encontra-se manuais de montagem de

derivados do cubo de Rubik (4x4x4 e 5x5x5), sendo uma opcao de continuidade do trabalho.



SUMARIO

INTRODUGAO. ..ottt ns st

CAPITULO 1 - Conhecendo o cubo magico de Rubik e seus movimentos .................

Lo L HISEOTICO e e ettt e et e e e e e e e e

1.2 — As pecgas do cubo de RUDIK..........c.coveiiiiiiiiieee e

1.3 — OS SEUS MOVIMENTOS. ...eeeeeeeeeeeeeeee e e e et et e e e e e e e e et e aeeeeeaaenenes

CAPITULO 2 — Método de solucdo do cubo de Rubik para iniciantes ....................

2.1 —CamMACal......ociiiiiiieie e
2.2 —CAMAAA 2.
2.3 —CAMAAA ...
CAPITULO 3 -Teoria de grupos e 0 grupo de RUDIK..................cooooeeiiiii. .,
3.1 Fundamentos de Teoria doS GrUPOS ..........ccevereierierierienesiesiesieseeeeeens

3.2 Ac0es de grupo sobre 0 cubo de RUbiK...........ccooviriiiiieicieeecece
CAPITULO 4 — Mosaicos / Pixel Art com cubos Magicos...............ccccceeevueeeennnn,

4.1 — 1% ENCONIIO. ..ottt
4.2 — 2% ENCONTIO. ..ottt
4.3 — 3% ENCONTIO....eiiiiiiieciie sttt
A4 — 4° ENCONTIO....eiitiiiiieitie ettt nre e snbe b e eee e

CONSIDERAGOES FINAIS........cooieeeeeeieeeeeeeevesessee s tes s ssesseases st

APENDICE A — Derivados do cubo de RUDIK. ........cooovireeee e,
A.1—Como SoluCIoNar 0 CUDO AXAXA.........coo oo

A.2 —Como SOlUCIONAr 0 CUDO 5X5X5. ..o

REFERENCIAS. ..o oo et e e e e e e e s e e et e e et e e e et e e es e e e s e e e et e e esaeen e



11

CAPITULO 1.

Conhecendo o cubo de Rubik e seus movimentos.

1.1 - Historico

Criado em 19 de maio de 1974, pelo escultor e professor de arquitetura, o
hangaro Erné Rubik, com o objetivo de trabalhar com seus alunos conceitos da geometria
espacial. O cubo mégico, como era chamado pelo seu criador e assim ficou conhecido no Brasil,
comecou a ser comercializado em 1980 pela empresa Ideal Toys com o nome de “Cubo de
Rubik”.

Fonte: Google imagens - Ernd Rubik

Inicialmente, Erno Rubik tentou usar elasticos para segurar cada uma das 26 pecas do
cubo mégico, mas ndo obteve éxito nesta forma. SO conseguiu enfim construir a pega quando
esculpiu cada um de seus componentes de tal forma que seus encaixes sustentassem a estrutura
do cubo sem deforma-lo e de maneira independente do giro de cada face. Materializado o cubo
na forma esbocada, seu idealizador requereu o registro de patente em 1975, a qual s6 foi
deferida em 1977. Dai em diante foi questdo de tempo para que o “brinquedo” conquistasse 0
mundo todo.



12

Com o objetivo simples de embaralhar e desembaralhar as cores do cubo de Rubik, j&
nos dois primeiros anos de comercializagédo do brinquedo (1980 — 1981), o cubo ganhou o
prémio “Toy of year” (“brinquedo do ano”) promovido pela Associagdo Internacional da

Industria de Brinquedos.

Alguns livros e artigos foram escritos sobre o cubo de Rubik, o primeiro e talvez
0 mais famoso seja 0 “You can do the cube” (“Vocé consegue resolver o cubo ), escrito por
Patrick Bossert. O livro langado em 1981 trazia instru¢des passo a passo de como resolver o
cubo mégico e vendeu cerca de 1,5 milhdo de cdpias. Hoje em dia encontramos facilmente na
internet arquivos de leitura ou de videos ensinando a montar o cubo de Rubik; por exemplo no

site: http://www.cubovelocidade.com.br/ - desenvolvido pelo cubista Renan Cerpe.

Fonte: Google imagens - Capa do livro You can do the cube

Existem variacgdes do cubo tradicional (3x3x3) onde os mais encontrados séo 0s cubos
nas versdes 2x2x2, 4x4x4 e 5x5x5. Além disso, existem também campeonatos de nivel
internacional donde vemos numeros simplesmente impressionantes como o feito do garoto
estado unidense, Lucas Etter, de apenas 14 anos de idade que em 2015 ordenou todas as faces
do cubo em extraordinarios 4,904 segundos (link do video:
https://www.youtube.com/watch?v=vhOW8E4cNkQ  —  acessado em  27/01/2017)
ou ainda o atual recordista mundial, do cubista coreano de 23 anos Seung Beom Cho, que na
competicdo ChicaGhosts 2017 solucionou o cubo de Rubik em impressionantes 4,591
segundos (link do video: https://www.youtube.com/watch?v=5x8jgGX3INM — acessado em
27/01/2012); sem falar de robds que desembaralham o cubo em menos de 1 segundo sendo o

tempo recordista mundial de 0,637 segundos (link do video:


http://www.cubovelocidade.com.br/
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https://www.youtube.com/watch?time_continue=57&v=iBE46R-fD6M — acessado em
27/01/2017), pessoas que resolvem o cubo com os olhos vendados, enfim, para 0s que se

apaixonam por esta brincadeira os limites estdo por ser descobertos.

Fonte: Google imagens - Seung Beom Cho - coreano recordista mundial

Uma curiosidade sobre o cubo méagico vem da comum vontade de se optar por
alternativas nada ortodoxas para chegar a solucdo da peca. Até mesmo o proprio criador do
cubo magico levou meses para soluciona-lo da maneira correta. Em 1981 um grupo pop
britnico - The Barron Knights — langcou a musica “Mr. Rubik™ que conta a historia de uma
pessoa que morre enlouquecida tentando desembaralhar seu cubo méagico. O compositor da
mausica - Graham Parker — levou longos 26 anos para conseguir ordenar as faces de seu cubo
(https://www.youtube.com/watch?v=XKewhUMDqJY — acessado em 27.01.2018).

BARRON FNIGHTS

TWISTING THE KNIGHTS AWAY

Fonte: google imagens - Foto do album da banda The Barron Knights
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1.2 - As pecas do cubo de Rubik.

Existem varias maneiras de montar o cubo mégico, mas antes de iniciar qualquer um

dos métodos de solugéo, é necessario conhecer a peca.

e Centros das faces

As pecas dos centros das faces do cubo de Rubik talvez sejam as

mais importantes do cubo, visto que, sua combinacdo é imdvel, elas

determinam quais ser&o as cores de cada face. Sendo assim, se a pe¢a do centro
de uma face é amarela, toda ela deverd ser da mesma cor ao fim da montagem cléassica do

cubo.

e Meios das arestas

O cubo magico possui 12 pecas localizadas nos meios das arestas cada uma delas

com duas cores aparentes. VVejamos:

e Quinas

O cubo possui 8 pegas nas quinas. Cada uma dessas pegas € formada por trés
cores aparentes. E da mesma forma que as demais pecas (centro das faces e meios das arestas),

é fisicamente impossivel que uma peca de quina ocupe outra posi¢cdo que ndo a de quina.

®

*

Observe:

Observacao: Caso o seu cubo venha a desmontar por algum acidente ou vocé mesmo o
desmonte para limpeza e lubrificacdo, ao remonté-lo as pegas ndo podem ser encaixadas
aleatoriamente, mas sim com as cores certas em cada lugar; caso contrario seu cubo restara

insolucionavel.
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1.3 - Os seus movimentos.

Para iniciarmos, usaremos somente movimentos basicos. A anota¢do mais usual

destas coordenadas entre os cubistas € em inglés, abaixo temos movimentos:

Face Direita — Sentido Horéario Face Direita — Sentido Anti-Horario

Face Esquerda — Sentido Horario Face Esquerda — Sentido Anti-Horario

ok

Face Superior — Sentido Horério Face Superior — Sentido Anti-Horario

U U’



Face Inferior — Sentido Horario Face Inferior — Sentido Anti-Horario

i
\\\\ L N
D D’
Face Frontal — Sentido Horario Face Frontal — Sentido Anti-Horario

Face Traseira — Sentido Horario Face Traseira — Sentido Anti-Horario
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CAPITULO 2

Meétodo de solugdo do cubo de Rubik para iniciantes.

Conhecidos os componentes e movimentos do cubo magico, passamos agora

para a solucdo deste. Se durante a execucdo perceber que algo esta errado, analise o cubo e
bugue a melhor saida se preciso for retome a montagem do inicio. N&o desista!

Para iniciantes, proponho que a melhor maneira para ordenar um cubo magico € pelo

método de camadas (i.e., trés andares do cubo); a qual consiste, como o prdprio nome diz,

desembaralhar o cubo camada por camada, estas que chamaremos de camada 1, 2 e 3 — Inferior,

intermediaria e superior. O método abordado e de origem desconhecida.

2.1 - Camada 1

e 1° passo — Forme a “Cruz”.

Inicie a montagem da camada 1 formando uma “cruz” (Figura 1).
Escolha uma das 6 cores de seu cubo magico para a cruz; lembre-se que a peca
do centro determina a cor de cada uma das faces, na demonstracdo, escolheu-se a cor
Figura 1
branca.

Podem ser seguidas algumas dicas para a formacao da cruz inicial, seguem:

v Dica 1 — Pegas nas faces laterais.

Observe a sequéncia de figuras abaixo:

L

| B

J
12
J
I

Figura 2 L’

A peca que esta destacada devera subir para iniciar a formagéo da cruz.
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Caso a pega esteja na parte inferior (ou superior) gire a face frontal no sentido horario —
F (ou no sentido anti-horério — F°), dai tem-se ela na lateral (Figura 2).

Apds, gire a face esquerda no sentido anti-horario - L’ colocando assim a peca no lugar
desejado.

v Dica 2 — Pecas na face inferior.

Basta girar a face frontal duas vezes; ou seja, a 180° no sentido horario - F2.

-8 -8

F2 (180°)

v Dica 3 — Cuidado para nao estragar o que ja estd arrumado!

Observe a figura ao lado (Figura 3), para subir a peca da face lateral para a face
superior basta girar a face esquerda no sentido anti-horario — L, como foi dito na dica
namero 1.

Porém, note que ao realizar este movimento, tira-se outra pega (sinalizada comum  Figura3
“x”) que ja se encontra no lugar desejado. Para que iSso ndo ocorra, retire a peca destacada
(“x”) do eixo de rotacdo da peca que se encontra na face lateral — uma possibilidade é girar a
face superior no sentido anti-horario - U’, e logo apds gire a face esquerda no sentido anti-
horério - L.

2-9-9-3-
U’ L’

Pronto!
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Com estas trés dicas vocé sera capaz de construir sua cruz.

e 2° passo — Oriente as pecas da cruz.

Formada a cruz, deve-se orientar todas as pecas de meio de aresta com as
suas respectivas pecas de centro de face. Repare na figura ao lado (Figura 4) em que a

peca “branca - verde” esta alinhada com o centro Laranja, quando a posi¢éo correta é seu

alinho com o centro verde. Figura 4
Mas atengéo: na maioria dos casos, ndo basta apenas rotacionar a camada

em que se localiza a peca bicolor em direcdo ao seu centro correspondente, porque todas as

pecas de meio de aresta precisam estar alinhadas com seus respectivos centros de face ao

mesmo tempo, para isso, realize 0s seguintes movimentos:

v Gire a face frontal a 180°. (F2)

- ¥ - @

v Movimento seguinte, gire as duas camadas superiores até alinhar as

§ W

v Finalize girando a face frontal a 180° (F2)

- % @

cores.



20

Agora, repare que ao volver pela segunda vez a face frontal 180°, colocamos a
peca branca-verde em seu lugar, mas a0 mesmo tempo, move uma das pegas da cruz

branca para a parte inferior (Figura 5).

Figura5

v Para voltar a peca deslocada da cruz branca para o seu lugar,

repita a rotacdo das duas camadas superiores até que as cores do centro fiquem

- B - @

v E novamente movendo a face frontal a 180° (F2)

alinhadas.

v’ Repita este processo até que todos os meios de aresta estejam alinhados com seus
respectivos centros de face. Pronto, a cruz esta formada novamente e agora com seus meios

e centros alinhados corretamente!

e 3° passo — Coloque as quinas em seus devidos lugares.

Para colocar as quinas brancas em seus lugares, e assim finalizar a camada 1, siga as
seguintes instrucdes:
v Identifique a cor da pega que devera ser posicionada em cada uma

das quinas. Observe a figura ao lado (Figura 6), para decidir qual peca devera

ficar na quina destacada em roxo, por exemplo, basta observar a cor dos centros

Figura 6

que a tocam, no caso tem-se que peca correta para este local € uma quina azul —

branca — vermelha.
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v ApoOs identificar a cor da peca, mova-a, sem desfazer a cruz, para a
camada oposta na posi¢do abaixo da quina destacada.

v Em seguida, oriente o cubo de tal forma que a quina destacada fique de

frente para vocé e na sua mao direita.

Depois repita a Sequéncia 1 abaixo demonstrada até que a peca fique orientada
em seu lugar correto. (Observacao: a sequéncia sera repetida em maximo seis vezes.)

Sequéncia 1 — Orientacéo das quinas

R’ D’ R D

v Caso a peca a ser movida ndo esteja na camada inferior do cubo, realize
a sequéncia 1 apenas uma vez, deste modo vocé a movera para a camada inferior na
posicdo oposta (Figura 7). A partir dai, poderéa ser realizado os atos de identificacéo e

movimentos da sequéncia 1.

Figura 7

—>

Sequéncia

v Repita este processo com cada uma das quatro quinas até completar a

camada 1.
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2.2 - Camada 2

Nesta etapa iremos colocar até quatro pecas em seus respectivos lugares. Com
seu cubo posicionado de tal forma que a camada 1 fique voltada para baixo, tem-se duas

possiveis situacdes:

Mover para a diagonal direita

Figura 8

Mover para a diagonal esquerda

Figura 9

v Primeiramente devemos posicionar a peca antes de move-la:

Observe na Figura 8, temos como exemplo, a peca azul — laranjada que esta
alinhada com o centro laranjado e deve ser posicionada também com o centro azul

(mover para a diagonal direita).

Da mesma maneira que na Figura 9 temos a peca azul — vermelha devidamente
alinhada com o centro vermelho e vamos posiciona-la também junto ao centro azul

(mover para a diagonal esquerda).

v Depois de realizado o alinhamento, segure o cubo de forma que a peca a
ser movida para uma das diagonais esteja na face frontal e depois realize a Sequéncia

2 ou a Sequéncia 3, de acordo com a direcdo escolhida.
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Sequéncia 2 - Mover para a diagonal direita

U’ R’

€ -@&

F v’ F

v E possivel que ainda com o cubo desordenado vocé encontre

pecas ja na posicdo correta, porém em ordem invertida (Figura 10). Neste caso,

basta mover qualquer pega para esta posi¢do, 0 que obviamente fard com que a R
. . . . ) ; . Figura 10
peca invertida se reposicione na camada superior, podendo dai ser realizada
uma das sequéncias acima para ordenacédo desta.
v Faca isso com todas as pecas até que a camada 2 esteja terminada.

Teremos nesta fase, a camada 1 e a camada 2 prontas!



24

2.3 - Camada 3

e 1°Passo - Cruz na camada 3

Neste ponto, nos resta apenas a camada 3 para ordenacao.
Virando o cubo de cabeca para baixo, a camada 3 fica aparente na superficie de cima do
brinquedo, onde deve ser entdo formada outra cruz de forma semelhante a cruz inicial.
Contudo, a maneira de formar esta segunda cruz difere daquela primeira formada
inicialmente; para esta, ignoram-se as pecas das quinas, focando apenas nas pecas dos meios

das arestas. Oportunamente executaremos a seguinte sequéncia:

Sequéncia 4 — Cruz superior

F U
= = B
R’ U’ F

Pois bem, finalizadas as camadas 1 e 2, haverd somente quatro possibilidades de

posicdes dos meios de arestas a se apresentar na camada 3:

Cruz

Ponto «J» (Jota)

v Caso o formato apresentado seja 0 Ponto realize a Sequéncia 4 com o
cubo na posicao que desejar. Feito isso, vocé terd a posicao J.



25

v Evidenciada a posicao J, posicione o cubo de forma que uma das pontas
do “J” esteja no meio da aresta esquerda e a outra na aresta superior, conforme a figura
“J” (Jota); assim posicionado, faca a Sequéncia 4. Com isso tera formado a posicao
Linha.

v Diante da posicdo Linha, disponha o cubo de forma que ela fique no
sentido horizontal, repita entdo a sequéncia 4. Alcancando assim a formacéo da segunda

Cruz pretendida.

e 2° Passo - Oriente a segunda cruz

Feita a segunda cruz, pode-se encontrar trés possiveis casos:

Dois meios opostos Dois meios adjacentes Quatro meios corretos

corretos corretos

(Fotos tiradas em angulos (Fotos tiradas em angulos (Fotos tiradas em angulos
diferentes) diferentes) diferentes)

Observagao: As vezes parece que ndo temos nenhuma das situagdes acima, porém
basta girar a camada 3 até encontrar um desses trés casos.
Em qualquer um dos casos que se apresente, resolveremos com a realizacdo da
sequéncia que segue.

Sequéncia 5
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v Tendo dois meios opostos corretos, posicione o cubo de tal maneira que
um meio correto esteja na aresta inferior e 0 outro na aresta superior, dai faca a
sequéncia numero 5. Feito isso vocé certamente encontrard a posicdo dois meios

adjacentes corretos.

v A partir de dois meios adjacentes corretos, coloque o cubo com um
meio correto na aresta direita e 0 outro na aresta superior, seguindo para a sequéncia
namero 5 e ap6s dé mais um giro de 90° nesta camada 3 no sentido horario para obter

0s quatro meios corretos.
e 3° Passo — Posicione as pecas de quinas
Ao terminar de posicionar e orientar as pecgas de meio (formar a cruz) deve-se alocar as

pecas de quinas em seus devidos lugares, e logo apds orienta-las. Para determinar se uma quina

estd em seu lugar correto basta olhar para os centros adjacentes.

Mais uma vez, teremos trés possiveis situacdes:

Quatro quinas em posi¢oes Uma quina posicionada Quatro quinas posicionadas
erradas corretamente e trés em corretamente

posicOes erradas.

Lembre-se que dizer que a peca esta posicionada corretamente ndo quer dizer que ela
estd orientada corretamente. Estar posicionada significa dizer que a peca esta no lugar certo,
mas ndo necessariamente com a cor correta aparente no lado correto, se assim estivesse, ela

também estaria orientada.
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Independente da formagdo que se tenha, a movimentacdo para solugédo a partir
daqui sempre sera a:

Sequéncia 6

v Caso o formato encontrado seja quatro quinas em posicoes erradas,
coloque o cubo da maneira que preferir e siga a movimentacdo da Sequéncia 6. Depois
de feito o movimento observe as posi¢des das quinas, certamente vocé terd uma quina

posicionada corretamente e trés em posic¢oes erradas.

v Tendo uma quina posicionada corretamente e trés em posicdes
erradas, segure o cubo de tal maneira que se tenha a quina correta no lado direito
inferior (como a ilustracédo) para entdo realizar a Sequéncia 6 e alcangar as quatro quinas
posicionadas corretamente. Caso ndo atinja esta condicéo, repita a Sequéncia 6 mais

uma vez para enfim organizar as quatro quinas posicionadas corretamente.

e 4°Passo— Oriente as pecas de quinas (Finalizacdo da montagem)

Com as quinas devidamente posicionadas, nos resta agora apenas orienta-las

corretamente, se necessario.

Observe na Figura 11 em que a peca assinalada com um “X” precisa ser  Figura 11
orientada corretamente; para isso, com o0 cubo posicionado conforme mostra tal
figura e realize a Sequéncia 1 por completo quantas vezes for necessario (duas
quatro ou seis vezes) até que a peca fique orientada corretamente com a cor amarela

voltada para cima (Figura 12). Figura 1
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Observacao: Neste momento é comum termos a sensacao que estamos desmanchando
todas as camadas e suas pecas ja justapostas, mas ¢ entdo que a “magica” acontece. Ao final,

em um dltimo movimento todas as faces do cubo irdo se organizar.

ATENCAO, tenha cuidado nesta parte; NAO ROTACIONE O CUBO!

Com o cubo aparentemente desorganizado, gire a face superior até encontrar outra peca
que precise ser orientada de modo a deixa-la na posicdo onde encontra-se o “x”, conforme
ilustracéo:

Feito isto, siga novamente a Sequéncia 1 por completo quantas vezes for

necessario para que a superficie amarela fique voltada para cima (ver Figura 13).

Novamente gire a camada superior até encontrar outra quina que precise ser  Figura 13

orientada corretamente e assim sucessivamente até uniformizar a cor da camada.

Atingido o objetivo do cubo magico de Rubik.
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CAPITULO 3

Teoria de grupos e o grupo de Rubik.

Neste capitulo veremos a teoria de grupos e sua aplicacdo no cubo magico. Tal capitulo
foi escrito pensando em uma leitura dindmica, onde o leitor deve interagir com o trabalho.
Exercicios sdo sugeridos durante toda a se¢do 3.1, que estéa voltada para a teoria de grupo. Ja na
secdo 3.2 é encontrado a acdo de grupos sobre o cubo magico, esta parte se torna mais

compreensivel quando o leitor j& compreende os movimentos do cubo de Rubik.

3.1 - Fundamentos de Teoria dos Grupos

Definicdo 3.1.1. Um conjunto G juntamente com uma operacao (binéria) *: G X G - G,

€ um grupo se as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:

G1. (associatividade) a = (b * c) = (a * b) * c, para quaisquer a,b e c em G;
G2. existe um elemento e em G, chamado elemento identidade, tal que
a*xe=a

para cada a em G;
G3. Para cada aem G, existe um elemento a~tem G tal que a x a1 = e; tal

elemento é chamado inverso de a.

Exemplos 3.1.2. — Sdo exemplos de grupo:
1) O conjunto Z de todos os nUmeros inteiros com a adic¢éo usual.
2) O conjunto R —{0} de todos os numeros reais ndo nulos com a
multiplicagdo usual.

3) O conjunto constituido dos numeros 1 e —1 com a multiplicagéo usual.
Exercicio 3.1.3.

(1) Se G e H séo grupos, verifique que o conjunto G X H, consistindo de
todos os pares (g, h), onde g € um elemento de G e h € um elemento de H , torna-se
UM grupo com a operacgao

(g1, h)- (g2, h2) = (9192, h1hy)
onde o produto g, g, € tomado em G e o produto hh, € tomado em H.



30

(2) Prove que 0 conjunto S; de todas as permutagBes (i.e, bijecBes?)
f:{1,2,3} - {1,2,3} éum grupo com a operacdo de composicao (para quaisquer f e
gemSsejem{1,2,3} tem-se (g ° /() = g(f(j))). Escrevendo uma permutagéo

1 2 3
naforma(f(l) £2) f(g))temos:

s={G 2 G 3 DG 1 DG 1 DG 3 DG 2 D)

123)é(123

5 3 1 - 2);ecalcule

Verifique que o elemento inverso da permutagao (

oproduto(} g 2)(; i g)

Seja X um conjunto qualquer. A luz do Exercicio 3.1.3(2), o conjunto de todas as
permutacdes de X em X juntamente com a composicdo de fun¢des forma um grupo, o qual sera
denotado por Perm(X). Tradicionalmente, quando X = {1, 2, ...n} tal grupo é simplesmente
denotado por S,,.

Considere um subconjunto H de um grupo G. Se acontecer de H se tornar um grupo sob
a mesma operacdo de G, dizemos que H é um subgrupo de G. Em outras palavras, um
subconjunto ndo vazio de G é um subgrupo se e somente se ele é fechado com relacdo as

operagdes (x,y) — x * y e x — x~1 em G. Neste caso, escrevemos H < G.

Exemplos 3.1.4.

1) O conjunto dos numeros pares (incluindo os pares negativos) € um
subgrupo do grupo aditivo Z. Mais geralmente, o conjunto de todos os multiplos de um
inteiro m = 0 é um subgrupo de Z.

2) Sob a multiplicagdo usual, o conjunto {—1,1} possui exatamente dois

subgrupos, a saber, {1} e {—1,1}.

Relembre que uma bijecdo f: X — Y é uma relacédo entre os elementos de X e elementos de Y tal que f relaciona a cada x em X um Unico y

emY eacadayemY emum Unico x em X.
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3) O conjunto das permutacdes (1 g g)(l 2 3) o (1 2 3)

[\]
w
—_

forma um subgrupo de trés elementos de S5.

Doravante, salvo mencao contraria G serd um grupo multiplicativo.

Exercicios 3.1.5.

(1) Um homomorfismo entre dois grupos G e G' é uma funcédo f: G - G’ tal
que:
f(xy) = f(x)f(y) para quaisquer x e y em G (onde o produto xy ocorre em G e

f()f(y) em G"). Verifique que de um tal homomorfismo obtém-se que:

a) Ker(f) ={x € G |f(x) = e} é um subgrupo de G (chamado nucleo de f);
b) Im(f) = {f (x)| x € G} é um subgrupo de G' (chamado imagem de f).

(2) Se A e B sdo subgrupos de um grupo G com as seguintes propriedades

P1. cada elemento g em G pode ser escrito, de modo Unico, como g = ab com
aemAebemB.
P2. para quaisquer a em A e b em B vale ab = ba;
entdo a funcgéo
G—>AXB
g=ab — (a,b)

€ uma bijecdo e um homomorfismo se a operacdo A x B for como a do Exercicio

3.1.3(1)(Nestas condigdes, dizemos que G € o produto direto A X B).

As definicdes de grupo e subgrupo tornam clara que a intersecdo de qualquer colecao
de subgrupos de G € novamente um subgrupo de G. De fato, o elemento identidade pertence a

intersecdo, e se g, e g, pertencem a intersecdo, entdo também pertencem g, g, € g1 *.
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Definicédo 3.1.6. Seja S um subconjunto de elementos de G. Dizemos que a intersecéo
(S) de todos os subgrupos de G (incluindo o préprio G) que contém S é o subgrupo gerado por
S.

Em outros termos,
(s) = {sfl wsim s € Su; € {£1},m € {1,234, }}
Exemplos 3.1.7.
1) No grupo aditivo Z, o subgrupo gerado pelo conjunto {2} consiste dos
ndmeros pares; ja o subgrupo gerado por {2,3} é todo o Z.

2) O grupo multiplicativo {—1, 1} possui um elemento que o gera.

Exercicio 3.1.8. Seja n um inteiro > 1. Dizemos que uma permutacdo f em S,, € um
r-ciclo se existem iy, i, ..., i, em {1, 2, ..., n} tais que

fl) =iy, f() =13, , fliro1) =iy, f(iy) = i1 € f() = jparacadaj & {iy, i3, ..., 11}

E comum denotar tal £ por (iy, iy, ..., iy).

@ Note que (

; 2) = (123)(4)(57)(6 8).

AN Wi
Wl P, W

Agora escreva (; i g

(b) Usando o fato que cada permutacdo de S,, € um produto de ciclos, mostre

que cada permutacéo de S,, € um produto de 2-ciclos.

(c) Dizemos que uma permutacgdo de S, € par se ela é um produto de um

namero par de 2-ciclos; caso contrério, ela é impar. Verifigue que o subconjunto 4,

~ , !
das permutacdes pares € um subgrupo de "; elementos.

(d) Prove que A4,, € gerado por todos os 3-ciclos de S,,.
(Dica: Temos (iy, iz, «,iy) = (g i) bpeq) - (1 02), G NKRD = (Lk)(kj) e
GHED = @L)).
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Teorema de Lagrange
Seja H um subgrupo de um grupo multiplicativo G. Para cada x em G, escrevemos xH
para o conjunto de todos os elementos xh com h € H.
Para estabelecermos a mais célebre proposicdo desta secdo fazemos duas
observagoes:
1. Temos que a funcdo h — xh de H em xH é uma bijecéo. (De fato, isto

segue da definicao de grupo).

2. Se xH e yH possuem um elemento em comum, entdo xH = yH. (Com
efeito, se xh = yh' com he h’ em H, entdo xH = y(h'h™1)H = yH).

O numero de elementos de um grupo finito G é chamado de ordem do grupo, a qual

sera denotada por |G]|.

Proposicdo 3.1.9. (“Teorema de Lagrange™). Se H € um subgrupo de um grupo finito

G, entdo a ordem de H divide a ordem de G.

Demonstracdo: Cada elemento x de G pertence a xH, e, pela observacdo 2, pertence
apenas a um conjunto da forma yH. Como o nimero de elementos de xH € igual a ordem de H
(observacdo 1), temos que a ordem de G deve ser um multiplo da ordem de H.

O numero de subconjuntos distintos da forma xH em G é chamado de indice de H em

G. Por exemplo, o Exercicio 3.1.8 diz que o indice de 4,, em S, é 2.

Exercicio 3.1.10. Sob as notacGes do Exercicio 3.1.5(1), prove que se G é finito entéo

G| = |Ker(f)].|Im(f)].

Definicdo 3.1.11. Uma ac¢do de um grupo G sobre um conjunto X consiste de um

homomorfismo

p: G = Perm(X).
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Neste contexto é comum escrevermos g - x em vez de p(g)(x). Além disso, para cada
x em X chamamos o conjunto de todos os elementos g - x, com g percorrendo G, de a Orbita

de x.

Exemplos 3.1.12.

1) Uma agdo do grupo multiplicativo {—1, 1} sobre o conjunto dos nimeros
reais Ré dadapor1-x = xe (—1)-x = —x para cada x em R. A Orbita do nimero «

sob essa acdo é {+m}.

2) O grupo aditivo Z age sobre R por n - x = x + n. A orbitade v2 é {+/2 +

n|neZ}; as orbitas de 0 e 2018 coincidem.

3.2 - AcOes de grupos sobre o cubo de Rubik

O cubo magico de Rubik é formado por 27 pequenos cubos dispostos em camadas 3x3x3
e tem suas faces coloridas em: amarelo (yellow), azul (blue), branco (white), laranja (orange),
verde (green) e vermelho (red). Usaremos nesta secdo as notagdes Y, B, W, O, G e R,
respectivamente, para representar os 6 movimentos basicos de cada uma dessas faces: por
exemplo, Y € o movimento em 90° no sentido horario da face de centro amarelo, B é o
movimento em 90° no sentido horario da face azul, etc.

Vamos aqui estudar o que acontece quando realizamos uma sucessdo de movimentos
bésicos; portanto consideremos o grupo M gerado pelos movimentos basicos.

Dos 27 pequenos cubos que formam nossa peca, 0s centrais de cada face permanecem
em seu devido lugar independente do movimento que se realiza, além do que o pequeno cubo
central, aquele que ndo conseguimos ver, também é imoével. Entdo vamos denotar por C 0
conjunto formado pelos 20 pequenos cubos moveis; sendo assim, qualquer movimento basico
age permutando C, logo temos uma agéo de M sobre C.

Ademais, no nosso conjunto C temos 8 cubos de quina e 12 cubos de meio de aresta, e,
de fato, qualquer elemento de M age sobre C levando pegas de quina para quina e pecas de meio
de aresta para meio de aresta; nunca teremos um elemento de M que leva uma peca de quina

para meio de aresta e vice-versa. Dessa forma:
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Lema 3.2.1: O grupo M possui duas Orbitas sobre C, nomeadamente o conjunto C, dos

8 cubos de quina e o conjunto C, dos 12 cubos de meio de aresta.

Com o objetivo de entender o grupo M, iremos responder duas perguntas:

a) qual é aimagem P da acdo de M sobre C;

b) qual é o ndcleo da acdo N de M sobre C?

Para obter tais respostas vamos a uma série de observacdes e exercicios.
Seja P aimagem da acdo de M sobre C (i.e., as permutacdes de C induzidas pelos
elementos de M) o grupo de todas as permutacfes C que permutam os cubos de quinas entre si

e 0s cubos de meio de aresta entre si € o produto direto Perm(C,) X Perm(C,), identificado

com Sg X S;, para simplificar a notagdo. Portanto, P < Sg X S;,.

Observacdo 3.2.2. Sendo E e F movimentos basicos associados a um par de faces
adjacentes do cubo e E’e F' os respectivos movimentos basicos no sentido anti-horéario, entdo
0 movimento comutador E’ F' E F age como um 3-ciclo de C,, permutando trés cubos de meio
de arestas ciclicamente e deixando os 9 restantes fixos. Além disso, ele age permutando dois
pares de cubos de quina e deixando outros quatros cubos de quina fixos, ou seja age como uma
“transposicao dupla” sobre os cubos de quina.

Dai, tem-se que (E' F' E F)? age como um 3-ciclo sobre C, enquanto regressa todos 0s
cubos de quina para sua posicdo original (porém ndo orientados como antes); e (E' F' E F)3
retorna 0s cubos de meio de aresta para sua posicdo original (corretamente orientado) e age

como uma dupla transposicéo sobre C,.

Exercicio 3.2.3. Mostre que os 3-ciclos obtidos no comutador E' F' E F gera 0 grupo
A, de todas permutacdes pares de C,. Mostre também que as transposi¢des duplas obtidas
desse modo a partir de movimentos comutadores geram o0 grupo Ag de todas as permutacoes
pares de C,.

(Dica. Considere o grupo gerado por dois 3-ciclos que tém apenas uma pega em comum.

Vocé deve ser capaz de mostrar que ele é As. Considere entdo o grupo gerado por ele juntamente
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com mais um 3-ciclo que tem apenas uma pega em comum com as outras cinco; e compreenda

0 grupo todo gerado pelos 3-ciclos disponiveis).

Pelo Exercicio 3.2.3, P contém todos os elementos de Ag X A;,. Além disso, qualquer
movimento basico, como por exemplo W (movimento em 90° no sentido horario da face de
centro branco) age como um 4-ciclo sobre C, que é uma permutacéo impar. Dessa forma, cada
uma das permutacOes de C, pode ser obtida por algum elemento de M. De maneira analoga,
qualquer permutacéo de C, pode ser obtida atraves de um movimento adequado. Por outro lado,
cada movimento basico age como um 4-ciclo sobre cada um dos conjuntos C, e C,, portanto,
age como uma permutacdo par de C. Temos entdo que cada movimento nos da uma permutagéo
par de C, isto é:

Ag X A, <P < (S5 X Si3) N4y

Agora 0 grupo (Sg X S;3) N A, consiste das permutagdes pares em cada um dos

conjuntos C, e C, ou impares em cada um C, e Cg; ele contém Ag X A;, como um subgrupo

de indice 2. Estas afirmacg6es sao suficientes para provar o seguinte resultado.

Lema 3.2.4: O grupo P é (Sg X S;3) N A,; consiste em todas as permutacdes de C que
tém a mesma paridade em C, e C,; sua ordem é% .8!.12!

Isto responde a questdo a); passemos a questdo b).

Investigaremos agora o nicleo N de acdo de M sobre C; ele consiste de todos os
movimentos que deixam cada pequeno cubo em seu lugar original (ndo necessariamente
orientado corretamente).

Considere entdo, o efeito dos movimentos sobre cada um dos 54 quadradinhos visiveis
no cubo magico, 9 em cada uma das faces, sendo 6 deles fixos. Dai tem-se o conjunto D formado
pelos 48 quadradinhos méveis, portanto temos que M age sobre D.

Dentre os 48 quadradinhos de D note que os quadradinhos de quina permutam entre si
e 0s quadradinhos de meio de aresta também permutam entre si, denotados respectivamente por

D, e D,. Desta maneira, o conjunto D pode ser representado pela unido disjunta D, U D,,.

Observagdo 3.2.5. O grupo M tem duas orbitas sobre D, nomeadamente D, e D,.
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VVamos agora considerar um grupo auxiliar maior do que M. Imagine que vOCé possa
desencaixar cada um dos 27 cubinhos de seu cubo méagico e remontéa-lo da maneira que quiser;
todas as manobras desse modo formam o grupo que chamaremos de Q. Além disso podemos
perceber que Q possui duas orbitas Q, e Q, que sdo, respectivamente: as dos pequenos cubos
em posicdes de quina e 0s pequenos cubos em posicGes de meio de aresta.

Tendo definido Q desta maneira, fica claro que qualquer movimento do cubo em M

pertencera ao grupo Q, ou seja M < Q.

Exercicio 3.2.6: Verifique que Q ¢é o produto direto Q, X Q, onde |Q,| =8!.3% e

|Q,] = 12!.212, E conclua que Q possui ordem 8!.38 .12!,212,

Observe agora que Q, age sobre C, como todo grupo simétrico Sg, e observe também
que cada um dos 8 pequenos cubos pode ser rotacionado de trés maneiras por meios dos angulos
0°, 120° ou 240°. Desta forma, o nucleo K, dessa agdo € o produto direto de 8 copias de um
grupo de ordem 3.

De maneira analoga, Q, age sobre C, como todo o grupo simétrico S;, e como cada um
dos 12 pequenos cubos podem ser posicionados de duas maneiras, o nucleo K, dessa acao é o
produto direto de 12 cdpias de um grupo de ordem 2.

De volta ao grupo N, que é formado por todos os movimentos compostos que retornam
as pecas do cubo de Rubik ao seu lugar original, denotaremos por N, e N, as imagens das ag0es

de N sobre D, e D, respectivamente. Notemos que N, < K, e N, < K,,.

Exercicio 3.2.7: Prove que N = N, X N,,.

Vamos por um momento, imaginar nas quinas do nosso cubo que ao invés de cores cada
cubo de quina fosse numerado com 0, 1 ou 2, marcados no sentido horario quando se olha
diretamente para a quina. Entdo, a cada manobra de Q pode ser associada um nimero em
maodulo {0, 1,2}, conforme a peca vai sendo girada nos angulos 0°, 120° ou 240°. Quando
somamos todos os angulos de rotagdo dos 8 pequenos cubos de quina encontramos mddulo

360°, 0 angulo de 120° multiplicado por k, onde k pertence a {0, 1, 2}.

Exercicio 3.2.8: Mostre que para qualquer movimento de M, k ¢ 0.

(Dica. primeiro verifique que k é 0 para todo movimento basico).
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Lema 3.2.9. O grupo N, consiste dos elementos de K, que, com as rotagoes de 8 cubos
de canto, tém soma angular total igual a0 modulo 360°. Assim N,, tem indice 3em K, e [N, | =
37,

Demonstragdo. Cada um dos elementos de N, age simplesmente rotacionando cada cubo
de canto individualmente por meio dos angulos 0°, 120° ou 240° sobre o eixo que é a diagonal
do cubo maégico através das quinas relevantes, e temos do Exercicio 3.2.8 que a soma desses 8

angulos deve ser 0 modulo 360°.

Agora vejamos um exemplo. Segure seu cubo de forma que tenhamos as faces amarela,
azul e vermelha se encontrando num mesmo Vértice, realize entdo a seguinte sequéncia:
(RY'R'Y)3(Y B' Y'B)3(B R'B’R)? perceba que ao realizar este movimento composto, 5 pecas
de quina permanecem em seu devido lugar e outras 3 quinas em seus devidos lugares, porém
rotacionadas no sentido horario sob um angulo de 120° ; portanto essa sequéncia de

movimentos esta no grupo Nq.

Lema 3.2.10. O grupo N, consiste nos membros de K, que rotacionam um ndmero par
dos cubos de meio de aresta por de um angulo de 180°. Assim N, tem indice 2em K, e |[N,| =
211,

A demonstracdo desse fato pode ser ajudada ao se observar que 0 movimento
WY)YRWY)YGCWY)YOWY)BWY)R WY)G WY)O (WY')B' de N, gira

apenas 2 cubos de meio de aresta.

Para a conveniéncia do leitor vamos resumir o que fizemos nesta secdo. Para
entendermos o grupo M dos movimentos do cubo, investigamos a acdo de M sobre o conjunto
C dos 20 cubinhos moveis. Por um lado, comegamos descrevendo a imagem P da agdo de M
sobre C (Lema 3.2.4). Por outro lado, a descri¢do do nucleo de N da acéo de M sobre C é mais
trabalhosa (Exercicio 3.2.7, Lema 3.2.9, e 3.2.10): usamos da possibilidade de desencaixar do

cubo os cubinhos mdveis e da acdo de N sobre o conjunto D dos 48 quadradinhos méveis nas

faces do cubo. A conclusdo é que |P| = % .8!.12!, |N| = 37 .2 donde,

1
|M|=E.8!.37.12!.211

€ 0 niUmero de movimentos do cubo de Rubik.
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CAPITULO 4

Mosaicos / Pixel Art com cubos magicos

Trazendo a montagem do cubo de Rubik para atividades interativas e
interdisciplinares, temos a interessante experiéncia de confeccionar mosaicos e/ou pixel art

compostos por varios cubos magicos.

Mosaico é uma colecdo de pequenas pecas de varios formatos e cores que ordenadas
formam uma imagem maior. No caso do mosaico com cubos de Rubik, por se tratar de uma
peca patenteada e padronizada, as cores disponiveis sdo apenas: amarela, azul, branca,
laranjada, verde e vermelha; bem como sua composicdo € feita a partir de superficies aparentes

quadradas.

Pelo seu formato, os mosaicos construidos com cubos méagicos, remetem-se a um estilo
de arte mais recente, chamados de pixel art - mais comuns no meio digital. Tal estilo é
facilmente visualizado em computadores e jogos de video games antigos, que tinham sua

qualidade de imagem relativamente limitadas.

Atualmente, 0 mosaico mais conhecido
foi construido pelo artista americano Pete
Fecteau em homenagem a Martin Luther King;
composto por 4.242 pegas e levando cerca de um
ano para sua finalizagéo, o projeto foi intitulado
“Dream big” (Sonhe Grande) trazendo o

desenvolvimento artistico, historico e

matematico.

Fonte: Google imagens -Dream Big

Diante desta alternativa de interdisciplinaridade, e principalmente para trabalhar no
corpo discente a concentracdo, memoria, paciéncia e raciocinio, fatores importantes para o
amplo desenvolvimento académico em toda e qualquer area do conhecimento; esta proposta foi
levada para sala de aula e realizada em um grupo de quinze alunos voluntarios. Os encontros

aconteceram em quatro oportunidades com duragdo de duas horas e trinta minutos cada um e
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aconteciam uma vez por semana, tendo como objetivo aprender a montar o cubo de Rubik e

com este criar um mosaico com 500 cubos magicos.

4.1 -1° Encontro

No primeiro encontro foi apresentada a histdria do cubo de Rubik e outras curiosidades
acerca deste, como, por exemplo: uma cena do filme “Em busca da felicidade” em que o ator
Will Smith desembaralha um cubo; recordes de solugéo; campeonatos que acontecem ao redor

do mundo; rob6s que séo construidos para resolver o enigma em menos de um segundo; etc.:

Apo6s a transmissdo do histérico da peca, € colocado aos alunos a forma de
desenvolvimento do projeto: o que sera trabalhado em cada um dos encontros e como devera

ser apresentado 0 mosaico.

No primeiro contato que os alunos tém com a peca, estes dispdem tdo somente do
manual que sugere uma das formas de solucdo elaborado pelo autor (capitulos 2 e 4 desta
dissertacdo) e da troca de ideias entre seus colegas de projeto. N&o acontece nesta fase qualquer

auxilio direto do professor.
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4.2 — 2° Encontro

No segundo encontro, realizado na segunda semana, com 0 objetivo de auxiliar os
alunos que ainda ndo tinham conseguido desembaralhar o cubo mégico, foi feita a leitura do
manual em conjunto com todos os alunos, ajudando-os assim a interpretar, compreender e

aplicar suas orientacdes.

Destacou-se na atividade a iniciativa de auxilio matuo entre os alunos, aqueles com
maior facilidade auxiliavam os que ainda ndo haviam atingido o patamar de desenvolvimento
de compreensdo e realizacdo dos movimentos e reflexos nas pecas. Neste momento o professor
apenas intervia em ultima instancia, ou seja, quando ainda notava que mesmo com o auxilio de

um igual, o aluno permanecia com alguma dificuldade no desenvolvimento da proposta.

Ao final, logrando éxito, todos os participantes conseguiram organizar as faces do cubo
de Rubik, porém ainda acompanhando simultaneamente os apontamentos do manual. Nesta
etapa, a meta a ser superada era repetir a montagem do cubo até se tornar algo “automatico”,
onde o aluno ndo precisaria do auxilio do manual. O que obviamente pelo tempo disponivel foi

levado para treino extra encontros.
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4.3 — 3° Encontro

Nesta ocasido, com todos os alunos ja sabendo montar o cubo magico, 0 novo
alvo rumo ao objetivo final é elucidar o processo de formacdo de mosaicos. Para auxiliar na
atividade e orientar na formacéao do desenho pretendido, alguns alunos se anteciparam e criaram
manualmente o esboco deste em papel quadriculado, enquanto outros levaram delinearam sua

ideia em formato digital.

Dividida a turma em dois grupos, com seus respectivos esbocos projetados em imagem
aumentada no quadro da sala e com mapas menores de orientacdo, iniciou-se a montagem dos
mosaicos; e ja em pouco mais de 40 minutos os dois primeiros mosaicos estavam totalmente
terminados. No total desta fase, foram montados quatro pequenos mosaicos utilizando-se em

média 110 cubos magicos cada um.
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4.4 — 4° Encontro

Neste encontro final a meta era a montagem de um mosaico maior, com
aproximadamente 500 cubos. Para tanto, os processos de preparacdo e nivelamento foram os
mesmaos utilizados na confec¢do dos mosaicos menores, mas desta vez sem a divisdo da turma
em grupos e sendo trabalhada uma figura por vez.

Vale ressaltar que neste encontro o professor se tornou apenas um espectador, sendo o
trabalha realizado exclusivamente pelos alunos. Desta maneira notou-se um grande trabalho de
cooperacao.

Inicialmente tiveram dificuldades para a confeccdo do mosaico, até perceberem que
faltava um trabalho em grupo. Nota-se alguns alunos com espirito de lideranga que organizaram
o trabalho e tracaram planos para o desenvolver da atividade.

Apds organizados com pouco menos de duas horas e meia, cada uma das figuras
escolhidas se revelava nos grandes mosaicos exatamente da maneira esperada; para efusiva

satisfacdo geral do professor e dos alunos envolvidos no projeto.
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CONSIDERAQ@ES FINAIS

Nesta dissertacdo foi apresentada uma proposta de trabalho com o auxilio do Cubo
magico de Rubik, para ensino basico e superior. Foi proposto um estudo sobre 0s movimentos
do cubo mégico de Rubik utilizando a teoria de grupos, onde foi concluido a quantidade total
de movimentos. E interessante para este estudo conhecer o cubo e saber resolvé-lo, assim o
leitor podera tirar suas proprias conclusdes. Segue questionamentos do projeto para a

continuidade:

i) Seja n(X) o menor possivel inteiro > 0 tal que o movimento X em M sucessivamente
realizado n(X) vezes produz o efeito de retornar a configuragdo dada. Quando X percorre todos

0s movimentos em M, qual é o maior valor de n(X)?
Resposta: 1260 — disponivel em: Cf.JOYNER - page 93 - Example 5.5.5

i) Qual o nimero maximo de movimentos basicos para resolver qualquer configuragdo

resolvivel do cubo?

Um manual de montagem do cubo mégico de Rubik com linguagem acessivel a qualquer
publico que queira desembaralha-lo, disponibilizando para uso do docente que vier a trabalhar
0 projeto em sala de aula. O relato da experiéncia com os alunos, trazendo ao leitor um pouco
do que foi vivido durante a realizacdo deste projeto. Um resultado bonito, gratificante e

recompensador.

Como sugestdo de continuacgéo do trabalho, o leitor poderd aumentar o desafio, seguindo
0 manual de montagem 4x4x4 e 5x5x5. Além disso, fica a dica para a continuidade do trabalho,
utilizando mosaicos e a realizacdo de um video em stop motion utilizando varias configuracdes,
como no video clipe da musica “Thank you” do cantor Taiwanes Jason Chen - Segue o link
para ilustrar a ideia  https://www.youtube.com/watch?v=2PPgksx-fHM (acessado em
13/02/2018).



https://www.youtube.com/watch?v=2PPqksx-fHM
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APENDICE A
Derivados do cubo de Rubik

Como ja situado, o cubo de Rubik, o cubo méagico original, patenteado nos anos 70 por
Ernd Rubik é o cubo 3x3x3. Mas, diante da sua ideia e fundamentos, surgiram outras dimensdes
de cubos, como os de 4x4x4 e 5x5x5, que igualmente apresentam diferenciagdo em detalhes
para suas resolucdes.

Este capitulo apresenta propostas de métodos resolutivos para tais variacdes; que nada
mais é que a transformacdo destes em um cubo 3x3x3. Além disso, sera dado destaque a
situacOes extraordindrias que ndo ocorrem no cubo tradicional em razdo da quantidade de
componentes que cada um tem.

A numeracdo de cada uma das sequéncias deste capitulo seguird a continuacdo do

capitulo 2, visto que as sequéncias serdo utilizadas novamente.

A.1 — Como solucionar o cubo 4x4x4.

Partindo da sugestdo inicial, a aplicacdo de algumas sequéncias € necessaria para
transformar um cubo 4x4x4, em um de 3x3x3. A primeira delas é organizar os centros de cada

uma das faces.

e 19 Passo - Organize os centros

v Primeiro, escolha uma das seis cores do cubo magico, neste

manual a cor escolhida foi a branca, entdo, com o cubo posicionado conforme a

Figura 14, desenvolva a Sequéncia 7:

Figura 14
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Sequéncia 7

Rm U Rm’

A configuracgdo a ser atingida apos a realizacdo da sequéncia 7 é analoga a Figura

15.
Figura 15

v Ato seguinte, posicione as pecas conforme a Figura 16, e realize

novamente a Sequéncia 7 para entdo obter a formacéo idéntica a Figura 17.

—>

Figura 16 Figura 17

v Para obter o centro branco Figura 19, posicione as pecas conforme a

Figura 18 e realize mais uma vez a Sequéncia 7.]

Figura 18 Figura 19

Diferentemente do cubo 3x3x3, que tem sua combinacdo de centro imovel, as
pecas do centro do cubo 4x4x4 podem variar de face, por isso, devemos ter cuidado ao montar

0 centro da face vizinha a face branca.

Uma maneira de nortear a montagem dos demais centros além do branco é posicionando

uma peca de quina usando a Sequéncia 1 do cubo 3x3x3. Veja os exemplos:
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> Apds posicionar a > Da mesma forma,
peca de quina com a face branca nesta outra figura a peca de quina
voltada para a face de centro determina que em uma das faces o
branco, as demais faces apontaréo centro sera vermelho e o outro azul.

qual a cor a ser montada naqueles

centros.

Determinada a cor do centro a ser montado, prossiga nas coordenadas dadas pela
Sequéncia 7 para formar os demais centros do seu cubo, um de cada vez, e assim finalizar a

primeira parte do cubo 4x4x4.

Observacgado: Nunca deixe para o final a ordenagéo de dois centros opostos, pois iSso

refletira na complexidade para a montagem dos mesmos.

e 2° Passo - Forme pares nos meios.

Seguindo na “transformacdo” do seu cubo 4x4x4 em um cubo 3x3x3 serd
formar os pares nas pecas de meio das arestas; veja bem, o procedimento € apenas |

formar os pares, a sua colocacdo em seus lugares corretos sera priorizada mais adiante.

Figura 20

Veja na Figura 20 os pares do meio ja formados.

v Posicione duas pegas idénticas em uma mesma face, porém em arestas

laterais opostas, conforme a Figura 21.

(Mesmo cubo visto por dois angulos diferentes)

Figura 21



48

v Ap0s aloca-las, segure o cubo de forma que as pecas idénticas fiquem de

frente para vocé e realize a Sequéncia 8:

Sequéncia 8
~@ - B - W
Dm R F U
- @
R’ F Dm’

Concluida a movimentacdo da Sequéncia 8, vocé deverad encontrar as pecas
posicionadas conforme a Figura 22. Note que os centros que foram montados

anteriormente continuardo nos mesmos lugares.

Figura 22

Refaca a Sequéncia 8 até completar todos os pares do seu cubo 4x4x4 e
voceé terad um semelhante ao cubo de Rubik 3x3x3.
Antes de prosseguir, entenda a semelhanga que deve ser notada em relagéo ao

3x3x3. Daqui em diante vamos considerar como:

Pecas dos centros Pecas do meio Pecas de quina

As pecas que foram Os pares formados também  Assim como no cubo 3x3x3,
organizadas inicialmente serdo encaradas como pecas estas serdo chamadas de
serdo tratadas como peca unicas. pecas de quinas.

Unica.
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Camada 1 Camada 2 Camada 3

Agora podemos trabalhar nas duas primeiras camadas conforme faz-se no cubo 3x3x3.

e Camadal
Da mesma forma como é desenvolvido no cubo 3x3x3, iniciaremos a montagem
do cubo 4x4x4 pela camada 1: elegendo uma cor para delinear a cruz, orientando seus
centros e por Ultimo posicionando as pegas de quinas a partir da Sequéncia 1 abordada

anteriormente.

e Camada?2
Invertendo o cubo, de forma que a camada 1 fique na base do brinquedo,
passamos a orientacdo para ordenar a camada 2: em funcéo da diregdo determinada pelos
centros, utilizaremos as mesmas Sequéncia 2 (quando a direita) ou Sequéncia 3

(quando a esquerda) que se aplica no cubo 3x3x3.

Mover para a diagonal direita Mover para a diagonal esquerda

Posicione todas as pecas de meios em seus devidos lugares e conclua a camada 2.
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Camada 3

Analogo ao cubo 3x3x3, a montagem da camada 3 do cubo 4x4x4 € iniciada pela

formacéo da cruz. Todavia, aqui ha um detalhe importante que difere os dois modelos.
Finalizada a camada 2, vocé visualizara uma das seis formacgdes abaixo:

Ponto Jota Linha Cruz

Vv vV W W

Peca na lateral
i ou i

Das seis possibilidades acima, a Unica que ndo acontece no cubo 3x3x3 é a formacéo

Peca na lateral - situacdo extraordinaria. Por isso, devemos nos ater 8 movimentagao para girar

a peca da lateral em seu lugar.

v Segure 0 cubo na posi¢do indicada na figura abaixo:

v Realize a Sequéncia 9 para obter a formacao em linha ou em cruz.
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Sequéncia 9
@l
Rm2 (180°) B2 (180°) U2 (180°) U2 (180°)

-

LA A
U2 (180°) U2 (180°) F2 (180°)

@ I @ ~ & =k
F2 (180°) B2 (18§°) Rm’ (180°)

Caso esteja diante de qualquer uma das outras formacdes acima indicadas (ponto, jota,
linha ou cruz), siga as instru¢fes do cubo 3x3x3 para compor e orientar sua cruz, conforme a

figura abaixo:

Realizada a cruz, organize as pegas da quina e finalize o cubo 4x4x4.

Neste ponto, é possivel encontrar 4 formacoes:

e Quatro quinas em posicdes erradas:

(Mesmo cubo visto de angulos diferentes)



¢ Uma quina em posicao correta e trés em posicoes erradas

Note que na figura acima temos: trés pecas em posi¢cdes equivocadas e

uma peca na posicao correta com a orientagéo errada.

Nesta parte vamos nos atentar apenas nas posicdes e ndo nas orientacdes.

e Quatro quinas em posi¢do correta com ou sem orientacao
&

(Mesmo cubo visto de angulos opostos)

Repare aqui que na situacdo acima temos duas quinas posicionadas e orientadas

de forma correta e duas quinas posicionadas de maneira correta, mas nao orientadas.

Durante o desenvolvimento deste passo, o cubo 4x4x4 podera apresentar
variacdes no tocante a quantidade de pecas que se apresentam posicionadas e orientadas

a0 mesmao.

e Duas quinas em posicdes corretas e duas quinas em posicoes erradas

- Situacao extraordinaria

(Mesmo cubo visto de angulos opostos)

Nas fotos acima é possivel notar duas quinas posicionadas corretamente

e sem orientacao e duas quinas posicionadas incorretamente. Mas atencdo, no decorrer

52
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da montagem do cubo 4x4x4, este podera apresentar suas quinas lado a lado e ndo em
lados opostos, como na figura.

A apresentacdo de duas quinas em posi¢des corretas e duas quinas em posicoes
erradas s6 é possivel em cubos de formacgdo par como € o 4x4x4. Diante desta situacdo 0s
movimentos a serem realizados séo:

v Com o cubo em qualquer posicdo, realize a Sequéncia 10:

Sequéncia 10

oW W

Rm2 (180°) U2 (180°) Rm2 (180°)
—> % —>
UT2(180°) Rm2 (180°) Um2 (180°)

v A finalizacdo da sequéncia 10, naturalmente desorientara os meios das
arestas da cruz. Por isso, antes de prosseguir, estes devem ser retornados as suas

posicdes corretas;

v Reordenado os meios das arestas da cruz, o cubo lhe apresentara uma das
possibilidades acima apresentadas, quais sejam: quatro quinas em posic¢oes erradas; ou
uma guina em posicao correta e trés em posi¢cdes erradas; ou quatro quinas em posi¢ao

correta com ou sem orientacao.

v Para 0 acabamento do cubo 4x4x4, nada mais resta neste momento a nao
ser posicionar e orientar as pecas de quina desta camada 3, tal qual se procede com o
cubo 3x3x3.
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A.2 — Como solucionar o cubo 5x5x5.

Com esta peca, deve ser levada em consideracdo algumas técnicas para a
“transformacao” do cubo 5x5x5 em um cubo 3x3x3.
Relembrando, no cubo 3x3x3 0s centros sdo fixos e organizado. No cubo 4x4x4

0s centros ndo sdo fixos; por isso € necessario organizar 0s centros e manter atencao

nas suas cores. Agora, no cubo 5x5x5, a peca central de cada face é fixa e sua cor

Figura 23

determinaré quais pecas a rodeara por todos os seus lados para a formacdo do centro,
ou seja, no cubo 5x5x5 o centro de cada face é composto por uma peca central fixa e oito pecas
moveis que a rodeiam. (Figura 23).
Passamos entdo a explanacdo das etapas a serem vencidas neste tipo de cubo:
e Organize os centros
Para iniciar o método de solugdo por camadas no cubo 5x5x5, assim como em
quaisquer cubos de formacdo impar, deve-se organizar um centro de face por vez, com 0s

seguintes procedimentos:

v Forme uma cruz no centro:

Eleja uma das seis cores possiveis em seu cubo (na demonstracao, a cor

escolhida foi a branca) - Figura 24. Figura 24

v Ato seguinte, oriente as demais pecas do centro: posicione o cubo

conforme a Figura 25 e proceda conforme a Sequéncia 11.

Figura 25
Sequéncia 11

RmM U2 (180°)
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v Em sequida, posicione o cubo conforme a Figura 26 e refaga a
Sequéncia 11. E importante frisar que a peca destacada em roxo na figura no

pode conter pecas de cor coincidente com a da cruz (no caso da demonstracéo

. . Figura 26
trazida pela figura 26, branca).

v Continuando, disponha o cubo igual demonstra a Figura 27, e remaneje
de acordo com a sequéncia 11. Consecutivamente, com o cubo na posicao proposta pela
Figura 28, proceda mais uma vez com a movimentacdo da sequéncia 11 finalizando

assim o primeiro centro (Figura 29).

Figura 27 Figura 28 Figura 29

Temos agora um segundo centro para configurar. Para que nédo haja interferéncia final
no centro inicialmente montado (no exemplo, branco), observe a seguinte sugestdo de
movimento demonstrada em um centro vermelho (considere a pe¢a destacada em roxo como

sendo qualquer uma de cor ndo-vermelha):

E-6-E-®

Rm U’

@ - 8- @8
Rm’

Perceba em seu cubo que a movimentacdo explanada desorganiza o centro

branco logo ap6s Rm, porém é automaticamente reorganizado com Rm’.
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v Segue outra ilustracdo para corroborar a forma de organizar a cruz do
segundo centro:

w-o8-8-%
:

Rm

@ - 8- @
Rm’

Formada a segunda cruz, oriente as demais pecas do centro conforme apontado
pela Sequéncia 11 com o intuito de finalizar a primeira etapa do seu cubo 5x5x5.

Nesse modelo, para ndo atribuir dificuldade evitavel, o cubista também deve manter a

atencdo para que nunca deixe para o final a organizacdo de dois centros opostos.

Com seus centros devidamente organizados, da mesma forma que se age com

0 cubo 4x4x4, é hora de reorganizar os meios das arestas para que estes em

composicdo tripla formem uma Unica peca. Figura 30 -
Figura 30

Para organizar os meios de arestas, ha que se perceber que a peca central deste,
definira quais cores irdo compor a trinca. Isto quer dizer que: na Figura 31, por
exemplo em que a pega central da trinca é azul - branca, significa que as demais pecas,
apresentadas nas posic¢Ges destacadas em roxo também serdo azul - branca, obedecendo Figura 3l

sua cor de alinho.
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Este alinhamento sera alcangado com uma série de movimentos muito semelhante a
Sequéncia 8, porém deve-se prestar mais atencdo as posi¢oes das pecas e a recolocacao destas

sera feita uma a uma, onde basicamente serdo encontradas quatro posi¢oes:

Uma peca Duas pecas Duas pecas Trés pegas

inversas idénticas idénticas

Nos trés primeiros casos, realizaremos a Sequéncia 12 de acordo com a sua respectiva

apresentacéo.

Sequéncia 12

v Uma peca:

Existe duas possibilidades de posicionamento do cubo: como na Figura 32 ou como na
Figura 33. Apo6s posicionar as pecas conforme as ilustracdes, oriente o cubo de forma que as
pecas figuem na face frontal para que entdo possa realizar a sequéncia 12 e obtenha um dos

dois casos de duas pegas.
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‘ ‘ Sequéncia 12

Figura 32
(Mesmo cubo visto de angulos diferentes)

‘ ‘ Sequéncia 12

Figura 33

(Mesmo cubo visto de angulos diferentes)
v Duas pecas:

Existem dois casos nesta situacdo: inversas ou idénticas. A Sequéncia 12 sera aplicada

em ambos 0s casos, contudo as pecas devem ser posicionadas de formas diferentes, veja:

“ Sequéncia 12

Figura 34 :>

Invertidas

(Mesmo cubo visto de angulos diferentes)

Figura 35
Idénticas

Sequéncia 12

—>

(Mesmo cubo visto de angulos diferentes)

Durante 0 processo € muito comum a Ultima trinca ficar com suas pegas

invertidas (Figura 36), chamaremos este de caso especial. Para soluciona-lo deve ser

aplicada uma série de movimentos muito semelhante a Sequéncia 9, que

Figura 36

denominaremos Sequéncia 13, veja:
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Sequéncia 13

- @ W (W

Rm2 (180°) B2 (180°) U2 (180°) U2 (180°)

:>s§:> :>§:>

U2 (180°) U2 (180°) F2 (180°)

@ﬁ ﬁ - @ =

F2 (180°) B2 (180°) Rm’ (180°)

v Com o cubo posicionado conforme a ilustracdo abaixo, aplique a

sequéncia 13 para orientar a trinca corretamente:

Sequéncia 13

Pronto! Completada todas as trincas do cubo 5x5x5 havera em suas maos um cubo

aproximado ao cubo 3x3x3, logo, 0 aproveitamento do método de solugdo por camadas sera
eficaz para o objetivo pretendido.
Comece tendo em mente quais sdo as camadas que devem ser consideradas:

Camada 1 Camada 2 Camada 3

T 9 v

Siga agora 0s passos de montagem do seu cubo 3x3x3 para enfim finalizar a peca.
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