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RESUMO

Analogamente a sequéncia de Fibonacci podemos definir a sequéncia de Tribonacci,
(T,), n>1,onde Ty3 =Thyo + Thi1 + 1, e Ty = Fy, T = Fy e T3 = F3. Neste trabalho,
temos por objetivo caracterizar os elementos da sequéncia de Tribonacci, (T,), utilizando
elementos da geometria plana. Mais especificamente, associaremos cada elemento da
sequéncia de Tribonacci com solugoes nao negativas de equacoes diofantinas lineares de

trés varidveis.

Palavras-chave: Sequéncia de Tribonacci. Pirdmide de Pascal. Equagoes Diofantinas.

Coeficientes Trinomiais.



ABSTRACT

Analogously to the Fibonacci sequence we can define the Tribonacci sequence, (T},), n > 1,
with Ty13 = Thao + Ty + T, T = Fy, Ty, = F, and T3 = F3. In this work, we aim
to characterize the elements of the Tribonacci sequence, (7},), using elements of the
geometry. More specifically, we will associate each element of the Tribonacci sequence

with non-negative solutions of three-variable linear diophantine equations.

Key-words: Tribonacci Sequence. Pascal’s Pyramid. Diophantine Equations. Trinomial

Coefficients.
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1 Introducao

Este trabalho tem como objetivo relacionar geometricamente a sequéncia de Tri-
bonacci, as equacoes diofantinas, os coeficientes trinomiais e a Piramide de Pascal. Esse

conjunto de temas matematicos propicia uma base para o ensino médio.

Dentre as atribuigoes de um professor, esta, a de explorar o ensino de matematica
em situagoes cotidianas, que incentivem o aluno a desenvolver seu pensamento, com
problemas que permitam ao mesmo elaborar uma forma particular de pensar. Encontrar

uma solucao e compara-la com solugoes ja existentes, é uma delas.

Inicialmente no segundo capitulo apresentaremos conceitos de sequéncias matema-
ticas enfatizando a Sequéncia de Fibonacci e a Sequéncia de Tribonacci, apresentando-as
sob uma perspectiva geométrica, diferentemente de como é vista no Ensino Médio. E
imprescindivel a abordagem do celebre problema do crescimento de uma populagao de
coelhos, introduzido por Leonardo de Pisa no século XII. O problema busca encontrar a
quantidade de casais de coelhos nascidos de um tnico casal, sob certas condigoes ao final
de um ano. A quantidade de casais de coelhos revela a Sequéncia de Fibonacci. Ainda

nesse capitulo iremos apresentar uma variedade de aplicagoes dessa sequéncia.

No terceiro capitulo apresentaremos um método para encontrar solugoes de equacgoes,
chamadas de equagoes diofantinas lineares, que foram estudadas por Diofanto, e em sua
homenagem receberam o nome de equagoes diofantinas. Diofanto foi um matematico e
filésofo grego, teve uma influéncia maior sobre a teoria moderna dos ntimeros do que
qualquer outro algebrista grego nao geométrico. Um inovador com notagoes, o primeiro
a usar simbolos na resolucdo de problemas algébricos. Criador de um método para
encontrar solugoes para determinadas equagoes algébricas. Mostraremos neste trabalho,
como resolver no conjunto dos nimeros inteiros as equagoes diofantinas lineares com duas

variaveis e com trés variaveis.

No quarto capitulo iremos enfatizar alguns conceitos histéricos e algébricos da
Analise Combinatéria, campo da matematica com um vasto ramo de aplicagdes. Nao
é dificil deparar com problemas probabilisticos que utilizam a Andlise combinatéria em
sua resolucao, encontramos também, andlise combinatoria em teoria dos Grafos. Em
nosso trabalho iremos concentrar nosso foco em ntimeros binomiais e trinomiais. De um
modo geral a definicdo de nimeros binomiais é facilmente encontrada em livros didaticos
do ensino médio, visto que se encontra na matriz curricular do mesmo. Através dos
coeficientes binomiais, iremos abordar o Triangulo de Pascal. Apresentaremos brevemente
um pouco de sua historia e suas propriedades, sendo imprescindivel a relagao de Stifel e
sua demonstracao. Neste mesmo capitulo iremos apresentar a definicdo de coeficientes
trinomiais e uma breve analise da Piramide de Pascal. Infelizmente conceitos pouco

encontrados em livros do ensino médio, portanto, este trabalho pode servir de base para a



preparacao de ricas aulas de matematica no ensino basico.

Finalmente, no quinto capitulo atingiremos nosso objetivo principal que ¢é relagao
geométrica existente entre as sequencias citadas, as equacoes diofantinas, os coeficientes

trinomiais, o triangulo e a piramide de Pascal.



2 Sequéncias Numéricas

Este capitulo destina-se ao desenvolvimento da teoria sobre as sequéncias numéricas.
Nesta perspectiva, tratamos inicialmente das sequéncias numéricas de forma geral e,
posteriormente, de dois casos particulares, a saber, a sequéncia de Fibonacci e a sequéncia

de Tribonacci, apresentando uma aplicagao geométrica que é nosso objetivo principal.

Ao analisarmos as sequéncias, nos deparamos com um dos conteiidos matematicos
mais amplos de conhecimento, pois existem varios casos a serem analisados, devido aos
diversos tipos de sequéncias que podem existir. De acordo com o dicionario de portugués
on-line Michaelis (2009), define-se como sequéncia um "Ntmero de coisas ou eventos que
se seguem um apos outro; série, sucessao, ordem". Assim, pode-se haver varios tipos de

sequéncias: sequéncia alfabética de uma lista de autores, sequéncia musical, etc.

Em matematica uma sequéncia numérica é definida como sendo toda funcao cujo
dominio é o conjunto dos niimeros naturais e que tem como contradominio o conjunto dos

numeros reais.

Alguns exemplos de sequéncias sao: sequéncia dos cinco primeiros nimeros naturais

(1, 2, 3, 4, 5); sequéncia dos numeros impares (..., -5, -3, -1, 1, 3, 5, ...) .

Definicao 1. Uma sequéncia ou sucessao de numeros reais ¢ uma fungdo que associa a

cada niumero natural n um niumero real a,. Simbolicamente,

f:N—=R
n— f(n)

O elemento f(n), o n-ésimo termo da sequéncia, é usualmentedenotado por a,, e a

sequéncia por (@, )nen-

Exemplo 1. (2,3,5,7,11,...) é a sequéncia, infinita, dos nimeros primos.

Na matematica, de modo geral, as sequéncias mais interessantes sao aquelas em
que os termos se sucedem obedecendo a certa regra, isto é, que tém uma lei de formacao.
Esta pode apresentada de trés maneiras: por féormula de recorréncia, pela expressao de
cada termo em fungdo de sua posi¢do (termo geral) e pela propriedade dos termos. Em

nosso estudo, vamos enfatizar a recorréncia e o termo geral.

2.1 Recorréncias

Muitas sequéncias sao definidas recursivamente (isto é, por recorréncia), ou seja, por
intermédio de uma regra que permite calcular qualquer termo em fungao do(s) antecessor (es)

imediato(s).
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Exemplo 2. A sequéncia (x,) dos nimeros naturais impares 1,3,5,7... pode ser definida
por

Tpal = Tp + 2

comn>1,ex; =1.
Exemplo 3. A sequéncia (x,) definida por
Tptl1 = Tp + 71

onde r € uma constante, x1 =a en > 1 € conhecida como progressio Aritmética de razao

r.

Notemos que uma recorréncia, por si s, nao define a sequéncia. Uma exemplificacao
¢ a recorréncia do Exemplo 2, x,, 11 = z, + 2, a qual é satisfeita ndo apenas pela sequéncia
de niimeros impares, mas sim por qualquer progressao aritmética de razao 2. Para que
uma recorréncia fique completamente determinada é necessario também o conhecimento

do(s) primeiro(s) termo(s).

A quantidade de termos antecessores imediatos que se apresentam de uma recor-
réncia designa a ordem da mesma.
2.1.1 Recorréncia Linear de 1* Ordem

Uma recorréncia de 1* ordem, expressa por x,; em funcao de x,, é dita linear, se

e somente se, essa fungdo polinomial do 1° grau.
Exemplo 4. x,,, = 21, —n? n € N.

Exemplo 5. x,,1 = nz,, n € N.

2.1.2 Recorréncias Lineares de 2% Ordem

Recorréncias lineares de segunda ordem homogéneas, com coeficientes constantes,
sao recorréncias da forma:

Tp+2 T PTpt1 + qTy = 0

Exemplo 6. A equacao x,, 19+ 3x,41 —4x, =0, sendon € N, p e q constantes com q # 0.

Consideremos sempre g # 0, pois, se ¢ = 0 a recorréncia é, na realidade, uma
recorréncia de primeira ordem. A cada recorréncia linear de segunda ordem homogénea,
com coeficientes constantes, da forma x,, 9 + pr,11 + qr, = 0, associamos uma equagao

do segundo grau r? 4 pr + ¢, chamada de equacdo caracteristica.
g g G
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Teorema 2. Se as raizes da equagdo r*> + pr +q = 0, com p e q constantes, sio 1 e
ro, entao a, = Cir! + Corl € uma solucao da recorréncia Tpi1 + pTpi1 + qr, = 0, para

quaisquer que sejam os valores das constantes Cy e Cs.

Demonstragao. Substituindo x,, = Cir] + Cyrl na recorréncia x,2 + pTpi1 + g, = 0,

obtemos:
Cyri(rf 4 pri+ q) + Cor (r5 4+ pra + q) = C1r{0 4 Cor30 = 0

2.2 Sequéncia de Fibonacci

Segundo Mol(2013), Leonardo de Pisa(1170-1250), também conhecido como Fi-
bonacci é considerado o mais importante matematico da europa medieval. Além disso,
Eves(2011) também afirma que Fibonacci foi um matematico inegavelmente capaz, sem

rivais nos nove séculos da idade Média.

Figura 1 — Leonardo de Pisa

Fonte: https://www.fibonicci.com/fibonacci/

Segundo Barco (1987), a sequéncia de Fibonacci torna-se interessante pela frequén-
cia e variedade de suas apari¢oes na natureza e na arte, por exemplo, o niimero de pequenas
flores que formam o miolo do girassol é um dos nimeros da sequéncia de Fibonacci e
alguns poetas romanos, como Virgilio, escreveram poemas nos quais a métrica esta definida

conforme a regra da sequéncia de Fibonacci.

Apesar das notorias contribui¢oes de Fibonacci para a matemdtica nas mais
diversas areas, ele é hoje, no entanto, mais conhecido pela chamada sequéncia de Fibonacci,
apresentada no Liber Abaci como resposta para um problema envolvendo o crescimento

de uma populagao de coelhos.

Vejamos o problema proposto por Fibonacci. Quantos casais de coelhos teriam ao

final de 1 ano se:
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e No primeiro més temos um coelho macho e um coelho fémea. FEstes dois coelhos

acabaram de nascer.
e Um coelho s6 atinge a maturidade sexual ao final de um més.
e O periodo de gestagdo de um coelho dura um més.
e Ao atingirem a maturidade sexual, a fémea ird dar d luz todos os meses.
o A mae ird dar da luz todos os meses um coelho macho e um coelho fémea.

o (Os coelhos nunca morrem.

Este problema pode ser representado segundo o diagrama abaixo:

Figura 2 — Ilustracdo do Problema dos Coelhos

RYS
Ak

Ab Ji
di a4l

46 e AL JAL
A K AL . KK a0 XK

Fonte: http://recordandomatematica.blogspot.com.br/2014/09/arte-matematica-e-sequencia-de-
fibonacci.html

Assim a solugao para o problema anterior é:

(1;1;2;3; 5; 8; 13; 21; 34; 55; 89; 144).

Fibonacci em suas observacoes percebeu que cada termo da sequéncia a partir
do terceiro termo é obtido através da soma dos dois termos antecessores. A sequéncia

supracitada serd essencial para nosso objetivo final.

Defini¢ao 3. Chama-se sequéncia de Fibonacci a sequéncia (x,) definida por
Tpil = Tp + Tp_1,VN > 2 onde 1 =129 = 1

Através da definicao da sequéncia de Fibonacci, podemos calcular seu termo geral.



13

Segundo Hefez (2011) "é notavel que seja necessério recorrer a férmulas envolvendo
nimeros irracionais para representar os elementos da sequéncia de Fibonacci que sao

nimeros naturais".

Proposicao 4. O n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci pode ser dado por:

[ (5]

Demonstragio. A Definicao 3 é um recorréncia de segunda ordem, pois um dos termos é

definido em funcao dos dois termos antecessores.

A recorréncia x,.1 = x, + T,_1 possui equacdo caracteristica r> —r — 1 = 0.

1++/5 1—+/5

€ Tro =

2 2
Segundo Lima, se as rafzes de 72 + pr + ¢ = 0 sdo ry e 1y, com 1] # 7o, entdo todas

Resolvendo essa equagao encontramos as raizes r; =

as solugoes da recorréncia x,,o + prni1 + qr, = 0 sdo da forma a,, = Cyr"™ + Cory™, C e

(5 constantes.

A demonstragao dessa afirmacao encontra-se no proprio livro, mas aqui nés omiti-

remos a demonstragao. Utilizando essa idéia, a solugao é dada por:

e () e ()

2 2
com (] e Cy constantes é a solugao da equagdo T,11 = Tp + Tp_1-

Tomando n =1 e n = 2, obtemos o seguinte sistema:

a5 ()

2 2
2—1 2—1
1 ) 1—+/5
a9 = CH < +éV/_> +’C& ( 2\/_>

Como a; = ay = 1 temos:

() )
a5 a5

Assim,

Resolvendo o sistema temos:
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obtemos

an::1;9gg<l%évg>n1'FVEQ%1<1_;V%>n1

Qn

::;§<14év3>"_»1<1-év3>”'

V5
() ()]

2.3 Sequéncia de Tribonacci

Portanto,

A sequéncia de Tribonacci é anédloga a sequéncia de Fibonacci, porem cada termo

da sequeéncia a partir do quarto termo é obtido através da soma dos trés termos antecessores.

Definigao 5. Chama-se sequéncia de Tribonacci a sequéncia (X,,) definida por
Tp=2Tp1+Tpo+Tp_3,Vn>4 ne€N, ondex; =29=1 e x3=2.

Temos entao a sequéncia

1,1,2,4,7,13,24, 44...
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3 Equacgoes Diofantinas

Nesta se¢ao iremos apresentar as Equacoes Diofantinas, tema fundamental para
nosso objetivo final. Iremos analisar as equagoes diofantinas de duas e trés variaveis.
Infelizmente pouco se analisa no Ensino Médio sobre esse tema, principalmente as de
trés varidaveis. Equagoes diofantinas de duas variaveis podem ser abordadas ao estudar
equagoes de retas na 3* série do ensino médio. Nosso objetivo além de relacionar as
equagoes diofantinas com a sequéncias de Fibonacci e Tribonacci é criar um texto que

possa ser utilizado como preparacao para planos de aulas no ensino médio.

3.1 Equagdes Diofantinas de duas variaveis
Uma equagao diofantina linear de duas varidveis é uma equacao da forma
ar +by =k

com a, b,k € Z sendo a e b sao inteiros simultaneamente nao nulos.

Para determinar uma solu¢ao da equacao azx + by = k, devemos procurar inteiros

T € Yo que tornem verdadeira a equacao axg + byy = k.

Se (xg,yo) € Z x Z for solu¢ao de uma Equacao Diofantina entao vale a igualdade
axg + byo = k. Seja d = mdc(a,b) entdo, d | a e d | b. Logo, d | (azxo + byp), ou seja, d | k.
Como d = mdc(a,b) entdao d = axy + byo para um conveniente (g, ) € Z x Z. Mas da
hip6tese que d | k segue que k = dt, para algum ¢t € Z. Assim, k = dt = (axg + byo)t =

axot + byot, o que mostra que (zot; yot) é solugao da equagao.

Proposicao 6. Uma Equacio Diofantina ax + by = k, em que a # 0 ou b # 0, admite

solugdo se, e somente se, d = mdc(a,b) divide k.

Se (xg,yo) € uma solugao articular da equagdo ax + by = k e (z1,y;) uma solugao

qualquer desta equacao, entao
ary + by, =k = axy + by

Dessa igualdade temos:

a(xy — o) = b(yo — Y1)

Vamos supor que d = mdc(a,b) | k, entao existem inteiros r e s tais que a = dr e

b = ds, com mdc(r,s) = 1. Assim temos:

r(ry —x0) = s(yo —y1) = 7 | s(yo — y1)
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Logo 7 | (yo — y1) e portanto (yo — y1) = rt para algum ¢t € Z. Dai temos:

bt
N=y —rt=yo— —

d
Observando agora que

r(zy — x0) = s(yo — y1) = rst

Obtemos
at
1’1:$0+St:l‘0+3
3 bt at\ . -
Entao, para todo t € Z, o par | z¢ + vk Yo — 7l ¢é solucao da equacgao dada.

Proposicao 7. Seja (z9,yo) uma solugao particular da equagdo diofantina ax + by = k,

em que a # 0 e b # 0. Entao qualquer solugdo dessa equagdo € dada pelo par de inteiros:

bt t
S = {(xo—i-d,yo—il) ;tEZ}, onde d = mdc(a,b)

Corolario 8. Se d = mdc(a,b) =1 e (zo;y0) € Z X Z € uma solugao particular da equagio

diofantina linear ax + by = k, entdo todas as outras solugoes dessa equacao sao dadas por

S ={(zo+bt,yo —at)/t € Z}

Esse resultado serd muito importante para a conclusao do nosso trabalho.

Nesse momento podemos fazer uma analogia importante na matriz curricular na
3% série do Ensino Médio, as equacoes de retas. Sabemos que toda equagao de reta possui
forma algébrica ax+by = ¢, os pontos que satisfazem a equacao citada, sao solu¢es de uma
equacao diofantina. Infelizmente o contetido é apenas abordado no ambito da resolugao
geométrica da reta. Neste momento é uma excelente oportunidade para introduzir as

equacgoes diofantinas no Ensino Médio.

3.2 Equagoes Diofantinas de trés variaveis
Uma equagao diofantina linear de trés variaveis é uma equacao da forma
ar +by+cz=k

com a,b,c, k € Z sendo a, b e ¢ sao inteiros simultaneamente nao nulos.

Consideremos a equacao a;x + asy + azz = k, onde cada a;, com ¢ = 1,2, 3, sejam

inteiros ndo nulos simultaneamente.
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Se a equagao possui solugao entao d = mdc(ay, as, as) | k. Reduzindo essa equagao

para duas variaveis, considerando que a;x + asy = p com
p+azz =k

que possui solu¢ao, pois mde(1, az) = 1 e 1]k, e tem solugao geral como vimos anteriormente,

t t
S = {(p0+a31172’0—11) ;11 GZ}

Como o mdc(1,a3) = 1, segue que

S ={(po + ast1,20 — t1);t1 € Z}

Dai, a partir dessa solucao geral encontrada, escolhemos um valor conveniente para
t1, que satisfaca:

dg = mdc(al, CLQ) | (p() + Cb3t1)
E daremos continuidade para encontrar a solucao geral da equagao

a1xr + asy = p = po + asty

que tem como solucao geral

a2t2 altg
5= (o )
Zo + a5 Yo a5 2 €

Logo, a solucao geral da equacao original é:

ast ait
SZ{(%-F 22,3%0— 12,Zo—t1>;t1,t2€Z}
do do

Que é gerada a partir de um valor apropriado, atribuido para o parametro ¢; no

processo de descoberta dessa solugao.

Vamos encontrar as solugoes inteiras positivas da equagao diofantina x+2y+3z = k
para qualquer k. Temos uma equacao diofantina de 3 variaveis, tomando p = x + 2y,

temos:
p=po+ 3t

p—|—3,z:k::>{
z2=2z9—1

Tomando pg =k e zg =0, tem-se p =k + 3t e z = —t, t € Z. Como as solugoes

sao inteiras e positivas temos que:

k
k+3t20:>t2—§

De forma analoga temos que z > 0 =t < 0.
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k
Logo temos que t € l—g, 0] N Z:

T =x9+ 2r

r+2y=p=
Y=Y —T

Tomando xog = p e yo = —r, temos:
r=p+2rey=r
r=k+3t=2rey=—r
Como x > 0, entao k + 3t + 2r > 0.

Logo: 2r > —t — k. Assim, se y > 0 temos r < 0.

r=3t+2r+k
Solugao geral: ¢ y = —r
z=—1

Para exemplificar a resolucao de uma equacao diofantina de trés variaveis, vamos
resolver a equacao x + 2y + 3z = 5, cujo resultado sera utilizado no quinto capitulo. Neste
caso, temos k = 5. Assim:

k —3t—k
tel—g,O]erel 5 ,01

Logo t = {—1,0}.

e Set=—-1=re{-1,0}.

e Set=0=r¢e{-2,-1,0}.

t r|le=3t+2r+k|y=—r|z=—t|(z,y,2) (;Jrz“z)

1| -1 1 1 OLY ] (,7,)=2

~1] 0 2 0 1 @on|(,5,)=3
—2 1 2 0 (1,20 (, 5, =3
-1 3 1 0 | (310 (51, =4
0 5 0 0 (500 (55,) =1
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4 Numeros binomais e trinomiais

Neste capitulo, iremos apresentar os nimeros binomiais e trinomiais. Primeiramente
iremos analisar os nimeros binomiais e em seguida os nimeros trinomiais. Posteriormente
retomaremos os conceitos de ntmeros fatoriais para embasar nosso estudo de nimeros

binomiais e trinomiais.

4.1 Um pouco de histéria

A Anadlise Combinatoria é um ramo da Matematica que visa desenvolver métodos
que permitam contar de uma forma direta ou indireta o nimero de elementos de um

conjunto, estando esses elementos agrupados sob certas condigoes.

Embora o homem tenha feito agrupamentos de elementos de conjuntos desde a
época pré-historica, de maneira formal e de acordo com dados histéricos podemos dizer
que a Analise Combinatéria se originou ainda na antiguidade, quando o matemaético
grego Arquimedes de Siracusa (287 - 212 a.c.) prop6s um problema geométrico que se
tornou famoso, chamado Stomachion (palavra derivada do grego stomachos, em portugués,
estomago), que consistia em determinar de quantos modos poderiam ser reunidas 14 pecas

planas, de diferentes formatos e tamanhos, para formar um quadrado.

Figura 3 — Stomachion de Arquimedes

Fonte:
http: / /www.math.cornell.edu/ mec/GeometricDissections/1.220Archimedes%20Stomachion.html

A analise combinatoria apareceu no final do século XVII e em poucos anos surgiram
trés notaveis obras: Dissertatio de Arte Combinatéria (1666,) de Leibniz e Ars, Magna
Sciendisive Combinatoria (1669), de Athanasius Kircher, Traité du triangle Arithmétique
de Pascal (escrito em 1654 e publicado em 1665) e Trabalhos de Wallis (1673), Frénicle de
Bessy (1693), J. Bernoulli (1713) e De Moivre (1718). O matematico francés Frénicle (1693)
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apresentou todos os 830 quadrados de ordem 4, e nesta mesma época seu compatriota,
De La Loubére (1691) descreveu um método de construcao de quadrados de ordem impar

conhecido como método de fronteira que aprendeu com o povo de Sido.

Leibniz descreveu em 1666 a combinatéria como sendo o estudo da colocagao,
ordenagao e escolha de objetos, enquanto Nicholson em 1818 definiu-a como o ramo da
matematica que nos ensina a averiguar e expor todas as possiveis formas através das
quais um dado numero de objetos podem ser associados e misturados entre si. Segundo
Berge (1971) a definicdo de combinatéria depende de conceitos de configuragoes, pois
os matematicos acreditam que certos problemas sao de natureza combinatéria e que os

m’métodos para resolvé-los devem ser estudados.

Para Biggs (1979) hé dois principios de contagem: o principio aditivo e o principio
multiplicativo. O 1° diz que quando quisermos contar um conjunto de objetos, podemos
dividir em casos, contar as partes separadamente, e somar os resultados. Ja no 2° principio
temos que se uma decisao pode ser tomada de x maneiras e a partir dessa, outra decisao
pode ser tomada de y maneiras, entao o nimero de maneiras possiveis serda o produto

entre x e y.

A andlise combinatéria esta fundamentada nas contagens e propriedades dos
agrupamentos diferenciando em 3 categorias: arranjos, permutagoes e combinagoes. No
inicio do século XIX os termos arranjo e permutacao nao apresentavam significado preciso.
Leibniz dizia que as permutagoes tinham significado de variagoes, que é hoje utilizada por

alguns autores para indicar arranjo.

Durante muito tempo, diversos matematicos adotaram diferentes simbologias no
estudo da Anélise Combinatoéria. O simbolo n! foi definido por Gauss (1777-1855) com
o intuito de representar o produto dos n primeiros nimeros naturais (fatorial de n), A.
M. Legendre (Paris, 1811) utilizava o simbolo 7(n + 1). O simbolo n! é devida a Cristian
Kramp (Colénia, 1808) e |n é utilizada por outros autores. O termo fatorial se deve
a Arbogast (Strasburgo, 1800). Em 1654, surge a Probabilidade, que inicialmente era
considerada como um ramo da Andalise Combinatéria, no Problema dos Pontos colocado a

Pascal por Chevalier de Méré e resolvido nas trocas de cartas entre Pascal e Fermat.

4.2 Numeros binomiais

Nesse momento iremos retomar conceitos basicos de analise combinatéria que
servirao de base para nosso estudo. Nesse universo extraordinario da contagem iremos

iniciar com a definicao principal que é analisada com grande énfase no ensino médio.

Definicao 9. Seja r um numero natural inteiro ndo negativo. Definimos fatorial de r,

denotado por r!, por meio da relacio:
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Lrl=r-(r—1)-(r—2)---3-2-1 parar > 2.
I 1'=1.
1. 0! = 1.

Definicao 10. Para n e k naturais, com n > k , o numero binomial de n sobre k é

n n!
(7’) " (n—n)r!
|

. . n!
Para nosso estudo iremos adotar a notagao (:) = (S"T> = o onde r + s = n.
slr!

definido por

O triangulo de Pascal é um tridangulo aritmético formado por niimeros que tém
diversas relacoes entre si. O triangulo de Pascal nao foi uma invencao de Pascal, porque
onze séculos antes dele, Al-Karkhi conseguiu as primeiras solu¢gbes numéricas do tridngulo,
mas foi Pascal quem descobriu a maioria de suas propriedades e relacgoes, o que justifica o

nome que ¢ dado ao triangulo.

A denominacao desse tridngulo varia muito ao longo do mundo. Os franceses
o chamam de triangulo de Pascal, os chineses chamam-no de triangulo de Yang Hui,
os italianos chamam-no de tridngulo de Tartaglia e encontramos outras denominagoes
como triangulo de Tartaglia- Pascal ou simplesmente triangulo aritmético ou triangulo
combinatorio. O triangulo aritmético de Pascal é formado por uma tabela onde podemos

dispor ordenadamente os coeficientes binomiais (’Z)
(o)

0 )
(5)

Isto é:

e A 12 linha contém os coeficientes binomiais com n = 0.
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e A 22 linha contém os coeficientes binomiais com n = 1.
e A 32 linha contém os coeficientes binomiais com n = 2.

e A k?. Linha contém os coeficientes binomiais com n = k — 1.

Se substituirmos cada nimero binomial pelo seu valor numérico, obtemos outra

versao do tridngulo de Pascal, ilustrada a seguir.

Na construc¢ao do triangulo de Pascal, nao é necessario calcular os coeficientes

binomiais um a um. Basta usarmos algumas de suas propriedades.

[. Em cada linha do tridangulo, o primeiro elemento vale 1, pois, qualquer que seja a

linha, o primeiro elemento é (g) =1,VneN.

II. Em cada linha do triangulo, o tltimo elemento vale 1, pois, qualquer que seja a linha,
o ultimo elemento é (3) =1,VneN.

ITI. Numa linha, dois coeficientes binomiais equidistantes dos extremos sao iguais.

IV A partir da 3* linha, cada elemento (com excegao do primeiro e do 1ltimo) é a soma
dos elementos da linha anterior, imediatamente acima dele. Essa propriedade é

conhecida como relacao de Stifel e afirma que:

Proposicao 11 (Relagao de Stifel).

—1 1
(o) () = (e
r—1 s r s—1 r s
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Figura 4 — Relagao de Stifel

1

1 1
-2 1
1 3 1
1 4 6 4 1
1 5—lo 10 5 1

1 6 20—15 6 1
17 21 :?.521 7 1
1 & 28 56 70 56 @%) 8 1
Fonte: https://metacerta.wordpress.com/2013/10/26/triangulo-de-pascal/.

Demonstracao.

(n—l >+<Tn—1>: (=1 (=1 (=Dr+m-1ls (n—1r+s)

r—1 s s—1 a

(r— s rl(s—1)! rls! rls!

Como r + s = n temos:

(n—1ln  n!

rls! rlsl

Entao temos a igualdade:
n—1 L+ n—1Y\ [mn
r—1 s rs—1) \r s

Podemos destacar ainda que para n € IN, os niimeros binomiais (" S P S
’ 0 n)’\1 n-1 n 0

O

aparecem como coeficientes na expansao do binomio de Newton, isto é,

n __ n 0O1n n n—1731 n Tt n n[): n rit
(a+b) _<O n>ab+<n—1 1)@ b+ (r t)ab—i— —i—(n O)ab rj;:n(r t)ab.

4.3 Numeros trinomiais

Os numeros trinomiais nao aparecem em livros didaticos do ensimo médio como
os binomiais, seu estudo é mais raro, mas nao menos importante. Para nosso estudo é

fundamental a definicao dos ntimeros trinomiais.

Definicao 12 (Numeros Trinomiais). Os nidmeros trinomiais sao definidos como sendo

n B n!
rst) rlslt
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onder+s-+t=n.

Exemplo 7.

3y 3 6 _
210/ 2ol 2-1-1 7

Analogamente a relagao de Stifel, temos para os niimeros trinomiais

Lema 13 (Identidade de Pascal). Para n,r,s,t € N, n =r+ s+t, temos que
n B n—1 n n—1 n n—1
rst)] \r—1st rs—11t rst—1)
Demonstracao.

n—1 n—1 n—1 (n—1)! (n—1)! (n—1)!
(T—l s t>+<r s—1 t>+<7“ s t—l) :(r—l)!s!t!+r!(s—1)!t!+r!s!(t—1)!:

n=Dr+n-Dls+n-1t m-1N(r+s+t) n!
rlslt! B rlslt! Corlstt!’

pois r + s+t =n. O

Os nimeros Trinomiais, assim como os binomiais, estao associados a expansao de

uma poténcia positiva da soma de termos. Mais especificamente, temos que

(a+b+o)"= > ( " )a’"bsct.

r+s+t=n rost
Aqui assumimos que a, b, ¢ pertencem a um conjunto cujas operagoes de + e - estdo bem

definidas e sdo comutativas.

De fato, para r, s,t tais que r + s +t = n, temos que o termo a"b*c’ aparece tantas

quantas forem as permutacoes de n elementos, com r repetigoes de a, s repeticoes de b e t

- : . , nl
repeticoes de c. Desta maneira temos que o coeficiente de a"bct serd A (T " t).
rls!t!

A demonstragao deste fato segue do fato que na expansao (a + b + ¢)", aparecem

todas as possiveis permutagoes com n elementos.

Exemplo 8. Para a,b,c € Z, temos que (a+b+¢)? =3, 4110 ( )arbsct, isto €,

r s t

(a+b+c) = (; g 3)“2:_(0 ; 0>bz+(0 (2) 0)02+(1 ? o)ab+<1 3 1>ac+<0 ? 1)bc
= a°+b*+ c* + 2ab + 2ac + 2be.
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5 Numeros Trinomais e Equacoes Diofantinas

Nesse momento vamos analisar a relacao da Piramide de Pascal com a sequéncia
de Tribonacci. Antes de analisarmos a sequéncia vamos analisar a Pirdmide de Pascal.
Essa piramide é formada por dodecaedros rombicos regulares (poliedro formado por 12

faces em formato de paralelogramo), como podemos analisar na figura abaixo:

Figura 5 — Piramide de Pascal

Fonte:
https:/ /www.ems-ph.org/journals/showabstract.php 2issn=0013-6018vol="T71iss=1rank=1.

E possivel implementar um sistema nao ortogonal de coordenadas (x,y, z) na

Piramide de Pascal

Figura 6 — Piramide de Pascal com sistema de coordenadas nao-ortogonal

Fonte:
https: //www.ems-ph.org/journals/showabstract.php 2issn=0013-6018vol="T1iss=1rank=1.



26

Como vimos no Capitulo 4, os niimeros trinomiais sdo definidos como (T " t) =

n!

Tk Podemos agora relacionar a piramide de Pascal acoplada ao sistema nao ortogonal
rlsit!
com os resultados desses niimeros trinomiais. Cada face do dodecaedro rombico apresenta

T+y+z

.y Z), referente as suas coordenas (z,y, 2).

um coeficiente trinomial (

Figura 7 — Piramide formada por Ntimeros Trinomiais

(a) (b
Fonte: https://www.ems-ph.org/journals/showabstract.php ?issn=0013-6018vol="71iss=1rank=1

Por exemplo, quando analisamos a quarta camada da piramide, ou seja, as combi-
nagoes inteiras positivas que sdo solugbes de x 4+ y + 2z = 4, encontramos os coeficientes
trinomiais de (x ;j Z).

Cada ponto de coordenas inteiras positivas corresponde a um coeficiente trinomial,

ou seja, através das coordenas ponto (x,y,z) com z,y,z > 0 é possivel calcular seu

T+y+z
r y z)°

coeficiente trinomial (

Podemos seccionar essa piramide por infinitos planos. Em particular, iremos
analisar os planos que possuem equacgao x + 2y + 3z = k, onde £ > 0. Como vimos no
Capitulo 3 essa equacao é conhecida como equacao diofantina linear de 3 varidveis. Além

disso as solugoes dessa equacgao sao dadas por

r=3t+2r+k
y=-r
z=—t

onde t € [—%,O} er e [_33_’“,0}.
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Camada 1:
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Figura 8 — Esboco Geométrico da 4* Camada da Pirdmide de Pascal

Fonte:
https://www.ems-ph.org/journals/showabstract.php ?issn=0013-6018vol="T1iss=1rank=1.

Denotaremos por N (k) o conjunto solugao {(x,y,2) € NxNxN | x+2y+3z =k},

ou seja, N(k) é o conjunto das ternas naturais que sao solugdes da equagao diofantina



Tabela 1 — Conjunto de Solugbes Inteiras Nao-negativas
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t rolr=3t+2r+k|y=—r|z=~t| (2,9, 2) (;CJFTZZ)

—— ; rl o Jony [ 5)=2

1o 9 0 1 (2,0,1) (2 0 1):3
> 1 2 0 (1,2,0) (1 ) 0) =3
1 3 1 0 (3,1,0) (3 ZiL 0) =4
0 5 0 0 (57070) (5 g 0) =1

x + 2y + 3z = k. Iremos denotar por S a soma

Skzz<x+y+z>

T

ou seja, a soma dos coeficientes trinomiais obtidos através das ternas inteiras

positivas obtidas na equacao diofantina = + 2y + 3z = k.

Por exemplo, a equacao = + 2y + 3z = 5 possui as seguintes solugdes como vimos

num exemplo resolvido no Capitulo 3.

Temos seguintes solugoes (0,1,1),(2,0,1),(1,2,0),(3,1,0),(5,0,0).

Calculando a soma dos coeficientes trinomiais temos:

55_(0 ? 1>+<2 g 1>+<1 2 0>+<3?0>+<5 g 0>

Sy =24+3+3+4+1=13

Figura 9 — Ilustracdo Geométrica de Ss

Fonte: hitps://www.ems-ph.org/journals/showabstract.php 2issn=0013-6018vol="71iss=1rank=1.
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Com o mesmo processo, para k= 0,1,2,3,4,5,6 temos que:

So=1
S =1
Sy =2
Sy =14
Sy =7
S5 =13
Se = 24

Observe que Sy =T, S1 =T, Sy = 13,5 =Ty, -+ Se = T sdo os seis primeiros
termos da sequéncia de Tribonacci. Nosso objetivo é mostrar que essa propriedade vale

em geral.

Teorema 14. Para todo k > 1, temos que Ty, = Si_1, onde T}, denota o k—esimo termo

da seqéncia de Tribonacci e S; = Z (x Tyt .
(wy2)enG) \ T Y #

Demonstragio. Observe inicialmente que se (z,y, z) € N(k), isto é, (z,y, z) é uma solugao
nao negativa da equacao x + 2y + 3z = k, entao valem
(i) (z—1,9,2) € N(k - 1)
(i) (r,y—1,2) e N(k—2) e
(i) (z,y,2—1) € N(k —3).
Desta maneira, temos que para cada solugao (z,y, z) € N(k), produzimos solugoes

das equagoes x+2y+3z =k—1,x4+2y+32 = k—2 e x+2y+32z = k— 3, respectivamente.

Além disso, usando o Lema 13, para (z,y,2) € N(k), temos que

r+y+z\ [((z—-1)+y+z N r+(y—1)+= N r+y+(z—1)
ry 2z ) \ -1y z ry—1 2 ry z2—1 )
Dai, podemos concluir que cada elemento do somatoério S, pode ser decomposto em
trés parcelas sy_1 + Sk_2 + Sg—3, onde s; € S;. ( Aqui vale ressaltar que se x = 0-
analogamente y = 0 e z = 0-, entao ((;”:11 )J;ytz)—analogamente (?%j”j) e (3;+y;(‘z:11))—
serdo considerados iguais a 0.)
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Como cada solugao (z,y, z) € N(k) é unicamente decomposta em solugoes perten-
centes a N(k — 1), N(k —2) e N(k — 3), temos que

Sk = Sk—1 + Sk—2 + Sk—3.

E como T7 = Sy, To = 51 e T3 = S5, temos que T}, = Sj_1 para todo k > 4.
O

Com o resultado acima e a caracterizagdo das solucoes nao negativas das equacoes

diofantinas da forma z + 2y + 3z = k,

r=3t+2r+k
Yy=-r
z=—1

comt €
2

sequéncia de Tribonacci, como ja foi feito acima. E claro que encontrar todas os elementos

k —3t —
—3,0] er e [, 0] podemos encontrar qualquer elemento da

de N (k) é bastante trabalhoso! Mas é interessante visto que nao temos, em geral, como
determinar os termos de uma sequeéncia definida por recorréncia de grau 3, como é o caso.

Vamos, por exemplo, encontrar o elemento 7g.

Poderiamos, conhecendo Ty, Ty e T determinar Ty usando a relacao de recorréncia.
Mas aqui utilizaremos o teorema acima, isto é, que Ty = S7 e encontraremos S; com o
modelo definido para as solugdes nao negativas da equacao = + 2y + 3z = 7. Desta maneira,
devemos inicialmente encontrar todos os elementos do conjunto N(7), isto é, todas as

triplas (z,y, z) tais que

x=3t+2r+7
y=-r
z=—1
—3t—7
comt € [-2,0lere [2,0]

Note que

(iv) t = —2 implica que r € [0, 0]
(v) t = —1 implica que r € [—2,0]

(vi) ¢ = 0 implica que r € [—3,0]

Desta forma temos que:
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Tabela 2 — Tabela de Solugbes Inteiras Nao-negativas

t | r |x=3t+2r+7|y=—r|z=—t| (z,y,2) (§+z+zz)

-2 0 1 0 2 |02 (,§,)=3
1] -2 0 2 120 (45 ,)=3
1| -1 2 1 1Ly () ,)=12
—1] 0 4 0 1o @on | (5 ))=5
0 |-3 1 3 0 (130 (5, =4
0 | -2 3 2 0 [(320)](;35,) =10
0| -1 5 1 0 (10| (55, =6
0|0 7 0 0 [(7,000] (; 4o =1

Portanto temos que S; =3+3+12+54+4+ 1046 + 1 = 44 o que implica que
Ty = 44.
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6 Consideracoes finais

O desenvolvimento do conhecimento matematico, tem em suas origens, a busca
de respostas a problemas oriundos de praticas sociais. Ao se estabelecer como ciéncia,
a matematica proporciona uma linguagem sintética, com menor grau de ambiguidades,
métodos rigorosos de validacao interna e desenvolvimento de diferentes tipos de raciocinios

para compreender os fendomenos que nos cercam.

A finalidade da matematica escolar é desenvolver a logica do pensamento matema-
tico e a compreensdo de suas representacoes. E fundamental a articulacdo dialética, ao
longo de toda educagao basica, assim como o incentivo ao fazer matemaética, registrar as
representacoes pessoais para apropriar dos registros formais. Nesse sentindo, destaca-se
a resolucao de problemas como uma metodologia que instiga e potencializa raciocinios

proprios dessa area de conhecimento.

Cabe a Matematica do Ensino Médio apresentar ao aluno o co-
nhecimento de novas informacoes e instrumentos necessarios para
que seja possivel a ele continuar aprendendo. Saber aprender é
a condicao basica para prosseguir aperfeicoando-se ao longo da
vida. Sem duvida, cabe a todas as dreas do Ensino Médio auxiliar
no desenvolvimento da autonomia e da capacidade de pesquisa,
para que cada aluno possa confiar em seu proprio conhecimento.
(PCN,1997, p 41).

Ao introduzir os conceitos e aplicacoes de equacao de reta em Geometria Analitica
na 3% série do ensino médio, surge a oportunidade de apresentar ao aluno o conceito de
equagoes diofantinas. A interpretacao geométrica dos valores que satisfazem as equagoes
diofantinas, pode ser explicada pelos pontos que compoem a reta. Apresentando ao aluno

mais um instrumento para conhecimentos futuros.

A riqueza da matematica se faz presente em relacionar conteudos oriundos de séries
anteriores com novos conhecimentos, nesse sentindo vale ressaltar, o conceito de sequéncias
de Fibonacci e Tribonacci, introduzidos na 2% série do ensino médio, atrelados a resolucao
de equagoes diofantinas e coeficientes binomiais e trinomiais. Este trabalho serve como
base, para auxiliar o planejamento, de uma contextualizacao e da interdisciplinaridade,
afim de permitir conexdes entre diversos conceitos matematicos e entre diferentes formas
de pensamento matematico ou, ainda, a relevancia cultural do tema, tanto no que diz
respeito as suas aplicacoes dentro ou fora da Matematica, como a sua importancia histérica

no desenvolvimento da propria ciéncia.



33

REFERENCIAS
BRASIL. Parametros Curriculares Nacionais de Matemdtica. Brasilia: MEC, SEF,
1997.

PENDERSEN, J.; WALSER, H. Pascal, Fibonacci, and Geometry. Elem. Math 71
(2016). p. 1 - 6.

PENDERSEN, J.; HILTON, P. Mathematics, Models and Magz, Part I: Patterns in
Pascal’s Triangle and tetrahedron. Mathematics Magazine, Vol. 85, N. 2. Abr. 2012.
p. 97 - 109.

LIMA, Elon Lages; et. all. A Matemdtica do Ensino Médio - Volume 2. 6* ed. Rio de
Janeiro: SBM, 2006.

HEFEZ, Abramo. Iniciagcdo a Aritmética. Rio de Janeiro, IMPA, 2015.



	Folha de rosto
	AGRADECIMENTOS
	RESUMO
	ABSTRACT
	LISTA DE ILUSTRAÇÕES
	SUMÁRIO
	Introdução
	Sequências Numéricas
	Recorrências
	Recorrência Linear de 1ª Ordem
	Recorrências Lineares de 2ª Ordem

	Sequência de Fibonacci
	Sequência de Tribonacci

	Equações Diofantinas
	Equações Diofantinas de duas variáveis
	Equações Diofantinas de três variáveis

	Números binomais e trinomiais
	Um pouco de história
	Números binomiais
	Números trinomiais

	Números Trinomais e Equações Diofantinas
	Considerações finais
	REFERÊNCIAS

