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RESUMO

VIANNA, Adolfo Luiz Braucks. O problema das quatro guaritas: Uma oportunidade para o
estudo dos quadrilateros bicéntricos. 2017. 136f. Dissertacdo (Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional (PROFMAT)) — Instituto de Matematica e Estatistica,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2017.

Este trabalho parte de uma situacdo-problema original, inteiramente elaborada pelo
autor, denominada “O problema das quatro guaritas”, para, a partir da discussdo da sua solucao,
estudar os quadrilateros bicéntricos, figuras de grande beleza estética e que, devido as
peculiaridades que os caracterizam, decorrentes do fato de serem a um sé tempo ciclicos e
tangenciais, possibilitam a recordacdo de alguns assuntos bastante importantes no contexto do
ensino - aprendizagem da Geometria Euclidiana Plana, tais como a Semelhanca de Triangulos,
os Lugares Geométricos, o Teorema da Bissetriz Interna, as Leis dos Senos e dos Cossenos, 0s
Teoremas de Pitot, Ptolomeu e Hiparco, as Formulas de Bretschneider e Brahmagupta e alguns
outros. Oferecemos ao leitor uma perspectiva historica do ensino da Geometria Plana no Brasil,
inclusive no que se refere ao contetido dos livros-texto, principalmente dos séculos passado e
atual. Fazemos uso tanto de ferramentas tradicionais do Desenho Geométrico Plano (régua e
compasso), como de tecnologia digital, mais especificamente o software gratuito de geometria
dindmica Geogebra, para analisar os quadrilateros bicéntricos, e incluimos também uma série
de atividades que poderdo eventualmente ser adotadas por professores de Matematica em suas
turmas do Oitavo e Nono Anos do Ensino Fundamental.

Palavras-chave: Quadrilateros. Circulo Inscrito. Circulo Circunscrito. Geogebra.



ABSTRACT

VIANNA, Adolfo Luiz Braucks. O problema das quatro guaritas: Uma oportunidade para o
estudo dos quadrilateros bicéntricos. 2017.137f. Dissertacdo (Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional (PROFMAT)) — Instituto de Matematica e Estatistica,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2016.

This work uses an original problem situation, entirely elaborated by the author, called
"The problem of the four security cabins"”, and, from the discussion of its solution, intends to
study the bicentric quadrilaterals, figures of great aesthetic beauty and that, due to the
peculiarities characterized by the fact that they are both cyclical and tangential, make it possible
to recall some very important subjects in the teaching - learning context of Euclidean
Geometry, such as the Similarity of Triangles, the Loci, the Internal Bisector Theorem, Pitot's
theorem, the Angles in a Circle, the Theorems of Ptolemy and Hipparchus, and a few others.
We offer the reader an historical perspective of the teaching of Euclidian Geometry in Brazil,
including what refers to the content of textbooks, especially of the past and present centuries.
We use tools such as Manual Geometric Drawing (ruler and compass), and digital devices, more
specifically free dynamic geometry software Geogebra, to analyze the bicentric quadrilaterals,
and also include a series of activities that can eventually be adopted by Mathematics teachers
in their classes of the Eighth and Nineth Years of Primary Education.

Keywords: Quadrilaterals. Inscripted Circle. Circumscripted Circle. Geogebra.
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INTRODUCAO

A Geometria Plana é uma das areas do conhecimento humano cujo estudo remonta a
épocas mais remotas de que se tem noticia. Escavaces realizadas em diferentes sitios
arqueoldgicos ao redor do planeta evidenciam que a grande maioria das antigas civilizacoes se
ocupou de problemas geométricos em maior ou menor escala, devido a questfes praticas que
exigiam conhecimentos dessa natureza, nos campos da agrimensura, da construcdo civil, da
astronomia, dentre outras. N&o é sendo por essa razao que qualquer estudioso da Historia da
Matematica sempre dedica um ou mais capitulos de seu trabalho a Geometria Plana. H& quem
inclusive tenha optado por fazer uma analise critica dos tratados sobre o assunto escritos por
historiadores e principalmente por matematicos, como é o caso da professora Tatiana Roque,
cujo 6timo livro é uma das fontes de consulta desse trabalho.

Por outro lado, o conhecimento geométrico, ainda que de forma rudimentar, se faz
presente em nossas vidas desde a primeira infancia, uma vez que todos lidamos ainda criancas
com questdes relativas a distancias, posicdes e tamanhos de objetos, areas e volumes. O
curriculo de Matemaética do Ensino Fundamental no Brasil prevé a abordagem de assuntos de
cunho geométrico ja nos primeiros anos escolares. Entretanto, diversos sao os especialistas, em
Matematica e em Educacdo Matematica, que denunciam o grave esvaziamento desse contetido
durante algumas das décadas do século passado, por forca da prevaléncia, naquele periodo, dos
paradigmas do que se convencionou chamar por aqui de “Matematica Moderna”. Felizmente,
isto vem sendo corrigido desde os anos 1990, e uma analise do material didatico produzido no
século XX, entre as décadas de 50 e a Ultima, aponta para o que acabamos de expor.

No ambito do ensino-aprendizagem da Geometria Plana Euclidiana, nos parece correto
afirmar que um dos mais importantes topicos é o do Estudo dos Quadrilateros. Sao incontaveis
as formas de quatro lados com que lidamos em nosso cotidiano: folhas de papel, cartdes,
telefones celulares, portas e janelas, faces de caixas e recipientes. Assim, procuramos em nosso
trabalho propiciar um olhar mais atento para esses poligonos, por entendermos que a produgéo
didatica no Brasil ndo lhes dedica tempo proporcional a sua importancia.

Tivemos ano passado a oportunidade de, em uma sessdo de aulas particulares para um
aluno do Nono Ano do Ensino Fundamental, lidar com uma Lista de Exercicios que ele trouxe
ao nosso conhecimento, por ter a intencdo de candidatar-se a sele¢des do tipo vestibular de
algumas das mais prestigiosas escolas brasileiras de Nivel Médio, especialmente aquelas sob a

égide das Forcas Armadas, como a Escola Preparatoria de Cadetes do Exercito (ESPCEX) e o
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Colégio Naval (CN). Para nossa surpresa tal lista, de um dos mais renomados “cursinhos”
especializados na preparacdo para aqueles exames, continha exercicios de nivel de dificuldade
bastante consideravel, nos campos da Aritmética, da Algebra e da Geometria Plana. Chamou
especialmente a nossa atencdo o ultimo deles, que versava sobre um contetdo com que poucas
vezes lidaramos antes, em vinte anos de pratica docente: “Quadrilateros Bicéntricos”. Refeitos
da surpresa, e um tanto encantados com a resolugdo que oferecemos ao jovem estudante,
resolvemos nos deter mais sobre o aquela altura j& apaixonante assunto, e constatamos que a
literatura brasileira a respeito é parca, incipiente e, portanto, insuficiente para qualquer discente
que resolva se aprofundar a respeito — seja por necessidade ou por mero diletantismo.

Cientes do desafio proporcionado pela empreitada, mas muito entusiasmados porque
esse contetido possibilita lidar com varios conceitos da Geometria Plana, 0 que propomos nesse
trabalho € examinar, sem a pretensdo de esgotar o tema, 0 que seria praticamente inviavel dada
a sua riqueza (mesmo Euler se permitiu dedicar uma parte do seu precioso tempo a essas belas
figuras!), os Quadrilateros Bicéntricos (ou Biciclicos, um sinénimo de que faremos uso
ocasionalmente, nas préximas paginas), a partir de um exercicio que elaboramos: o “Problema
das Quatro Guaritas”. Lecionamos, ao longo do ano de 2017, em dois estabelecimentos de
ensino, em ambos dando aulas em turmas de preparacdo para os vestibulares de admisséo a
universidades, notadamente trés: o0 Exame Nacional de Ensino Médio (ENEM), o vestibular da
Universidade do Estado do Rio de Janeiro (UERJ) e a selecdo de alunos da Fundagéo Cecierj
(trata-se de 6rgdo vinculado a Secretaria Estadual de Ciéncia, Tecnologia e Desenvolvimento
Social. E formado por sete instituicdes publicas de ensino superior: CEFET, UENF, UERJ,
UFF, UFRJ, UFRRJ e UNIRIO, e conta atualmente com mais de 40 mil alunos matriculados).
Um desses pré-vestibulares é mantido pelo préprio Estado do Rio de Janeiro, e 0 outro € um
projeto da iniciativa privada, em regime de cooperativa e mutirdo, de cunho voluntario, numa
comunidade de baixa renda situada na Zona Oeste da cidade do Rio de Janeiro. Os alunos dessas
duas escolas constituiram o publico com que pudemos trabalhar alguns dos conteidos desse
Trabalho de Conclusdo de Curso, no nivel de profundidade que nos pareceu adequado, dadas
as especificidades de sua formacao cultural e histérico escolar.

No primeiro capitulo desta dissertacdo explicitamos o “Problema das Quatro Guaritas”
e delineamos com o nivel de detalhamento desejado as condi¢des impostas pelo enunciado, para
que fique claro o suficiente que indicam a necessidade de que o quadrilatero a construir, de
modo a atender ao que se pede, precisa ser a um s6 tempo ciclico (ou inscritivel) e tangencial

(ou circunscritivel).
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O segundo capitulo é dedicado a revisdo de alguns tépicos importantes da Geometria
Euclidiana Plana, aos quais se precisa recorrer para estudar com alguma profundidade os
Quadrilateros Bicéntricos: Semelhanca de Triangulos, Lugares Geometricos, Leis dos Senos e
dos Cossenos, Areas de Triangulos e Quadrilateros, além de teoremas como o da Bissetriz
Interna, o de Pitot, o dos Quadrilateros Inscritiveis, o de Ptolomeu, o de Hiparco, e as Férmulas
de Bretschneider e Brahmagupta.

No terceiro capitulo conceituamos os quadrilateros biciclicos, nos apoiando no fato de
que ha sempre infinitos deles, com os mesmos circulos inscrito e circunscrito, quando tais
circulos atendam a uma condic¢ao conhecida como “Férmula de Fuss”. Também mostramos o
passo a passo de quatro possibilidades de obtengédo dos quadrilateros bicéntricos genéricos, cada
uma mediante ponto de partida diferente das demais, com régua e compasso e/ou por meio da
utilizacdo do Geogebra, e apresentamos suas propriedades particulares. Em seguida,
conduzimos um raciocinio que leva ao céalculo da area de tais quadrilateros, ndo apenas a
genérica, em funcédo dos raios dos circulos circunscrito e inscrito e do angulo formado pelas
diagonais, mas também a méaxima e a minima, mostrando que correspondem respectivamente
a da pipa reta e do trapézio isdsceles bicéntricos.

Resolvemos no quarto capitulo o “Problema das Quatro Guaritas”, de forma detalhada e
mostrando figura que ajuda no entendimento da solucdo e na elucidacdo da importancia da
correta compreensao do enunciado do exercicio.

No quinto capitulo sugerimos algumas atividades para eventual utilizacdo, em salas de
aula dos dois ultimos anos do Segundo Ciclo do Ensino Fundamental no Brasil. No Apéndice
dessa dissertagdo se encontram anexadas digitalizacGes de propostas de solucdo das trés
primeiras atividades aqui elencadas, de alguns dos nossos alunos ao longo do ano de 2017.

Discorremos no sexto capitulo sobre a evoluc¢do do ensino de Geometria no Brasil ao
longo das dltimas décadas, sob uma perspectiva critica, e incluindo as abordagens, de certos
topicos da Geometria Euclidiana Plana utilizados nessa dissertagdo, pelos livros didaticos
nacionais.

Em seguida, apresentamos as nossas consideragoes finais.



14

1 O PROBLEMA DAS QUATRO GUARITAS

Enunciamos a seguir um exercicio que elaboramos cuidadosamente, o “Problema das

Quatro Guaritas”, que possibilita a abordagem dos quadrilateros bicéntricos, assunto que
constitui o cerne desta dissertagéo:
“A empresa responsavel pelo controle da seguranga do acesso (entrada e saida) a um grande
evento de natureza cultural contratara oito homens, divididos em quatro duplas, para trabalhar
como vigilantes na noite da sua realizacdo. O evento, consistindo de apresentacfes e
performances de cunho artistico, circense e poético, sera realizado em uma grande praca,
cercada por um muro bem alto, e que tem o formato de um circulo, de raio 66 metros. Essa
empresa cuidara apenas do aparato de seguranca da area externa ao evento, ndo tendo nenhuma
responsabilidade pelo interior da praca. Para otimizar o dispositivo de seguranca, as duplas
encarregadas da tarefa serdo postadas em guaritas a serem montadas em quatro pontos fixos
fora da praca, de tal modo que nenhuma das guaritas tenha contato visual com as demais, e que
nenhum ponto do perimetro da praca fique fora do alcance visual de um dos postos. Além disso,
questBes de ordem financeira impdem que todas as quatro guaritas sejam montadas a mesma
exata distancia de uma Central de Comunicagdes, situada dentro do perimetro da praca, para o
didlogo permanente da equipe por meio de equipamento de radio. Sabe-se que a Central ndo
ficara posicionada no centro do circulo murado que contorna a praca onde sera o evento, mas
num ponto fixo, que se situa a 21 metros do centro da praca.

Chamando de | o centro do circulo onde fica a praca, de O a posicdo da Central de
Comunicac0es e de A, B, C e D as posi¢Oes respectivas das quatro guaritas, nesta ordem e no
sentido horario, pede-se responder o0s seguintes itens:

a) Esbocar em um desenho uma vista aérea do local, mostrando suas sugestdes para as
localizagdes destes seis pontos, de tal modo que sejam atendidas todas as condi¢Oes
estabelecidas pelo enunciado acima;

b) responder, baseando-se no esbogo construido no item anterior: as quatro guaritas podem
ocupar os Vértices de um quadrado? De um retangulo? De um losango? De um
paralelogramo mais genérico? Justifique as suas respostas (Sugestdo: Chame de a, b, ¢
e d as distancias AB, BC, CD e DA, respectivamente; chame de r o raio do circulo da
praca; chame de d a distancia entre o seu centro e a Central de Comunicagfes — note
que r e d podem ser imediatamente obtidos do enunciado! Finalmente, chame de R a

distancia entre a Central de Comunicagéo e cada uma das quatro guaritas!);
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c) elaborar uma solucdo para o problema, isto é, determinar as localiza¢des dos quatro
postos de seguranca (os pontos A, B, C e D no desenho do eshbogo), sabendo ainda que
a dupla dentro da guarita B devera enxergar a praca sob um angulo de visada de 90°;

d) determinar qual sera a distancia entre a Central de Comunicagdes e cada guarita
(Sugestdo: utilize para o célculo a condicéo adicional estipulada pelo item anterior);

e) discutir a seguinte questdo, eventualmente com o auxilio dos colegas e do professor:
“Dentre as possiveis solugdes para esse problema, qual devera ser a preferida, se a
empresa quiser que a area coberta pelas guaritas (isto é, a area do quadrilatero formado
por suas quatro localiza¢Ges) seja a maior possivel? E qual devera ser a solugdo adotada,
se a empresa desejar que a soma das quatro distancias entre as guaritas adjacentes (ou

seja, o perimetro do quadrildtero ABCD) seja a menor possivel?”

A correta leitura do enunciado obriga quem solucionar esse problema a passar pela
construcdo de um quadrilatero que precisa ser a um s6 tempo tangencial e ciclico — como
veremos adiante justamente a definicdo de quadrilatero bicéntrico (ou biciclico). Porém
consideramos oportuno, ao formular a questdo em uma turma, seja de que nivel for, acrescentar
ao seu enunciado figuras, para reforgar a compreensao do que se quer dizer com “ (...) guaritas
a serem montadas em quatro pontos fixos fora da praca, de tal modo que nenhuma das guaritas
tenha contato visual com as demais, € que nenhum ponto do perimetro da praca fique fora do
alcance visual de um dos postos (...)”. Isto é exemplificado pelas figuras 1, 2 e 3, onde
mostramos respectivamente duas configuragdes que ndo servem ao enunciado e uma que 0
atende perfeitamente. Cremos que elas tornardo mais claro que o que se deseja, com esse trecho,
é obrigar os segmentos de reta unindo as localizacdes de duas guaritas sucessivas (ou seja, AB,
BC, CD e DA), que constituem os lados do quadrilatero ABCD, a tangenciarem a circunferéncia
do circulo que da contorno a praga onde sera realizado o evento, de centro no ponto | e raio 66
metros. Ou seja, que ABCD deve ser um quadrilatero tangencial. Além disso, como cada guarita
deve ser construida a uma mesma distancia fixa de uma Central de Comunicacdes, instalada
dentro do perimetro da praga, num ponto O (distando 21 metros de I, centro da praga), o
quadrilatero deve também ser ciclico, pois seus vértices A, B, C e D tém que estar na
circunferéncia de outro circulo, de centro em O. Desta forma, o quadrilatero deve ser biciclico,
mas ndo um quadrado (uma vez que o enunciado estipula claramente que os centros dos circulos

inscrito e circunscrito ao quadrilatero ABCD néo coincidam!).



Figura 1 — Posicéo relativa de duas guaritas que ndo atende o enunciado.

Situacao inviavel porque ha contato visual entre as guaritas A e B

Fonte: Autor, 2017

Figura 2 — Posicéo relativa de duas guaritas que ndo atende o enunciado.

Situacao inviavel porque todos os pontos do arco () ficam
fora do alcance da visdo de ambas as guaritas Ae B

A" ponto limite do alcance da visédo da guaritaem A

B': ponto limite do alcance da viséo da guarita em B

Fonte: Autor, 2017
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Figura 3 — Posicgéo relativa de duas guaritas que atende o enunciado.

Situagao viavel porque todos os pontos ficam visiveis por uma das
guaritas A e B, e alem disso elas n&o tém contato visual entre si

Fonte: Autor, 2017
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2 ALGUNS CONCEITOS RELEVANTES

O arcabouco tedrico dos assuntos concernentes a geometria que utilizamos nessa
dissertacdo faz com que seja boa ideia recordarmos alguns fatos sem os quais seria impossivel
chegar a certas conclusdes importantes, a respeito dos quadrilateros simultaneamente ciclicos e
tangenciais. Assim, optamos por apresenta-los no corpo do trabalho, ressalvando que ndo temos

a pretensdo de esgotar as materias a seguir, em suas abordagens que fazemos aqui.

2.1 Semelhanca de triangulos

Dois triangulos sdo semelhantes quando ha correspondéncia biunivoca entre seus
veértices, de modo que os angulos em vértices correspondentes sejam congruentes e os lados
correspondentes sejam proporcionais. Isto significa que, se os triangulos ABC e FGH séo
semelhantes, o que se representa pela notagio A ABC ~AFGH,e A-F,B—-G,C—->Héa
correspondéncia que estabelece a semelhanca, entdo valem simultaneamente as seguintes
igualdades, levando em conta que a = BC, b = CA, ¢ = AB, f = GH, g = HF, h = FG:

~ o= o~ oA o~ a_b _ c
A=F B=¢G, _HeF_g_h (2.1)

O quociente comum entre as medidas dos lados correspondentes é chamado de razao de
semelhanca (proporcionalidade) entre os dois triangulos.

E interessante notar que dois triangulos congruentes sdo semelhantes com razdo de
proporcionalidade unitaria, e que, inversamente, triangulos semelhantes, cuja razdo de
semelhanca seja dada pela unidade, séo congruentes. A figura 4 ilustra a semelhanca entre dois
triangulos, ABC e FGH.
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Figura 4 — Definigdo de Semelhanca de Triangulos

Tridngulos ABC e FGH sao semelhantes:

A-F,B—-G C—-H

Fonte: Autor, 2017

Dados dois triangulos ABC e FGH, basta que dois angulos sejam congruentes para
assegurar a semelhanca. Veja a figura 5: de fato, como a soma dos angulos internos em todo
triangulo vale 180°, se os angulos A e F sdo congruentes e os angulos B e G também sdo, temos
180°— (A + B) = 180°— (F + G), ou seja C = H. Resta provar a proporcionalidade dos lados, que
decorre do fato de que, se uma reta, paralela a um lado de um tridngulo, corta os outros dois

lados, ela os divide na mesma razao.

Figura 5 — Congruéncia de dois angulos é suficiente para a semelhanca de triangulos

C
== NaBc~\rcu

Fonte: Autor, 2017
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VVamos provar isto: seja ABC um tridangulo. Considere uma reta paralela ao lado BC que
corte os lados AB e AC, respectivamente, nos pontos D e E, como se pode ver na figura 6.
Devemos provar que:
AE
—-

=8

Figura 6 — Reta paralela a um dos lados do triangulo divide os outros dois na mesma razéo

Fonte: Autor, 2017

Para isto, tomemos um pequeno segmento de reta AP1 na semirreta AB de modo que as
razOes AB / AP1 e AD / AP1 ndo sejam nimeros inteiros. Consideremos, nessa semirreta, 0s
pontos Pz, Ps, ..., Py, ... tais que k.AP1 = APy, para todo k > 2. Existem entdo dois numeros
inteiros m e n tais que:

D estd entre Pm € Pm+1 €
B esta entre Py e Pn+1

Temos portanto: m. AP; < AD < (m + 1). AP1 e n. AP1 < AB < (n + 1). APu. Isso leva a:

<= < (2.2)
n+1 AB n

s

m

13

Tracemos agora, pelos pontos Pi, P2, ...., Pns1, n+1 retas paralelas a BC. Elas cortam a
semirreta AC em pontos Q1, Qz,. ..., Qn+1 que também satisfazem a k.AQ: = AQx, para todo k
talquen+1> k > 2. Além disso, o ponto E encontra-se entre Qm e Qm+1 € 0 ponto C entre Qn

e Qn+1. Ou seja, obtemos a seguinte expressao, analoga a (2.1):

(2.3)
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As desigualdades (2.2) e (2.3) permitem que concluamos que

AD AE m+1 m m+n+1 2n+2 2 . . . .
— == < - = < == poism<n+ 1 (jaque Pn ¢ anterior
AB AC n n+1 n(n+1) nn+1l) n

a D, e Pn+1 é posterior a B).
. . AD AE 3 .
Assim, as razbes B e ac diferem por ndo mais do que 2/n. Quanto menor o segmento
AP1 tanto maior € o numero n, e tanto menor o quociente 2/n. Como o lado esquerdo dessa
AD AE

— e — sdoiguais, que
AB AC g g

ultima desigualdade independe de n, concluimos que 0s quocientes
é justamente o que queremos demonstrar. Entdo provamos que basta que dois tridngulos tenham
dois angulos respectivamente congruentes, para que eles sejam semelhantes.

Cumpre ressaltar que, quando dois triangulos sdo semelhantes, o fato de que seus angulos
sdo congruentes garante que, se ambos compartilham um angulo comum, situacdo mostrada na

figura 7, os lados opostos a esse angulo nos dois triangulos séo paralelos.

Figura 7 — Semelhanca de triangulos: superposi¢do implica paralelismo dos lados.

E

C=180°—A—B [F=180° D FE
AED,Qzﬁjé:F e também a || d

A aBc~ \DEF=

a b ¢
d e f

Fonte: Autor, 2017
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2.2 Lugares Geométricos no Plano

Dada uma propriedade P relativa a pontos do plano, o lugar geométrico (ou,
abreviadamente, LG) dos pontos que gozam da propriedade P é o subconjunto £ do plano que
satisfaz as duas condigOes seguintes:

(a) todo ponto de £ possui a propriedade P;

(b) todo ponto do plano que possui a propriedade P pertence a £.

Os LG abordados aqui séo: o par de retas paralelas, o circulo e sua circunferéncia, a mediatriz,
a bissetriz e o arco capaz.

2.2.1 O Par de Retas Paralelas

Dada uma reta r em um plano, o lugar geométrico dos pontos desse mesmo plano que
distam da reta um certo comprimento d é o par de retas s e t, paralelas a r, construidas de modo

a guardar desta ultima uma distancia exatamente igual a d, conforme o mostra a figura 8.

Figura 8 — Par de retas paralelas: s e t distam d unidades de comprimento de r.

o]
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o

Fonte: Autor, 2017
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Essa concluséo se vale do famoso Quinto Postulado de Euclides, na imortal obra que é
um dos livros mais importantes da Ciéncia Humana, “Os Elementos” (300 AC):
“E verdade que, se uma reta, a0 cortar duas outras, forma angulos internos, no mesmo lado,
cuja soma € menor do que dois angulos retos, entdo as duas retas, se continuadas, encontrar-se-
do no lado onde estdo os angulos cuja soma ¢ menor do que dois angulos retos.”
Vale observar: o Lugar Geométrico do Par de Retas Paralelas € consequéncia da proposi¢do
contrapositiva do Quinto Postulado, ou seja: se duas retas de um plano, ainda que continuadas
0 guanto se deseje, jamais se encontram, isto significa que uma reta que as corte pode formar,
com tais retas, apenas angulos internos, de um mesmo lado, cuja soma € exatamente igual a
dois retos (isto ¢, angulos suplementares). Entdo, as duas retas sdo paralelas e distam entre si

de um comprimento constante.

2.2.2 A Circunferéncia de Circulo

Dado um ponto fixo O em um plano, o lugar geométrico dos pontos desse plano que
guardam, do ponto O, uma distancia igual a R, é a circunferéncia do circulo A de centro em O

e raio R, como mostra a figura 9.

Figura 9 — A circunferéncia de circulo: todos os seus pontos distam R do centro O

Circunferéncia (apenas a linha, a fronteira)

Circulo (toda a figura, inclusive a fronteira)
OP =R

Fonte: Autor, 2017


https://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%82ngulo_interno
https://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%82ngulo_reto
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2.2.3 A Mediatriz

Dados dois pontos A e B em um plano, o lugar geométrico dos pontos desse plano que
sdo equidistantes de A e B € uma reta m, tragada perpendicularmente ao segmento AB e que
contém o seu ponto médio M.

Vamos provar essa afirmacgéo. Seja P ponto qualquer de m, distinto de M. Os triangulos
retdngulos PAM e PBM sdo congruentes, pois tém o angulo reto e dois lados congruentes, PM
(lado comum) e AM = BM (por construcdo de M, ponto médio de AB), como mostra a figura
10. Logo, as hipotenusas sdao também congruentes e portanto PA = PB, para P pertencente a
reta m. Além disso, se um ponto P do plano equidista de A e B, os triangulos PAM e PBM tém
os trés lados congruentes: PM é comum a ambos os triangulos, AM = BM por construgédo e PA
= PB por hipotese. Logo, os angulos PMA e PMB tém que ser congruentes, e portanto retos, o
que implica que P pertenca a reta que passa por M e corta o segmento AB segundo um angulo

reto. Entdo P é ponto de m, o que prova que tal reta é o lugar geométrico que afirmamos.

Figura 10 — A mediatriz m do segmento AB.

Fonte: Autor, 2017
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2.2.4 A Bissetriz

Dadas duas retas r e s nao paralelas em um plano, o lugar geométrico dos pontos desse
plano que equidistam das duas € o par de bissetrizes dos &ngulos formados pelas retas r e s
(recordando uma vez mais o Quinto Postulado de Euclides, como o fizemos no primeiro dos
lugares geomeétricos que abordamos no ambito desse trabalho, em nao sendo paralelas tais retas
sdo necessariamente concorrentes, em um ponto que chamamos de P). Sejam U e V dois pontos
do plano de r e s, respectivamente pertencentes as bissetrizes ; e B,. Tracando as
perpendiculares, por U e V, as retas r e s, sejam Uy, Us, Vi, Vs 0s respectivos pontos de contato
de tais perpendiculares com r e s. Como as bissetrizes, por construgédo, bissectam os angulos
para 0s quais sdo obtidas, temos: y = 6 e p = o (figura1l). Entdo, sdo congruentes os pares
de tridngulos: AUPU; e AUPUs, AVPV, e AVPVs, ja que sdo retangulos e possuem hipotenusas
comuns (respectivamente UP e VVP). Logo,
UUr=UUse VV: = VVs,
e, assim, qualquer ponto, tanto pertencente a 3, como a 3,, equidista de r e s (uma vez que
escolhemos U e V de forma arbitraria).

Agora, seja W um ponto do plano, e suponhamos iguais suas distancias as retas r e s.
Ora, baixando de W duas perpendiculares W, e Ws aquelas retas, formamos dois triangulos
retangulos, WPW, e WPW;s, que tém congruentes o lado comum (a hipotenusa de ambos, WP),
um dos catetos (por construcdo WW; = WW;) e 0 angulo reto. Portanto o Teorema de Pitadgoras
garante a congruéncia dos segundos catetos de ambos, bem como dos angulos internos. Logo
sdo iguais os angulos entre WP e cada uma das retas r e s, 0 que garante que W pertence a uma

das bissetrizes dos angulos formados por elas.
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Figura 11 — As bissetrizes dos angulos formados por r e s no ponto P.

Fonte: Autor, 2017

2.2.5 O Arco Capaz

Dado um segmento de reta AB, o lugar geométrico dos pontos P do plano que s&o
avistados sob um mesmo angulo de visada o fixo por AB (ou seja, dos pontos P com APB = @)
é um arco, denominado arco capaz de o, cujo centro se localiza na mediatriz do segmento AB,
e que passa por ambas as extremidades deste ultimo.

Para que o entendimento do lugar geomeétrico e consequentemente de sua construcao

sejam 0s maiores possiveis, vamos antes recordar o conceito de angulo inscrito em um circulo.
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2.2.5.1 Angulo Inscrito

Dado um circulo de centro O, denomina-se “adngulo inscrito” nesse circulo todo angulo
cujo vertice esteja sobre a circunferéncia do circulo e em que ambos os lados possuam mais um
ponto (além do préprio vértice) em comum com o circulo. Vamos provar que, sendo A e B 0s
pontos em que os lados do angulo cortam a circunferéncia do circulo, o angulo inscrito tem
sempre o valor o, onde « é tal que AOB = 2. Para tal finalidade recorremos ao auxilio da
figura 12. H& trés situacBes possiveis:

a) 0 ponto P na circunferéncia é tal que pertence também ao prolongamento de um dos lados
do angulo AOB. Na figura 12 esse € o caso de Pi1. Ora, examinemos o tridngulo OAP;. Nesse
triangulo vemos que AOB é angulo externo, isto é, que AOB = OAP1 + OPIA. Porém, o A
OAP ¢ isOsceles, uma vez que AO = OP; (sdo raios do circulo de centro O). Ent&o, os angulos
opostos a esses dois lados sdo congruentes, ou seja, OAP1 = OPTA. Portanto, concluimos que:

S

- — AOB
AP:B =0OP:A :T =q.

b) o ponto P na circunferéncia ndo se encontra no prolongamento de nenhum dos lados do
angulo AOB, mas esta situado na regido da circunferéncia simétrica do arco AB em relag&o ao
ponto O. Na figura 12 é o caso do ponto P2. Assim, seja D2 0 ponto onde o prolongamento do
segmento P»O corta a circunferéncia. A localizacdo de P, imp®e portanto que D- se situe entre
0s pontos A e B, no menor arco determinado por ambos. Ora, entdo P2 se enquadra na situacéo
anterior (item a acima), tanto para o angulo BP,D, como para o AP,D,. Ent3o:

A A

AOD,

- BOD, - _ _ AOD,
AP.D, = > BP;D,; = T = AP2B = AP2D2 + BP2D2 =

BOD, AOB
2 2 7

+

c) o ponto P na circunferéncia ndo se encontra no prolongamento de nenhum dos lados do
angulo AOB nem na regio da circunferéncia simétrica do arco AB em relag&o ao ponto O. Na
figura 12 é o caso do ponto P3. Assim, seja Dz 0 ponto onde o prolongamento do segmento P3O
corta a circunferéncia. A localizacdo de Pz impde portanto que D3 se situe fora do menor arco

determinado pelos pontos A e B. Ora,
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- AOD; BOD; . . - AOD; BOD; AOB
AP3D3 = , BPsD3 = —— = AP3B = AP3D3;—- BP3D3 = — =
2 2 2 2
— AOB
AP3D3 = T =q.

Podemos concluir que o angulo inscrito vale sempre metade do angulo central

correspondente, comumente expresso como a medida do préprio arco.

Figura 12 — Angulos inscritos em trés situacdes distintas, mas com o mesmo valor.

Fonte: Autor, 2017

2.2.5.2 A Construcdo do Arco Capaz

Dado um segmento de reta de extremidades em dois pontos A e B, um arco capaz de
B tem a sua construcdo efetuada conforme uma sequéncia de passos:

- traca-se a mediatriz m do segmento de reta AB;
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- traca-se um angulo igual a B partindo de um dos vértices (A, por exemplo e sem perda de
generalidades) de AB, sendo um dos lados do angulo o préprio segmento;

- obtém-se, a partir dessa mesma extremidade (A, no nosso caso), uma perpendicular n ao outro
lado do angulo B que se acabou de construir;

- 0 ponto C, centro do arco capaz de 8 desejado, é a intersecdo das retas m e n.

Vamos ilustrar a construcao por meio da figura 13, em que construimos os dois arcos capazes

de B sobre um segmento de reta AB:

Figura 13 — Construcéo dos arcos capazes de p sobre o segmento de reta AB.

m
A1

P?
Fonte: Autor, 2017

O que justifica esse procedimento é que, na Figura 13, o tridngulo AC2B € isosceles, uma
vez que C, é centro do circulo em cuja circunferéncia se encontram os pontos A e B,
equidistando de ambos, e portanto sdo congruentes os angulos C,AB e C,BA. Logo se pode
afirmar que
AC,B =180° - 2. C,AB = 2.(90° - C2AB) = 2.[90° - (90° - B)] = 2B.
Isto é, 0 Angulo inscrito que subentende AB (que é justamente o dngulo que chamamos de B na
figura 13) tem por medida metade daquela do &ngulo central a ele correspondente, alias também
medida do proprio arco. Note que, para obter 0 outro arco capaz (o angulo de B pode ser
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desejado em qualquer dos semiplanos determinados pelo segmento de reta AB), basta obter o

simétrico do primeiro centro, em relagdo ao segmento.

2.3 Resultados Importantes

Alguns teoremas também merecem nossa atencao e portanto integram esta dissertacéo,
dado que é preciso recorrer a eles para chegar a alguns importantes resultados referentes aos
Quadrilateros Bicéntricos. Optamos por ndo incluir o Teorema de Pitagoras, pois a sua imensa
popularidade — é considerado o resultado matematico mais popular em todo 0 mundo! — torna
desnecessario que o enunciemos e demonstremos. Todavia, um dos teoremas que listamos, o
de Ptolomeu, é tdo poderoso que pode ser aplicado a demonstracdo de Pitagoras. Isto seré feito,

como veremos mais a frente.

2.3.1 Teorema da Bissetriz Interna

Enunciado: “Os segmentos de reta determinados pela bissetriz interna de um dos
angulos de um triangulo, sobre o lado oposto a esse angulo, sdo diretamente proporcionais aos
lados do triangulo respectivamente adjacentes a cada um desses segmentos”.

Demonstracdo: Num tridngulo ABC, sejam AD, bissetriz interna relativa ao vértice A,
D um ponto do lado BC, e o segmento de reta DE, paralelo ao lado AB, tal que o ponto E
pertence ao lado AC, conforme ilustrado pela figura 14.

Ora, temos entdo dois triangulos semelhantes, a saber: AABC e AEDC (€ o mesmo caso

ilustrado pela Figura 7). Enté&o,
BC_AC_AB _ ED_AB.

=—= = (2.4)
DC EC ED EC AC
Aplicando razes e propor¢des a primeira igualdade:
BC-DC AC-EC _ BD AE
= — == (2.5)

DC EC DC EC
Mas o triangulo ADE é isdsceles, pois, sendo ED segmento de reta paralelo ao lado AB,

sdo congruentes os angulos ADE e DAB (uma reta transversal determina sobre duas retas
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paralelas angulos iguais, denominados “alternos internos” e que na figura 14 tém a por valor).
Por outro lado, como o segmento de reta AD é bissetriz de A, DAB = DAE. Ent&o ADE = DAE
e 0 AABC ¢ isdsceles. Isso acarreta a igualdade dos seus lados AE e DE, que aparecem nos
numeradores da segunda razdo de (2.5) e da primeira razdo de (2.4), respectivamente. Como
em ambas o denominador é o segmento EC, podemos igualar a primeira razdo de (2.5) e a
segunda razéo de (2.4):

BD AB

DC - AC (2.6)

Isto é justamente o que pretendiamos demonstrar.

Figura 14 — Tridngulo ABC com bissetriz interna AE.

Fonte: Autor, 2017

2.3.2 Teorema de Pitot

Enunciado: “Um quadrilatero convexo ABCD ¢ tangencial se e somente se séo iguais
as somas dos valores dos seus lados opostos”. O teorema de Pitot tem grande relevancia em
nosso trabalho, pois versa justamente sobre a condicdo necessaria e suficiente para que um
quadrilatero seja circunscritivel, circunscrito ou tangencial, isto é, para que seja possivel ter

seus quatro lados simultaneamente tangentes a uma unica circunferéncia de circulo.
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Demonstracdo: Seja portanto ABCD um quadrilatero circunscrito a um circulo de
centro | e sejam respectivamente W, X, Y e Z os pontos de tangéncia ao circulo dos seus lados
AB, BC, CD e DA, como mostra a figura 15.

Figura 15 — Quadrilatero tangencial ABCD e pontos de tangéncia.

Fonte: Autor, 2017

Ora, sabemos que 0s segmentos das retas tangentes, tracadas a partir de um ponto
exterior a um circulo, e compreendidos entre esse ponto e 0s pontos de contato (tangéncia) ao
circulo, sdo congruentes (até mesmo por uma questdo de simetria do arranjo proposto). Assim,
sejam AW = AZ =3, BW=BX =h, CX=CY =c¢, DY =DZ = d. Por construcéo,
AB=AW+BW=a+h, BC=BX+CX=b+c,
CD=CY+DY=c+d,eDA=DZ+AZ=d+a.

Logo,

AB+CD=a+b+c+d

e

BC+DA=b+c+d+a,

donde as propriedades associativa e comutativa da adi¢do nos permitem concluir que, se ABCD

é quadrilatero tangencial, seus lados opostos tém somas iguais.
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Provemos a reciproca: suponhamos agora ABCD, com vertices dispostos nessa ordem,
um quadrilatero em que se dé a igualdade: AB + CD = BC + DA. Vamos mostrar que ABCD é
circunscritivel. Utilizamos a técnica da “Redu¢do ao Absurdo”, popular entre matematicos,
especialmente os gedmetras. Basicamente, tal artificio consiste em considerar inicialmente
valida a negacéo da tese e, a partir da hipotese, construir raciocinio ldgico que evidencie que
‘alguma coisa esta errada’, obrigando assim a refutacdo da negacdao da tese. Entdo, a tese resulta

provada: se a sua negacao é falsa, a propria tese € necessariamente verdadeira.

Figura 16 — Quadrilatero ABCD com somas iguais dos lados opostos.

A

Cc

Fonte: Autor, 2017

Consideremos entdo que, para o quadrilatero ABCD da figura 16, valnaa+c=b +d, e
que apesar disso a circunferéncia tangente a trés de seus lados ndo tangencie também o quarto
lado, sequer o interceptando. Construimos a partir de um dos vértices do lado ndo tangente (no
caso, 0 vértice A) um segmento de reta tangente a circunferéncia, que corta o lado BC em um
ponto B’. Entdo, temos um novo quadrilatero, AB’CD, que ¢ tangencial, e podemos empregar

a ida do Teorema de Pitot, isto é¢,a’ + ¢ =b —e + d (na figura 16).
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Ocorre que, por hipdtese, a + ¢ = b + d e isso nos permite, calculando nas duas Gltimas
expressoes o valor de b + d — ¢, concluir que: a’ + e =a, que implicaeme =a—a’.
Mas isto é evidentemente impossivel, uma vez que a figura 16 aponta para a existéncia do
triangulo ABB’, cujos lados sdo justamente e, a’ e a. Em um tridngulo qualquer lado é sempre
maior que a diferenga entre os outros dois. Logo, B e B’ coincidem e, portanto, nesse caso, a
igualdade das somas dos lados opostos em um quadrilatero acarreta em que ele seja tangencial.

Uma outra possibilidade que temos que considerar € a de que, ao invés de sequer tocar
o0 quarto lado, a circunferéncia tangente a trés lados do quadrilatero ABCD o intercepte ndo em

apenas um, mas em dois pontos distintos. E a situagio delineada pela figura 17.

Figura 17 — Quadrilatero ABCD com somas iguais dos lados opostos.

Fonte: Autor, 2017

Imaginemos entdo que para o quadrilatero ABCD da figura 17 setenhaa+c=b +d, e
que apesar disso a circunferéncia tangente a trés de seus lados corte também o quarto lado, mas
em dois pontos. Construimos a partir de um vértice do lado néo tangente (no caso, o vértice A)
um segmento de reta tangente a circunferéncia, que corta o lado BC em um ponto B’. Temos
entdo um novo quadrilatero, AB’CD, que € tangencial, e podemos empregar a ida do Teorema

de Pitot, isto é,a’ + c=b + e + d (nafigura 17).
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Ocorre que por hipétese a + ¢ = b + d e isso permite, calculando nas duas Ultimas
expressodes o valor de b + d — ¢, concluir que: a’ -e = a.
Isto € novamente impossivel, uma vez que a figura 17 indica a existéncia do tridngulo ABB’,
cujos lados séo justamente e, a’ ¢ a. O mesmo argumento usado anteriormente leva a concluséo
de que B e B’ coincidem ¢ portanto nesse caso a igualdade das somas dos lados opostos em um

quadrilétero acarreta seja ele circunscritivel. Provada a volta, resulta demonstrado o teorema.

2.3.3 Teorema do Quadrilatero Inscritivel

Enunciado: “Um quadrilatero convexo ABCD ¢ ciclico se e somente seus angulos
opostos sdo suplementares”. Tal resultado, que néo se atribui a gebmetra especifico, também é

enormemente relevante para a dissertacédo, e 0 demonstramos a seguir.

Figura 18 — Quadrilatero ABCD inscritivel com dois angulos e seus respectivos arcos.

Fonte: Autor, 2017

Demonstracao: Seja ABCD um quadrilatero ciclico ou inscritivel, como se pode ver na
figura 18. Ora, o angulo 9, relativo ao vértice D, sendo angulo inscrito na circunferéncia de

centro em O, tem por medida a metade do arco que seus lados compreendem, como vimos
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anteriormente ao estudar o lugar geométrico do arco capaz de um angulo. Pela mesma razéo, o

angulo B, relativo ao vértice B, vale metade do arco correspondente. Ou seja, temos

ABC ADC ABC ADC _ABC+ADC _ 360°
0= b= ZorpET oS 2 -

=180°,

pois a soma dos arcos ABC e ADC corresponde a uma volta completa, o que equivale a 360°.
Por outro lado, como a soma dos angulos internos de qualquer quadrilatero é 360°, isso
implica que a soma dos angulos relativos aos vertices A e C vale outros 180°. Entdo, podemos
concluir que em um quadrilétero ciclico os &ngulos opostos sdo sempre suplementares.
Para demonstrar que a reciproca também é verdadeira, suponhamos que em um
quadrilatero ABCD de vértices nessa ordem se tenha
A+C=B+D.
Note que essa igualdade tem por medida um angulo raso ou 180° posto que cada um dos
membros é metade da soma dos angulos internos de ABCD. Agora, se construimos o circulo
cuja circunferéncia passa pelos pontos néo colineares A, B e C, 0 que € sempre possivel dado

que seu centro esta na intersecdo das mediatrizes de AB e BC (todo tridngulo é inscritivel em

, . . . = ~ . A .
um circulo), conforme o indica a figura 19 o arco CA (a por¢éo da circunferéncia que se encontra

entre os vértices A e C mas nao contém o vértice B) é arco capaz do angulo correspondente a

——
ABC L
— (metade do arco f, 0 menor arco entre B e C). A priori ndo temos certeza sobre se D, quarto

vértice do quadrilatero ABCD, se encontra sobre a circunferéncia. Por hipdtese:

360° — ABC _ ABC
T2

D =180°- B =180° -

- - . ABC .
o que implica em que o vértice D esteja no arco capaz de —=, portanto o ponto D se localiza

[ . a1z - . , . . N .
sobre 0 arco CA e assim o quadrilatero ABCD esta inscrito no circulo cuja circunferéncia
contém os pontos A, B e C.

Entdo, mostramos que todo quadrildtero ABCD de angulos opostos suplementares é

inscritivel. Portanto, resulta demonstrado o teorema.
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Figura 19 — Quadrildtero ABCD com angulos opostos suplementares.

C

Fonte: Autor, 2017

2.3.4 — Teorema de Ptolomeu

Enunciado: “Em todo quadrilatero ABCD inscritivel ou ciclico, o produto das diagonais
é igual a soma dos produtos dos lados opostos™. Se nos reportamos a figura 20, o quadrilatero
ABCD, com vértices nessa ordem, satisfaz AC.BD = AB.CD + BC.DA, ou p.q=b.d + c.a.

Figura 20 — Quadrilatero ciclico com lados e diagonais.

Fonte: Autor, 2017
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Demonstracao: Recorrendo a uma construcdo auxiliar, tragamos na figura 21, a partir
do vértice D, uma semirreta que faz com o lado CD um &ngulo congruente ao angulo ADB. Ela
encontra a diagonal AC em um ponto E. Isto é, CDE = BDA.

Ora, ABD = ECD, s&o angulos inscritos do arco AD. Dai, os triangulos ADB e EDC s&o

semelhantes, pois tém dois angulos congruentes. E:

EC DC vV
—=—— 0uU —=—- = Vv.g=a.C.
AB DB a q

Por outro lado, também sdo semelhantes os triangulos ADE e BDC, ja que ADE = BDC

(por construcéo de DE) e EAD = CBD (&ngulos inscritos do arco 6]3). E:

BC BD b
=== 2=35 u.q = b.d.
AE AD u d

Temos entdo, somando os lados esquerdos das duas Ultimas expressoes:

v.g+tuqg=ac+bd=(v+u)g=ac+hd= p.q=a.c+b.d, concluindo, com éxito, a prova.

Figura 21 — Quadrilatero ciclico ABCD munido de construcéo auxiliar.

A

Fonte: Autor, 2017
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2.3.5 — Teorema de Hiparco

Enunciado: “Em todo quadrilatero ciclico ABCD, se AB=a, BC=hb,CD =c, DA =,
AC =p e BD =g sdo as medidas dos quatro lados e das duas diagonais, respectivamente, entdo
as duas diagonais estdo entre si na mesma razao das somas dos produtos dois a dois dos lados

a.d+ b.c
ab+cd

que concorrem em cada um dos seus Vértices, isto €, g =

Demonstracdo: recordemos a Lei dos Senos e uma propriedade de triangulos dela
decorrente. A figura 22 mostra um triangulo qualquer ABC e seu circulo circunscrito ¢, de
centro O e raio igual a R. Projetamos o ponto O sobre o lado BC = a, obtendo o ponto P.
Qualquer perpendicular tracada pelo centro de um circulo a uma de suas cordas a divide em
duas metades, por ser sua mediatriz, ja que contém um ponto equidistante de suas extremidades
e lhe é perpendicular, e sendo assim nos triangulos retangulos congruentes OPB e OPC temos
que POB = POC, cada qual valendo metade do &ngulo BOC. Mas o angulo A do vértice de
mesmo nome é angulo inscrito correspondente ao arco BC, e ento concluimos que POB = POC

= A. Mas PB = PC e, olhando para o tridngulo retangulo OPC vemos que
~ PC ~ ~ o
sen A = oc = PC=0C.sen A=R.sen A= a=2PC=2R.sen A.

Portanto, repetindo esse raciocinio para os outros dois lados, concluimos que

a b C
— = — = — = 2R, (2.7)
sen A sen B sen C

igualdade conhecida em Geometria como a “Lei dos Senos”: Em qualquer tridngulo € constante
o0 valor da razdo entre um lado e o seno do angulo a ele oposto, sendo tal constante o diametro
do circulo circunscrito ao triangulo.

Vamos obter importante expressao para a area de um triangulo. Ainda nos valendo da
figura 22, tragamos nela a altura AH relativa ao lado a do triangulo ABC. Ora, sabemos que a
area de um tridngulo é dada pelo semiproduto de um dos seus lados pela respectiva altura. Seja

Sagc a area do triangulo ABC da figura 22. Entéo,

BC. AH
Sasc = —
Mas ocorre que, no triangulo retangulo AHB,
sen B = A
AB'’

e portanto a expressao da area que obtivemos no paragrafo anterior se torna
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BC. AB. sen B

Sasc = . , (2.8)

ou seja, a area de um triangulo é sempre dada pelo semiproduto de dois dos seus lados pelo

seno do angulo formado por eles.
Substituindo, nessa Gltima igualdade, sen B por b/ 2R, valor derivado da Lei dos Senos,

chegamos finalmente a

a.b.c
4R

Sasc = (2.9)

i)

expressando a area de um triangulo como funcéo dos lados e do raio do seu circulo circunscrito.

Agora estamos prontos para provar o Teorema de Hiparco.

Figura 22 — Triangulo ABC com marcagéo de altura e raios do circulo circunscrito.

Fonte: Autor, 2017

Para tal usamos um quadrilatero ABCD ciclico genérico, dividido por suas diagonais
AC e BD em dois triangulos, de lados que medem a, b, p e ¢, d, p, no primeiro caso, e de lados

cujos valores sdo b, ¢, g e a, d, g, no segundo. A figura 23 auxilia o raciocinio a conduzir.
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Figura 23 — Quadrilatero ciclico com lados e diagonais.

Fonte: Autor, 2017

A éarea K do quadrilatero ABCD pode ser obtida de duas formas quando se visualiza a
figura 23: pelas somas das areas dos triangulos ABC e CDA ou pelas somas das areas dos
triangulos BCD e DAB. Como o circulo circunscrito aos quatro triangulos é o mesmo, de centro
O e que circunscreve o préprio quadrilatero ABCD, € licito escrever, utilizando a Gltima

expressdo de area de triangulo obtida, que:

a.b.p N cdp b.cq , dag
4R 4R 4R 4R’

K =Sasc + Scpa=Secp + Spas =

Multiplicando toda a expressao por 4R e pondo p e q em evidéncia em cada lado,

p_ad+h.
(ab+cd).p=(bc+ad).q = g::.b—+c.§’ (2.10)

gue é justamente o que pretendiamos demonstrar.
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2.3.6 Formula de Bretschneider

Esta € uma proposicdo que visa o calculo das areas de quadrilateros genéricos. A partir
dela se obtém expressdo para areas de quadrilateros ciclicos, conhecida como Foérmula de
Brahmagupta. Em seguida, particularizamos ainda mais, posto que quadrilateros bicéntricos séo
casos particulares dos ciclicos (além de ciclicos sdo também tangenciais). Nosso primeiro passo
aqui é obter a renomada Lei dos Cossenos. Para tanto, nos valemos da figura 24. Seja um
tridngulo de lados a, b e c. Sem perda de generalidades, prolonguemos um de seus lados sobre
a sua propria reta-suporte, de um comprimento exatamente igual a ele, formando assim um
novo segmento de reta cuja medida é o dobro da do lado escolhido, por exemplo, o lado a, como
vemos na figura 24. A seguir, com centro no ponto médio desse segmento recém-obtido,
tracemos uma circunferéncia de raio igual ao lado a. Naturalmente o segmento de comprimento
2a é um diametro. Prolonguemos os dois outros lados do tridngulo original até que se formem
duas cordas do circulo que desenhamos. Tendo em mente que o didmetro também é uma corda,
temos agora os trés lados do triangulo apoiados em trés cordas do circulo. Finalmente, unamos

as extremidades das cordas que passam pelo vértice A.

Figura 24 — Tridngulo ABC para demonstracéo da Lei dos Cossenos.

Fonte: Autor, 2017
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Ora, os angulos y e 6 na figura 24 sdo congruentes, posto que sdo inscritos relativos ao
mesmo arco. Os angulos EAF e DAC também, porque sdo opostos pelo veértice. Entdo os
triangulos AEF e ADC sdo semelhantes. Note que, no triangulo retangulo (seu maior lado é

diametro de um circulo) ECG,
~ EC N
cosC:E = AE=GC.cos C—h.

Podemos escrever entao:

AE _ AF 2a.cosC—b _a-c

2>  aze - = (2a.cosC — b).b=(a+c).(a-c).
Logo,
2ab.cos C—b?=a?—c? = c?=a?+b?-2.ab.cos C, (2.11)

expressdo conhecida em Geometria por “Lei dos Cossenos”: qualquer lado de um tridngulo ¢
dado pela raiz quadrada da soma dos quadrados dos outros dois lados, subtraida do seu duplo
produto pelo cosseno do angulo entre eles.

Tomando agora um quadrilatero genérico ABCD, vamos obter o resultado que da titulo
a esse topico. Seja K a sua area. Ora, ABCD se encontra dividido em dois triangulos pela
diagonal AC. Assim, podemos dizer que a soma das areas deles nos fornece a &rea do
quadrilatero. Mas vimos em (2.8) que a area de um triangulo é dada pelo semiproduto de dois

de seus lados pelo seno do angulo formado por eles. Isto é,

a.b.senB L d.senD
2 2

K=

Multiplicando por 2 e elevando ao quadrado essa expressao:

4K? = (a.b)2.sen? B + (c.d)?.sen? D + 2.abcd.sen B.sen D (2.12)

Agora aplicamos a diagonal AC a Lei dos Cossenos, nos triangulos ABC e ADC:

AC?=a? + b?-2.a.b.cos B=c?+ d?>-2.c.d.cos D,

e, rearrumando a igualdade entre o segundo e terceiro membros, e elevando ao quadrado o que

disso resulta:

(a2+ b2 — c2— d2) 2
4

= (a.b)? cos?B + (c.d)? cos? D — 2.a.b.c.d..cos B.cos D . (2.13)

Somando agora (2.12) e (2.13), temos:

2+(a2+b2_C2_d2)2
4

4K = (a.b)? + (c.d)?> — 2.a.b.c.d.cos (B + D),

uma vez que cos B.cos D —senB.sen D = cos (B + D) e sen’ X + cos? X = 1, para qualquer x real.
Somando e subtraindo 2.abcd ao segundo membro e multiplicando tudo por 4:
16K2+ (a2 + b? — ¢? — d?)? = 4.(a.b + c.d)?> — 8.a.b.c.d.[1 + cos (B +D)] ou
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16K2+8.a.b.c.d.[1 +cos (B +D)] = 4.(a.b + c.d)?>— (a% + b?> — ¢ — d?)? (2.14)
Vamos fatorar o segundo membro isoladamente e depois retornar a (2.13). Trata-se de uma
diferenca de quadrados,

4.(ab+c.d)?—(a%+b’>—c?—d?)?=

[2.(a.b + c.d) + (a2 + b? — c® - d?)].[2.(a.b + c.d) — (8% + b> — > — d?)] =

[2.a.b +a?+ b?—(c? + d? - 2.c.d)].[2.c.d + c? + d? — (a® + b® — 2.a.b)] =

[(a+b)*—(c—d)?].[(c +d)*~ (a—b)?]. (2.15)
E, novamente fatorando as diferencas de quadrados, obtemos o seguinte para (2.15):
[@+b+c-d).(a+b-c+d)]J(c+d+a-b).(c+td-a+b)]=

[(2s — 2d).(2s — 2¢).(2s — 2b).(2s — 2a)] = 16.(s —a).(s — b).(s — ¢).(s — d), (2.16)
onde fazemos 2s=a + b + ¢ + d, isto é, 2s € o perimetro do quadrilatero ABCD.

Podemos agora voltar a (2.14):

16K? = 4.(ab + cd)?— (a®+b?>—c?—d?)?— 8abcd.[1 + cos(B + D)] = (2.16) — 8abcd.[1 + cos(B + D)]
Entdo,

16K? = 16.(s —a).(s — b).(s — ¢).(s — d) — 8.abcd.[1 + cos (B + D)].

Dividindo por 16 e igualando as raizes quadradas de ambos 0s membros, temos:

K = J(s - a).(s- b).(s- 0). (s - d) - LD (2.17)
ou
K= \/(s -a).(s-b).(s-c).(s- d) - abcd. cosz[B:—D] , (2.18)

onde nos valemos da substituicdo 1 + cos 2x = 2.cos?X.

Essa é a expressdo da Formula de Bretschneider para a area de um quadrilatero qualquer.
Note que ndo se perde generalidades ao trabalhar com os angulos B e D, posto que o resultado
seria exatamente o mesmo se o fizéssemos com A e C, ja que a soma dos angulos internos de
qualquer quadrilatero é de 360 graus, e por essa razéo,
cos (A + C) = cos [360° - (B + D)] = cos (B + D).

O unico cuidado a tomar ao empregar a formula é o de usar sempre angulos opostos.

Quando se trata de quadrilateros ciclicos, como vimos, a condi¢do necessaria e suficiente
para isto é que A+ C = B+ D = 180° (angulos opostos suplementares). No entanto ocorre que
cos 180° = -1, e sendo assim, na formula de Bretschneider, o segundo termo dentro da raiz
quadrada no segundo membro se anula, posto que temos entéo:
1+cos(B+D)=1+cos180°=1+(-1) =0.

E o que se conhece como férmula de Brahmagupta para a &rea de quadrilateros ciclicos:
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K= ,(s-a).(s-b).(s-¢).(s- d). (2.19)
Essa expressdo é semelhante & formula de Heron para a area de um triangulo qualquer,

dados os seus lados. De fato, supondo por um instante que um tridngulo é um “quadrilatero

degenerado”, com um dos lados, por exemplo d, nulo (ou triangulos como sendo quadrilateros

em que dois e apenas dois dos veértices coincidem), a formula de Brahmagupta se torna:

K= s.(s-a).(s- b).(s- ¢),

exatamente a formula de Heron da &rea de um triangulo de lados a, be c,com2s=a+b +c.

N&o ha perda de rigor matematico na aplicagdo de Brahmagupta a um triangulo (um

quadrilatero “degenerado”), pois todo tridngulo é ciclico (inscritivel).

2.3.7 Area de um quadrilatero bicéntrico em funcio dos lados

Vamos agora utilizar a férmula de Brahmagupta para o calculo da area de quadrilateros
ciclicos e aplica-la ao caso ainda mais especifico dos quadrilateros a um s6 tempo ciclicos e
tangenciais. Ora, nesse caso, se os lados do quadrilatero ABCD forem a, b, ¢ e d e estiverem
dispostos nessa ordem, a condi¢do necessaria e suficiente para que ele seja tangencial, o
Teorema de Pitot, € que a + ¢ = b + d. Mas entdo, fazendo novamente 2s=a+ b + ¢ + d, vem:
atc=b+d=s =s-a=c;s-b=d;s—-c=a;s-d=h.

Substituindo para K,
K=,(s-a).(s-b).(s-c).(s-d) = K=+va.b.cd. (2.20)

Essa expressdo da a area de um quadrilatero bicéntrico em funcao dos lados a, b, ¢ e d,

mas ndo é exclusiva deles, pois também € valida para retangulos, que, por ndo serem tangenciais
(a excecdo dos de lados iguais, os quadrados), ndo sdo biciclicos. De fato, retangulos tém a area
dada pelo classico produto “base vezes altura”. Como ha, por assim dizer, duas bases e duas
alturas, uma vez que se trata de paralelogramos com os quatro angulos retos, a raiz quadrada
do produto de seus quatro lados fornece, também para retangulos, o valor de sua éarea.
Concluimos assim que a férmula da area de um quadrilatero como tendo valor igual a raiz
quadrada do produto das medidas dos seus lados é condicdo necessaria, mas ndo suficiente,

para que esse quadrilatero seja bicéntrico.
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3 QUADRILATEROS BICENTRICOS — CONCEITO, PROPRIEDADES, FORMULA
DE FUSS, METODOS DE CONSTRUCAO E CALCULO DA AREA

3.1 Conceito

Define-se rigorosamente quadrilatero bicéntrico ou biciclico como “o poligono convexo
de quatro lados a um sé tempo ciclico (ou inscritivel) e tangencial” (ou circunscritivel) (nessa
dissertacdo trabalhamos apenas com circulos, mas também se pode inscrever ou circunscrever
um quadrilatero em e a elipses, por exemplo). Priorizamos 0s termos “bicéntrico”, “ciclico” e

“tangencial”, por corresponderem aos empregados em inglés. A figura 25 ilustra o conceito.

Figura 25 - Quadrilateros bicéntricos circunscritos aos e inscritos nos mesmos circulos.

A

Fonte: Autor, 2017

O conceito de poligonos bicéntricos aparece com muita frequéncia na literatura
matematica associado a um resultado conhecido como Porismo de Poncelet (Jean-Victor
Poncelet, matemético e engenheiro francés, 1788 — 1867), e que basicamente consiste do

enunciado seguinte: “Sempre que um poligono esta inscrito em uma conica e circunscrito a
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outra, ele é parte de uma familia infinita de poligonos com 0 mesmo nimero de lados, todos
eles inscritos e circunscritos em relagdo as mesmas duas conicas”. No &mbito do nosso trabalho
lidamos apenas com quadrilateros, e sendo circunferéncias de circulo ambas as conicas. A
demonstracdo do Porismo de Poncelet pode ser realizada por intermédio de curvas elipticas,
com um argumento que remete ao estudo da Geometria Projetiva, que sendo assim foge aos
nossos objetivos exibir aqui. Entretanto fazemos questdo de citar o Porismo para que esteja
claro que, uma vez que exista um quadrilatero bicéntrico inscrito em um circulo e circunscrito

a outro, se pode afirmar que ha uma infinidade de quadrilateros nessa mesma condigé&o.

3.2 Propriedades

A conceituagdo acarreta imediatamente as duas mais importantes propriedades, a rigor

condicdes necessarias e suficientes para que quadrilateros sejam biciclicos.

3.2.1 Angulos opostos suplementares

Pelo Teorema do Quadrilatero Inscritivel (item 2.3.3) a condi¢do necessaria e suficiente para
que ABCD seja ciclico é que tenha angulos internos opostos suplementares. Veja a figura 25:
A+C=B+D=180" (3.1)
Essa primeira propriedade implica que paralelogramos genéricos, losangos (com
excecdo dos quadrados) e trapézios (com exce¢do dos isdsceles) ndo podem ser bicéntricos,
pois estes possuem angulos suplementares que sdo adjacentes, ndo opostos. Quadrados sdo

quadrilateros regulares e portanto bicéntricos, com coincidéncia de incentro e circuncentro.

3.2.2 Somas iguais dos lados opostos

Pelo Teorema de Pitot (item 2.3.2) a condi¢do necessaria e suficiente para que o quadrilatero

ABCD seja tangencial € que seus lados opostos tenham somas iguais. Veja a figura 25:
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AB+CD=BC+DA. (3.2)

Cumpre notar que essa segunda propriedade implica que paralelogramos genéricos e
retdngulos (com excecdo dos quadrados) ndo podem ser bicéntricos, uma vez que tais
quadrilateros possuem somas iguais de pares de lados, mas eles sdo adjacentes, e ndo opostos.
Como vimos, quadrados séo sempre bicéntricos, tendo coincidéncia de incentro e circuncentro

(seus circulos circunscrito e inscrito sdo concéntricos).

3.2.3 Quadrilateros tangenciais (condicdes mediante as quais sdo também ciclicos)

Ha todavia outras condi¢cGes mediante as quais quadrilateros convexos sdo bicéntricos.
Mais especificamente, quando um destes poligonos é tangencial ou circunscritivel, ele também
é ciclico ou inscritivel se e somente se se verificam todas as (e qualquer uma delas) proximas
trés propriedades. A primeira diz respeito a perpendicularidade das cordas determinadas, no

circulo inscrito, pelos pontos de tangéncia dos lados opostos (ver figura 26):

WY LX7. (3.3)

Figura 26 — Quadrilatero tangencial e pontos de tangéncia.

Fonte: Autor, 2017



49

Vamos demonstra-la. Suponhamos que o quadrilatero ABCD ¢ ciclico, além de tangencial. No

circulo &, o angulo entre os segmentos de reta WY e XZ ¢é dado pela semissoma dos menores

arcos entre os pontos W e X e Y e Z. Ocorre que tais arcos tém por medida angulos (centrais)

que s&o suplementos, respectivamente, de B e D (4ngulos internos do préprio quadrilatero), uma

vez que IW L AB e IX L BC (pois os raios de um circulo sdo sempre perpendiculares as suas

tangentes nos pontos de tangéncia) e, sendo assim, a condicao estabelecida em (3.1) obriga a

que os arcos WX e YZ tenham por soma

180° - B + 180° - D = 360° - (B + D) = 180°.

Entdo, sua semissoma é 90°, o que comprova a perpendicularidade de WY e XZ. Por outro lado,

para provar a volta, partindo agora do quadrilatero ABCD tangencial, suponhamos que as

cordas WY e XZ, determinadas no circulo nele inscrito pelos pontos de tangéncia dos lados

opostos, sejam perpendiculares. Tragcamos o segmento 1M, que une o centro do circulo inscrito

ao ponto médio da corda WY. Como tanto | como M equidistam das extremidades da corda,

IM esté contido em sua mediatriz e sendo assim 1M € perpendicular a WY. Logo os triangulos

retangulos IMW e IMY s#o congruentes, donde IWM = IYM = MWA = MYD. Ou seja, isso

mostra que os angulos formados por uma corda com as tangentes ao circulo nas suas

extremidades sdo congruentes. Vamos nos valer dessa propriedade: ora, no quadrilatero TYDZ

temos por soma dos angulos internos

TYD + YDZ + DZT + ZTY = TWA + D + TXC + 90° = 180 —- TWB + D + 180 — TXB + 90 = 360°.

Entretanto, no quadrilatero TWBX temos por soma dos angulos internos

TWB + WBX + BXT + XTW = TWB + B + BXT + 90° = 360°.

Somando as duas expressdes que obtivemos resulta

180 + B + D + 180 + 90 + 90 = 360.

Entdo, B e D sdo suplementares e o quadrilatero ABCD é de fato ciclico, e portanto bicéntrico.
Outra condicdo necessaria e suficiente para que um quadrilatero tangencial ABCD seja

também ciclico é dada por uma proporcgéo entre 0s segmentos das tangentes, tracadas ao circulo

inscrito a partir de seus quatro vértices, qual seja:
Q—v; - E—Z | (3.4)

Vamos & demonstracdo. Dado ABCD um quadrilatero convexo, sejam 24, 2B, 2C e 2D
seus angulos internos. Isso permite que se escreva: A+ B+ C+ D =180°sendo A, B, Ce D
angulos agudos.

Para a igualdade (3.4), se ABCD ¢é quadrilatero ciclico, entdo
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A+C=B+D=090°
e sendo angulos complementares e agudos temos que
sen A =cos C,sen C=cos A, sen B = cos D, sen D = cos B.
Isto é, resulta valido (veja a figura 27) que:
th.th=tg§.tgﬁ=l:>£.£=£.£:1:E=E'
e g f h f g
Por outro lado, se ABCD ndo é ciclico, uma das somas de metades dos angulos opostos de
ABCD, (A + C) ou (B + D), é¢ maior que 90° e a outra é menor que esse valor. Ora, mas

tgx+tgy . ~ e A .
tg (x + y) = ————— e os quatro angulos A, B, C e D s&o agudos. Assim, os numeradores
1-tgx.tgy

detg (A + C) e tg (B + D) sdo positivos, e os denominadores sdo de sinais opostos, mas nenhum

- A - o~ e h
dos dois é nulo, entdo tg A.tgC # tgB.tgD e portanto 7 * g - Isso prova que (3.4) €

condicdo necesséria e suficiente para que um quadrilatero tangencial seja também ciclico.

Figura 27 — Quadrilatero tangencial e segmentos tangentes.

Fonte: Autor, 2017

Finalmente, a terceira condi¢cdo necessaria e suficiente para que um quadrilatero
tangencial ABCD seja também ciclico é dada por uma proporcao envolvendo as suas diagonais

e 0s segmentos das tangentes, tragadas ao circulo inscrito a partir dos quatro vertices, isto é:
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AC _AW+CY
BD BX+DZ

(3.5)

A prova disto parte da suposicdo de que ABCD seja também ciclico: nos valendo de uma
variavel auxiliar k para expressar a proporcao obtida em (3.4) e aplicando-o ao Teorema de
Hiparco, temos:

e h
?_g-k:oe—k.f,h—k-g,

eem
p _ad+bc
g ab+cd’

Considerando a figura 28, vem:

p_ (e+f).(h+e)+(f+g).(g+h) _ (kf+D).(kg+kH+(f+g).(g+k.g) _

q (e+h).(f+g)+(g+h).(h+e) (kf+D).(f+g)+(g+k.g).(kg+kf)

_ (k+1).fk(f+g)+(f+g).(k+1).g _(k+1).(f+g).(kf+g) (kf+g) e+g
T (k+DL(F+)+(k+1).gk(f+g)  (k+1).(f+g).(f+kg) (f+kg) f+h

Por outro lado, supondo seja ABCD um quadrilatero tangencial no qual seja verdade que

AC _ AW+CY
BD BX+DZ'

e lembrando que
A+B+C+D=180° com A4, B, C e D angulos agudos, temos
0.

tg (A + B + C + D) = tg (180°)

s . tgx+t
Além disso, aplicando por duas vezes tg (x +y) = BETEY , Segue que:

1-tgx.tgy
tg (A+8) + tg (C+D)
1-tg(A+8).tg (C+D)

=0=>tg(A+B) + tg(C+D)=0

e entdo

tg A+tg B tgc+tg b
+

— — -=0=
1-tgAtgf 1- tgC.tgh

(tgA+1tgB).(1—-tgC.tg D)+ (tgC+tgD).(1— tgA.tgB)=0=
tgA+tgB+tgC+tgD=tgA. tgBtgC+tgA tgBtgD+tgAtgCtgD+tgB.tgCtgD

Tendo em mente que

—~ r

r —~ r PN r -~
tgA=;,th=—,th=—eth=E,

f g
isto leva a
r, r, r r_rrr rrr rrr T Trr
ok ik R R S
e f g h e f g e f h e gh f gh

gue acarreta



2 = efg+efh+egh+fgh
- e+f+g+h '

Além disso, aplicando a lei dos cossenos ao triangulo ABD, obtemos:
o? = (e +f)?+ (e +h)>—2.(e +f).(e + h). cos 2A,

onde
~ sen2A 2senA.cosA ~ ~  1—-tg?2A 1-tg2A
cos 2A = — = - = cos?A.(1 — tg?A) = E2-_—8-
tg 2A 2tgA sec2A 1+ tg2A
1-tg2A
Logo,
1-tg?A ~ T
2 — 2 2 —
=(e+f*+(e+h)—2.(e +1).(e +h). ~ . comtgA=-.
Q= (e+ 1+ (e +hy~2(e+f.e+h). 57 comtgA=
Portanto,
2 2
5 _ 2 2 e‘—r ,_efg+efh+egh+fgh
=(e+f*+(e+h)—2.(e +f).(e +h). ,onde rc =
"= ( )+ ( ) ( ) )e2+r2 e+f+g+h

e entdo

e?—r? e?(e+f+g+h)—(efg+efh+egh+fgh)
e2+ 12  e2(e+f+g+h)+(efg+ efh+egh +fgh)

que, devido ao fato de que
e?.(e+f+g+h)+(efig+ efh + egh + f.gh)=(e+f).(e+g).(e+h),
leva a

e?—r? e?(e+f+g+h) — (efg+efh+egh+fgh)
e2+r2 (e +f).(e +g).(e + h) '

Desse modo, temos que:

e?.(e+f+g+h) — (efg+efh+egh+fgh)

2 — 2 2
g2 = (e + )2 + (e + h)2—2.(e + f).(e + h). (e + f).(e +g).(e + )

e

e?.(e+f+g+h) — (efg+efh+egh+fgh)

Z=(e+f)2+(+h)?-2
¢ =(e+f+(e+h) o
e ainda

, _ (e+g).(2e?+2e.f+2eh+ f2+ h?) —2e?.(e+f+g+h)+2.(efg+efh+e.gh+fgh)

e+g
que se torna

o= (e+g).(f*+ h?) + 2.e.g.(f + h) + 2.(efg + efh + egh + fgh) _ (e+g).(f + h)? + 4.(efg + egh)

e+g e+g
e, simplificando,

f+h

otg (e +g)(f+h) +4.e.9).

9’ =

52
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Similarmente, chega-se a uma expressao para a outra diagonal:

p? =8 (e + g)(F + ) + 4.£h)

Entéo,
p? _(e+g)? (e+g)(f+h) +4fh
Q2

(f+h)2 (e+g)(f+h) +4.eg’
Ora, por hipdtese:

p_e+g p? _(e+tg)?

g f+h g2 (f+h)?°

Logo, na expressao anterior

(e+g)(f+h)+4.fh
(e+g)(f+h)+4eg

Como, de (3.4),

=l=>(e+g.(f+h)+4fh=(e+g).(f+h)+4eg=>Ffh=eg

% = . = ABCD é quadrilatero ciclico, a igualdade f.h = e.g obtida implica que

e+ . s T
P - 228 _, ABCD ¢ quadrilatero ciclico,
q f+h

0 que demonstra que (3.5) é de fato condicao necessaria e suficiente para que um quadrilatero

tangencial seja também ciclico.

Figura 28 — Quadrilatero tangencial e diagonais e segmentos tangentes

Fonte: Autor, 2017



54

3.3 Formula de Fuss

Nicolaus Fuss, matematico suico que viveu boa parte de sua vida na Russia, assistente e
genro do célebre Leonhard Euler, estudou os quadrilateros bicéntricos e provou um importante
resultado, conhecido por Férmula de Fuss em sua homenagem:

“Em um quadrilatero biciclico se verifica a relacao
2.12.(R? + k?) = (R — k?)?, (3.6)
onde r e R s&o os raios dos circulos inscrito e circunscrito e k a distancia entre os seus centros”,

conforme se vé na figura 29. Apresentamos a seguir uma demonstracdo dessa igualdade.

Figura 29 — Quadrilatero Biciclico ABCD com raios e distancia entre os centros.

Fonte: Autor, 2017

Para tanto, nos valemos da Figura 30. Os angulos o e B sdo respectivamente iguais a
metade dos arcos AE e AF, e como sdo complementares (pois Bl e DI séo bissetrizes dos
angulos opostos do quadrilatero ABCD, que séo suplementares porque ABCD é quadrilatero
ciclico), o arco EF vale 180°, donde concluimos que o segmento de reta EF é didmetro do circulo
circunscrito a ABCD, isto é, ele passa pelo centro O de tal circulo. 1J e IK séo respectivamente

o0s segmentos perpendiculares aos lados BC e CD tragados a partir do incentro I, o que equivale
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. r r A "
adizer que U = IK =r. Ora, cos a. = D € 08 B= 5 Nos triangulos retangulos IKD e IJB. Mas

vimos que

r r 1 1 1
a+B=90°=>sena=cosBe(B)2+(5)221=>IB—2+I.?:r—z. (3.7)

Aplicando a Lei dos Cossenos duas vezes, aos triangulos IOE e 10F:
IE2 = R? + k? — 2.R.k.cos IOE e IF? = R? + k? — 2.R.k.cos IOF.

Somando membro a membro (sendo suplementares, &ngulos IOE e IOF tém cossenos opostos):
IE2 + IF? = 2.(R? + K?). (3.8)
A poténcia do ponto | em relacdo ao circulo circunscrito ao quadrilatero ABCD ¢é dada por:

1 IE? 1 IF?
B|.|E:D|.|F:R2—k2 = E:m e F:m ' (39)

Combinando agora (3.7) e (3.9):

IE2 [F2 1 R2 - k?)2
+ = — = |IE2+|F?= R7-KH)” .
(RZ_ k2)2 (RZ_ k2)2 I'2 r2

Aplicando (3.8),

(RZ _ k2)2
r2

2.(R>+K? = = 2.r2(R?+ k?) = (R? — k?)?, que é a Relagéo de Fuss.

Figura 30 — Quadrilatero Bicéntrico ABCD com raios e distancia entre os centros.

Fonte: o Autor



56

3.4 Alinhamento de trés pontos notaveis

Uma interessante propriedade de que gozam os quadrilateros bicéntricos é o fato de que,
neles, trés pontos notiveis estdo sempre necessariamente alinhados: o circuncentro O, o
incentro | e o ponto de encontro das duas diagonais, que vamos denominar E (como se pode ver

na figura 31). Demonstramos isto a seguir.

Figura 31 — Quadrilatero ABCD: circuncentro, incentro e encontro das diagonais.

Fonte: Autor, 2017

Para isto nos valemos de uma propriedade dos quadrilateros tangenciais: 0s segmentos
de reta que unem os pontos de tangéncia, dos lados opostos, ao circulo nele inscrito, passam
pelo ponto de encontro das suas diagonais. Sejam, na figura 32, E, F, G e H os pontos de contato
com a circunferéncia desse circulo, dos lados AB, BC, CD e DA, respectivamente. Entdo, 0s
segmentos de reta EG e FH passam por M, ponto de encontro das suas diagonais.

Para provar isso, vamos considerar seja N o ponto de encontro de AC e EG. A
propriedade mais basica que usaremos nesse raciocinio € o fato de que as retas tangentes a uma

circunferéncia nas extremidades de uma de suas cordas formam angulos iguais com a prépria
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corda, pela simetria. Assim, na figura 32, temos, por exemplo, que AEN = DGN. Além disso,
angulos suplementares tém o mesmo seno. Dai, sen AEN = sen DGN = sen CGN. Mas a area de
um triangulo pode ser dada pelo semiproduto de dois lados pelo seno do angulo formado por
eles, como vimos no capitulo anterior. No triangulo AEN: 2.area(AAEN) = AN.EN.sen AEN =
AE.EN.sen ANE. No tridngulo CGN: 2.area(ACGN) = CN.GN.sen CNG = CG.GN.sen CGN.

Ora, dividindo as duas Ultimas expressdes membro a membro:

area(AAEN) _ AN.EN.sen ANE _ AE.EN.sen AEN
4rea(ACGN) CN.GN.sen CNG  CG.GN.sen CGN

Dai vem (ANE e CNG sdo angulos opostos pelo veértice e portanto congruentes) que:

AN.EN _ AEEN s AN AE
CN.GN CG.GN CN CG

Ou seja, EG divide a diagonal AC na razdo AE/CG.

Analogamente, se considerarmos que AC e FH se cruzam em um ponto, digamos N’,

considerando os triangulos AHN’ e CFN’, concluiremos que FH divide AC na razdo AH/CF.
Contudo, AE = AH e CG = CF porque sdo, respectivamente, os pares de tangentes tracadas ao
circulo pelos pontos A e C. Entdo, os segmentos EG e FH dividem AC na mesma razdo. Em
outras palavras, N e N’ sdo na verdade um mesmo e Unico ponto. Isto €, a diagonal AC passa
pelo ponto de intersecdo de EG e FH. Em novo raciocinio de similaridade, afirmamos que o
mesmo é verdade para a outra diagonal, ou seja, que BD passa pelo ponto de contato entre EG

e FH. Dai, os quatro segmentos de reta concorrem em N, ponto comum as diagonais AC e BD.

Figura 32 — Quadrilatero bicéntrico e pontos notaveis.

Fonte: Autor, 2017
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Provemos agora o argumento principal. Sejam | o incentro e E o ponto de encontro das
diagonais do quadrilatero bicéntrico ABCD, onde a priori ndo indicamos onde se localiza o
circuncentro O (figura 33). Dado que os pontos de tangéncia de AB, BC, CD e DA ao circulo
inscrito sdo P, Q, R e S, seja T o ponto em que Al corta PS, baixemos perpendiculares EU e
EV, respectivamente, a ITe TS, e sejam IA=p, IE=¢, EIA=¢, [U=x =—e.cos ¢, e UE = y.

r.e

Entdo, estendamos o segmento de reta EI do comprimento z tal que z = até um ponto K.

r2—e2

Vamos mostrar que K na verdade coincide com o ponto O, circuncentro de ABCD.

Figura 33 — Quadrilatero ABCD e construcfes para prova de alinhamento.

Fonte: Autor, 2017

Evidentemente, as tangentes ao circulo inscrito em ABCD, tracadas a partir de A, sendo
P e S os pontos de tangéncia, fazem de Al a mediatriz de segmento PS; logo, T é ponto médio
desse segmento de reta e os angulos em T sdo retos, 0 que implica na existéncia de dois
tridangulos retangulos, ASI e PES, em que as alturas relativas as hipotenusas sdo
respectivamente ST e EV. Dai, utilizando as relagdes métricas nesses dois triangulos retangulos,

podemos escrever que 1S? = IA.IT, isto &,

r?=pIT (3.10)
e
EV2 = PV.VS. (3.11)

Como AT é mediatriz de PS e EU e EV sdo respectivamente perpendiculares a PS e Al por
construcdo, TUEV é um retangulo, e entdo temos EV=TU =IT+IU=IT +x,PV=PT+ TV
=TS+TV,eVS=TS-TV.
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Entdo, de (3.11),

EVZ=(IT+x)?=(TS+TV).(TS-TV),

ou seja,

IT2 + 2X.IT +x2 = TS2 - TV2 =TS EU? = TS2— 2,

0 que acarreta

IT? + 2x.IT + (X2 + y?) = TS2. (3.12)
Mas x? +y*=e2 TS =12~ IT? e X =—€.cos ¢, e sendo assim (3.12) leva a

IT?+2xIT +e?=r*—IT?= 2.IT> - 2.IT.e.cos ¢ + €2 =,

Considerando, de (3.10), que IT =r?/p,

2rt  2r? 9_ 2 4 o2 2,222
7 e cosotef=rt = o' - 2rpe cos g+ plet = rtp? =
ot 2rl.e
2r=p?.(rP—e?) + 2r’p.e.cosp = R, :p2+r2—e2 '(p. cos ¢). (3.13)

Agora, aplicando a Lei dos Cossenos ao triangulo KIA, chegamos a
KA? = 72 + p? — 2.2.p.cos (180° — @) = 2 + p? + 2.2.p.cos §.

2r2,

e
oz “(p. cos ) =

4

Vimos em (3.13) que p? + o el

r.e

que indica que, quando atribuimos a z o valor (que efetivamente ocorre), temos:

r2— e2

KAZ = 22 4 02 42 _ 2. 2rt ot e?
=z°+p Z.p.COS Q=12 r2—e2_r2—e2(

———+2).
4 2

r ) e
Umavez que ——— " (5=

+ 2) é uma quantidade que depende apenas de r, raio do circulo

inscrito no quadrilatero ABCD, e de e, distancia do ponto E de encontro de suas diagonais ao
centro | desse circulo (incentro), isso mostra que esse valor independe da posicao do vértice A,
e seria 0 mesmo se partissemos de B, C ou D (ou seja, se calculassemos KB?, KC? ou KD?

r4- 2

r2— e2 .(rZ_ e2

chegariamos do mesmo modo a +2)). Deste modo, KA = KB = KC = KD. Logo

K equidista dos vertices de ABCD, ou seja, é na verdade seu circuncentro, isto é, K = O.

Portanto O se encontra no prolongamento de El, provando o alinhamento desses trés pontos.

3.5 Métodos para a construcdo de quadrilateros bicéntricos

Nesse topico mostramos quatro modos diferentes de construir um quadrilatero biciclico.
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3.5.1 Utilizando ferramentas de Desenho Geométrico Plano (régua e compasso)

Utilizamos a Formula de Fuss, obtida em (3.6). Mostramos o caso mais facil, pois
examinando tal expressdo vemos que isolar r é muito simples. Ou seja, dados R e K,
descrevemos 0s passos a seguir para encontrar o valor de r. O objetivo é tracar quadrilatero

o i . . RZ-k?)2 .
bicéntrico o mais genérico possivel. De (3.6): 2r% = ﬁ , OU seja:
RZ-k?)?2 R?- k2 rv2 RZ- k2 r/2)?
(V22 = &L 5 vz = = - aop= EE
R2+ k2 VRZ+ k2 VRZ-k2  VR2+Kk? 2

Ora, todos esses passos tém construcédo relativamente facil. Vamos obter:
a) VRZ — k2: é o cateto do tridngulo retangulo de hipotenusa e outro cateto iguais a R e k;

b) VR2Z + k2 : é a hipotenusa do triangulo retangulo de catetos iguais a R e k;

¢) r/2: é o primeiro antecedente da proporgdo r.v/2 : VRZ — k2 :: VR? — k2 : VRZ + KZ;
d) r: é o cateto do tridngulo retangulo is6sceles cuja hipotenusa vale rv/2.
Assim, a) construimos arco de didmetro R, marcamos a partir de uma de suas extremidades

comprimento igual a k, obtendo, como comprimento do segmento de reta que une essa

marcacao a outra extremidade do diametro, o valor vVR2 — k2 (figura 34);

Figura 34 — Obtencéo de VR? — kZ a partir de Re k.

Fonte: Autor, 2017
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b) marcamos, na perpendicular a segmento de medida R, por uma de suas extremidades, um
comprimento igual a k, obtendo, como comprimento do segmento de reta que une a extremidade

livre da perpendicular a extremidade livre do segmento, o valor vVRZ + k2 (figura 35);

Figura 35 — Obtencéo de /R2 + k2 a partir de Re k.

Fonte: Autor, 2017

¢) e d) construimos duas retas concorrentes, marcando segmentos de reta de medidas VRZ + k2
e VRZ — k2, em uma, e VR? — k2 na outra; tracamos segmento de reta unindo as segundas
extremidades (as que ndo sdo coincidentes) das primeiras marcagfes em cada uma das retas, e
entdo paralela a esse ultimo segmento, pela segunda extremidade da segunda marcacdo. Esse
procedimento garante que o segmento de medida x obtido, na segunda reta, atende a proporcao

x :VRZ — k2 :: VRZ — kZ : VRZ + k2, e sendo assim r./2 = x; basta tracar arco de didmetro

r.v/2 e corta-lo pela mediatriz do didmetro, obtendo o segmento de medida r (figura 36).

Figura 36 — Obtenc&o de r.v/2 a partir de VRZ — k2 e {/R2 + k2 .

Fonte: Autor, 2017
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Uma vez que se tenha determinado a medida de r, tragamos, com centro em certo ponto O, um
circulo de raio R, marcamos um ponto | arbitrario que diste k do ponto O, e com centro nesse
ponto | um segundo circulo de centro r. Partindo de qualquer ponto A da circunferéncia do
circulo exterior e maior, tracamos duas tangentes ao circulo interior e menor, que interceptam
a circunferéncia maior em D e B. As tangentes ao circulo menor tragadas a partir desses dois
pontos cortam o circulo maior no mesmo ponto, C, nos permitindo obter o quadrilatero
bicéntrico ABCD (figura 37).

Figura 37 — Construcao do quadrilatero biciclico.

Fonte: Autor, 2017
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3.5.2 A partir de um tridngulo e seu circulo circunscrito

Esse modo de determinacdo de um quadrilatero bicéntrico € muito Util porque torna claro
que é sempre possivel obter um quadrilatero biciclico a partir de um tridngulo qualquer. Vamos
ilustrar o procedimento também em etapas, de forma sequencial, por meio das figuras 38 a 42.

Primeiramente, temos um triangulo ABC e seu circulo circunscrito £ de centro O.

Figura 38 — Ponto de partida: triangulo e circulo circunscrito.

A

Fonte: Autor, 2017

O que vamos fazer € determinar o incentro | do quadrilatero bicéntrico ABCD. Note que
desejamos que o ponto D se situe entre C e A, ou seja, no menor dos arcos determinados por
esses dois pontos sobre o circulo C. Ora, imaginando o quadrilatero “pronto”, temos que AICD
também é um quadrilatero, tendo portanto por soma dos seus angulos internos 360°. Como Al
é bissetriz do angulo A e CI é bissetriz do angulo C do quadrilatero ABCD (quando terminada
a sua construcdo, naturalmente!), o fato de que ABCD é ciclico implica em que

-~ A . ~ ~ A+C
A + C = 180° obtida de (1). Logo, DAl + ICD = s

= 90° e, por conseguinte,

—

AIC = 270° - D = 270° — (180° — B) = 270°— 180° + B = 90° + B.
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Desta forma, um dos lugares geométricos do incentro | do quadrilatero ABCD é um arco
capaz de 90° + B, construido sobre o segmento AC. A figura 39 ilustra o procedimento de
obtencdo de tal arco capaz, no software Geogebra: traca-se, a partir de A, a tangente t ao circulo
¢, uma vez que, como B é angulo inscrito relativo ao arco KE, essa tangente faz com o segmento
AC o angulo B desejado. Basta agora obter a mediatriz m de AC para, interceptando as duas

retas recém construidas, determinar o centro O’ do arco capaz requerido.

Figura 39 — Arco capaz de 90° + B sobre o segmento AC.

Fonte: Autor, 2017

Tracamos agora a bissetriz de B, que corta o arco capaz no ponto |, como indica a figura 40.



65

Figura 40 — Bissetriz do angulo B, que corta o arco capaz no ponto |.

Fonte: Autor, 2017

A perpendicular, tragada do incentro | a um dos lados, AB, determina sobre ele o ponto
E e o raio do circulo inscrito A em ABCD. Traga-se entdo sua circunferéncia e, a partir de A ou

C, reta t1 ou to tangente a ele, que intercepta o circulo { no vértice D, conforme a figura 41.

Figura 41 — Circulo A e tangente por A ou C que corta o circulo maior em D.

Fonte: Autor, 2017

A figura 42 mostra tudo pronto: quadrilatero ABCD e circulos inscrito e circunscrito.
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Figura 42 — O quadrilatero bicéntrico ABCD, pronto.

Fonte: Autor, 2017

3.5.3 A partir de duas cordas perpendiculares

Outra propriedade dos quadrilateros bicéntricos é a de que as cordas subentendidas pelos
segmentos de reta que unem os pontos de tangéncia, ao circulo inscrito, dos dois pares de lados
opostos do quadrilatero, se cortam segundo um angulo reto. Isto é melhor entendido voltando
a figura 42: o angulo «, formado por EG e FH, é de 90°, como provamos no capitulo anterior.
As figuras 43 a 45 mostram o passo a passo dessa terceira forma de obtencdo de quadrilateros
biciclicos. Marcamos dois pontos W e Y na circunferéncia de um circulo ¢ de centro em |,

tracando entdo perpendicular a corda WY, que corta a circunferéncia em X e Z (figura 43).
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Figura 43 — Ponto de partida: duas cordas perpendiculares de um circulo, WY e XZ.

Fonte: Autor, 2017

Obtemos agora as quatro tangentes g, h, i e j ao circulo, pelos pontos de contato W, X,
Y e Z. As quatro intersecOes de tangentes consecutivas determinam os quatro vértices A, B, C
e D. Se unirmos tais pontos, nessa ordem, o que temos é um quadrilatero que, além de tangencial
(afinal seus quatro lados tangenciam o circulo &, por construgédo), é também ciclico (conforme

a figura 44).
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Figura 44 — Tangentes pelos pontos W, X, Y e Z se interceptamem A, B, C e D.

Fonte: Autor, 2017

A afirmacéo se sustenta na propriedade enunciada em (3.3) e demonstrada a pagina 53:
um quadrilatero tangencial é também ciclico se e somente se WY L XZ. A figura 45 da o

quadrilatero ABCD pronto.

Figura 45 — O quadrilatero biciclico ABCD e seus circulos inscrito e circunscrito.

Fonte: Autor, 2017



69

3.5.4 A partir de um triangulo e seu circulo inscrito

Essa determinacdo de quadrilatero bicéntrico também parte de um tridngulo. Usamos as

figuras de 46 a 49. Temos o triangulo APD e seu circulo inscrito € de centro em I.

Figura 46 — Ponto de partida: triangulo e circulo inscrito.

A

Fonte: Autor, 2017

Vamos marcar os pés das alturas relativas aos lados AP e PD, respectivamente, nos
pontos Q e R. Isto pode ser feito, por exemplo, obtendo o semicirculo de diametro AD e o
interceptando com cada um daqueles lados, uma vez que todo angulo inscrito em uma
circunferéncia relativo a arco de 180° € reto. Assim, o que fazemos é tragar, com centro em M,

ponto médio de AD, um circulo ¢ de raio AM (= MD), que vai cortar APe PDem Q e R.

Figura 47 — Marcacao dos pés das alturas relativas a AP e PD.
A

Fonte: Autor, 2017
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Assinalados os pontos Q e R nos lados AP e PD, marcamos segmento BC tal que B €
AP, C € PD, BC tangencie o circulo € e seja paralelo a QR. O quadrilatero ABCD é bicéntrico.

Figura 48 — Obtencéo dos vértices B e C, formando com A e D quadrilatero bicéntrico.

Fonte: Autor, 2017

Vamos provar isto. Por construcdo temos AR L PD e DQ L AP. Como a rea do tridngulo

¢ o produto de qualquer um dos seus lados pela correspondente altura, isto leva a

D PD
AR.PD = PADQ = 2 - P2
AR PA

Além disso, a tangente trigonométrica do angulo formado pelas retas que concorrem em

P é dada pela razdo entre os catetos oposto e adjacente nos triangulos retdngulos PQD e PRA:

DQ _AR _DQ_PQ
PQ PR AR PR

Entdo, as duas proporc¢des que montamos nos dao:

PQ_PD _ PQ_PR

PR PA 'PD PA

Como o angulo em P é comum aos dois, podemos agora concluir que sdo semelhantes os
triangulos PQR e PDA. Como BC é um segmento de reta paralelo a QR, por construcdo, séo
também necessariamente semelhantes os triangulos PBC e PDA. Dai PBC = PDA e PCB = PAD
= ABC = 180° - PBC = 180° - PDA = 180° - CDA, e também DCB = 180° - PCB = 180° - PAD
= 180° — BAD. Desta forma, no quadrilatero ABCD, os &ngulos opostos sdo suplementares, ou
seja, ele é ciclico, logo bicéntrico (ja que foi construido tangencial ao circulo ). Basta tragar as
mediatrizes de dois lados, interceptando-as no ponto O, e o circulo de centro nele e raio

suficiente para alcancar um dos pontos também passa pelos outros trés (figura 49).
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Figura 49 — Quadrilatero ABCD pronto, com circulos inscrito e circunscrito.
A

Fonte: Autor, 2017

3.6 Calculo da area do quadrilatero bicéntrico em funcéo dos raios dos circulos inscrito e

circunscrito e do angulo formado por suas diagonais

Sejam ABCD um quadrilatero bicéntrico de lados: a = AB, b = BC, ¢ = CD, d = DA,
e diagonais p = AC, g = BD, sendo ainda 6 o angulo entre elas, 2s =a + b + ¢ + d seu perimetro,

K sua &rea, e r e R os raios respectivos dos circulos inscrito e circunscrito (figura 50).

Figura 50 - Quadrilatero bicéntrico com marcagao de seus elementos.

Fonte: Autor, 2017
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Por ser quadrilatero bicéntrico, ABCD é um quadrilatero:

a) tangencial = a+c=b+d =s5; (3.14)
b) ciclico = A+C = B+D =180°, p.q = a.c + b.d (Teorema de Ptolomeu). (3.15)
Da Lei dos Senos aplicada aos triangulos em que cada uma das diagonais divide ABCD, temos:
p=2R.senB (= 2R.sen D) (3.16)
e

q=2R.senA (= 2R.senC). (3.17)

Ora, a area de ABCD pode ser imaginada como a soma das areas dos quatro triangulos em que
as diagonais o dividem, e pensando nas expressdes dessas quatro areas como semiprodutos de

segmentos das diagonais p e g pelo seno de 6, obtemos:

K =% .(p.g. sen 0) (3.18)
e, de (3.16) e (3.17), vem:
K =2R2 senA.senB.seno. (3.19)

Novamente, utilizando o fato de que cada uma das diagonais p e g divide ABCD em dois

triangulos (a saber, respectivamente ABC e ADC, e BAD e BCD), temos também:

ab cd bc da
k=22,CP_24,°4 (pois R é raio do circulo circunscrito aos quatro triangulos).
4R T 4R 4R | 4R

Logo,p:ab+ch € 4=+ 5o K, e de (3.15): (4R.K)? = (ab + cd).(ad + bc).(ac + bd)
=R =—/(ab + cd). (ad + bc). (ac + bd) . (3.20)
Mas

senA=senC = e (3.21)

(4rea em funcdo do seno de um dos angulos internos aplicada aos triangulos BAD e BCD) e,

similarmente,
= =~ 2K

senB=senD = Sicd (3.22)

Entéo,

Vi+senA.senB _ \/(ad+bc)(ab+cd)+4K2 (ab+cd)(ad+bc) _ W

senA.senB (ad+bc)(ab+cd) 4K2 4K2 \/4K2 + (ad + bc)(ab + cd) .

(3.23)

Mas

a+c=b+d=s(3.14) e K =vabcd = K2 = abcd (Formula de Brahmagupta).
De volta a (3.23):

\/4K2 + (ad + bc)(ab + cd) = V4abcd + a2bd + acd? + ab2c + bc2d =
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Jbd. (a2 + 2ac + ¢2) +ac. (b2 + 2bd + d2) =/bd.(a +c)? +ac. (b + d)? =

Vbd.s2 +ac.s2 =s.v/ac+ bd. (3.24)
De (3.23) e (3.24),
V1+senA .senB \/(ad+bc)(ab+cd) —_—

sen A .sen B 4K?2 svac+bd. (3.25)

Como a area de um poligono convexo tangencial € o produto do semiperimetro pelo raio do
circulo inscrito (ja que pode ser decomposto em tridngulos cujas bases séo seus lados, tendo

todos o raio do circulo inscrito como altura), temos que
K
K:s.r:s:?. (3.26)

Em (3.25),

V1+senA .senB J(ad+bc)(ab+cd) K\/T \/(ab+cd)(ad+bc)(ac+bd)

senA. sen B 4K2 4K.r (3.27)

Porém, (3.20) nos da /(ab + cd). (ad + bc). (ac + bd) = 4K.R. Portanto (3.25) se torna
Vi+senA.senB 4KR R

senA.senB  4Kr r

1+ sen A .sen B _(R)2
sen?A.sen2B )

Elevando ao quadrado:

Entéo,
R%(senA.sen B)? — r’(senA.senB) — r? = 0.
Resolvendo esta equacdo do segundo grau no produto de senos:

—~ ~ 12 +r4r? +4R2?
senA.sen B =- rroe 4 : (3.28)
2R?

Note-se que ndo aventamos a hipotese de utilizar o sinal de menos na frente da raiz quadrada,
porque, sendo angulos de um quadrilatero, A e B pertencem ao intervalo (0, «), tendo portanto
senos ndo negativos. E

AR?>0=r2+4R?> = 1r.Vr2 + 4R2>12.

Voltando agora a (3.19),

K =2R? senA.sen B . sen 6.

E, substituindo (sen A . sen B) pelo que obtivemos em (3.28),

K=r.(r++vr2 +4R2).sen0, (3.29)
expressao que da a area do quadrilatero bicéntrico genérico de raios R e r, no qual as diagonais

p = AC e g = BD se interceptam segundo um angulo 6.
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3.6.1 Area Maxima de um Quadrilatero Bicéntrico — Pipa Reta

Pipas sdo figuras geométricas pouco estudadas no Brasil, possivelmente inclusive como
consequéncia de ndo constituirem, ao menos nas classificagdes dos quadrilateros com que se
lida comumente aqui, uma categoria especifica, como vem a ser 0 caso de paralelogramos e
trapézios. Nos detemos mais sobre tal fato em um capitulo posterior. Uma pipa (“kite”, em
inglés) se caracteriza por possuir dois pares de lados consecutivos congruentes. E importante
notar que qualquer pipa € um quadrilatero tangencial, uma vez que por definicdo satisfaz a
condicdo necessaria e suficiente para que isto se dé, ou seja, que as somas das medidas dos
lados opostos sejam iguais. Além disso, os dois angulos (opostos) formados por lados de valores
distintos sdo sempre congruentes, dada a simetria desse quadrilatero, que pode ser observada
na figura 51. Portanto, se tais angulos sdo retos esta assegurada a soma, no valor de dois retos,
dos pares de angulos opostos, que é a condicdo necessaria e suficiente para que qualquer
quadrilatero seja ciclico. Isto equivale a dizer que pipas retas sao sempre bicéntricas. Por altimo,
ressaltemos que, assim como nos losangos, a existéncia de um eixo de simetria que passa por

dois dos vértices das pipas implica em que suas diagonais sejam sempre perpendiculares.

Figura 51 — O quadrilatero pipa.

vy =112.89°

S p=104.17°

Fonte: Autor, 2017
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Ora, como sen 90° = 1, o maior valor possivel da funcdo seno, isto equivale a dizer, gracas a
expressdo obtida em (3.29), que a pipa reta (figura 52) € o maior quadriléatero bicéntrico possivel
que tem circulos inscrito e circunscrito de raios r e R que atendam a condicdo dada por (3.6).
Seja entdo Kpipareta = area da pipa reta. Temos, recorrendo ao raciocinio do paragrafo
anterior, que Kpipareta = I. (r + Vr2 + 4R? ). Assim, chamando de Kmax a 4&rea maxima de um

quadrilatero bicéntrico com raios r e R dos circulo inscrito e circunscrito:

Kmax = Kopipa-reta = . (I + m) (330)

Figura 52 - Pipa reta bicéntrica.

C
Fonte: Autor, 2017

3.6.2 Area Minima de um Quadrilatero Bicéntrico — Trapézio Isosceles

Trapézios isosceles, que sdo quadrilateros sempre ciclicos porque tém angulos opostos
suplementares, podem ser também tangenciais — e portanto bicéntricos — desde que seus lados
congruentes e ndo paralelos tenham por valor a média aritmetica das bases (e portanto a altura
seja igual a média geomeétrica destes dois lados do trapézio). Vamos mostrar que isso é verdade:
sejam a e ¢ as bases e b = d os lados ndo paralelos de um trapézio isosceles. Os angulos das
bases sdo congruentes, e os angulos adjacentes a cada um dos lados ndo paralelos séo

suplementares, entdo os angulos opostos sdo também suplementares, o que garante que todo

s _ - - 7 - Ve - - +
trapézio isosceles seja ciclico. Para ser tangencial, devemostera+c=b+d=b=d= % , 0

que implica que os lados néo paralelos tenham por valor a média aritmética das bases.



76

Além disso a altura h é cateto de um tridngulo retdngulo em que a hipotenusa é o lado néo
paralelo, e o outro cateto € a semidiferenca das bases. Sem perda de generalidades, sejam ae c

a+c c—a ]
os valores respectivos da menor e da maior base. Entdo h? = (—)2 (7)2 = 4. % =ac=h

=+/a.c, 0 que acarreta que a altura tenha por valor a média geométrica das bases.

Observemos portanto que trapézios biciclicos tém em seus lados desiguais e em sua altura

respectivamente as médias aritmeética e geométrica de suas bases, algo bastante pitoresco.
Vamos provar agora que o trapézio isosceles (figura 53) satisfazendo a tais condicoes é

sempre 0 menor quadrilatero bicéntrico possivel. Nao nos valeremos, todavia, da expresséao em

(3.29) para a tarefa, pois o0 angulo entre as diagonais de um trapézio isosceles ndo pode ser

obtido a priori, de forma genérica.

De (3.14) e (3.26) temos

K=rs=r(@+c) =r(+d)=K>=r’(a+c).(b+d).

Usando (3.21) e (3.22),

Kz-r[(ad+bc)+(ab+cd)]‘r( )+2(senB)
Entédo:
K = 212 (— )=or (Rt o

senA sen B senA. senB
Ora, sabemos que a média aritmética de dois nimeros reais positivos é sempre maior que

ou igual a sua média geométrica — sé havendo igualdade se os dois numeros forem iguais. Dai,

senA + sen B _ — . . — —
————— > /senA. senB=>senA+senB> 2.4/senA.senB

2
e, portanto, em (3.31):

2+/sen A .sen B 1
2lsendsenBy _

K > 2r2 —_—
( JVsen A .sen B

senA. senB

Desse modo, (3.28) nos da

K > 412 RVZ

B .\/ r2+r.Vr2+4R2 .

Multiplicando o lado direito por uma fracdo que equivale a unidade,

Vr.ViZ + 4RZ — 12 [ Vr.VrZ + 4RZ — r2, resulta que

Vriar2+ 4R2—r2 Vrar2+ 4R2-r2 VrarZ+ 4R2-
> 472 - = 4r2 . =
K >4r? RV2. Ny TOR L 4PRV2 e = 4 RV2. —

2r.J2r. (VrZz + 4R? — 1),
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Logo, a &rea minima de um quadrilatero bicéntrico com raios dos circulos inscrito e circunscrito

dados por r e R é dada por

2r.\/2r. (VrZz + 4R% — 1). (3.32)

Contudo, como o ponto de partida para esta conclusdo foi a desigualdade das médias
aritmética e geométrica dos senos de dois angulos internos adjacentes do quadrilatero biciclico
genérico, e sabemos que essas médias s6 assumem o mesmo valor quando as duas quantidades
sdo iguais, isto acarreta dizer que o valor minimo da area, obtido na expressdo acima, so vai se
verificar quando tivermos
senA =senB.

Além disso, sabemos que, em um quadrilatero bicéntrico, os a&ngulos opostos tém senos iguais
(conforme escrevemos em (3.21) e (3.22), como consequéncia imediata de (3.15)), pois estes
angulos sdo suplementares. E, para que os senos de dois angulos adjacentes sejam iguais, €
necessario e suficiente que tais angulos sejam congruentes ou suplementares.

Vamos entéo trabalhar com as duas hipéteses em que se verifica que sen A = sen B:

(i) se A e B sdo congruentes, (3.15) implica que C e D também tenham o mesmo valor, ja que
os dois Ultimos sdo angulos respectivamente suplementares dos dois primeiros;

(i) se A e B sdo suplementares, (3.15) implicaque A=De B =C.

Em ambos os casos a concluséo irrefutavel é a de que o poligono é um trapézio isésceles, que
se caracteriza exatamente por ser o unico quadrilatero com dois pares de angulos iguais (e dois
pares de angulos suplementares) que pode ser ciclico — lembremos que paralelogramos também
tém dois pares de angulos, tanto congruentes como suplementares, mas nos paralelogramos os
angulos opostos sdo congruentes, e ndo suplementares, o que torna impossivel que se 0s
inscreva em um circulo, a ndo ser no caso especial do retangulo, que tem os quatro angulos
retos — porém retangulos ndo sdo tangenciais, como vimos anteriormente no inicio deste
capitulo, a excecdo dos quadrados, que também descartamos porque, tendo o angulo entre as
diagonais igual a um reto, ndo sdo quadrilateros bicéntricos de area minima, devido a (3.29).

Seja entdo Kapezio = 4area do trapézio isdsceles bicéntrico. Temos, nos valendo do

raciocinio do paragrafo anterior, que Kirapezio = 2. J 2r.(Wr? + 4R? — r).

Assim, chamando de Kmin @ area minima de um quadrilatero bicéntrico com raios r e R dos

circulo inscrito e circunscrito:

Kmin = Kirapézio = 2r.\/2r. (Vr2 4+ 4R?2 - 1) . (3.33)
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Figura 53 - Trapézio isosceles bicéntrico.

Fonte: Autor, 2017

Ou seja, sendo K a &rea de um quadrilatero bicéntrico cujos circulos inscrito e

circunscrito tém raios respectivamente iguais a r e R, vale sempre:

2r.\/2r. (Vrz + 4R2 — 1) < K < r.(r+Vr? + 4R?), (3.34)

uma expressao que nao é muito amigavel quando se trata de termos uma boa ideia do quanto
podem variar &rea e perimetro dos infinitos quadrilateros biciclicos passiveis de construcdo,
dados dois circulos que obedecam a Formula de Fuss, que obtivemos em (3.6). Entdo nossa
tarefa agora consiste em investigar essa variacdo: qual é o possivel ganho maximo, de area e
perimetro, quando comparamos todos os quadrilateros bicéntricos de uma configuracdo, ou
seja, 0 qudo maior € a pipa reta, quando comparada ao trapézio isdsceles com que compartilha

os circulos inscrito e circunscrito.

3.6.3 Comparacdo entre as areas da pipa reta e do trapézio isésceles biciclicos

E notorio que, se dois quadrilateros ttm o mesmo circulo inscrito, a razdo entre seus
perimetros € a mesma das suas areas (uma vez que S = p.r em todo poligono circunscritivel,

com S, p e r sendo respectivamente: area, semiperimetro e raio do circulo inscrito).
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Consideremos a figura 54, que mostra uma pipa reta ABCD e um trapézio isosceles
EFGK bicéntricos. Na pipa destacamos apenas o angulo agudo o formado pelos seus lados
congruentes de maior comprimento. Ja no trapézio temos destacados os elementos:

b’ e b — bases maior e menor, respectivamente;

L — lados congruentes ndo paralelos;

H — altura;

B — angulos da base maior com os lados desiguais.

Além disso, o incentro e o circuncentro de ambos os quadrilateros sdo os pontos | e O. Os

circulos inscrito e circunscrito tém raios respectivamente iguaisar e R.

Figura 54 — Pipa reta e trapézio isosceles bicéntricos de mesmos circulos.

Fonte: Autor, 2017

Temos, em relacdo a pipa ABCD, que
sen ; = % (a perpendicular a BC tragada a partir do incentro | € o proprio raio r), (3.35)
AB = 2R.sen % eBC= 2R.cos§ (0o AABC é retangulo no vértice B). (3.36)

Além disso, Bl € bissetriz do angulo reto em B (incentro equidista dos lados AB e BC). Dai:

[o
Al _ IC _ AI4IC AC 2R cos =
—_ = —= = = = | — 2R 2 ) )
AB  BC AB+BC AB+BC 2R.(sen 2+ cos 3) ¢ sen >+ cos = (de (3.36))
Entéo:

r=R ———= (de (3.35)), (3.37)

oC
sen E+ Cos
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Jé& para o trapézio temos:
r= g (altura é distancia entre as bases, e também didmetro do circulo inscrito). (3.38)

Outra relacdo importante, vélida para qualquer trapézio isdsceles bicéntrico e que
estabelecemos em 3.6.2, expressa a altura desse quadrildtero como média geométrica de suas

bases. Isto decorre do fato de que (aplicando o Teorema de Pitdgoras ao AEPJ)

H?=L°— G- by

b’'+b - . i
L= > (sendo EFGJ quadrilatero circunscritivel as somas de seus lados opostos devem ser

iguais, segundo o Teorema de Pitot), o que leva a

b’+ b (b'-b)? _

2_ 2 b,b_ P
H? = (222 = 4. 22=bb. (3.39)

Seja agora d a medida das diagonais do trapézio isésceles (EG = FJ = d). No AEJG temos:
d=2R.sen (3.40)
(Lei dos Senos, uma vez que tal triangulo estd inscrito no circulo de raio R).
Também é verdade, pelo Teorema de Ptolomeu aplicado a quadrilateros inscritiveis, que:
d>=b’b+L? = d?=H?+ L2 (de (3.39)). (3.41)
Adicionalmente, no ja referido AEPJ:

sen B =% : (3.42)

De (3.40) e (3.42), sen B = % = % > R = %
r
R

= — VHZ+ IZ (de (341)). (3.43)

Vamos agora encontrar o valor da razdo k = - para ambos os quadrilateros bicéntricos.

Ora, de (3.37) sabemos que, na pipa reta:

sen «

:sen X+ cos =
2 2

Para encontrar k no trapézio, vamos dividir (3.38) por (3.43):
HZ
Invertendo as duas expressdes para k e elevando-as ao quadrado para depois iguala-las:

L2.(L%2+ H? 1+ sen «
¢ ) - , onde nos valemos do fato de que (sen ~ + cos 2)? = (1 + sen a).

H4 sen? «
Rearrumando,
L2 , L2 _ 1 1
Hz ( H2 + ) " sen« (sen o« + l)' (3'44)

. L? 1
Vamos fazer: u = meVv=

sen «

Ora, temos que:
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uu+1)=v(v+1) = u>-vi=v—u= -(u—v), isto é, (u+v)(u-v)= -(u—v).
Aqui ha entdo duas hipoteses. A primeira é que u + v = -1. Isto é impossivel, pois leva a:
L2 1

— + =-1.
H2 sen«

. L2 1 . , . . .,
Todavia, 1z © tonx 590 ambos numeros estritamente positivos (pois o ¢ menor que 180°).

Assim, a unica possibilidade para a validade de (3.44) é u = v, que resulta em:

L2 _ 1

H?2 sen o«

Voltando a (3.42) isso nos faz chegar a:
sen o = sen’p. (3.45)

Mas a area da pipa é dada por
Sp= AB.AC=(2R.sen %) (2R . cos %) =2R?.sen «,enquanto a area do trapézio é

b'+b
2

St= (—)H=LH.

Entdo, para determinar a razao entre 0s perimetros e entre as areas, basta encontrar o valor de

S RZ . RZ. .
2p - ZRE-sene 2R SN hevido a (3.42)) =

Se L.H HZ
sen f3
R?. : RZ. . :
2 ser;l;x senp _ 2 4i<azizcnzzen B (devido a (3.37) e (3.38)) =
1+sen «<
2
sen B .(1+sen a) _ 1+ sen?p (devido a (3.45)). 016)

2.sen o 2.sen f3

Chegamos a interessante conclusdo: a razdo entre 0s perimetros (e também entre as

areas) de uma pipa reta e um trapézio isosceles, ambos biciclicos de mesmos circulos, € funcao

do &ngulo agudo B que caracteriza 0 segundo (conforme a figura 54). E mais: o que obtivemos

em (3.46) enfatiza concluséo anterior, de que a pipa reta é sempre maior (em termos de area e

perimetro) que o trapézio isésceles bicéntrico que tem 0s mesmos circulo inscrito e circunscrito.
Uma vez que (1 — x)?>> 0 para qualquer nimero real ndo nulo x, temos:

+ x2

(1-X)2>0>1-2x+x2>0=>1+x% > 2x= > 1 (se X € estritamente positivo).

Substituindo x nesta Gltima expresséo por sen 3 (valido porque sen p = % > 0) obtemos:

1+ sen?p

> 1, oque nos leva a conclusdo de que Sp > St .
2.sen f3

Notemos que

0<senP<1,jaque0<p<90°(se angulo reto o trapézio se degenera em um quadrado).
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Podemos calcular o valor da razdo entre as areas e perimetros maximos e minimos dos
quadrilateros bicéntricos passiveis de construcdo, dados dois circulos que atendem a Férmula
de Fuss, razdo essa que chamamos de “ganho maximo” no final de 3.6.2. Sendo Q o ganho
maximo, como fungao de B este Q(P) € dado por

_ 1+sen?B

Sp
QB = S_t ~ 2senp (3.47)

Examinamos o valor de Q para diferentes possibilidades de medida do angulo  na Tabela 1.

Tabela 1 — Ganho méaximo de area e perimetro para quadrilateros bicéntricos.

()
150 2,06
30° 1,25
45° 1,06
60° 1,01
75° 1,0006
90° 1

Fonte: Autor, 2017

O que se depreende da anélise dessa tabela é que, para angulos B maiores que 45° 0s
quadrilateros bicéntricos de mesmos circulos inscrito e circunscrito tém variacdo de area e
perimetro muito pequena. J& com angulos B baixos o ganho é expressivo. Ilustramos tais
conclusdes nas proximas trés figuras. Na figura 55 mostramos a pipa reta e o trapézio
bicéntricos para angulo B de 75° (ganho de area e perimetro imperceptivel a olho nu).



Figura 55 — Pipa reta e trapézio isosceles bicéntricos de mesmos circulos.

G

Fonte: Autor, 2017

Na figura 56 o0 &ngulo B ¢ de 45°, ¢ assim a pipa reta é 6% maior que o trapézio isosceles.

Figura 56 — Pipa reta e trapézio isosceles bicéntricos de mesmos circulos.

G

Fonte: Autor, 2017

Na figura 57 0 &ngulo B é de 30°, e assim a pipa reta € 25% maior que o trapézio isésceles.

83
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Figura 57 — Pipa reta e trapézio isosceles bicéntricos de mesmos circulos.

G
Fonte: Autor, 2017

Observemos que procede o valor de 1 para a situagcdo em que B seja angulo reto, pois
nesse caso o trapézio isosceles se degenera (em um quadrado), e sendo assim os dois circulos,
inscrito e circunscrito coincidem, e portanto a pipa reta também se degenera, em um quadrado
de mesmos perimetro e area que o dado pelo trapézio degenerado. Note-se entretanto que
estamos interessados, nessa dissertagdo, nos quadrilateros bicéntricos menos “dbvios” que o
quadrado (que é bicéntrico como todo poligono regular o €), ou seja, naqueles em que 0s centros
dos circulos inscrito e circunscrito ndo coincidem. Mesmo porque isto também é uma exigéncia
do enunciado do “Problema das Quatro Guaritas”, que norteia o nosso trabalho.

Outro aspecto que um observador mais arguto pode ter notado, a essa altura, é o de que
0 ganho maximo parece ter correlacdo negativa com a razédo r / R. Isto também procede. A bem
da verdade, podemos mesmo obter uma fun¢do €(r), que forneca o ganho maximo de area e
perimetro entre os quadrilateros bicéntricos, uma vez que se suponha fixo o valor do raio do
circulo circunscrito a todos eles, R. Para isso basta que dividamos a expresséo da area maxima

pela da area minima, conforme o resultado obtido em 3.6.2. Assim,

Qr) =

r.(r+vr2+4RZ) _ 1 |(r+Vr2+4R2)3
T Ry32 r - (3.48)

2r.\/2r.(\/r2+ 4R%2-)

Construimos adicionalmente uma pequena planilha em Excel, em que obtivemos, para

diferentes valores de r, o ganho €(r), com R fixo em 10. Essa planilha, exibida na Tabela 2,
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mostra que de fato o ganho aumenta a medida em que r diminui. Outra observacéo que se pode
fazer é a de que, em virtude do fato dos valores dos raios r e R dos circulos inscrito e circunscrito
determinarem de modo Unico a distancia d entre os centros de ambos, por meio da Férmula de
Fuss (3.6), essa tabela também pode ter versdo alternativa em que se fixe R e varie d, por
exemplo.

O mais importante, em toda a discussdo sobre o quanto variam perimetro e area dos
infinitos quadrilateros bicéntricos passiveis de construcdo, havendo dois circulos que
satisfacam a Formula de Fuss, é perceber que ganhos maiores (valores mais altos de Q)
implicam em valores de r menores, quando comparados a R, ¢ em angulos a ¢ B também
menores, ou seja, em figuras de construcdo mais trabalhosa, ndo apenas com o Geogebra mas
especialmente a mao livre, e que resultam menos elegantes e harmoniosas, 0 que pode ser
facilmente constatado se comparamos as figuras 55, 56 e 57. Nos parece que, em termos de
beleza estética, seja incontestavel que tal qualidade seja decrescente com a ordem, no que se
refere a elas.

Tabela 2 — Ganho méximo de area e perimetro em funcéo de r.

R=10

r Q Porcentagem | a
7,07 | 1,00000 0,00 | 90° | 90°
7,00| 1,00002 0,00

6,71| 1,00060 0,06 | 75° | 68,9°
6,00 | 1,00579 0,58

5,67 | 1,01036 1,04 | 60° | 48,6°
5,00| 1,02493 2,49

4,08 | 1,06066 6,07 | 45° | 30°
4,00 | 1,06506 6,51

3,00 | 1,14225 14,23

2,24 | 1,25000 25,00 |30°|14,5°
2,00| 1,29865 29,86

1,00| 1,70423 70,42

0,80| 1,87705 87,70

0,50| 2,32150 132,15

0,20| 3,58897 258,90

Fonte: Autor, 2017
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4 SOLUCAO DO PROBLEMA DAS QUATRO GUARITAS

Vamos agora aplicar todo o desenvolvimento tedrico suscitado pelos dois capitulos
prévios para resolver o Problema das Quatro Guaritas, com que iniciamos, e que é por assim
dizer a mola mestra, de nossa dissertacdo. Vimos, na Introducdo, que as condigfes impostas
pelo enunciado obrigam a que as quatro guaritas se localizem em quatro pontos tais que
formem, se imaginamos uma vista aérea do terreno onde vai se dar o evento, um quadrilatero
ao mesmo tempo ciclico e tangencial. Precisamos entdo percorrer cuidadosamente aquele
enunciado, para, nos valendo das notacfes que recomenda, dar respostas aos cinco itens do
problema. Basicamente se estipula que o raio do circulo inscrito no quadrilatero formado pelas
posicBes dos postos de guarita mede 66 metros, e que a distancia entre o centro da praca onde
vai se dar o evento e a Central de Comunicacdes é de 21 metros.

O item a pede que se esboce uma vista aérea do local, e entdo deve ser considerado
satisfatorio qualquer desenho onde fique claro que seu autor compreende que se trata de um
quadrilatero concomitantemente ciclico e tangencial. Naturalmente tal desenho pode ser feito a
mdo livre ou com o auxilio de instrumentos como régua, compasso e par de esquadros, ou
mesmo pelo apelo a um software de Geometria Dindmica como o que utilizamos ao longo de
todo esse trabalho, o Geogebra, ou ferramenta equivalente (Cabri ou 0 ReC — “Régua ¢
Compasso”). Assim, é aceitavel e compreensivel que ndo haja precisdo nesse item, ndo se pode
exigir isto quando se pede um “esbo¢o”. H4 boa chance de que os circulos apresentados, no
caso de desenhos feitos a mao livre, estejam tortos ou ovais. O que se tenciona, nesse primeiro
item, é aferir se 0 aluno consegue ou nao concluir que o quadrilatero deve tangenciar um circulo
menor, 0 que d& contorno a praca, e ter seus vertices sobre um circulo maior, o de centro na
Central de Comunicacoes.

O item b questiona a natureza do quadrilatero esbocado anteriormente: ele pode ser
paralelogramo? De que tipo(s), em caso afirmativo? Aqui a porcentagem de eventuais acertos
deve ser funcdo do nivel de bagagem matematica, de conhecimento geométrico do(s) aluno(s)
a quem estiver sendo proposto o problema. Turmas mais adiantadas, como é o caso das de
cursinhos preparatdrios para provas de pré-técnico e pré-militar, quando se tratar de ensino
fundamental, e de turmas do tipo IME-ITA, no caso de ensino médio, tendem a ter mais sucesso
para responder com éxito. O fator decisivo é o entendimento de que todo quadrilatero ciclico
precisa ter angulos opostos suplementares, porém paralelogramos tém seus angulos adjacentes

somando 180°. Assim, a principio apenas os retangulos atenderiam o enunciado, mas 0s mais



87

genéricos também falham, porque todo quadrilatero tangencial precisa ter somas iguais de lados
opostos. Sobrariam os quadrados — mas nesse caso 0s centros dos circulos inscrito e circunscrito
precisariam coincidir, 0 que contradiz a situacdo proposta pelo enunciado, portanto todas as
respostas ao segundo item sao negativas.

O item c enfim pede uma solugéo precisa, rigorosa e portanto detalhada para o Problema
das Quatro Guaritas. Para que ndo se tenha um cenario totalmente vago, isto é, tal que qualquer
quadrilatero bicéntrico o satisfaca, adicionalmente se estabelece que o posto de guarita
nomeado como o ponto (veértice do quadrilatero) B deve enxergar a praca sob um angulo de
visada de 90°, ou seja, que o quadrilatero ABCD seja tal que B = 90°. Vamos portanto nos deter

agora sobre o raciocinio que se faz necessario a resolucdo do nosso problema, sob tal condic&o.

4.1 Solucdo do Problema das Quatro Guaritas — Angulo de visada reto

Supomos o problema resolvido na figura 58, onde temos os triangulos retangulos AAWI
e AIXC semelhantes, uma vez que B = 90°, e IW e IX sdo respectivamente tangentes a AB e
BC, por serem os raios do circulo da praca nos pontos de tangéncia desses dois segmentos de
reta. Fazemos k = distancia entre | e O, para ndo confundir com o lado DA do quadrilatero.
Logo,

a;r:bir:a_b_r_(a+b)+r2:r2=> ab=r.(a+b). (4.1)

A propriedade da bissetriz interna, aplicada a bissetriz p = BI do angulo B do tridngulo ABC,

nos da:

R-k _ R+k - : N N
= - = (utilizando propriedade de razdes e proporcoes)

a

R-k _ R+k _ 2R _R-k_
— T T a0 TR (@+b) 4.2)

e

R+k
b= ? .(a+Dh). 4.3)
Multiplicando (4.2) e (4.3):

_R*-K2 ) R?-K? _
ab= Y (a+b)* = (de (4.1)) A2 @+b)=r.
Entdo

2

(@a+h) = =t (4.4)
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Por outro lado, como 0 A ABC ¢ retangulo em B, temos:

a>+b* = 4R?,

ou seja,

4R? = (a+2.ab+b?) —2.ab=(a+b)>-2.ab=(a+b)>—2r.(a+b) (de (4.1)).
E entdo, substituindo (a + b) pelo seu valor dado em (4.4):

4R?r 4R?r
IR?= (=) 2 - 2r ().
Dividindo por 4R? e multiplicando por (R? — k?)? toda essa expressdo, chegamos a
(R?— K22 = 412.R? - 2.1(R? — kK?) = 2.12.(R? + K?). (4.5)

Abrindo os parénteses:

R*—2.k%R?+ k*=4.r2.R? - 2.r2.R? + 2.k.r%,

Temos entdo agora uma equaco biquadrada em R?:

(R)?-2.(k*+r?).R? + k*-2.k%r?2 = 0.

Aplicando a formula de resolugdo, obtemos

RZ=r2+ K2+ rr2 + 4kZ,

Contudo, as guaritas ndo podem estar a uma distancia de O que seja inferior a (r + k), entdo
abandonamos a hipdtese do sinal nessa expressao ser de “menos”. Logo:

R:\/r2+ kZ + r.Vr2 + 4.k2

E interessante notar que fizemos todo esse desenvolvimento algébrico para calcular o

valor do raio R sem apelarmos a Formula de Fuss. Isto foi proposital, quisemos mostrar que um
bom aluno do dltimo ano do ensino fundamental ou do ensino médio tem condicBes de dar a
resposta pedida se atendo apenas a suposicdo basica de que a situacdo proposta pelo Problema
das Quatro Guaritas é viavel. Entretanto, voltando a (4.5):

(R2—k?)?=2.r2(R? + k?).

Ora, esta é exatamente a expressdo da Formula de Fuss, que obtivemos em (3.6).

Claro esta que a tarefa foi enormemente facilitada pelo fato de que, nesse item d do
Problema das Quatro Guaritas, se pede que haja angulo de visada de 90° por parte de um dos
postos de vigilancia (a esta altura temos também plena nogdo de que na verdade isso acaba
sendo valido também para uma outra guarita, pois a pipa reta tem dois angulos retos, opostos),
0 que permitiu a utilizacdo da proporcdo decorrente da semelhanca entre os triangulos
retangulos AAWI e AIXC, dada por (4.1). Sem impor essa condi¢do de que dois dos angulos
do quadriladtero ABCD fossem retos, seria muito mais trabalhosa a solugdo sem a abordagem

da Férmula de Fuss.
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Figura 58 — Resolugéo do item c do Problema das Quatro Guaritas

D
Fonte: Autor, 2017

Agora estamos aptos a responder o item d, calculando o raio R, ou seja, a distancia que
cada guarita deve guardar, em relacdo a Central de Comunicag@es. E o enunciado do Problema
das Quatro Guaritas informa que a praca onde se dara o evento tem um raio de 66 metros, e que
a Central de Comunicacdes dista 21 metros do centro da pracga. Entéo,
r=66ek=21.

Assim, aplicando tais valores a expressao obtida para R, temos

R=+v662 + 212 + 66.7/662 + 4,212 = 99 8.

Podemos, portanto, concluir que os postos de observacao precisam distar cerca de 100 metros

da Central de Comunicac0es, para satisfazer o enunciado.

O item e é outro que dificilmente seria corretamente respondido em turmas comuns,
tanto de ensino fundamental como médio, dada a sua complexidade, naturalmente maior. As
discuss@es que conduzimos ao longo de 3.6.1 e 3.6.2 nos permitem afirmar que, para que a area
coberta pelo quadrilatero ABCD seja a maior possivel, respeitadas as condi¢Ges impostas pelo
enunciado, se faz necessario optar pelo quadrilatero pipa reta, que, alids, vem a ser a solucao
do item c. Ja para que a soma das distancias entre as guaritas fosse minima, isto é, para que

ABCD tenha o menor perimetro possivel, é preciso escolher como solugdo o trapézio isosceles
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bicéntrico. Para determinar o valor de Q associado a esse problema, podemos substituir r por

66 metros e R por 99,8, em nossa expressao do ganho recém-obtida. Temos:

Q= 1 . [(r+Vr?+4R?)3 _ 1 _ \/(66 +/662+4.99,82)3
" RW32 r "~ 99,8./32

= 1,0001.
66

Ressalte-se uma vez mais que, quando r ndo tem valor muito pequeno, quando comparado ao
de R, o ganho de area e perimetro, do menor para o maior quadrilatero bicéntrico, é de fato

irrisério.
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5 ATIVIDADES PARA APLICACAO EM SALAS DE AULA

O conceito de quadrilateros bicéntricos possibilita a formulacdo de alguns interessantes
exercicios e atividades para aplicacdo e discussao, em turmas de Matematica, do oitavo ano do
ensino fundamental até o terceiro ano do ensino médio. Evidentemente se deve levar em conta
o perfil dos alunos e das turmas, para que se possa dosar adequadamente o nivel de dificuldade
das atividades a escolher e/ou decidir que informacdes ou dicas acrescentar a cada enunciado,
para que 0s exercicios que aqui propomos ndo se tornem enfadonhos, desestimulantes.

Um problema pode ser considerado extremamente facil por alunos com consideravel
bagagem prévia de conhecimento matematico, como vem a ser 0 caso em turmas de cursos
preparatorios para exames militares e/ou técnicos como os do Colégio Naval e do Centro
Federal de Educacdo Tecnoldgica Celso Suckow da Fonseca, e eventualmente ndo ser visto da
mesma forma por jovens estudantes de nossas escolas municipais e estaduais.

Cabe, portanto, a cada professor avaliar corretamente o seu publico, ao invés de
simplesmente propor as suas turmas 0 que apresentamos a seguir, sem preocupagdes com
ressalvas como as que acabamos de fazer. E interessante que se registre desde ja o qudo
poderoso é o conceito de Semelhanca de Tridngulos, por meio do qual se da solucdo a grande
maioria do que preparamos como exercicios e atividades. Vamos também mostrar as resolucdes

de alguns de nossos alunos, para as duas primeiras atividades.

5.1 Primeira Atividade Proposta

Apoés apresentarmos em dois tempos de aula o conceito de quadrilateros bicéntricos,
acompanhado de contextualizacdo consistindo em uma recordacdo dos assuntos que tém
naturalmente maior pertinéncia, mais especificamente a Semelhanca de Tridngulos e os
Teoremas do Quadrilatero Circunscritivel e de Pitot, propomos, em um pré-vestibular da rede
publica do Estado do Rio de Janeiro, estabelecimento de ensino de que falamos na Introducao
desse trabalho, uma atividade remetendo ao conceito de quadrilateros bicéntricos. O enunciado
de tal atividade, a qual destinamos um tempo inteiro de aula de 50 minutos e que foi proposta
inicialmente a apenas uma das turmas, a ELEOL1, é mostrado na figura 59. Digitalizamos as

resolucgdes de alguns alunos, que se encontram no Apéndice dessa dissertacéo.
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Figura 59 — Primeira Atividade Proposta em sala de aula

Pré-Vestibular Social

2017
Disciplina: Matematica — Tutor: Adolfo Luiz Braucks Vianna
Turma: Aluno:
Exercicio de Aplicagao
ABCD é quadrilatero bicéntrico. Sabe-se que:
AB =5, BE =4, EA = 6. Calcule:
a) o valor do lado BC;
b) o perimetro do quadrilatero.
Resolucdo:

Fonte: Autor, 2017

5.2 Segunda Atividade Proposta

Ap0s fazer exercicios de revisdo de semelhanca de triangulos, decidimos introduzir os
quadrilateros bicéntricos também na turma do pré-vestibular comunitario em que damos aula
voluntariamente, apresentando antes os Teoremas do Quadrilatero Circunscritivel e de Pitot.
Na aula seguinte propusemos atividade consistindo de dois exercicios abordando o assunto
dessa dissertacdo. Os enunciados dos exercicios, a cuja solucdo destinamos uma hora e meia,

sdo mostrados nas figuras 60 e 61. Algumas resolucées dos alunos se encontram no Apéndice.



Figura 60 — Segunda Atividade Proposta em sala de aula — Exercicio 1

Pré-Vestibular Comunitario
Atividades em classe — Geometria Euclidiana Plana — Professor: Adolfo Braucks
Aluno:

Exercicio 1. Usando conceitos estudados até aqui, principalmente semelhanca de
tridngulos e quadrilateros inscritiveis e circunscritiveis, determine o valor do raio r do
circulo inscrito no quadrilatero ABCD. Justifique passo a passo toda a sua solugéo.

Solucéo:

Fonte: Autor, 2017
Figura 61 — Segunda Atividade Proposta em sala de aula — Exercicio 2

Exercicio 2. Usando conceitos estudados até aqui, principalmente semelhanga de
tridngulos e quadrilateros inscritiveis e circunscritiveis, determine o valor do raio r do
circulo inscrito no quadrilatero ABCD. Justifique passo a passo toda a sua solucéo.

Solugdo:

Fonte: Autor, 2017
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5.3 Terceira Atividade Proposta

Para a terceira atividade nos ocorreu propor um exercicio que partisse de uma situacéo
mais concreta e palpavel, com objetos que os alunos pudessem manusear, e ndo um exercicio
proposto de forma ortodoxa, no quadro branco, como foi o caso nas duas primeiras atividades

que elaboramos. Eis a atividade:

5.3.1 Atividade de cunho pratico: construcdo de quadrilateros bicéntricos em madeira

A atividade consiste no que se segue: entrega-se a cada aluno (ou, como foi na verdade
0 caso, quando da aplicacdo efetiva da atividade, grupo de dois ou trés alunos — a prépria turma
pediu que fizéssemos dessa forma, com exce¢do de apenas uma aluna, que optou por tentar
fazer a tarefa sozinha) duas hastes retas de igual comprimento, rigidas mas facilmente
quebréveis, de cores distintas — por exemplo, uma verde e uma vermelha. Ambas as hastes
devem entdo ser cortadas ou rompidas, & mdo ou com o auxilio de uma tesoura, a critério dos
jovens, mas apenas uma Unica vez cada uma, de modo a gerar quatro varetas menores, duas de
cada cor. A tarefa é montar quadrilateros tendo lados de cores alternadas, isto &, tais que os dois
lados verdes e os dois lados vermelhos sejam ndo adjacentes, mas sim opostos. Num momento
posterior os alunos devem ser desafiados a continuar procurando montar quadrilateros, ainda
obedecendo a essa mesma condi¢do cromatica, mas com a exigéncia adicional de que suas areas
sejam as maiores possiveis.

Na prética o que se imagina (foi como trabalhamos com a turma) é a viabilizacédo de tal
atividade por meio das finas varetas cilindricas de madeira do popular jogo de destreza manual
e que ainda goza de grande apelo infanto-juvenil, o “Pega-Varetas”, fabricado no Brasil por
uma renomada empresa do ramo desde 1961. Pode-se encontrar no comércio de qualquer cidade
de porte médio este brinquedo, comumente por importancias maédicas, ndo raro inferiores a R$
10 (quando fabricadas em plastico duro). As varetas do joguinho costumam medir
aproximadamente 20 cm cada. E importante que cada aluno ou grupo de alunos receba duas
hastes de tamanho rigorosamente igual, mas tendo cores distintas.

Ao quebrar as varetas em duas outras, se formam quatro segmentos de reta, dois de cada

uma das cores. A montagem do quadrilatero tendo por lados tais segmentos, e de modo a que
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as cores se alternem, ja garante que o poligono seja tangencial (uma vez que a soma dos lados
opostos produz as duas varetas originais, que ttm o mesmo comprimento). Ora, dados quatro
valores, expressos pelas variaveis a, b, ¢ e d, sabe-se que o quadrilatero de maior area, tendo
por lados essas quatro grandezas (e desde que isto seja possivel, isto €, desde que nenhum dos
ndmeros seja maior que a soma dos outros trés), é o ciclico —a Formula de Bretschneider (2.7)
o indica claramente, ja que o cosseno da soma dos angulos opostos vale -1 quando tais angulos
sdo suplementares, 0 que sO ocorre justamente quando o quadrilatero € inscritivel ou ciclico.
Assim, sO se obtém éxito na procura do quadrilatero de maior area possivel quando ele lograr
satisfazer a tal condicéo.

Nosso desafio, na colocacdo em préatica dessa atividade, é, portanto, o de orientar o
alunado a investigar sob que condicdo ou condi¢cdes uma das infinitas possibilidades de
montagem de um quadrilatero, dados os seus lados, é aquela em que seus quatro vértices passam
a ser pontos de uma mesma circunferéncia de circulo. Naturalmente que o professor / facilitador
deve conduzir a mediacdo dessa atividade levando em conta o nivel de aprendizado da turma,
sua bagagem de conhecimento geométrico. Em um curso pré-militar, com fortes candidatos a
uma vaga no Colégio Naval, cremos que ndo raro um ou mais alunos, quica a maioria da turma,
vislumbre que os angulos opostos do quadrilatero a montar sejam suplementares.

Uma das alternativas de encaminhamento da solucéo € utilizar por duas vezes a lei dos
cossenos para, supondo o problema resolvido, calcular o valor de uma das diagonais do
quadrilatero bicéntrico, uma vez gque, sendo seus angulos opostos suplementares, tém cossenos
simétricos. Com os quatro lados e uma diagonal a construcdo do quadrilatero é trivial.

Infelizmente, nenhum dos grupos formados no dia de execucdo da atividade em sala de
aula conseguiu encaminhar a solucdo ao longo de cinquenta minutos, razéo pela qual, a pedido
da propria turma, a atividade acabou se tornando um dever de casa. Estabelecemos elastico
prazo para 0s grupos enviarem solucdes, mas ainda assim 0 assunto caiu no esquecimento,
talvez pelo fato de se tratar de uma turma de pré-vestibular, pouco afeita a dedicar tempo de
estudo em casa a assuntos que ndo sejam o0s mais tipicos de cobranca na prova de Matematica
do ENEM. Assim, apenas uma aluna, exatamente a que pedira para ndo integrar grupo algum,
se deu o trabalho de diligentemente concluir a atividade. A solugdo que nos enviou, bastante

satisfatoria em termos de precisdo do desenho, se encontra anexa, no Apéndice.
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5.4 Outras Propostas de Atividades abordando o conceito de Quadrilateros Bicéntricos

Durante a elaboragédo desse trabalho tivemos outras ideias de atividades que poderiam

eventualmente ser realizadas com turmas do nono ano do ensino fundamental e ensino médio.

Infelizmente ndo foi possivel colocar isto em prética, porque lecionamos esse ano apenas em

turmas de pré-vestibular, em que sua propria razao de ser, a preparacdo para 0 ENEM e outros

exames de admissdo a universidades (UERJ, PUC, etc), impede naturalmente que se dedique

um tempo maior a aspectos da Geometria Plana. Entretanto nosso pensamento é o de que ainda

assim essas atividades devem constar desta dissertacao, e € iSso que mostramos agora.

5.4.1 Construcao teérica de um trapézio isosceles bicéntrico

Sejam L e H dois nameros reais ndo-nulos, com L > H.

a)
b)

f)
g)
h)

Resolva a equacéo do segundo grau x> — 2L.x + H? = 0;

Chamando a maior e a menor das raizes da equacdo do item anterior de B e b,
respectivamente, imagine trapézios que tenham por bases segmentos de reta com tais
medidas. Mostre que existe um desses trapézios que €, a um sé tempo, inscritivel e
circunscritivel (isto é: calcule os seus lados obliquos as bases e a sua altura);

H
Chamando de r o raio do circulo inscrito no trapézio do item b, prove que r = By ;

Seja D a medida da diagonal do trapézio. Demonstre a seguinte relagdo: D? = L2 + H?;
Chamando de o valor do angulo agudo interno, estabelega duas relacfes que déo o

valor de sen B e, a partir delas, conclua que o raio R do circulo circunscrito ao trapézio

pode ser dado por R = H ;

Mostre que vale a relagio 4.R.r=L.VL? + H?;
Sendo K a area do trapézio, forneca uma expressao de K em funcéo de L e H;
A diagonal do trapézio pode ser perpendicular ao lado obliquo a ela concorrente?

Justifique a sua resposta.
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5.4.2 Construcéo tedrica de uma pipa reta

Sejam P e Q dois numeros reais nao-nulos, com P > Q.

a)

b)

9)
h)

Esboce uma “cruz” tendo por medidas P e Q, isto €, imagine dois segmentos de reta
perpendiculares de medidas P e Q, que se cortem em um ponto E que seja médio do
segmento menor — mas néo do maior;

Chamando de A, C, B e D, respectivamente, as extremidades, superior e inferior do
segmento de comprimento P, e esquerda e direita do outro segmento de reta, mostre que
h& uma posicdo, para a altura em que o segundo corta o primeiro, tal que os angulos
ABC e ADC s#o retos (forneca a altura exata em que se da esse corte no maior segmento
de reta);

Obtenha o quadrilatero ABCD unindo esses pontos ordenadamente: trata-se do que
chamamos em Geometria de uma “pipa reta”. A seguir demonstre que essa pipa ¢é
bicéntrica, ou seja, que admite simultaneamente circulo circunscrito e circulo inscrito;
Determine os valores dos lados de ABCD, em funcao de P e Q;

Sendo a o valor do angulo agudo interno, estabelega uma relagdo entre P, Q e a;
Calcule os raios r e R, dos circulos respectivamente inscrito e circunscrito, em fungédo
de P e a, pelas expressGes mais simples possiveis;

Sendo K a area da pipa, dé K em funcdo de P e a;

Voltando a atividade anterior, em que trabalhou com o trapézio isosceles bicéntrico, se
uma pipa reta compartilhar dos mesmos circulos inscrito e circunscrito com um trapézio,
qual dos dois é maior (possuindo os maiores valores para area e perimetro)? Sugestéo:

encontre uma relacéo entre os angulos a e 3.

5.4.3 O Problema dos Quatro Herdeiros

Essa situacdo-problema poderia ser o mote de nossa dissertacdo, em paralelo com ou até

substituindo o Problema das Quatro Guaritas. Trata-se da alocacéo de quatro castelos que, para

atender o que se pede, tém que estar situados nos vértices de um quadrilatero biciclico. Eis o

seu enunciado.



98

Uma poderosa rainha deu a luz a quadrigémeos, sendo duas meninas, Ana e Clara, e dois
meninos, Breno e Dario. Anos depois, j& adultos, os herdeiros do trono decidem que vao morar

em quatro castelos distintos, mas desejam construi-los de modo que:

1) a rainha precise percorrer a mesma exata distancia, para deslocar-se do seu paléacio, onde
prefere continuar residindo ao lado do esposo, até qualquer uma das quatro estradas vicinais
que ligardo os castelos dos filhos de géneros diferentes - as maiores distancias, entre os castelos
de Ana e Clara e os de Breno e Dario, ndo receberdo estradas de ligacao;

2) todos os quatro castelos distem 50 quildmetros do centro administrativo do reino, que fica a
30 quildmetros do palacio da rainha.

Discutir / esbogar a constru¢do dos quatro castelos.”

5.4.4 O Problema das Quatro Retas

E outra situacdo-problema que poderia ser a mola-mestra dessa dissertacéo. Eis o seu
enunciado.

Quatro retas t, u, v.e w em um plano = séo tais que:

1) ha no minimo trés direces dadas por elas - isto é, ha dentre elas ndo mais do que duas retas
paralelas;

2) hd um e apenas um ponto do plano © que equidista de todas elas;

3) as quatro intersecdes entre elas que nunca estdo em dois semiplanos diferentes, nas divisdes
de = por t, u, v ou w, também equidistam de um Gnico ponto do plano, todavia distinto do citado
no item anterior (o que se deseja aqui ¢ fugir do conceito de “quadrilatero completo”, para que

0 problema tenha solugéo viavel).

Discutir / esbogar a distribuicdo das quatro retas no plano. Sugestdo: sejam 0s pontos
mencionadosem 3: A=tnu;B=unv; C=vnw,;D=wn t. Justifique suas construcoes e

respostas.
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6 O ENSINO DE GEOMETRIA PLANA NO BRASIL E OS LIVROS DIDATICOS -
UMA PERSPECTIVA CRITICA

A Geometria é indubitavelmente uma das mais importantes partes da Matematica. Ha
mesmo alguns colégios, escolas e cursinhos pré-vestibulares no Brasil que dividem a disciplina
em duas: a primeira, comumente denominada ‘“Matematica I”, ou, abreviadamente, “MAT 17,
normalmente abrangendo Algebra, Aritmética e Geometria Analitica (e as vezes rudimentos de
uma Introducdo a Analise, como é o caso em turmas IME-ITA), e a outra, “MAT II”,
usualmente integrada por Geometria Plana e Espacial e Trigonometria. Ndo temos
conhecimento de onde ou quando se comecou a praticar tal divisdo, mas especulamos que tenha
visado originalmente separar a Matematica em duas partes, a grosso modo uma primeira de
natureza mais abstrata, lidando com letras e nimeros, e outra “mais pratica”, onde o ensino /
aprendizagem também possa se valer de desenhos.

Historicamente a aquisicdo de conhecimento geométrico se impds ao homem como
necessidade primordial quando ele precisou calcular distancias, areas, angulos e volumes, para

melhor lidar com o0 mundo a sua volta. Citemos Fossa (2012, p. 133):
Como grande parte da Matemaética, a geometria resultou da abstragéo de certos aspectos
da nossa experiéncia sensorial. A propria etimologia da palavra ‘geometria’ remonta a
origem mundana dessa ciéncia, nos levando a recordar da sua estreita ligacdo com

problemas de natureza pratica.

Assim, questbes cotidianas oriundas principalmente dos campos da agricultura, da
astronomia e da construcéo civil teriam produzido os primeiros gedmetras em todas as grandes
civilizagbes da Antiguidade: babilénios, egipcios, harappeanos (povos antigos que habitaram o
Vale do Rio Indo) e outras. Ha quem diga, baseado nisso, que a Geometria e a Aritmética foram
0s primeiros campos da “Matematica pré-moderna” (Wikipedia, in “Historia da Geometria™).
As Grandes Piramides do Egito, ainda hoje consideradas uma das Sete Maravilhas do Mundo,
intrigam pesquisadores das mais diferentes areas, perplexos porque ndo se consegue dar uma
resposta satisfatria para a pergunta sobre como foi possivel erguer t&o prodigiosas construcoes
em épocas tdo remotas, sem uma engenharia avancada e mecanismos de transporte para as
formidaveis pedras que as constituem. Outra construcdo igualmente imponente e cujas origens
se perdem no tempo é a da Grande Muralha da China, tdo assombrosa que sobre ela circulam
ao redor do mundo lendas pitorescas, e que a internet ajuda a propagar, como a de que se trata
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da Unica construcdo humana visivel de nosso satélite natural. Tanto um caso como o outro
mostram que 0 homem estudou e aprendeu Geometria desde muito antes da época crista.

Sabe-se que babilbnios e egipcios chegaram a boas aproximacdes do valor de Pi, de que
certamente necessitaram para o calculo de areas e volumes que envolvessem circulos, esferas e
curvas. Ha evidéncias de que os egipcios aproximavam a area de um circulo como sendo o
quadrado de oito nonas partes do seu didmetro, o que denota a utilizagédo de Pi como sendo
aproximadamente igual a 3,1605, um erro de apenas 0,63% em relacdo ao valor correto. Os
babil6nios cometiam erro inacreditavelmente ainda menor com uma aproximacao de 25/ 8 =
3,125 para Pi (tal valor se encontra dentro de uma margem de erro de 0,53%). De acordo com
Hayashi (2005, p. 363), os Sulba Siitras (periodo védico indiano, datado do primeiro milénio
antes de Cristo) contém "a expressdo verbal existente mais antiga do Teorema de Pitdgoras no
mundo, embora ja tivesse sido conhecido para os antigos babildnicos.”: "A corda diagonal
(aksnaya-rajju) de um (retdngulo) oblongo produz (&rea) tanto como as (cordas) do flanco
(parsvamani) e a horizontal (tiryanmant) produzem separadamente.”

Por mais que haja muitas duvidas, atualmente, no tocante a questdes da historiografia da
Matematica, num ponto todos 0s autores parecem concordar: os primeiros a produzir uma
sistematizacdo da Geometria, uma consolidagdo dos conhecimentos dessa area, foram o0s
gregos. De fato vérios sdo os nomes de gebmetras gregos cujos proficuos trabalhos
atravessaram oceanos de tempo, permanecendo ensinados em nossas escolas até hoje: Tales,

Euclides, Pitagoras, Hiparco, Ptolomeu, Menelau e tantos outros.

6.1 O Ensino de Geometria no Brasil

6.1.1 O Movimento da Matemética Moderna

Qualquer pessoa que resolva se debrucgar sobre a tarefa de pesquisar o0 ensino-
aprendizagem de Geometria no Brasil inevitavelmente se depara, em quase todos os livros que
toquem no assunto com maior ou menor profundidade, com criticas, algumas bastante
contundentes, a “Matematica Moderna”, um movimento de renovacéo curricular, que chegou
ao Brasil na década de 1960 e permaneceu como uma alternativa para o ensino de Matematica

por mais de uma década. Basicamente tais criticas alegam que a introdugdo do MMM (sigla


https://pt.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_Pit%C3%A1goras
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comumente usada para Movimento da Matematica Moderna) em nosso pais teria sido um dos
fatores responsaveis pelo abandono do ensino de Geometria na educacéo brasileira, devido ao
fato de que muitos professores nao teriam se sentido suficientemente preparados para
desenvolver as propostas sugeridas pelo movimento para o ensino de Geometria. Em que pese
nos lembrarmos vagamente de ter estudado, na década de 1970, com alguns livros-texto onde
a expressdo aparecia, fazendo as vezes até mesmo de titulo ou subtitulo, as parcas memdrias
que temos de entdo, tantas décadas depois, e o fato de que tais consideragdes criticas sejam
quase unanimes, nos levaram a decidir dedicar algumas linhas a uma investigacdo sobre o
assunto.
De acordo com SOARES (2001),

No Brasil, a Matematica Moderna veio como uma alternativa ao ensino tradicional que,
apesar de demonstrar certa estabilidade de conteldo e metodologia em livros e
programas de ensino, recebia criticas por adestrar os alunos em formulas e calculos sem

aplica¢des; apresentar a Matematica em ramos estanques e isolados, entre outras.

Fazendo uma retrospectiva histérica dos fatos, o que se descobre é que em 1934 um
grupo de matematicos franceses, autointitulado Nicolas Bourbaki, se pe a escrever uma nova
obra sobre Anéalise Matematica. Essa proposta, a principio discreta, com o passar do tempo
ganha amplitude mundial, tendo por meta organizar a Matematica como um todo. A visao da
disciplina adotada por Bourbaki considera a Matematica como “um edificio dotado de profunda
unidade, sustentada pela teoria dos conjuntos e hierarquizada em termos de estruturas abstratas,
entre elas, algébricas e topologicas”. (Pour la Science, 2000, p. 32). Esse grupo tem enorme
influéncia MMM em esfera internacional, e, especialmente, no Brasil. Jean Dieudonné, André
Weil, Jean Delsarte e Alexandre Grothendieck, matematicos e lideres do grupo Bourbaki,
vieram para Sao Paulo, a partir da década de 1940, contratados pela Faculdade de Filosofia
Ciéncias e Letras da Universidade de S& Paulo. Aqui influenciaram e orientaram 0s
responsaveis pelas catedras como também alguns jovens assistentes (D’Ambrosio, 2000).
Dentre eles, destacavam-se Osvaldo Sangiorgi, Jacy Monteiro, Omar Catunda, Benedito
Castrucci, que na década de 60 iniciaram e divulgaram o0 MMM no Brasil.

O Estado de Sao Paulo é considerado pioneiro no pais, devido a criacdo do GEEM —
Grupo de Estudos do Ensino da Matematica, em 1961, na capital, liderado por Osvaldo
Sangiorgi. O principal objetivo do GEEM foi coordenar e divulgar a introducdo da Matemaética
Moderna na Escola Secundaria. Isto se deu inicialmente na cidade de S&o Paulo, depois no
interior daquela unidade da federag&o, se irradiando depois por toda a nagéo, 0 que pode ser

considerado natural dada a pujanca econémico-financeira que ja ostentava naquele periodo.
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Entre 1955 e 1966 se realizaram no Brasil cinco Congressos Nacionais de Ensino da
Matematica. O 1V Congresso Nacional, que teve sede em Belém no ano de 1962, objetivou a
efetiva introducdo da Matematica Moderna no ensino secundario. O GEEM se fez presente
apresentando aulas-demonstracao sobre o tratamento moderno de tdpicos da Matematica, bem
como palestras sobre a introducdo da Matemética Moderna na escola secundéria. O GEEM
também apresentou sua sugestdo de Assuntos Minimos para um Moderno Programa de
Matematica para o ginasial e para o colégio, documento que ja havia sido aprovado em outros
dois féruns de discussd@o no mesmo ano, conforme Soares (2001, p.75-76).

Assim, de modo ainda um tanto titubeante, a matematica moderna, apds chegar aos
grandes centros do pais, comeca, nos anos 60, a ser lentamente adotada por escolas mais
distantes, quase sempre de forma subita, via livro didatico. Carregada de simbolismos e
enfatizando a precisdo de uma nova linguagem, professores e alunos passam a conviver com a
teoria dos conjuntos, com as nogdes de estrutura e de grupo. Repleta de promessas de um ensino
mais atraente e descomplicado em superacéo a rigorosa matematica tradicional, no entanto, a
Matematica Moderna chega ao Brasil carregada de formalismos, como destaca Burigo (1990,
p. 263), ao referir-se ao viés formalista ndo reconhecido naquele periodo: “0 caminho proposto
para a compreensao era, basicamente, o da representacdo do pensamento, segundo as regras da
formaliza¢do da matematica, como disciplina académica”.

A preocupacdo demasiada com a linguagem matematica e com a simbologia préprias da
teoria dos conjuntos deixou marcas profundas, ainda ndo totalmente compreendidas, nas
praticas pedagodgicas daquele periodo. Ao tratar a Matematica como algo neutro, destituida de
historia, desprovida de processos de producdo, sem relacdo alguma com o social e o politico, o
ensino da disciplina, nesse periodo, parece ter se descuidado da possibilidade critica e criativa
dos aprendizes, se desumanizando, em certo sentido. O moderno dessa matematica apresenta-
se, para os alunos, mais como um conjunto de novos dispositivos e nomenclaturas descolados
de sentidos e significados conceituais, uma disciplina abstrata e desligada da realidade.

No que tange especificamente ao ensino da Geometria, no Movimento da Matematica
Moderna havia uma tendéncia a priorizar as transformacdes geométricas, o estudo dos espacos
vetoriais e algumas modificagcGes nos axiomas de Euclides. O que se constata da analise de
livros-texto brasileiros do periodo (isto é, décadas de 60 e 70, principalmente) € que seus autores
acompanharam algumas tendéncias do Movimento, como a utilizacdo da linguagem dos
conjuntos para introducdo da geometria plana em um primeiro momento, e de transformagoes

geométricas um pouco mais adiante.
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Vérios sdo os relatos que ddo conta de que a resisténcia ao emprego de excessiva
formalizacdo, de certa forma desprovendo os contetidos matematicos do seu significado, que
seria uma das marcas registradas do MMM, partia dos proprios professores, que também tinham
criticas ao fato de que esse novo conjunto de paradigmas talvez fosse mais adequado, no que
se referia a sua aplicabilidade, ao Estado de S&o Paulo, mas ndo necessariamente ao restante do
Brasil. Sabe-se que a iniciativa de divulgacdo da Matematica Moderna em nosso pais esteve
sempre sob a lideranca do GEEM, o Grupo de Estudos de Ensino de Matematica, fundado em
1961 por professores do Estado de Sdo Paulo, e tendo como principal expoente o professor
Oswaldo Sangiorgi. O GEEM ndo sé assumiu a lideranga na difusdo da nova linguagem
modernizadora da matematica, mas se incumbiu de “reforcar a difusdo das idéias
modernizadoras”, especialmente, por meio de cursos e da “publicacdo dos primeiros livros
didaticos de acordo com essa nova orientagdo” (MIORIM, 1998, p. 114).

As novas orientacdes enfatizavam o uso de uma linguagem matemaética precisa e de
justificacBes rigorosas, uma linguagem matematica propria as estruturas mentais dos
estudantes. G. Papy, educador matematico belga e um dos ilustres palestrantes do V Congresso
Nacional de Ensino da Matematica, destacou a importancia do ensino de Conjuntos aos alunos,
enquanto necessidade de fundamentar a prépria Matematica que eles deviam aprender.

Curiosamente, um dos livros que nos propomos a analisar no escopo dessa dissertacao,
intitulado “Biblioteca da Matematica Moderna — tomo 1 (Aritmética — Teoria dos Conjuntos —
Geometria Plana), de Antdnio Marmo de Oliveira e Agostinho Silva — Livros Irradiantes S.A.
(LISA) — 19697, traz, nesta segunda edigdo, um Prefacio que ¢ tao revelador das tensdes entdo
existentes entre os partidarios do MMM e os seus detratores, que vale a pena reproduzi-lo, ainda

que parcialmente:

Até pouco tempo, o ensino da Matematica tinha se degenerado num pesado
algoritmo que, embora desenvolva uma habilidade formal, ndo conduz a compreensédo
da Mateméatica como um todo. Além do mais, a histéria mostra-nos que 0s
conhecimentos matematicos tém sido continuamente desenvolvidos, mudados e
aperfeicoados. Em vista disso, era necessaria uma reacdo contra o algebrismo e que,
simultaneamente, deveria vir de encontro as necessidades atuais de nossa sociedade. A
esta reagdo se deu o nome de “movimento da Matematica Moderna”. Esse movimento
eclodiu, no Brasil, por volta do ano de 1962, por via do Grupo de Estudos do Ensino da
Matematica. Como integrantes desse movimento, sentimos desde logo que o professor
brasileiro encontraria uma série de dificuldades iniciais.

Uma delas ¢ a falta de uma literatura especializada em nossa lingua. Pensando
em minorar essa falta é que decidimos langar uma colecdo que abrangesse a Matematica

nos 1° e 2° ciclos de nossas escolas bem como nos cursos universitarios sem,
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naturalmente, pretendermos esgotar o assunto, mas apenas trazer a luz nossa modesta
colaboracdo. Procuramos também atender as necessidades de nossos estudantes,
evitando muitos detalhes técnicos e digressdes, sempre que isso nos fosse possivel.
(...) Depois penetramos na Geometria Plana, através de seus aspectos historicos.
A exposicdo da mesma é feita de um modo que foge ao molde tradicional. Realmente,
o leitor podera notar que introduzimos certas nocoes de caracteres topologicos, tais
como: vizinhanga, fronteira de um conjunto, exterior e interior de um conjunto, etc.
Procuramos ainda tirar partido de certas propriedades do plano afim euclidiano,

introduzindo as transformagdes geométricas e o produto escalar, propiciando assim ao

leitor um primeiro contato bem elementar com o ente matematico denominado vetor.

E interessante notar dois aspectos principais nesses trechos de um livro oriundo do
MMM aqui reproduzidos: o primeiro, que os proprios autores reconhecem a “dificuldade do
professor brasileiro” para encampar as mudangas no ensino de Matematica propostas pelo
MMM o segundo, que se tenha cogitado seriamente ensinar Geometria Plana, em um pais de
dimensdes continentais e tdo sabidamente desigual, no que se refere as realidades social,
econdmico-financeira e cultural, com apelo a recursos topoldgicos — algo que ndo se ensina,
atualmente, nem no ensino médio das melhores escolas particulares dos grandes centros
metropolitanos em territorio nacional. Nao poderia dar certo. E nao deu.

Para PIAGET (1984, p. 14), “mesmo no campo da Matematica, muitos fracassos
escolares se devem aquela passagem muito rapida do qualitativo (I6gico) para o quantitativo
(numérico)”. Referindo-se ao ensino da “Matemadtica Moderna” este renomado epistemdlogo

advertia, desde a década de 50, que essa experiéncia poderia ser prejudicada pelo fato de que:

Embora seja ‘moderno’ o conteudo ensinado, a maneira de o apresentar
permanece as vezes arcaica do ponto de vista psicolégico, enquanto fundamentada na
simples transmissdo de conhecimentos, mesmo que se tente adotar (e bastante
precocemente, do ponto de vista da maneira de raciocinar dos alunos) uma forma
axiomatica (...). Uma coisa porém é inventar na acéo e assim aplicar praticamente certas
operacles; outra é tomar consciéncia das mesmas para delas extrair um conhecimento
reflexivo e sobretudo teérico, de tal forma que nem os alunos nem os professores
cheguem a suspeitar de que o contelido do ensino ministrado se pudesse apoiar em

qualquer tipo de estruturas naturais.

Malgrado toda a expectativa que se alastrou no Brasil, em torno da modernizagdo do
ensino, com a criacdo em varios estados de grupos voltados para o estudo e difusdo da
Matematica Moderna, a nova abordagem passou a ser fortemente criticada em nosso pais na
década de 70, momento em que ocorria 0 esvaziamento do movimento em outras na¢es. Uma
das mais acirradas criticas que também influenciou os educadores brasileiros foi a de (KLINE,

1976), obra muito divulgada e que argumentou veementemente contra as imperfei¢cdes de um
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ensino onde “os alunos absorvem uma por¢do de idéias complicadas porém ndo aprendem a
somar”. Uma das criticas feitas pelo autor foi do negligenciamento da Matemética Moderna em
relacdo a motivagdo. Alegando que “despojar os conceitos de seu significado é conservar a
casca e jogar fora o fruto (...)” ao negligenciarem da motivacdo e aplicacdo, os pedagogos
apresentaram o caule mas ndo a flor e assim abandonaram o verdadeiro valor da Matematica.
O autor teceu dessa forma varias criticas contundentes a forma (ndo ao conteido) como era
trabalhada a Matematica. Na década de 80 ja era mais dificil encontrar no mercado livros-texto

da disciplina onde aparecesse no titulo a expressao “Matematica Moderna”.

6.1.2 Os livros-texto de Matematica e a Geometria no Ensino Fundamental e no Médio

Vamos analisar nesse topico como tem sido apresentada a Geometria Euclidiana Plana
nos livros-texto brasileiros, nos ultimos dois séculos, refletindo criticamente sobre o assunto.
Para tanto recorremos a um total de onze livros: cinco deles foram adquiridos em sebos da
cidade do Rio de Janeiro, e tém datas de publicagdo que variam entre os Ultimos anos do século
XIX e a década de 70 do século XX, passando portanto pela década de 60, que, como vimos no
topico anterior, foi aquela em que se observou o periodo aureo da contribuicéo, para o contetdo
dos livros da disciplina, do assim chamado Movimento da Matematica Moderna (MMM). As
outras seis publicacdes sdo livros-texto atuais de Matematica, que se pode encontrar em salas
de aula, e portanto estdo a venda nas livrarias especializadas. Nosso interesse maior
evidentemente sera pelos assuntos que embasam toda a construcdo teorica que fizemos nos
capitulos anteriores dessa dissertacdo, isto €, nossa meta é tracar uma comparacao qualitativa
entre as abordagens, dos livros do século XX e dos atuais, de Semelhanca de Triangulos,
Quadriléteros Inscritiveis (e o teorema que os especifica) e Quadrilateros Circunscritiveis (e o
Teorema de Pitot).

O livro mais antigo que tivemos em nossas maos foi o “Curso de Geometria — de acordo
com o programma de admissdo a Escola Polytechnica”, de Timotheo Pereira, lente do
Gymnasio Nacional, “obra adoptada no Gymnasio Nacional, no Collegio militar e muitos
outros estabelecimentos de instrucgdo” — 22 edicdo — Livraria de Francisco Alves”, em relagdo
ao qual a propria grafia dos verbetes constantes em sua capa, que propositalmente ndo alteramos
e pode ser vista na figura 61, ja lhe poderia denunciar a idade: ele foi publicado em 1898,

portanto no apagar das luzes do século retrasado. O livro se inicia com algumas “Nog¢des
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preliminares”, das quais a primeira causaria estranheza a qualquer estudante atual: “Corpo
geométrico ¢ uma porcao limitada do espaco”. Outra conceituagdo absolutamente anacronica €

a seguinte:

O espaco, a superficie e a linha podem ser considerados em relacdo as suas
formas ou &s suas grandezas relativas. Quando sdo considerados em relacdo as suas
formas, chamao-se figuras. Quando sdo considerados em relacdo as suas grandezas

relativas, tm o nome geral de extensao.

Nao utilizamos o termo “extensdo” em sala de aula, nos dias de hoje, para mencionar o
calculo seja de um perimetro, de uma area ou de um volume. Outro detalhe que chamou a nossa
atencdo ao analisar essa publicacdo de quase 120 anos atras foi a inclusdo de um certo teorema,
segundo o qual “Quando uma recta ¢ perpendicular a outra, esta outra ¢ perpendicular a
primeira”, ou seja, “A relagdo de perpendicularismo entre retas ¢ simétrica”. O que mais nos
impressionou ndo foi exatamente a colocacdo disto na forma de um teorema, mas sim o que
vem a seguir, um corolario afirmando que “Todos os angulos rectos sdo iguaes”. Aqui sim
reside algo assaz pitoresco, pois qualquer um que esteja familiarizado com a imortal obra de
Euclides, “Os Elementos”, ha de lembrar-se que este é justamente um dos seus postulados, o
quarto: “Todos os angulos retos sdo iguais entre si”.

De fato, nos parece que Timotheo Pereira comete um pequeno equivoco aqui, uma vez
que, ao definir inicialmente retas perpendiculares, ele diz que uma reta é perpendicular a outra
quando, “cahindo sobre esta outra, forma com ella angulos adjacentes iguaes”, e, em seguida,
completa, concluindo que “os angulos formados pela perpendicular chamao-se dngulos rectos”.
Sendo assim a propria definicdo do que seriam retas perpendiculares ja trazia subjacentes, ndo
sO 0 “teorema do perpendicularismo simétrico”, como o seu “coroldrio”: naturalmente ndo se
poderia fazer distincdo entre qual dos dois “lados” de uma reta (“acima” ou ‘“‘abaixo”, “a
esquerda” ou “a direita” dela) esta sendo “atacado” pela outra reta que lhe ¢ perpendicular, e
essa observacdo simples, que recorre a simetria (por que um observador situado de um dos
“lados” de uma reta teria algum privilégio ou falta dele, se comparado a um observador “do
outro lado?), ja ¢ suficiente para que se possa afirmas com seguranga que os quatro angulos
(retos!) assim formados s&o iguais. Isto € intuitivo, € basico e primitivo, e ndo € outra a razéo
por que constitui um dos Postulados de Euclides. A tentativa do autor de transformar o resultado
em algo “demonstravel” é um tiro n’agua, portanto. Nos parece consequéncia do esquecimento,

pelo autor, do conceito de simetria, ao escrever o livro.
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Figura 62 — Capa do livro “Curso de Geometria”, de 1898.

Fonte: Autor, 2017

Curiosamente, ao definir triangulos semelhantes, Timotheo Pereira escreve textualmente
que “Triangulos semelhantes sdo aquelles que tém os lados respectivamente proporcionaes
(...)”, e mais adiante enuncia, como teorema, que “Dous triangulos semelhantes sao
equiangulos”. Nao obstante seja de facil demonstragdo que uma condi¢do € necessaria e
suficiente para a outra — e ele o faz em seu livro - e que portanto, a rigor, se possa utilizar, como
definicdo do conceito de tridngulos semelhantes tanto o fato de terem os mesmos angulos como
o de que os lados homologos, isto &, opostos aos angulos congruentes, nos dois triangulos, sejam
proporcionais, nos parece que o uso do termo “semelhantes”, cujo significado € “parecidos,
similares, aparentados”, torne mais natural que, em salas de aula, utilizemos o aspecto angular

como defini¢do para a semelhanca. Alids, no escopo dessa dissertacao, foi essa a defini¢do de
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que nos valemos, em (2.1): “Dois triangulos sdo semelhantes quando possuem a mesma forma,
isto é, 0s mesmos angulos, mas ndo necessariamente 0s mesmos tamanhos”.

O “Curso de Geometria” conceitua corretamente quadrilateros inscritiveis (ciclicos) e
circunscritiveis (tangenciais) e se ocupa também de enunciar e demonstrar os teoremas
respectivos. Nao ha, porém, sequer alusao ao fato de que alguns quadrilateros podem gozar das
duas condic¢des, nem nenhum exemplo ou exercicio mencionando essa circunstancia eventual.

Também adquirimos em sebos outros quatro livros que ndo sdo mais adotados em nossas
escolas, “Geometria”, de Oswaldo Marcondes — Editora do Brasil S/A (1964), cuja capa aparece
na figura 62, “Matematica — 32 série”, de Ary Quintella— Companhia Editora Nacional (1967),
que tem sua capa mostrada na figura 63, “Matematica para a Escola Moderna — 42 série”, de
Scipione di Pierro Neto — Editora IBEP (Instituto Brasileiro de Edi¢des Pedagdgicas), com capa
exibida na figura 64, além do ja citado “Biblioteca da Matematica Moderna” (1969), sobre cujo
prefacio nos detemos um pouco no topico anterior e do qual utilizamos a capa na figura 65.
Infelizmente ndo consta em lugar nenhum o ano de publicacdo do livro do professor Scipione
di Pierro Neto, alias um personagem-chave, na questdo da introducéo e do posterior ocaso do
MMM no Brasil, ja que foi inicialmente um entusiasta da ideia e depois a criticou de maneira
mais ferrenha, justamente por ter percebido que muito do que se fez em nosso pais, nesse
assunto, foi consequéncia de certo “modismo” associado a Matematica Moderna, e nao fruto
de proposta pedagdgica séria e corretamente alinhavada e embasada. Mesmo recorrendo ao
prodigioso mecanismo Google de busca de informagfes na grande rede ndo obtivemos o
precioso dado. Temos certeza apenas que se trata de um ano na década de 1960 ou de 70.

Quanto a Semelhanca de Triangulos, o livro “Geometria” supreendentemente define o
conceito cometendo o equivoco de associa-lo as duas condigcdes que se verificam quando
tridangulos gozam dessa condicéo, e de que falamos ha trés paragrafos atras, quais sejam a de
terem os mesmos angulos e lados homologos proporcionais, dando portanto a entender, a um
estudante incauto, que essas condi¢des séo independentes, e ndo uma consequéncia imediata e
trivial da outra. Em nenhum momento Oswaldo Marcondes se preocupa em mostrar que, se
dois triangulos tém os mesmos angulos, entdo seus lados homélogos sdo proporcionais, ou vice-
versa. Ary Quintella, em seu livro “Matemadtica”, opta por apresentar primeiro o conceito de
Semelhanca de Poligonos, abordando ato continuo a Semelhanga de Triangulos, como caso
particular da primeira situacdo, tendo todavia a precaucao de, nessa segunda definicao, deixar
claro para o leitor que as duas condi¢bes que decorrem do fato de que dois tridngulos sdo
semelhantes NAO sdo independentes; ele diz, textualmente, que “se uma das condi¢des for

satisfeita, a outra sera necessariamente satisfeita”. Ja Scipione define, em sua obra “Matematica
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para a Escola Moderna”, a semelhanga como estando associada a congruéncia dos trés angulos,
nos dois triangulos. Em seguida, 0 que nos parece ser sim um sintoma da influéncia do MMM
sobre o seu trabalho, antes até mesmo de enumerar os “casos” de semelhanca de tridngulos,
como a grande maioria dos livros-texto opta por fazer até hoje, mostra que a semelhanca de
triangulos é uma relacdo de equivaléncia. Apesar de verdadeira, essa propriedade tem pouca ou
nenhuma aplicacéo pratica nos ensinos fundamental e médio (quem querera dividir os infinitos
triangulos existentes em classes de equivaléncia ditadas pelos valores de seus angulos?), o que
evidencia os excessos cometidos pelos arautos da Matematica Moderna nos agora longinquos
anos em que isto esteve em voga no Brasil. Outro claro sinal do quanto esse livro tem alguma
sintonia com esses preceitos (e nem nos referimos aqui ao seu titulo...) € o fato de que, logo
depois de citar os famosos casos de semelhanca de tridngulos, Scipione introduz uma
transformacdo geométrica, a Homotetia. Como vimos, a abordagem de transformacdes dessa
natureza ao longo dos primeiros ciclos de estudo foi uma marca do MMM.

No entanto, o livro que analisamos que quase pode ser considerado uma “biblia” desse
movimento ¢ o “Biblioteca da Matematica Moderna”. Ousamos dizer que o curso de Geometria
Plana que ele contém impressionara qualquer docente contemporaneo. Ele passeia livremente
por conceitos topoldgicos, inclusive o de Continuidade, comete abusos semanticos como o de
chamar de “fronteira do circulo” a sua circunferéncia, introduz os vetores, chega as
transformacfes geométricas e, s6 entdo, define a Semelhanca de Triangulos, como caso
particular de uma delas, a Homotetia Direta. Talvez fosse muito dificil a compreensédo plena do
assunto, ensinado com abordagens a tal ponto inusitadas, por um aluno dessa época.

Quanto aos quadrilateros inscritiveis e circunscritiveis, o livro “Geometria” trata do
assunto, enunciando e demonstrando os teoremas que estabelecem sob que circunstancias
ocorrem tais condicOes, além de também o fazer com o Teorema de Ptolomeu. Infelizmente,
contudo, essa obra parece se preocupar mais com poligonos regulares, e sendo assim o Unico
quadrilatero bicéntrico a que se permite dedicar algumas linhas é o quadrado — sem que apareca
a palavra bicéntrico, na teoria ou em algum exercicio, uma vez sequer. Esse também €é o caso
do livro “Matematica para a Escola Moderna”: se detém apenas timidamente sobre o assunto
de poligonos inscritos e circunscritos em e a um circulo, mas se limita a fazé-lo contemplando
0s poligonos regulares, com consideracdes e posteriores exercicios sobre lado do poligono

regular inscrito em funcgéo do raio do circulo, lado e apotema do poligono regular circunscrito.



Figura 63 — Capa do livro “Geometria”, de 1964.

Fonte: Autor, 2017

Figura 64 — Capa do livro “Matematica — 3? série*, de 1967.
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Fonte: Autor, 2017
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Figura 65 — Capa do livro “Matemaética para a escola moderna.
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Fonte: Autor, 2017

Figura 66 — Capa do livro “Biblioteca da Matematica Moderna“, de 1969.

Fonte: Autor, 2017
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Quanto aos livros-texto contemporaneos, optamos por analisar os conteidos de trés
publicacdes de cada um dos dois Ultimos anos do Ensino Fundamental, ou seja, 0 oitavo e 0
nono, respectivamente correspondentes as antigas setima e oitava séries do Primeiro Grau. Por
se tratar de obras que € possivel encontrar com facilidade em livrarias como Eldorado, Saraiva
e qualquer outra que trabalhe com material escolar, ndo julgamos procedente mostrar suas
capas, como fizemos com os livros antigos.

Do oitavo ano os livros aqui citados sao “A Conquista da Matematica”, de Benedicto
Castrucci, José Ruy Giovanni e José Ruy Giovanni Jr. — Editora FTD S.A. (2007),
“Matematica”, de Luiz Marcio Imenes e Marcelo Lellis — Editora Moderna Ltda. (2009) e o
“Arariba Plus Matematica”, também da Moderna (2014). Quando nos debrugamos sobre 0s seus
sumarios (e eis aqui a primeira diferenca em relacdo aos livros antigos, que chamavam isto de
“Indice”, e ndo de “Sumario”), veio a primeira surpresa: ao contrario do que se poderia esperar,
uma vez que sdo de editoras diferentes e tém seus anos de publicagédo mais afastados, os livros
de 2007 e 2014 sdao mais proximos um do outro, em termos de contetido, do que o de 2009 com
qualquer um dos dois. “A Conquista da Matematica” e “Arariba Plus Matematica” comegam
com um capitulo dedicado aos nimeros reais, em seguida abordam mondmios e polinémios,
produtos notaveis e fatoragéo.

O livro de Imenes e Lellis se inicia com numeros primos, depois fala de operacdes com
fracOes. No tocante a Geometria, também ha uma afinidade tematica entre aquelas duas obras,
que introduzem o assunto definindo ponto, reta e plano como ‘“conceitos intuitivos” (“A
Conquista...”) e “elementos primitivos” (“Arariba...””) da Geometria, sendo que 0 primeiro se
preocupa em também trazer a etimologia da palavra “Geometria” e comentar brevemente alguns
antecedentes histdricos do assunto, enquanto o segundo procura contextualizar o conceito de
“projecoes”, recorrendo a exemplos com shows e outros espetaculos. Ao passo que Imenes e
Lellis preferem mostrar ao seu publico os instrumentos tradicionais do desenho geométrico
plano, o que nos parece uma alternativa bastante valida — com efeito, o aluno que trava contato
com construgdes geométricas na pratica, aprendendo sobre a construgéo de lugares geométricos
e conhecendo 0s processos de determinacdo da terceira e quarta proporcionais naturalmente
fica melhor capacitado para compreender e assimilar os assuntos do ambito da Geometria.
Alids, e gragas a sermos possuidores também de exemplares dos livros de Imenes e Lellis do 6°
e 7° anos, podemos dizer que, a priori, se féssemos encarregados de recomendar uma colecao
de livros do segundo ciclo do ensino fundamental, para adocdo em uma escola, € bastante

provavel que recaisse sobre eles a nossa opcao, posto que também nos anos anteriores seus
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livros sugerem que o aluno tente desenhar as figuras, recomendando-o até mesmo mediante o
apelo a fatores de natureza artistica.

Os assuntos de nosso maior interesse, todavia, sdo Semelhanca de Triangulos e
Quadrilateros Inscritiveis e Circunscritiveis. N&o aparecem nos livros de 8° ano, razéo por que
analisamos agora os livros do 9° ano de que dispomos: “Matematica”, de Edwaldo Bianchini —
Editora Moderna (2006), “Matematica & Realidade”, de Gelson Iezzi, Osvaldo Dolce ¢ Antonio
Machado — Atual Editora (2009) e “Arariba Plus Matematica”, Editora Moderna (2014).

O livro de Edwaldo Bianchini principia o seu ataque a semelhanca de triangulos falando
de proporcionalidade em Geometria, com 0 conceito de razdo entre (as medidas de dois)
segmentos de reta, seguindo depois com feixe de paralelas, teorema de Tales, o corolério da
reta paralela ao lado de um triangulo determinando segmentos proporcionais nos outros dois
lados, o teorema da bissetriz interna, para entdo abordar semelhanca, iniciando com um enfoque
mais genérico de figuras semelhantes, poligonos semelhantes (com uma boa ideia de atividade
pratica visando a ampliacdo / reducdo de figuras pela utilizacdo de papel quadriculado) e s6
entdo chegando a semelhanca de triangulos. Onde, infelizmente, comete 0 mesmo erro que
apontamos anteriormente no livro “Geometria”, de Oswaldo Marcondes: define a semelhanca
de tridangulos como sendo o que acontece quando, analogamente a semelhanca de poligonos, os
lados correspondentes sdo proporcionais E os angulos correspondentes sdo congruentes. Entéo
néo fica claro que basta uma dessas condi¢cOes ser verdadeira, que ela acarreta a outra. Mais
adiante ele expde a circunferéncia e o circulo e os poligonos regulares, mostrando que sédo
circunscritiveis e inscritiveis. Mas ndo had mencdo ao teorema de Pitot ou quadrilateros ciclicos.

A obra de lezzi, Dolce e Machado também mostra a comparacdo de grandezas expressas
como comprimentos de dois segmentos de reta, e prossegue com o feixe de paralelas e o teorema
de Tales. Ao comecar a falar de semelhanca se vale de boas ilustracdes para enfatizar a ideia de
“mesma forma”, e quando chega finalmente a semelhanga de tridngulos ele o faz diretamente,
sem antes abordar genericamente a semelhanca de poligonos — alias ele ndo toca nesse assunto
em parte alguma do livro, a nosso ver um acerto, ja que qualquer poligono pode ser decomposto
em triangulos, e entdo a semelhanca destes Gltimos torna implicita, quando isto se aplica, a
semelhancga daqueles. Com isso o livro € extremamente feliz quando define a semelhanca de
triangulos, pois o faz com uma 6tima figura mostrando um triangulo menor “dentro” de outro
maior, salientando entdo a congruéncia angular entre os dois. Continua a sua saga geométrica
com triangulos retangulos, suas relagdes métricas, e mais adiante também se detém sobre
poligonos regulares, naturalmente inscritiveis e circunscritiveis. Focando apenas nos assuntos

do dominio da Geometria, esse livro nos parece superior ao anterior.
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A publicagdo “Arariba Plus” faz uma revisdo dos conceitos de razao e propor¢ao, sem
associa-los a segmentos de reta, e dando exemplos como o da velocidade média, uma escolha
acertada. Depois envereda por razéo entre dois segmentos, proporc¢éo, feixe de retas paralelas e
o teorema de Tales, de forma bastante similar ao que fizeram os dois livros anteriores. Aborda
as figuras semelhantes, também utilizando de forma feliz os exemplos de ampliacéo e redugéo
com papel quadriculado como ilustracéo, e entdo define poligonos semelhantes. Quando define
a semelhanca de tridangulos, comete 0 mesmo erro ja& comentado por duas vezes nessa
dissertacdo, aqui ainda mais gritante, porque a definicdo que aparece é: “Dois tridngulos sdo
semelhantes se, e somente se, 0s angulos correspondentes sdo congruentes e o0s lados
correspondentes sdo proporcionais”, ou seja, dando a um aluno sem bagagem prévia do assunto
a impressdo erronea de que é preciso verificar duas condicdes independentes entre si para
garantir a semelhanca de triangulos. Mais adiante o livro expde 0s mesmos assuntos dos dois
anteriores, uma vez mais sem mencionar quadrilateros circunscritiveis ou inscritiveis, a excecao
dos quadrados, e portanto sem enunciar os teoremas de Pitot e dos quadrilateros ciclicos.

O exposto nos catorze paragrafos anteriores nos leva a duas conclusdes principais:

1%) de um modo geral, os livros de Matematica do século passado eram mais crus, em termos
de terem muito menos ilustracOes e de serem, para usar uma expressao em inglés bastante atual,
menos user friendly, mas eram também mais fortes, no que se refere ao contetido, que os livros-
texto adotados por nossas escolas atualmente — é como se fosse necessario um esforco muito
maior, para ensinar 0s mesmos conceitos aos alunos de hoje, em comparagdo com seus pais e
avos: muitas figuras, muita (tentativa de) contextualizacdo, uma pléiade de exemplos... mas
menos conteudo, no frigir dos ovos;

2%) para falar de livro que aborde ao menos en passant os quadrilateros (ndo regulares)
inscritiveis e os circunscritiveis, € preciso sair da mesmice, da seara dos livros-texto comumente
adotados por nossas escolas, é preciso escolher ponto fora da curva, pensar fora da caixa.

E o caso de dois livros que nem sdo exatamente novos no mercado editorial, mas que
conservam, nao a toa, inabalavel prestigio entre os docentes de Matematica no Brasil. Nos
referimos a coleg@o “Geometria” (em dois volumes), do saudoso mestre Morgado, de Eduardo
Wagner (docente do IMPA) e Miguel Jorge (vetusto professor do IME e do Colégio Santo
Inécio), atualmente na quarta edi¢do, sob os auspicios de uma editora pouco conhecida, a
VestSeller, e ao ndo menos renomado “Fundamentos de Matematica Elementar — volume 97,
dedicado exclusivamente a Geometria Plana, do supracitado Osvaldo Dolce e José Nicolau

Pompeo, em sua 92 edicdo, da Atual Editora.
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6.1.3 Outros livros brasileiros de Geometria

O livro “Geometria II”’, em sua 42 edicao, de 2008, traz, em seu Capitulo 8, dedicado aos
quadrilateros, as condi¢Bes para que um poligono de quatro lados seja tanto inscritivel como
circunscritivel, separadamente, mas sem apresentd-las nas formas de teoremas. Também
contém as relacOes (teoremas) de Ptolomeu e Hiparco para quadrilateros inscritiveis, e, apés
enunciar e demonstrar a férmula de Brahmagupta para estes ultimos (expressao 2.9 nessa
dissertacdo), chega, em seu item 8.10, & expressdo da &rea do quadrildtero inscritivel e
circunscritivel — sem usar a denominagao “bicéntrico” — como sendo dada pela raiz quadrada
do produto das medidas de seus lados (expressdo 2.10 nessa dissertacdo). Na relacdo de
Problemas Propostos que se segue, hd o desenho de um quadrilatero, utilizado para o enunciado
que é comum as questdes de 309 a 312. Esse quadrilatero aparece inscrito em um circulo, e, por
ter dois lados de comprimentos diferentes concorrendo em um angulo interno que € reto, trata-
se de uma pipa reta, ou seja quadrilatero bicéntrico - mas isso nao € citado.

O mesmo livro 1l apresenta antes o assunto da Semelhanca de Tridngulos, mas a define
se baseando na proporcionalidade dos lados homélogos dos tridngulos, mostrando a seguir que
isto implica na congruéncia dos angulos, e vice-versa, na forma de um teorema.

O livro “Fundamentos de Matematica Elementar — Geometria plana”, em sua 9* edigao,
datada de 2013, contém, no Capitulo X, “Circunferéncia e circulo”, os topicos de numeros 155,
156 e 157, “Quadrilatero circunscrito — defini¢ao”, “Propriedade” e “Condi¢do necessaria e
suficiente”, em que, basicamente, enuncia ¢ demonstra o Teorema de Pitot, ida e volta (embora
ndo cite 0 nome do matematico e engenheiro francés), que é o contetdo do item 2.3.2 desta
dissertacdo. Mais adiante, no topico 169, “Quadrilatero inscritivel — propriedade”, enuncia e
demonstra o teorema correspondente, que integra o item 2.3.3 deste trabalho. O exercicio
proposto de numero 373, na lista relativa a esse capitulo, faz referéncia em seu enunciado a um
trapézio isosceles circunscrito a um circulo, ficando portanto implicito que se trata de um
quadrilatero bicéntrico, embora ndo haja mencgéo alguma a isto.

Curiosamente esse livro apresenta a Semelhanca de Triangulos apenas no Capitulo XII,
portanto apds os assuntos referentes a quadrilateros. E também aqui se comete o equivoco de
definir a semelhanca como ocorrendo se e somente se duas condicdes se verificam, quais sejam
a proporcionalidade entre os lados homdélogos dos dois tridngulos e a congruéncia dos angulos

respectivamente opostos a tais lados em cada um deles.
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O livro “Atividades Matematicas — Geometria Plana”, de Silvio de Souza Ribeiro,
editora MC Publicag6es Didaticas, em sua 42 edicao, de 2009, aborda o quadrilatero circunscrito
e 0 Teorema de Pitot, como consequéncia do assunto das tangentes a uma circunferéncia tiradas
de um ponto exterior, e depois o quadrilatero inscrito, em decorréncia do assunto dos angulos
inscritos numa circunferéncia, também juntamente com o respectivo teorema. Os exercicios 21
e 23, do topico de “Circunferéncia e Circulo”, lidam com trapézios isdsceles circunscritos a
circulos, e portanto bicéntricos. Este € mais um livro que incorre no erro de definir a semelhanca
de tridangulos como se caracterizando pelas propriedades de proporcionalidade de lados e
congruéncia de angulos a eles opostos, como se fossem condi¢des independentes e ndo uma
delas sendo consequéncia imediata da outra.

A obra “Tépicos de Matematica Elementar”, da prestigiosa “Cole¢do do Professor de
Matematica”, da Sociedade Brasileira de Matematica (SBM), em seu volume 2, dedicado a
Geometria Euclidiana Plana, cujo autor é Antonio Caminha Muniz Neto, traz um item, 0 3.5
Quadriléteros inscritiveis e circunscritiveis, em que introduz uma inovacao, a proposicao 3.39,
segundo a qual um quadrilatero convexo ABCD ¢ inscritivel se e somente se uma de duas
condicdes é satisfeita, sendo a primeira delas a tradicional imposicdo de que dois angulos
internos opostos de ABCD sejam suplementares, mas a segunda a igualdade BAC = BDC.

Ressaltemos que é imediato que um quadrilatero ciclico seja tal que isto se dé, uma vez
que, sendo A e D pontos da circunferéncia do circulo circunscrito a ABCD, os dois angulos sédo
inscritos relativos ao arco BC. Entretanto, a volta ndo é assim tdo trivial, dependendo do apelo
ao lugar geométrico do arco capaz, e desse modo é bastante oportuno que o livro da SBM traga
isto. O livro também enuncia e demonstra o Teorema de Pitot, ao falar do quadrilatero
circunscritivel. Na lista de exercicios que se segue, um deles, de nimero 12, citado como tendo
sido de uma Olimpiada Internacional de Matematica, pede que se construa, com régua e
compasso, um quarto ponto, D, em um circulo onde ja se encontrem previamente marcados trés
pontos A, B e C, de modo que o quadrilatero ABCD seja circunscritivel. Salientemos, um tanto
orgulhosos, nesse momento, que a resolucdo de tal exercicio se encontra nessa dissertagao,
aparecendo aqui como um dos métodos de construcdo de um quadrilatero bicéntrico, em 3.5.2,
com o procedimento ilustrado, passo a passo, pelas figuras 37 a 41.

Na mesma colecao da SBM ha outro livro, “Geometria Euclidiana Plana”, de Joao Lucas
Marques Barbosa, em que a Proposi¢cdo 8.12 ¢ o Teorema do Quadrilatero Inscritivel, e o
Teorema de Pitot para quadrilateros circunscritiveis aparece na forma de um problema desse
mesmo capitulo, o de nimero 5. Ndo encontramos exercicios sobre quadrilateros bicéntricos

nessa publicacao.
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6.2 O quadriltero pipa: por que 0 ignoramos, se amamos as pipas?

Algo que chamou a nossa atencdo desde que comecamos a estudar os quadrilateros
biciclicos foi o fato, insolito a nosso ver, de que ndo haja, na literatura brasileira especializada
em Geometria, men¢do alguma aos quadrilateros do tipo pipa (ou deltoide), no pais em que é
tdo corriqueiro que as criangas, de norte a sul, se ocupem da popular arte de “empinar uma
pipa”, tanto assim que esse brinquedo tdo amado tem varias denominagdes em nosso territorio:
papagaio, pandorga, pipa, raia. No suburbio carioca adotam-se 0s homes arraia, para designar
0 que em Geometria chamamos de pipa, isto €, um quadrilatero com dois pares de lados
adjacentes congruentes; e pipa propriamente dita, para aquelas em forma de pentagono.

A bem da verdade, mesmo algumas publicagdes na lingua inglesa esquecem tais
quadrilateros ao fazer classificagdes dos poligonos com quatro lados e vértices. Encontra-se o
verbete kite, mas ha muitos sites que falam apenas em parallelogram, trapezium (no Reino
Unido) ou trapezoid (nos Estados Unidos) para o que chamamos de trapézio em portugués, e
irregular quadrilateral (por vezes trapezoid) (em inglés britanico) ou trapezium (em inglés
norte-americano) para os quadrilateros que ndo possuem lados paralelos. O que parece ocorrer
é que, na categorizacdo dos quadrilateros, leva-se em conta apenas a existéncia ou ndo de um
ou dois pares de lados opostos paralelos, ignorando os valores das medidas de tais lados como
critério primario de separacdo e nomenclatura.

Apdbs muita pesquisa finalmente encontramos uma publicacdo em portugués brasileiro
que reconhece nas pipas “mérito suficiente” para constarem como um dos itens, em uma
classificacdo de quadrilateros. Trata-se de “Matematica para pais e filhos”, de Carol
Vorderman, obra traduzida do original em inglés, lancado na Grad-Bretanha em 2010 pela
Penguin Random House, tendo tido seus direitos de lancamento no Brasil adquiridos pela
Publifolha em 2015. O livro é interessante, muito acessivel como o nome indica, e ndo se
preocupa com resultados intrincados ou demonstracGes de teoremas. No seu segundo capitulo,
gue se ocupa da Geometria, ha, no verbete do Quadrilatero, um infografico, na forma de
fluxograma, onde sdo feitas e respondidas perguntas sobre o poligono convexo de quatro lados,
que véo determinando de que tipo de quadrilatero se trata, conforme se pode ver na figura 66,
conforme as sucessivas perguntas produzem um nivel de especificacdo cada vez maior. Depois
que se responde as questdes “Todos os angulos sio retos?”, “Os angulos opostos sdo iguais?”,
Ha dois lados paralelos?” e “Ha lados adjacentes de mesmo comprimento?” com trés respostas

“NAO” sucessivas e uma resposta “SIM”, se chega finalmente a pipa.



Figura 67 — Classificacdo dos quadrilateros contemplando a pipa.

Introducao ao quadrilatero

O quadrilatero é uma forma bidimensional com
quatro lados retos, quatro vértices (pontos de
convergéncia dos lados) e quatro angulos
internos. Os angulos internos do quadrilatero
sempre somam 360°. Um angulo interno e

seu correspondente externo sempre somam
180°, porque formam uma reta. Ha vérios

tipos de quadrilatero, cada um com
propriedades diferentes.

VV Tipos de quadrilatero

Cada tipo de quadrilatero é agrupado
e nomeado de acordo com suas
propriedades. Ha quadrilateros
regulares e irregulares. O quadrilatero
regular tem lados e angulos iguais,
enquanto o irregular tem lados

e angulos diferentes.
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de qualquer triangulo é 180°,
portanto a soma dos angulos
internos do quadrilatero é
2% 180° (360°).
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X

? Ha lados adjacentes

de mesmo
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um dos quatro
angulos internos

PIPA IRREGULAR

Fonte: Livro “Matematica para pais e filhos”, Publifolha, 2015.

Na pagina seguinte ha uma boa definicdo para as pipas, o que é mostrado na figura 67.

N&o custa lembrar que s&o bicéntricas apenas as pipas retas, nas quais tenham o valor de 90° 0s

angulos opostos que sdo formados por dois lados ndo congruentes.

Ha uma Dissertacao de Mestrado, também sob a égide do Programa do ProfMat, que se

ocupa especificamente dos quadrilateros pipa, muito apropriada aos que porventura desejem se

aprofundar sobre o assunto.
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Figura 68 — Definigdo de pipa em uma publicacéo escrita em portugués do Brasil.

o 0 angulo oposto

Plpa nao é igual \ h %dj(;scleanci:
A pipa (deltoide, ou AN A 530 iguais
trapézio irregular) tem \
dois pares de lados
adjacentes de mesmo
comprimento. Os lados
OpOstos nao tém a
mesma medida. Hd um
par de angulos opostos
gue sao iguais, mas o - Iados/\ ; " 0 angulo
outro par de angulos  adjacentes & opostoeigual

tem valores diferentes. tém o mesmo
comprimento

Fonte: Livro “Matematica para pais ¢ filhos”, Publifolha, 2015.

Uma curiosidade sobre pipas e trapézios isosceles, que sob certas condi¢cdes podem ser
bicéntricos (respectivamente se os angulos congruentes forem retos, no caso das pipas, € se 0S
lados desiguais corresponderem a média aritmética das bases, para os trapézios), e que
respondem sempre pelas areas (e perimetros) de maiores e menores valores, dentre todos 0s
infinitos quadrilateros biciclicos passiveis de construcdo para dois circulos que satisfacam a
Formula de Fuss, sdo ditos “duais”, sob certa perspectiva, presente, por exemplo, em um
interessante livro que importamos, pois infelizmente ndo foi ainda langado no Brasil. Seu nome
¢ Some Adventures in Euclidean Geometry, e foi escrito por um matematico sul-africano,
Michael de Villiers, sendo editado pela Lulu Press, Inc. No inicio de sua obra ele faz uma critica
bastante bem-humorada a respeito de certa incompletude das classificacfes dos quadrilateros,
que também apontamos aqui, para indicar 0 nosso descontentamento com a excluséo das pipas
de tais categorizacOes. Mais tarde ele explica que a dualidade ¢ “um tipo especial de simetria”,
que se da, na Geometria, quando os vértices de um poligono correspondem aos lados do outro

ou quando um dos poligonos é sempre inscritivel e o outro circunscritivel, ou ainda quando a
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pontos colineares de um deles correspondem retas concorrentes do outro. Pensando sob essa

Otica, sdo duais, para dar um primeiro exemplo de aplicacéo do peculiar conceito, os retangulos

e 0s losangos, pois:

- em um retangulo os angulos internos sdo iguais; em um losango os lados séo iguais;

- retdngulos séo inscritiveis ou ciclicos; losangos séo circunscritiveis ou tangenciais;

- retdngulos tém dois eixos de simetria nas mediatrizes compartilhadas pelos seus lados opostos;

losangos tém dois eixos de simetria nas bissetrizes compartilhadas pelos seus angulos opostos.
Do mesmo modo sdo duais as pipas retas e os trapézios isésceles bicéntricos que com

elas compartilham circulos inscrito e circunscrito. Sendo vejamos:

- as pipas tém apenas dois angulos opostos congruentes (mas ndo os outros dois); 0s trapézios

isdsceles tém apenas dois lados opostos iguais (mas ndo 0s outros dois);

- as pipas retas sdo biciclicas, os trapézios isdsceles, sob condi¢des adequadas, também;

- as pipas retas bicéntricas tm um Unico eixo de simetria, que é dado pela bissetriz comum dos

angulos opostos que ndo sdo congruentes; os trapézios isdsceles biciclicos tém um Unico eixo

de simetria, dado pela mediatriz comum dos lados opostos que ndo tém a mesma medida; além

disso, para 0os mesmos circulos inscrito e circunscrito, a pipa reta e o trapézio isésceles

bicéntricos compartilham tal eixo de simetria, comum a ambos. Na figura 53 pode-se examinar

esse eixo de simetria, que € a reta dada pelos centros dos dois circulos, e que passa pelos vértices

A e C da pipa reta, e pelos pontos médios M e N das bases do trapézio isdsceles. E mais:

- cada um dos angulos opostos congruentes das pipas retas (0s retos) tem por valor a média

aritmética das medidas dos outros dois angulos opostos do quadrilatero; cada um dos lados

opostos congruentes dos trapézios isosceles biciclicos tem por valor a média aritmética das

medidas dos outros dois lados opostos do quadrilatero.
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CONSIDERACOES FINAIS

Pretendemos com essa dissertacdo mostrar que um assunto matematico relativamente
pouco conhecido em nosso pais pode, ainda assim, ndo s6 ser utilizado na resolugdo de
problemas bastante agradaveis e desafiadores, como vém a ser os Problemas das Quatro
Guaritas, dos Quatro Herdeiros e das Quatro Retas, mas também e talvez principalmente
suscitar a revisao de tépicos muito mais basicos, como a semelhanca de triangulos, que tém
enorme relevancia, na construgdo do edificio do saber matematico, nesse caso especificamente
0 geométrico, e na solucdo de exercicios que sdo interessantes para qualquer candidato a exames
de admissdo a estabelecimentos de ensino, especialmente os do primeiro ano do nivel médio,
como € o caso das escolas militares, e as universidades.

A Geometria tem enorme importancia como &rea do conhecimento humano, pois
qualquer pessoa pode se deparar, a certa altura de sua vida, com situac¢fes do cotidiano em que
seja imperioso lidar com medidas de posi¢des, distancias, angulos, areas, volumes, além do que
uma boa bagagem de saber geométrico pode contribuir para o agucamento da capacidade
cognitiva que se convenciona chamar de inteligéncia espacial, que estd ligada a nossa
capacidade de orientacdo, a nossa aptiddo para decifrar mapas, e a outros aspectos da vida
mundana.

Por serem figuras geométricas com boa riqueza de detalhes, uma vez que as desenhemos
sem omitir nenhuma de suas caracteristicas principais, 0s quadrilateros bicéntricos despertam
naturalmente a curiosidade dos jovens estudantes, atraidos pela sensacdo de harmonia e pela
percepcao de simetrias que sdo ensejadas pelos circulos, neles inscritos e a eles circunscritos.
Quando se lhes revela, em sala de aula, que problemas lidando com esses graciosos poligonos
podem ser resolvidos com razoavel rapidez, através do apelo a teoremas basicos da geometria
euclidiana, isto produz um encantamento e uma perplexidade inegaveis, e perceber que 0s
alunos ficam enlevados, nas ocasides em que trabalhamos com eles esse contetdo, foi uma
experiéncia rica e extremamente gratificante.

Assim, nosso desejo e nossa expectativa séo de que essa dissertacdo de mestrado possa
ser fonte, de pesquisas, por outros docentes, e também de inspiracdo a quem deseje, como foi 0
Nosso caso, se propor o desafio de escrever o seu trabalho de conclusao da pés-graduacéo sobre
um assunto para o qual ndo existe ainda literatura especifica a respeito, em solo patrio. A

jornada de aquisicdo do saber cientifico € sempre a um s6 tempo cativante, desafiadora e bela!
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APENDICE

Aqui ha resolugdes de nossos alunos, para as trés primeiras atividades apresentadas.

Figura 69 — Resolucdo da Atividade 5.1 pela aluna A

Pré-Vestibular Social da Fundagfio Cecierj / Consércio Cederj — Polo Centro — 2017
Disciplina: Matematica — Tutor: Adolfo Luiz Braucks Vianna
Turma: 4 Aluno:

Exercicio de Aplicagac
ABCD ¢ quadrilatero bicéntrico. Sabe-se que:
AB =5 BE=4, EA=6 Calcule:

2) o valor do lado BC;, —» 2y
b) o perimetro do quadrilétero.

Resolucdo:
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Fonte: aluna A, 2017
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Figura 70 — Resolugéo da Atividade 5.1 pelo aluno B

Pré-Vestibular Social da Fundagéo Cecierj / Consorcio Cederj — Pélo Centro — 2017
Disciplina: Matematica — Tutor: Adolfo Luiz Braucks Vianna
Turma: 4 Aluno:

Exercicio de Aplicagao
ABCD € quadrilatero bicéntrico. Sabe-se que:
AB =5 BE =4 EA =6, Calcule:

a) o valor do lado BC,
b) o perimetro do quadrildtero, \

Resolucfio: \\\\"‘w.. et .
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Fonte: aluno B, 2017



Figura 71 — Resolucéo da Atividade 5.1 pela aluna C

Pré-Vestibular Social da Fundagdo Cecierj / Consorcio Cederj — Pélo Centro — 2017
Disciplina: Matematica — Tutor: Adolfo Luiz Braucks Vianna
Turma: Q) Aluno:

Exercicio de Aplicagao
ABCD ¢ quadrilatero bicéntrico. Sabe-se que:
AB =5 BE =4, EA = 6. Calcule:

a) o valor do lado BC;
b} o perimetro do quadrilatero.

RC=4-T
be =6~ C
U-T _ ¢g-¢C = 404c-T) = CxTo=0 =L
- c,qc, iolé T) % = 3
Wy o+ 32
-1 = 4 . 4-%=2 & - P-5_ _?:_J",,.Z-
G=2  3=L X ! !
N HG FMA VS = 40
G*C :,_'L_ (6‘6)54q ] =
4 3 1% - 3¢ = 4

Fonte: Aluna C, 2017
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Figura 72 — Resolucgéo da Atividade 5.1 pelo aluno D

Pré-Vestibular Social da Fundagdo Cecierj / Consércio Cederj — Pélo Centro — 2017
Disciplina: Matemadtica — Tutor: Adolfo Luiz Braucks Vianna
Turma: ELED]  Aluno:

Exerclcio de Aplicacao
ABCD ¢ quadrildtero bicéntrico. Sabe-se que:
AB =5, BE = 4, EA = 6. Calcule

a) o valor do lado BC; &
b} o perimetro do quadrilatero, 4

Resolugdo:

Fonte: Aluno D, 2017



Figura 73 — Resolucgdo da Atividade 5.2 pela aluna E (1)

Pré-Vestibular Comunitario Floresta da Barra — 2017

Atividades em classe — Geometria Euclidiana Plana — Professor: Adolfo Braucks
Aluno:

Exercicio 1. Usando conceitos estudados até aqui, principalmente semelhanga de
tridngulos e quadrilateros inscritiveis e circunscritiveis, determine o valor do raio r do
circulo inscrito no quadrilatero ABCD. Justifique passo a passo toda a sua solugfo.

Solucdo:
NAgI=T1T%C
v . RAZXT
RE _E T _ ena= oy w
I £ %I/ T A P
\(2’3 = \(L\\f?

Fonte: Aluna E, 2017
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Figura 74 — Resolucdo da Atividade 5.2 pela aluna E (2)
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Pré-Vestibular Comunitirio Floresta da Barra — 2017

Atividades em classe — Geometria Euclidiana Plana — Professor: Adolfo Braucks
Aluno:

Exercicio 2. Usando conceitos estudados até aqui, principalmente semelhanca de
tridngulos e quadriléteros inscritiveis e circunscritiveis, determine o valor do raio r do
circulo inscrito no quadrilatero ABCD. Justifique passo a passo toda a sua solugéo.

Fonte: Aluna E, 2017



Figura 75 — Resolucdo da Atividade 5.2 pela aluna F (1)

gk > 2= kDY
=S 4

Pré-Vestibular Comunitario Floresta da Barra — 2017
Atividades em classe — Geometria Euclidiana Plana — Professor: Adolfo Braucks

Aluno:

Exercicio 1. Usando conceitos estudados até aqui, principalmente semelhanga de

tridngulos e quadrildteros inscritiveis e circunscritiveis, determine o valor do raio r do

circulo inscrito no quadrilé CD. Justifique passo a passo toda a sua solugdo.

Solucdo:

AMT~ NI

e SR R
0 o AL, ¢

Fonte: Aluna F, 2017
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Figura 76 — Resolucdo da Atividade 5.2 pela aluna F (2)

Pré-Vestibular Comunitario Floresta da Barra — 2017
Atividades em classe — Geometria Euclidiana Plana — Professor: Adolfo Braucks

Aluno: _

Exercicio 2. Usando conceitos estudados até aqui, principalmente semelhanga de
tridngulos e quadrilateros inscritiveis e circunscritiveis, de i do raio r do
circulo inscrito no_quadrilatero ABCD. Justifique passo a passo toda a sua solugéo.

Solucéo:

Apnl v A16C

Mopn-AT o BB -& - 0

Fonte: Aluna F, 2017
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Figura 77 — Resolugéo da Atividade 5.2 pelo aluno G (1)

Pré-Vestibular Comunitario Floresta da Barra — 2017

Atividades em classe — Geometria Euclidiana Plana — Professor: Adolfo Braucks

Aluno:

Exercicio 1. Usando conceitos estudados até aqui, principalmente semelhanga de
tridngulos e quadrilateros inscritiveis e circunscritiveis, determine o valor do raio r do
circulo inscrito no quadrilatero ABCD. Justifique passo a passo toda a sua solugéo.

Solucéo:
AT "
e
‘5 g M\
/]
N |
—
P DL 1, =¥ 7 )

Fonte: Aluno G, 2017
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Figura 78 — Resolugéo da Atividade 5.2 pelo aluno G (2)

Pré-Vestibular Comunitario Floresta da Barra — 2017
Atividades em classe — Geometria Euclidiana Plana — Professor: Adolfo Braucks

Aluno:

Exercicio 2. Usando conceitos estudados até aqui, principalmente semelhanga de
tridngulos e quadriléteros inscritiveis e circunscritiveis, determine o valor do raio r do
circulo inscrito no quadrilatero ABCD. Justifique passo a passo toda a sua solugao.

Solucdo:

Fonte: Aluno G, 2017
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Figura 79 — Resolugdo da Atividade 5.3 pela aluna H — Parte 1

Boa noite professor Adolfo.

Entdo, estava fazendo o que vocé explicou ontem, para montar o tal quadrildtero bicentrico.
Peguei uma folha de papel, para escrever os lados, que tinha medido com uma régua
milmetrada depois de fazer os cortes, com a tesoura nas duas varetas do jogo. Anotei Isso num
papel, deu 13,2 cm e 6,7 cm na vareta verde. Achando também, 11,6 cm, e 8,3 cm na vermelha.

Dai, entdo eu fiz aquela conta, da diagonal, que explicou na aula com uma calculadora do
celular, usando a tal formula de lei dos cosenos. e que ficou assim, o resultado:

D?=132%+11,6%-2x13,2x11,6xcos A=6,7°+8,3% +2 x6,7x 8,3 X cosA
© -2x132x11,6xcosa—2x6,7x83xcosA=6,7°+83%-132%-1162
= -415,86 x cos A=-195,02
= Cos A =-195,02 /-415,86 = 0,4689558986

E entdo, calculando pela fungdo da calculadora do celular o valor do dngulo a:
A = Inv cos™ 0,4689558986 = 62,0334570222

Dai eu peguei um tranfseridor e medi dois dngulos, um de 62 graus para ser o dngulo a e o
outro oposto a ele, que no caso, seria o dngulo C do quadrildtero, o seu valor ele é o
suplementa do outro Angulo, 0 A: ¢ =180 — 62 = 118 graus.

Eu tentei colar os pedacos das duas varetas fazendo esses angulos, e tentei com cola mas ficou
molenga, e também com chiclete, ndo deu certo. Pois ficou entortando tudo.

Entdo pensei, se ndo seria melhor desenhar com caneta colorida, das cores vermelha e também
na cor azul por que ndo achei caneta verde, desenhando entéo o quadrildtero ABCD.

Com a régua desenhi uma reta de 8,3 cm, na caneta vermelha. Entéo usando o desenho que vc
fez no quadro na aula eu sabia que agora vem o dngulo C. Sendo que na outra ponta da
esquerda dessa reta, € o potno B. Peguei o transferidor e marcando esse dngulo na direita, que
no caso eu achei que era um dngulo de 118 graus. Com a régua, continuei fazendo uma linha
reta, e parei quando encontrei a marcagdo de 6,7 centimetros. Ali ficou entdo o ponto D.

E de novo seguindo as anotacdes de aula, eu cologuei o compasso com abertura na régua
milimetrada, como agora era lado que era pedaco da vareta vermelha, entéo abri até chegar
no 11,6 centimetros. E no ponto B abri o compasso, agora lado verde, entdo valor de 13,2 cm.

Os dois circulos, se encontraram no ponto que vai ser no caso o ponto A. Depois eu completei o
desenho com as canetas e usando a cor azul, porque eu néio achei em casa caneta verde.

Na outra folha estd o desenho, meu irmdo passou num scaner da firma que trabalha. Mas ndo
deu espaco aqui mesmo ndo, entédo estou mandando junto com essa explicacéo de o que eu fiz.
Mas ndo consegui copia toda explicagéo de como desenham os dois circulos, sendo que um
dentro do quadrildtero, e outro, fora de ABCD mas passando pelos quatro pontos que eu tinha
" achado. Entéo acho que s6 falta esses dois circulos desnhados pra completar o “Para o lar”.

Tomara que esteja certo.
Patricia

Fonte: Aluna H, 2017
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Figura 80 — Resolugéo da Atividade 5.3 pela aluna H — Parte 2

Fonte: Aluna H, 2017



