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RESUMO

DUARTE, Tancredo Ramos. Algumas aplicagdes das congruéncias. 2017. 74f.
Dissertacdo (Mestrado Profissional em matematica em Rede Nacional) - Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro,
2017.

Este trabalho foi realizado visando mostrar que a matematica pode ser
aplicada a situacdes relacionadas ao cotidiano e que algumas investigactes
inovadoras podem nos dar resultados, a principio, inesperados. Inicialmente,
apresentamos nocdes basicas sobre a divisibilidade mostrando as principais
propriedades das congruéncias. Nessa pesquisa, abordamos o tema digitos
verificadores com énfase nos principais documentos utilizados pelo cidadéo
brasileiro. Posteriormente, fizemos um estudo sobre o tridngulo aritmético mostrando
sua relacdo com o bindbmio de Newton e de que forma esse triangulo pode ser
utilizado no calculo das probabilidades. Além disso, foi dada uma nova configuracédo
aplicada ao triangulo aritmético modulo m. Verificamos que suas principais
propriedades continuam validas em qualquer modulo e, Por fim, realizamos uma
proposta pedagodgica sobre o tema digitos verificadores do RG e do CPF que podem
ser inseridos no processo de ensino aprendizagem de forma ludica, fazendo com
que o aluno seja protagonista desse processo, realizando um paralelo com o
cotidiano do mesmo.

Palavras-chave: Digitos verficadores. Triangulo aritmético. Congruéncia.



ABSTRACT

DUARTE, Tancredo Ramos. Some applications of congruences. 2017. 74 f .
Dissertation (Professional Master Course on Mathematics in National Network) -
Institute of Mathematics and Statistics, State University of Rio de Janeiro, Rio de
Janeiro, 2017.

This work was carried out aiming to show that mathematics can be applied
to situations related to daily life and that some innovative investigations can give us
unexpected results in the beginning. First, we introduced the basic notions of
divisibility showing the main properties of congruences. In this research, we
approached the verifying digits theme with emphasis on the main documents used by
the Brazilian citizen. After that, we developed a study on the arithmetic triangle
showing its relation to Newton's binomial and how this triangle can be used in the
calculation of probabilities. Furthermore, a new configuration was given to the
arithmetic triangle module. We verified that its main properties remain valid in any
module and, finally, we made a pedagogical proposition on the subject verifying digits
of the RG and the CPF, that can be inserted in the process of teaching learning in a
playful way, making the student a protagonist of this process, making a parallel with
the daily life of the same student.

Keywords : Digits checkers . Arithmetical triangle. Congruence.



Figural —
Figura2 -
Figura3 -
Figurad4 -
Figura5 -
Figura6 -
Figura7 -
Figura8 -
Figura9 -

Figura 10
Figura 11 —
Figura 12 —
Figura 13 —
Figura 14 —
Figura 15 —

LISTA DE FIGURAS

Tridngulo aritmeético binomial..............ooviiiiiiiii e 41
THANGUIO ArtMELICO......cceeeie e 42
Tridngulo aritmetiCo gENENICO.......cccceiveiieeeeeeee e e 51
Triangulo aritmeético (MOd 5).....vueniiiieiiiiiiieeeee e 51
Tridngulo aritmético (MO 7)......cceeeeiieeiiiiiiieeeee e 52
Triangulo aritmeético (Mod 9).......cooeiiiiiiiiiiiii e 52
Triangulo aritmeético (Mod 10).........ccoeviiiiiiieieirerre e 53
Triangulo aritmético genérico (Mod M)..........uiiiieeeeeieeieeeeeiiiiianns 53
Tridngulo aritmético (mod 2) com cOdigo de COres..........cooecuvveeeennnn 57
Tridngulo aritmético (mod 3) com cOdigo de COres..........coovvvveeeeennn. 58
Triangulo aritmético (mod 5) com codigo de cores........ccceeeeeeeeennnn.. 58
Foto grupo 1 apresentando trabalho...........cccccovveiiiiiiiiiiiiii, 65
Foto grupo 2 apresentando trabalno...........cccceeeveiieiiiiiiiin 65
Foto grupo 3 apresentando trabalno..........ccccceevviiiiiiiiiiiiiies 66

Foto grupo 4 apresentando trabalno..............cccccooeeiiiiiiiiii, 66



LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

AC Acre

AL Alagoas

AM Amazonas

AP Amapa

BA Bahia

CE Ceara

CNPJ Cadastro Nacional de Pessoas Juridicas
CNH Carteira Nacional de Habilitacéo

CPF Cadastro de Pessoa Fisica

DETRAN Departamento Estadual de transito
DF Distrito Federal

DENATRAN Departamento Nacional de Tréansito

ENEM Exame Nacional do Ensino Médio

ES Espirito Santo

GO Goias

IBGE Insituto Brasileiro de Geografia e Estatistica
MA Maranhao

MDC Maximo Divisor Comum

MERCOSUL Mercado Comum do sul

MG Minas Gerais

MRP Manchine Readable Passport
MS Mato Grosso do Sul

MT Mato Grosso

OACI Organizagéao de Aviagéo Civil Internacional



PA Para

PB Paraiba

PCN Paradmetros curriculares Nacionais
PE Pernanbuco

Pl Piaui

PR Parana

RENAVAM Registro Nacional de Veiculos Automotores

RG Registro geral

RIC Registro de Identidade Civil
RJ Rio de Janeiro

RN Rio Grande do Norte

RO Rondonia

RR Roraima

RS Rio Grande do Sul

SC Santa Catarina

SE Sergipe

SP Séo Paulo

SPC Servico de protecao ao Crédito
TO Tocantins

TSE Tribunal Superior Eleitoral



11
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7

2.1

2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5

3.6
3.7

4.1

SUMARIO

INTRODUGAD. ..ottt 13
RESULTADOS PRELIMINARES.......co i 15
OS NUMETOS INTEITOS . ..ciiiiieeeei ittt e 15
Divisibilidade NOS INTEITOS......ccuiiiiiiiiiiiciiiie s 16
Algoritimo da divisdo de EUCHAEeS........ccccccvviiiiiiiiiiiiiceeeeeeeee e 17
MAXIMO AiVISOT COMUIM ....uuiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeee e e e s e e e e ses e ereraaaaeeeeas 17
Teorema fundamental da aritmetiCa.......ccccccveieeeeeiiee e 18
Congruéncias MOAUIO M........oooiiiiiiiiiic e 19
ClasSes reSIAUAIS......ccevveeiiiiiiiii i e e e e e e e aeeaes 21
DIGITOS VERIFICADORES ..ottt 24
Digitos verificadores dos documentos utilizados pelo cidaddo em

NMOSSO PAIS i iiiiiiiiie et e e e e e e e e e e ettt e s e e e e e e e e e aeaeeeeeaaraaaan 25
Registro geral do estado do Rio de Janeir0.......ccccceeeveeiienieeeeeeeeenneee, 25
Cadastro de pesS0a fiSICA.....uuuiuiiiiiiiiiie e 26
P S S AP O . it 28
Carteira nacional de habilitaC80.........ccccceeeeeiiiiiiiiiii, 29
TIEUIO @IEITOTAL..ueeeeiiiiiiiieee e 31
Certidao de nascimento/casamento/ObtO.......c.ccooviviiieeeeiiiiiiiieee e, 33
Unicidade dos digitos verificadores......ccccccvveeeieeeeeee e 35
A importancia dos digitos verificadores do CPF.............ccccevvriiiiinnns 36
ALGUMAS APLICACOES DO TRIANGULO DE PASCAL..........c.......... 40
= L0 -1 40
NUMEroS DINOMIAIS.......ccoiiiiee e e 40
TriAnNgUIO A€ PaSCal........uuuiiiiiiiiiiciiiee et 41
Binbmio de Newton e o tridangulo aritmético.........cccceeeeeeeeeieeeiieeeininnn, 46

O triangulo aritmético como ferramenta para o célculo de

Probabilidades. ... 49
A congruéncia modulo m no triangulo aritmético..............cceeeeeeveenns 50
Outras propriedades do triangulo aritmeético............ccoeevvvviviviiiiinnnnn, 57
PROPOSTA PEDAGOGICA.......ociiiieieiiieietee et 61
(DT od o= To I o =T - | SRR 61

CONCLUSAOD . ... e ettt ettt e, 67



REFERENCIAS

APENDICE — Plano de AUla......c..vveeeeeeeeeeeeeeee e



13

INTRODUCAO

A congruéncia € uma ferramenta de extrema importancia quando queremos
dar énfase ao resto da divisdo. Nesse trabalho, apresentamos algumas aplicacdes
das congruéncias. Nosso foco é mostrar uma abordagem dos digitos verificadores
nos principais documentos utilizados pelos cidaddos brasileiros, apresentando toda
matematica envolvida na determinacdo desses digitos. Realizamos também um
enfoque diferenciado da congruéncia modulo m no triangulo aritmético, verificando
que as propriedades do triangulo aritmético sdo validas em qualquer médulo
aplicado ao triangulo.

Nos dias atuais, devemos apresentar nossos contetdos em sala de aula de
forma contextualizada a situacdes do cotidiano do aluno. Como parte dos alunos do
sexto ano possui RG e CPF, apresentamos uma proposta pedagdgica para o estudo
dos digitos verificadores nessas turmas que terdo, ndo apenas a oportunidade de
verificar toda a matematica envolvida nesse processo, mas também a de trabalhar a
questdo da cidadania que esta diretamente relacionada a obtencdo desses
documentos.

De forma geral, o triangulo aritmético possui aplicacfes consideraveis na
matematica. Diante disso, apesar de ndo ser o foco principal desse trabalho
daremos alguns exemplos das aplicagcdes desse triangulo no desenvolvimento do
binbmio de Newton e no calculo de algumas probabilidades.

Os objetivos desse trabalho séo: Definir e apresentar os digitos verificadores
com énfase nos documentos utilizados pelos cidadaos brasileiros; apresentar as
propriedades do tridngulo aritmético, verificando a validade das mesmas na
congruéncia médulo m; despertar a autonomia e incentivar o interesse dos alunos no
processo de construcdo do conhecimento; perceber a matematica como ciéncia
voltada a solucdo de problemas da atualidade.

Diante da dificuldade de trabalhar alguns conteddos matematicos inseridos na
realidade dos alunos, o tema digitos verificadores do RG e do CPF tera um papel
importante na vida deles como cidadaos, pois 0s mesmos fizeram uma pesquisa na
unidade escolar para saber a porcentagem dos alunos que possuem esses
documentos e, posteriormente, foram protagonistas desse processo, onde
ratificaram a importancia desses na vida do cidadao e apresentaram para os demais

alunos da unidade escolar a matematica envolvida na determinacéo desses digitos.
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Para o desenvolvimento desse trabalho, foram utilizadas pesquisas
bibliograficas visando dar embasamento teérico ao mesmo. Foi realizada uma
proposta pedagdgica com uma turma do sexto ano da Escola Municipal de
Formacédo Profissional Governador Portela, onde os alunos foram os atores
principais do processo de ensino aprendizagem, apresentando o estudo sobre
digitos verificadores para as outras turmas da escola. Em relacdo a congruéncia no
triangulo aritmético, ndo foi encontrada nenhuma referéncia bibliografica que falasse
especificamente desse assunto. Diante disso, 0s resultados obtidos foram

produzidos pelo autor do trabalho com a supervisao do orientador.
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1 RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo abordaremos alguns conceitos e resultados relacionados aos
nameros inteiros. Dentre eles, a divisibilidade e a aritmética modular, para justificar o

uso dessas ferramentas nos capitulos seguintes deste trabalho.

1.1 Os numeros inteiros

Vamos admitir que o leitor esteja familiarizado com o conjunto dos numeros

inteiros.
Z={-,—-3-2,-1,0,1,2,3,-]

Juntamente com as operacgdes de adi¢do (a.b) = a +b e de multiplicacédo (a,b) =
ab (denotaremos ab por a.b, ou ainda a xb) que possuem as seguintes
propriedades para quaisquer a,a’.b,b’,c € I:
i) A adicdo e multiplicacdo sdo bem definidas:
Sea=aeb=b,entdoa+b=a+beab=ab.
ii) A adicdo e a multiplicacdo sdo comutativas:
a+b=b+aeab= ba.
iif) A adicdo e a multiplicacdo sdo associativas:
(a+b)+c=a+(b+c)e(ab)c =albc).
iv) A adicdo e a multiplicagdo possuem ((inicos) elementos neutros.
a+0=aeal=a,
v) A adicdo possui elementos simétricos:
Existe b= —atalquea+b =10
vi) A multiplicagao é distributiva com relagdo a adigédo.
a(b+c) =ab + ac,

Além disso, a operacdo de adicdo mais a existéncia de simétricos permitem
definir a operacdo subtracdo, como a seguir:

Para qualquer par de inteiros a e b, o inteiro & menos @, denotado por b —a é
dado por:
b—a=b+(—a).
O conjunto Z possui um destacado subconjunto: O conjunto dos nimeros naturais.

N=1{1,23, 1}



16

Admitiremos também que E tem as seguintes propriedades:

vif) Fechamento de N: paratodos a,b € M, tem-seque a +b €M, abE N e 0|a 3.
viii) Tricotomia: Dados a,b € E, uma e apenas uma, das seguintes possibilidades é
verdadeira:

1)a=b 2)a<b 3la=b,

ix) Principio da Boa Ordenacéo: Se S é um subconjunto ndo vazio de Z e limitado
inferiormente, entdo 5 possui um menor elemento.

x) Propriedade Arquimediana: Dados a,b € Z, com b # 0. Entdo existe n € I tal que
nb = a.

1.2 Divisibilidade nos inteiros

Dados a e b € Z, com b # 0, dizemos que & divide a, e escrevemos b|a se
existir ¢c € Z tal que a = bc. Caso & ndo divida a, escrevemos b { a.
Como ilustracéo, 8|56, pois 56 = 8- 7
Seja & um numero inteiro ndo nulo. Se b dividir a, dizemos que b é um divisor de a,
que a é divisivel por & ou ainda que a é mdltiplo de &. Note que todo inteiro ndo nulo
€ um divisor de si mesmo e de zero.
Exemplo: a|0 poisO0=a-0ealapoisa=a-1
Veremos agora, uma proposi¢ao que estabelece propriedades basicas da relacdo de
divisibilidade.

Proposicdo 1.2.1: Sejam a, b e c inteiros ndo nulos e x e ¥ inteiros quaisquer. Entao:

(i) se bla e alb, entdo a = +b.

(ii) se ¢|b e bla, entdo cla.

(iii) se cla e c|b, entdo c|(ax + by).
(iv) se b|a, entdo |B| < |al.

(v) se ¢|b, entdo c|ab,

(vi) se bla, entdo bc|ac.

Demonstracao:

(i) se a' e b'sdo inteiros tais que a = ba' eb=ab', entdo a = (ab)a'= a(a'®b) e,
dai, a'’b"= 1. Logo, a'= *1, donde segue que a = +b.
(ii) se a=ba' e b=cb', com a',b' €T, entdo a = (cb)a’' =c(a'b’), com a'b’' € £,

Logo,c|a.
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(iii) sejam a = ca' e b=ch', com a',b' € L. Entdo
ax+by=ca'x+ cb'y =cla’x+ by'),coma’x +b'y € Z, Logo c|(ax + by).

(iv) se a=ba, com a' €EZ, entdo a=0=a'#0 e, dai, la'l =1. Logo
la| = |ba'| = |blla'| = |b].

(v) se b= cb',com b' € Z, entdo ab = c(ab"), com ab' € Z. Logo c|ab

(vi)sea = ba',coma’ € Z, entdo ac = (bc)a’ e, dai, be|ac.

1.3 Algoritmo da divisdo de Euclides

Se um inteiro b # 0 ndo divide o inteiro a, é possivel ainda efetuar a divisdo
de a por b, com resto. Esse resultado que demonstramos a seguir € um dos
resultados mais importantes da teoria dos nimeros inteiros.

Teorema 1.3.1: Dados a,b €Z, com b=#0, existem Unicos g,r € Ztais que

a=bg+r,com0=r=<|bl
Os numeros inteiros g e r sao respectivamente, o quociente e o resto da
divisdo de a por b.

Demonstracao:

Suponha primeiramenente que b = 0. Pela propriedade Arquimediana (propriedade
(x) em 1.1), existe inteiro g tal que g(—b) = —a, logo gb = a. Pelo Principio da boa
Ordenacéo (propriedade (ix) em 1.1) podemos supor que g seja 0 maior inteiro tal
que bg < a. Entdo bg < a < b(g+ 1), de modo que 0 =< a —bg < b e basta definir
r=a—bg.Se b < 0, entdo —b = 0, donde existem g e r € Z tais que a = (—b)g + r,
com0<=<r<=< —b.Daj,a=b(—gq)+r,.com0=r=<—b=|hl

Para provar a unicidade, suponha, agora, que a = bg+r = bgq' + ', onde g.q'.7.7'
EZ e 0=r v <|bl, entdo |r—7'[<[bl e blg—g)=+"—7. Se g #4q" entdo
lg—q'l =1, de modo que |b|l =I[b]-lg—q'|=I|r"—r]<Ibl, uma contradigéo.

Portanto, g =g’ e, dair = r'.
1.4 Maximo divisor comum
Definicdo: Sejam a e b dois ndimeros inteiros. chama-se maximo divisor comum

(mdc) de a e b o inteiro d com d = 0, que satisfaz as seguintes condicdes:
(i) d|a e d|b.
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(it) se d' € um inteiro tal que d'|a e d'|b, entdo d'|d, ou seja, todo divisor comum de
a e b é também divisor de d.

Usaremos como notagdo mdc (a, b) = d.

Exemplo: Se a =18 e b= 12, e se D(m) é o conjunto dos divisores do inteiro m,
entao

D(18)=1{+1,%2,+3,46,49,+18} e D(12) = {+1,+2,+3,4+4,+6,+12}. Logo

D(18)n D(12) = {+1,42,43,46). Portanto d = mdc (18,12) = 6

Proposicdo 1.4.1 Sejam ¢ e m dois numeros inteiros ndo ambos nulos. Se mdc

(c,m) = 1, entdo existem inteiros x e ¥ tais que ¢x +my =1
Proposicdo 1.4.2 Se m, a e b sdo inteiros tais que mdc (m,a) =1 e mlab, entdo
m|b.

(HEFEZ, 2013, P.96)

1.5 Teorema fundamental da aritmética

Definicdo: Um namero p € Z é dito primo se satisfaz as seguintes condicdes:
(i)p = 1.

(ii) Os unicos divisores de p sdo +1 e +p.

Logo, um numero inteiro € primo quando possui exatamente dois divisores positivos
distintos: 1 e ele proprio.

Um namero maior do que 1 que néo €é primo, é dito composto.

Exemplo:

D,(2)={1,2} = 2 é primo.

D,(3)=1{1,3} = 3 é primo.

D,(4)=1{1,2,4} = 4 é composto.

D,(5)={15} =5 é primo.

D,(8)=1{1,2,3,6} = 6 é composto.

Teorema 1.5.1: Todo nimero inteiro a =1 €, um ndmero primo ou pode ser escrito

de maneira Unica como produto de numeros primos, ou seja, a = py.pP,. ***- B, COM
Py = p; == p, nUmeros primos.
(CAMINHA, 2013, P.35)
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1.6 Congruéncias médulo m

Nesta unidade iremos abordar alguns conceitos e propriedades basicas das
congruéncias. Conceitos esses, que terdo grande relevancia no desenvolvimento
desse trabalho.

Definicao: (Aritmética dos Restos)

Seja m um nimero natural. Diremos que dois nUmeros naturais a e b sao
congruentes moédulo m se os restos de sua divisdo Euclidiana por m sdo iguais.
Quando os inteiros a e b sdo congruentes médulo m, escreve-se:

a = b (mod m)

Exemplo: 10 = 26 (mod 8) pois ambos 10 e 26 deixam 0 mesmo resto Z ao serem
divididos por 8. Analogamente, 27 = 15 (mod 6}, pois os restos da divisdo de 27 e 15
por 6, sdo iguais 3.

Caso o numero a ndo seja congruente ao nimero b moédulo m, escrevemos a £ b
(mod m)

Proposicdo 1.6.1: Sejam a, b e m nimeros inteiros, com m = 1. Tem-se que:

a = b (mod m) se, e somente se, m|a — b.

Demonstracao:

Suponha que a =& (mod m). Pelo algoritmo euclidiano temos, a =g,-m+r e
b=g,-m+r; comg,e g, EZ e 0=r<m. Note que a—b = (g, —g,)m. Logo
mla — b,
Reciprocamente, se mla—b, entdo a—b =g-m, com g €Z. Pelo algoritmo
euclidiano temos a=¢gq,-m+mn e b=g,-m+mn; com q,9,€Ze 0=, < m.
Como a—b=gq-m, g,-m+mn —(g,-m+m)=gm. Logo m|r; —r, com
0<nmn <mDain—mn =0 rn=mn eportanto a = b (mod m).
Observe que no exemplo acima vimos que 27 = 15 (mod &). Agora, 27— 15=12¢
como 6]12, segue pela proposicao 1.6.1 que 27 = 15 (mod &).

A congruéncia € uma ferramenta poderosa para calcularmos o resto da
divisdo entre dois numeros inteiros, notoriamente para dividendos muito grandes.
Em particular todo niumero é congruente médulo m ao resto de sua divisdo por m e,

portanto, & congruente modulo m a um dos numeros 0,1,2,3, -, m— 1.
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Exemplo: 19 dividido por 3 deixa resto 1, pois 19 = 3- 6 + 1. Logo podemos escrever
que 19 = 1 (mod 3).

Proposicdo 1.6.2: (Propriedades das congruéncias) Sejam a,b,c,d e m nUmeros

inteiros, com m > 1. Valem as seguintes propriedades:

(i) a = a (mod m).

(i) se @ = b (mod m), entdo b = a (mod m).

(iti) se a = b (mod m) e b = ¢ (mod m), entdo a = ¢ (mod m).
(iv) sea =b (mod m) e c = d (mod m), entdoa + ¢ =b +d (mod m).
(v) se a = b (mod m) e ¢ = d (mod m), entdo ac = bd (mod m).
(vi) se a = b (mod m), entdo a + ¢ = b + ¢ (mod m).

(vii) se @ = b (mod m), entdo ac = be (mod m).

(wiii) se @ = b (mod m), entdo a” = b™ (mod m), paran € M.
(ix) se @ = b (mod m) e n|m, entdo a = b (mod n).

(x) se mdc (e,m) = 1 e ac = be (mod m), entdo a = b (mod m).

Demonstracao:

(i) como m|0, entdo m|a — a, portanto a = a (mod m).

(it) se a=b (mod m), temos que mla—>b, logo 3 k €Z tal que a —b =mk,
multiplicando a dltima igualdade por (—1), temos que —(a— b)=—mk, assim
b —a =m(—k), portanto b = a (mod m).

(iti) se a =b (mod m) e b= ¢ (mod m), entdo existem inteiros k e k' tais que:
a—b=mk e b —c=mk', somando as duas igualdades membro a membro segue
que (a—b)+(b—c)=mk+mk'=a—-c=m(k+k'). Portanto temos que
m|(a — c), ou seja, & = ¢ (mod m).

(iv) se a=b (mod m) e c =d (mod m), entdo existem inteiros k e k' tais que:
a—b=mk e c—d=mk', somando as duas igualdades membro a membro segue
que (a—b)+(c—d)=mk+mk'= (a+c)—(b+d)=m(k+k'). Portanto temos
que m|[(a+c)—(b+d)], ouseja, a+c=b+d (modm).

() suponhamos que a =b (mod m) e ¢ =d (mod m). Logo, m|b—a e m|d —c.
Basta notar que bd —ac =d(b—a)+ al(d—c) e, portanto m|(bd — ac), ou seja,
ac = bd (mod m).

(vi) se a=b (mod m), temos que a—b =mk. Somando e substituindo ¢ no
primeiro membro da igualdade, temos: a —b +¢c —¢c =mk = (a +¢) — (b +¢c) = mk,

Portanto temos que a + b = b + ¢ (mod m).
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(vii) se @ =b (mod m), temos que a —b =mk. Multiplicando ambos os lados da
igualdade por ¢ temos: ac — be = mkc, Portanto ac = be (mod m).

(wiii) se a=b (mod m), entéo m|a — b. Sabendo que
a*—b"=(a—b)(a"t+a™ b+ --+ab™?+b"1). como m|la—b, entdo
m|a™ — b™. Portanto a™ = b™ (mod m).

(ix) se a =b (mod m), entdo m|a —b. Como n|m, entdo n|la— b. Portanto a = b
(mod ).

(x) se ac = bc (mod m) = m|(b—a)c = m|(b—a), pois (c,m) =1 = a=b (mod
m).

As trés primeiras propriedades acima correspondem as propriedades
reflexiva, simétrica e transitiva, respectivamente. Segue que a no¢ao de congruéncia
€ uma relacdo de equivaléncia e as propriedades (iv) e (v) mostram que tal relacédo é
compativel com as operacbes de adicdo e multiplicacdo nos inteiros. A seguir

vamos determinar suas classes de equivaléncia.

1.7 Classes residuais

Dado um numero inteiro m = 1. Vamos repartir o conjunto £ dos numeros
inteiros em subconjuntos, onde cada um deles é formado por todos os numeros
inteiros que possuem o0 mesmo resto quando divididos por m. Logo temos a seguinte
particdo de Z:

[0] ={x € Z;x = 0 (mod m)}

[1] ={x € Z;x = 1 (mod m)}
[Im—1]l={x€Z;x =m— 1 (modm) },
Note que [m] = [0], [m + 1] = [1],-

O conjunto [a] = {x € Z; x = a (mod m)} é chamado classe residual modulo m
do elemento a de Z. O conjunto de todas as classes residuais modulo m sera
representado por Z,,. Portanto Z,, = {[0],[1].-- [m— 1]}

Proposicdo 1.7.1: As classes residuais possuem as seguintes propriedades:

(i) [a] = [b] se, e somente se, a = b (mod m);
(i) Se [a] n [b] # @, entdo [a] = [5];
(i) Uzenlal = Z.
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Demonstracao:

E imediata do fato que as congruéncias sdo uma relacéo de equivaléncia nos
inteiros.

Proposicao 1.7.2: Para cada a € Z existe um, e somente um, r € Z, com 0 < r < m,

tal que [a] = [r].

Demonstracao:

De fato, tome r como sendo o resto da divisdo euclidiana de a por m. Logo

r € unicamente determinado e a =+ (mod m). Portanto [a] = [r].

Como paracada 0 = i,j=m—1, comi #j, tem-se [i] # [j], existem exatamente m
classes residuais distintas modulo m, a saber, [0],[1],--- [m — 1].

Isto &, Ugziem—1[i] = Z.

Aritmética de Z,,,.

Podemos definir as seguintes operacdes em £,

Adicao: [a] + [b] = [a + b]

Multiplicacao: [a] - [b] = [a - b].

Ambas estdo bem definidas, devido as propriedades (iv) e (v) da Proposicdo 1.6.2.
Além disso, gozam das seguintes propriedades:

Teorema 1.7.3: Para quaisquer que sejam [al,[®], [c] € Z,,, tem-se

(i)([a] + [B]) + [c] = [a] + ([B] + [c]). (Associatividade da adi¢&o)

(if)[a] + [b] = [b] + [a]. (Comutatividade da adig&o)
(iif)[a] + [0] = [a]. ([0] é o neutro da adic&o)

(iv)[a] + [—a] = [0]. ([—a] é o inverso aditivo de [a])
(v)([a].[b]).[c] = [a]([b]).[c]). (Associatividade da multiplicacéo)
(vi)[a].[b] = [b].[al. (Comutatividade da multiplicagao)
(vii)[a].[1] = [a]. ([1] é o neutro da multiplicag&o)

(viii)[a]([b] + [¢]) = [a] - [b] + [a] - [c]. (Distributividade da multiplicacdo)

Demonstracao:

Como propriedades analogas sao validas em Z, usando-as nos inteiros, juntamente
com a adicdo e multiplicacdo de £,,,, prova-se facilmente todas essas propriedades.

O Teorema 1.7.3 mostra que Z,, com as operacdes acima definidas € um anel
comutativo com identidade. No caso de m ser um primo tem-se o seguinte resultado.

Teorema 1.7.4: Z,, é corpo se, e somente se, m & um numero primo.
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Demonstracao:

Suponhamos que m € primo. Entdo, dado um inteiro 1 << a = m — 1 temos que mdc
(a,m) =1. Assim, pela Proposicdo 1.4.1, existem inteiros =x.y¥ tais que
ax+my =1 ogo, [a].[x] = [al.[x] + [y].[m] = [a.x] + [y.m] = [ax +ym] = [1]. O
que mostra que qualquer elemento Z,, — {[0]} é invertivel. Portanto Z,, é corpo.

Reciprocamente, suponhamos que Z,_, é corpo. Para mostrar que m € primo, basta
mostrar que m n&o € divisivel pelos elementos do conjunto {2,3,--,m —1}. Assim,
consideremos a € {2,3,--,m — 1}, Temos que [a] # [0]. Como Z,, é corpo existe
[x] € Z,, —{[0]} tal que [a].[x] = [1]. Logo ax—1 é divisivel por m. Entdo existe
yEZ tal que @ TmMy =1 |ogo mdc (a,m) =1. Portanto a ndo divide m, onde

concluimos que m é primo.

Para maiores esclarecimentos, os assuntos deste capitulo podem ser encontrados
em Caminha (2013), Hefez (2013),
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2 DIGITOS VERIFICADORES

Os digitos verificadores sdo fundamentais no universo tecnoldgico. Estédo
presentes em incontaveis informacdes que sdo armazenadas e enviadas,
especialmente, no contexto comercial. Sem esses codigos, as informac¢des nao
seriam confiaveis em decorréncia, principalmente, de erros humanos na digitacéo.

Digitos verificadores sdo um ou mais caracteres acrescentados a uma cadeia
de caracteres (numérica ou alfanumérica) original, que certifica e ou a corrige, dando
maior seguranca contra fraudes, erros de digitacdo ou leitura. Esses digitos sdo
formulados através de algoritmos, que podem ser publicos ou nao.

Tais digitos sédo utilizados em cédigos de barra de produtos, nimeros de
conta corrente, documentos de identidade, CPF, CNPJ etc e tém grande importancia
no mundo comercial, na identificacdo civil, arrecadagdo de tributos, instituicées
financeiras e muitas outras areas.

Os esquemas utilizados no Brasil ttm como base tedrica a aritmética modular.
Denominamos sistema de digito verificador de médulo n ao esquema de atribuicéo
de um digito a um identificador composto por m digitos a,a,a; -+ a,,_,a,, tal que
seja atribuido um peso P; para a posicdo a; do identificador e o digito verificador
a,,+; € calculado para satisfazer a equacgédo X(P;a;) + a,,.; =0 (mod n), com 1 =i
=m, 0 = a,;; < n A variacdo do sinal esta relacionada ao documento que esta
sendo calculado o digito verificador.

O objetivo da abordagem desse tema € analisar os esquemas de digitos
verificadores dos documentos utilizados pelo cidaddo em nosso pais e apresentar 0s
esquemas na determinacdo dos digitos do CPF e da identidade em turmas do sexto
ano, uma vez que a maioria desses alunos ja possui esses documentos. Além disso,
apresentar toda a matematica envolvida nesses esquemas que é realizada por
operacdes basicas estudadas nesse periodo, motivando nossos alunos e mostrando
gque a matematica de sala de aula pode ser contextualizada aos digitos dos

documentos que sé&o utilizados por eles.
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2.1 Digitos verificadores dos documentos utilizados pelo cidaddo em nosso

pais

O cidadéo brasileiro utiliza varios documentos que séo uteis em seu dia a dia
e esse tema serd abordado como divulgagdo. A idéia € mostrar de que forma ele
pode ser trabalhado nas escolas, onde os alunos terdo a possibilidade de verificar
toda a matematica envolvida na determinacédo desses numeros, bem como o motivo
pelo qual isso €& feito visando evitar possiveis fraudes. Além disso, terdo a

oportunidade de saber qual a importancia desses documentos no cotidiano.

2.2 Registro geral do estado do Rio de Janeiro

O registro geral — RG ou carteira de identidade € um documento de extrema
importancia para todo cidaddo brasileiro. Ele é o principal documento de
identificacdo do pais e tem a finalidade de provar a identidade de uma pessoa, além
de ser necessario para solicitacdo de outros documentos. Sem o RG néo é possivel
abrir conta em banco, prestar concurso publico, entre tantas outras coisas. Nao ha
uma idade minima para tirar o documento, que pode ser feito a qualquer tempo.
Hoje as pessoas estéo tirando o documento de identidade cada vez mais cedo. Os
pais podem fazer o documento de seus filhos pela facilidade de transporta-los, pela
exigéncia na compra de antibidticos, para cadastro em centros de saulde, para
matriculas escolares, para obtencdo do plano de saude, para viagens ao exterior,
entre outras coisas. Essa medida pode ajudar muito no caso de desaparecimento da
crianga, pois através das digitais ela pode ser identificada mais rapido e facilmente.
As digitais do bebé sdo formadas durante a gestacéo, por isso ndo ha necessidade
de esperar muito tempo apds o nascimento.

O correto seria que todos os cidaddos a cada 10 anos renovassem sua
carteira de identidade, pelo fato de alteracdo na escrita e na foto. H& vérias
situacbes em que o RG ndo € aceito com data de expedi¢cdo superior a 10 anos,
como por exemplo, viagem para o exterior (ex. Argentina, Uruguai).

Determinacéo do Digito de Verificador do RG.

O digito verificador do RG é determinado através da aritmética modular (mod

10), ou seja, resto da divisdo por dez, mas ha também mais algumas operacdes

matematicas envolvidas nesse esquema.
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A identidade é composta por nove digitos, sendo o0s oito primeiros algarismos
do identificador e o ultimo € o digito verificador. Nessa variante, apds os algarismos
do identificador serem multiplicados pelos pesos 1 e 2 alternadamente, em cada
produto se p;a; = 9, digamos p;a; = c,¢,, onde ¢; =1 e ¢, € {0,2,4,6,8}, 0 nimero
resultante do produto p;a; deve ser substituido pela soma ¢; +¢; de seus
algarismos antes da aplicacdo do modulo.

Considerando os algarismos do identificador, como sendo a,, a,, az, a,, az,
a., a,, e ag respectivamente, podemos definir a equacao para o calculo do digito
verificador a; como sendo: (1a; + 2a, + la; + 2a, + la; + 2a, + 1la, + 2a;) (mod
10) =r, onde o complemento de r para 10, ou seja, (10 —r) = a5 que é o digito
verificador procurado.

Exemplo: Utilizaremos o numero de identidade 09613435 — 8. Inicialmente
multiplicamos todos os algarismos pelo seu peso correspondente:
0O 9 6 1 3 4 3 5
X1 2 1 2 1 2 1 2
O 18 6 2 3 8 3 10

Substituimos 18, obtendo 1 + 8 = 9 e a 10, obtendo 1 + 0 = 1 e a soma dos

resultados e 0 +9+6+2+3+8+ 3+ 1=32. Como 32 =2 (mod 10) temos

como digito verificador o complemento de 2 para 10, ou seja, 8 e assim fica
determinado o digito verificador da identidade. Caso o resto seja zero, o algarismo 0

sera o digito verificador.

2.3 Cadastro de pessoa fisica

Todo cidadao brasileiro tem um cdodigo que o identifica na Receita Federal, é
o cadastro de pessoa fisica (CPF). O CPF é de grande importancia na vida de todos
nos, pois € atraves dele que estamos cadastrados na Receita Federal e sabemos
gue todos os anos temos que fazer a declaracéo de imposto de renda, declarando
bens materiais e pagando uma taxa que varia de acordo com 0s ganhos anuais de
cada um, e para que possamos colocar nossos filhos como dependentes na
declaracéo de imposto de renda € necessario que o mesmo possua CPF. Para que

as criancas de 0 a 18 anos sejam titulares de um plano de saude, € exigido o
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namero do CPF. Logo, podemos notar sua importancia desde os primeiros dias de
nascimento de uma crianga.

Além disso, quando vamos realizar compras em uma loja, o lojista pode
consultar o numero do CPF para verificar se 0 nosso nome esta no SPC (servico de
protecdo ao crédito), e entdo autorizar ou ndo a venda. Podemos ter também multas
de transitos cadastradas em nosso CPF, quando as mesmas ndo sdo cadastradas
no numero do RENAVAM (registro nacional de veiculos automotores) ou para o
registro de nossa CNH (carteira nacional de habilitacdo). Como podemos ver, o CPF
€ um documento que devemos ter e conserva-lo, pois é de grande serventia em
nossa vida. Como sao muitos os CPFs no territério nacional na intencdo de evitar
fraudes, os digitos de verificacdo séo obtidos por meio de operacdes matematicas.

Temos ainda a informacdo que o nono digito (da esquerda para direita)
representa a regido onde o CPF foi emitido. Observe a lista abaixo:

1 — (DF — GO — MS — MT — TO), 2 — (AC — AM — AP — PA - RO - RR), 3 —
(CE-MA-PI),4-(AL-PB-PE-RN),5-(BA-SE), 6 - (MG), 7-(ES-RJ), 8
- (SP), 9—- (PR -SC), 0 — (RS).

Determinacéo dos digitos Verificadores do CPF.

Os digitos verificadores do CPF sao determinados através da aritmética
modular (mod 11), ou seja, resto de divisdo por onze, caso o resto da divisdo por 11
seja 10 utilizamos o digito 0, mas ha também mais algumas operacdes matematicas
envolvidas nesse esquema.

O CPF é composto por onze digitos, sendo 0s oito primeiros algarismos
identificadores do contribuinte, o nono identifica o estado brasileiro onde ele é
registrado e os dois ultimos sdo os digitos verificadores. Nessa variante, ap0s 0s
algarismos do identificador serem multiplicados pelos pesos 1, 2, 3,4,5,6,7,8¢e 9
respectivamente (para obtencdo do primeiro digito verificador) e pelos pesos 0, 1, 2,
3,4,5,6,7,8e9 (para obtencdo do segundo digito verificador).

Considerando os primeiros nove algarismos como sendo a4, @, a;, @, az, dg,
a-, az ¢ Gz respectivamente, podemos definir a equacdo para o calculo do digito
verificador como sendo: (la, + 2a, + 3a; + 4a, + 5a; + 6a, + 7a, + 8a; + 9a,)
(mod 11) = a,,, onde a,, é o primeiro digito verificador procurado. Para o célculo do

segundo digito verificador consideramos o ultimo digito encontrado e podemos
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escrever a equacao (0a, + la, + 2a; + 3a, + 4a; + 5a; + 6a, + 7ag; + Bag + 9ay;)
(mod 11) = a44, onde a4 € 0 segundo digito verificador procurado.
Exemplo: Utilizaremos o numero do CPF 028925257-13. Inicialmente multiplicamos
cada algarismo pelo seu respectivo peso para obtengéo do primeiro digito verificador
que é dado por:
0O 2 8 9 2 5 2 5 7
X1 2 3 4 5 6 7 8 9
0O 4 24 36 10 30 14 40 63
A soma das parcelas € 0 + 4 + 24 + 36 + 10 + 30 + 14 + 40 + 63 = 221.

Como 221 = 1 (mod 11), temos que o primeiro digito verificador € 1. Agora
multiplicamos cada algarismo pelo seu respectivo peso e o primeiro digito verificador
encontrado fara parte desse processo para obtencdo do segundo digito verificado
que é dado por:
0O 2 8 9 2 5 2 5 7 1
X0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0O 2 16 27 8 25 12 35 56 9
A somadas parcelasé0+2 +16 +27+8+25+12+35+56 + 1 =190.

Como 190 = 3 (mod 11), temos que o segundo digito verificador é 3. E assim temos

determinado os dois digitos verificadores.

2.4 Passaporte

O passaporte € um documento de extrema importancia para o cidadao, pois o
mesmo é obrigatdrio quando queremos viajar para o exterior, cujo destino ndo seja
paises do MERCOSUL. O numero do passaporte no Brasil utiliza o padréao
internacional MRP (Manchine Readable Passport) definido pela OACI (organizagao
de Aviacgao Civil Internacional)

Esse padrdo consiste em duas linhas, cada uma com quarenta e quatro
caracteres, onde a primeira contem somente informacdes sobre o passageiro.
Utilizam-se as letras mailsculas de A a Z e os digitos de 0 a 9. No padrao existem
campos de livre preenchimento que cada pais pode adotar ou ndo. Além disso, 0s
tamanhos dos identificadores podem variar dentro de certos limites. O simbolo < é

usado como espaco vazio para levar em conta essas diferencas.
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A primeira linha ndo possui nenhum esquema de digitos verificadores. Na
segunda linha os nove primeiros caracteres representam o identificador do
passaporte, que é a informacédo onde vamos focar. Outros campos nessa linha séo
associados a nacionalidade do passageiro (BRA no caso dos brasileiros), data de
nascimento, sexo, data de expedicdo do passaporte, campos livres e mais trés
digitos verificadores associados a esses Ultimos dados descritos.

Determinacéo do digito Verificador do Passaporte.

Para o calculo do digito verificador, € utilizada a equacéao direta e os pesos 7,
3 e 1. Sendo que os caracteres que podem ser alfanuméricos devem ser convertidos
para o calculo, através de um mapeamento das letras para numeros. A letra A é
mapeada para 10, a letra B para 11 e assim sucessivamente e o caractere < é
mapeado para 0. Vamos detalhar apenas a obtencdo do digito verificador do
identificador.

ApGs as conversdes alfanuméricas necessarias e considerando os primeiros
nove algarismos como sendo a,, a,, as, a,, 4z, g, 4;, Qg ¢ Gz respectivamente,
podemos definir a equacao para o calculo do digito verificador como sendo: (7a, +
3a, + lag + 7a, + 3a; + la, + 7a, + 3a; + 1lag) (mod 10) = ay,, onde a4 € o digito
verificador procurado.

Exemplo: Utilizaremos o passaporte F964114F=3. Inicialmente converte-se F para
15 e < para 0. Em seguida aplicam-se os pesos, somando os resultados do produto
e o digito verificador sera o resto da divisdo desse numero por 10, pois é utilizado a
aritmética modular (mod 10).

15 9 6 4 1 1 4 15 O

X 7 3 1 7 3 1 7 3 1

105 27 6 28 3 1 28 45 O

Os resultados séo somados, obtendo-se 105 + 27 + 6 + 28 + 3 + 1+ 28 + 45

+ 0 = 243. Como 243 = 3 (mod 10) segue que o digito verificador é 3.

2.5 Carteira nacional de habilitacao

A CNH (carteira nacional de habilitagdo) emitida pelos DETRANS

(Departamentos Estaduais de Transito) sob a orientagdo do DENATRAN

(Departamento Nacional de Transito) € de extrema importancia para o cidadao que
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deseja conduzir veiculo automotor, pois a mesma é obrigatoria para conducdo de
veiculo automotor em via publica.

A CNH é dividida em varias categorias: Categoria ACC para conducdo de
veiculos de duas rodas, abaixo de 50 cilindradas; categoria A para conducdo de
veiculos automotores e elétricos, de duas ou trés rodas, com ou sem carro lateral,
categoria B para conducao de veiculos automotores e elétricos de quatro rodas cujo
peso bruto total ndo exceda a trés mil e quinhentos quilogramas e cujo lotacdo néao
exceda a oito lugares, excluido a do motorista; categoria AB para conducdo de
veiculos que englobam as categorias A e B simultaneamente; categoria C para
conducdo de veiculos automotores e elétricos utilizados em transporte de carga,
cujo peso bruto total exceda a trés mil e quinhentos quilogramas e nao exceda a seis
mil quilogramas, abrangendo ainda todos os veiculos da categoria B; categoria D
para conducdo de veiculos automotores e elétricos utilizados no transporte de
passageiros, cuja lotacdo exceda a oito lugares e todos os veiculos abrangidos nas
categorias B e C; categoria E para conducdo de combinacdo de veiculos
automotores e elétricos, em que a unidade tratora se enquadre nas categorias B, C
ou D e ainda cuja unidade acoplada tenha seis mil quilogramas de peso bruto total
ou mais.

Para obtencdo da CNH € necessario que o cidaddo jA possua 18 anos
completos e a formacdo do condutor compreende a realizacdo de curso teorico
técnico e de pratica de direcdo veicular desenvolvidos em curso de formacéo de
condutores.

Determinacédo dos Digitos Verificadores da CNH.

Os digitos verificadores da CNH sdo determinados através da aritmética
modular (mod 11), ou seja, resto da divisdo por 11, mas ha algumas outras
operacfes matematicas envolvidas nesse esquema. Nesste caso o identificador &
constituido por onze digitos, onde os dois ultimos séo os digitos verificadores. Para
o célculo do primeiro digito verificador séo utilizados os pesos 9, 8,7,6,5,4,3,2¢e 1
e do segundo os pesos 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8 e 9, existindo uma particularidade no
calculo desse segundo digito, explicada adiante. No caso do resultado do resto da
divisdo ser 10 o primeiro digito verificador sera transformado em 0.

Considerando os primeiros nove algarismos como sendo a4, @, a;, @, az, dg,
a,, ag ¢ s respectivamente, podemos definir a equacdo para o calculo do primeiro

digito verificador como sendo: (9a, + 8a, + 7a; + 6a, + 5a; + 4a; + 3a; + 2Zag +
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la;) (mod 11) = a,,, onde a,; € o primeiro digito verificador procurado. Para o
calculo do segundo digito verificador podemos escrever a equacéo (la, + 2a, + 3a,
+ 4a, + 5a; + 6a, + 7a; + 8ag + 9a;) (mod 11) = r, onde r representa o resto da
divisédo por 11.

O valor de a,, depende do resultado de r e do calculo inicial de a4,

a. Seaqy,#10er =10, entdo ay; = 0.

b. Sea;;#10er+#10,entdoa,;; =T.

c. Seapy=10er=2 entdoay; =r.

d Sea=10er>=2 entdoa;; =r—2

Exemplo: Utilizaremos a carteira nacional de habilitagdo numero 00275125796,
inicialmente multiplicamos os nove primeiros digitos pelos seus respectivos pesos,
somamos os resultados e o resto da divisdo por 11 sera o primeiro digito verificador.
o 0 2 7 5 1 2 5 7
X9 8 7 6 5 4 3 2 1
O 0 14 42 25 4 6 10 7

Os resultados sdo somados, obtendo-se 0 + 0+ 14 +42 +25+4 +6 + 10

+ 7 =108. Como 108 = 9 (mod 11), segue que o primeiro digito verificador € 9.
O calculo do segundo digito verificador é dado por:

O 0 27 5 1 2 5 7
x1 2 3 4 5 6 7 8 9

O 0 6 28 25 6 14 40 63

Os resultados sdo somados, obtendo-se 0 + 0+ 6 +28 + 25+ 6 + 14 + 40

+ 63 = 182. Como 182 = 6 (mod 11), temos que a;o # 10 e r # 10, entdo a,; =r.

Onde concluimos que o digito verificador é 6, que foi o valor encontrado pararr.

2.6 Titulo Eleitoral

O titulo eleitoral é emitido pelo TSE (tribunal superior eleitoral). O documento
€ necessario para que o brasileiro vote e participe da vida politica do pais, 0 mesmo
pode ser obtido a partir dos 16 anos de forma facultativa até os 18 anos incompletos,
mas apos completar 18 anos todo cidadao deve adquirir seu titulo eleitoral, sujeito a
multa caso ndo o faca. O voto é facultativo para os eleitores que j& completaram 70

anos.
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E exigida a quitac&o eleitoral do servidor publico na hora da contratac&o, para
tirar ou renovar o passaporte entre outros.
O numero do titulo eleitoral é composto por 12 digitos (13 no caso dos estados de
SP e MG). Os oito primeiros sdo sequenciais e identificam o eleitor, os dois
seguintes sdo referentes a unidade de federacdo de origem da inscricdo e os dois
altimos constituem os digitos verificadores, determinados com base na aritmética
modular (mod 11), ou seja, resto da divisao por 11.
Determinacéo dos Digitos Verificadores do Titulo Eleitoral.

Para o calculo do primeiro digito verificador séo utilizado os pesos 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8 e 9 nos primeiros oito digitos do identificador e, para o segundo digito
verificador, séo utilizados os pesos 7, 8 e 9 nos digitos as, a,; € a,; respectivamente.

Considerando os primeiros oito algarismos como sendo a4, a,, as, a,, az, a,
a- ¢ g respectivamente, podemos definir a equacgéo para o célculo do primeiro digito
verificador como sendo: (2a, + 3a, + 4a; + 5a, + 6a; + 7a, + 8a, + 9az) (mod 11)
= a4, onde a4; € o primeiro digito verificador procurado, caso o resto da divisdo seja
10 o primeiro digito verificador sera transformado em 0. Para o célculo do segundo
digito verificador podemos escrever a equacao (7ag + 8a,; + 9a4; ) (mod 11) = a4,
gue € o segundo digito verificador procurado.
Exemplo: Utilizaremos o titulo de eleitor nimero 0798 1719 0302. Inicialmente
multiplicamos os oito primeiros digitos pelos seus respectivos pesos, somamos 0S
resultados e o resto da divisdo por 11 sera o primeiro digito verificador.

o 7 9 8 1 7 1 9
X2 3 4 5 6 7 8 9
0 21 36 40 6 49 8 81
Os resultados séo somados, obtendo-se 0 +21 +36 +40+ 6 +49+ 8+ 81

= 241. Como 241 = 10 (mod 11), temos que o primeiro digito verificador € 0, pois o
resto 10 é transformado em O.

O calculo do segundo digito verificador é dado por:

0O 3 O
x 7 8 9
0 24 O

Os resultados s&o somados, obtendo-se 0 + 24 + 0 = 24. Como 24 = 2 (mod

11), portanto o segundo digito verificador é 2.
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2.7 Certiddes de nascimento/casamento/ébito

A certiddo de nascimento € um documento de extrema importancia, sendo o
primeiro passo para o pleno exercicio da cidadania. Sem ela, o individuo deixa de
ser percebido pelo estado e ndo pode exercer seus direitos civis, politicos,
econdmicos e sociais, ndo estando apto a obter a documentacdo basica para
cadastrara-se em programas sociais, matricular-se em escolas, entre outras
limitacbes. No caso das criancas, a falta de registro aumenta a vulnerabilidade ao
trabalho infantil, & exploracéo sexual, ao aliciamento para atividades criminosas e ao
tréfico de criancas.

A certiddo de casamento € o documento onde fica registrado os dados
relativos a unido matrimonial. Na certiddo ficam lavrados diversos dados como a
data do casamento, o nome dos noivos, suas profissdes, entre outros.

A certidao de 6bito, da mesma forma que a de nascimento, exige seu registro
na serventia de registro civil de pessoas naturais, sendo também obrigatério, ao
morrer, que o registro seja feito, encerrando assim a personalidade civil da pessoa.
Com base nessas informacdes apresentadas pelo cartério, o Instituto Brasileiro de
Geografia e Estatistica (IBGE) levanta estimativas de causas de mortalidade infantil,
nameros de homicidios, expectativas de vida, entre outros para fundamentar
politicas publicas a serem adotadas.

Essas certidfes sao instituidas pelo Ministério da Justica a partir de 2010 e
sdo compostas por 32 digitos, onde o primeiro grupo de 6 digitos identifica o
cartorio, o segundo grupo de 2 digitos identifica o acervo, o terceiro grupo de 2
digitos identifica o servi¢o do registro civil das pessoas naturais, o quarto grupo de 4
digitos identifica o0 ano de registro, o quinto grupo de 1 digito identifica o tipo do livro
de registro, o sexto grupo de 5 digitos identifica 0 niamero do livro, o sétimo grupo de
3 digitos identifica o nimero da folha do livro e o oitavo grupo de 7 digitos identifica
0 numero de registro. Finalmente o nono grupo de 2 digitos correspondem aos
digitos verificadores.

Determinagéo dos Digitos Verificadores da Certidao de
Nascimento/Casamento/Obito.

Os digitos verificadores dessas certiddes sdo determinados através da

aritmética modular (mod 11), ou seja, resto da divisdo por 11, mas ha outras

operacfes matematicas envolvidas nesse processo. Nesta variante o0s trinta
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primeiros digitos sdo multiplicados pelos pesos 2, 3, 4, 5,6, 7, 8,9, 10,0, 1, 2, 3, 4,
56,7,8,910,0,1, 2,3,4,5,6, 7, 8e 9, somamos os resultados e encontramos o
resto da divisao por 11.

Considerando os trinta primeiros algarismos como sendo a,, @,, @5, ***, @3,
respectivamente, podemos definir a equagdo para o calculo do primeiro digito
verificador como sendo (2a4 + 3a, + 4a; + 5a, + 6a; + 7a, + 8a, + 9az + 10a; +
0a,; + 1layy + 2a4, + 3ay; + 4a,, + 5ayc + 6ay, + 7ay; + Bayy + 9a4 + 10a,, +
Oay + lag, + 2ay; + 3ay, + 4ay; + 5aye + 6ay; + Tayy + 8ay + 9ayy) (mod 11) =
as; que é o primeiro digito verificador. Caso o resto da divisdo seja 10 utilizaremos 1
como sendo o digito verificador.

Para o célculo do segundo digito verificador consideramos o ultimo digito
encontrado e podemos utilizar a equacao (1a; + 2a, + 3a; + 4a, + 5a; + 6a, + 7a,
+ 8ag + 9a5 + 10a,, + O0a,y + 1la,, + 2a,3 + 3a,4 + 4a,c + 5a,, + 6a,; + 7a,5 +
8a,q + 9a,; + 10a,, + O0a,;, + la,; + 2a,, + 3a,; + 4a,, + 5a,; + 64,5 + 7a,5 +
8asy + 9a3y) (mod 11) = a5, que é o segundo digito verificador procurado. Caso o
resto da divisdo seja 10 utilizaremos 1 como sendo o digito verificador.

Exemplo: Utilizaremos a certiddo de Casamento numero: 090530 01 55 2011 2
00014 096 0003117 65. Inicialmente multiplicamos cada algarismo pelo seu
respectivo peso para obtencéo do primeiro digito.

0 9053001552011 2000140960003
117

X2 3 45 6 7 89 10012 3 456 7 891001 2 3 45
6 7 8 9

0270251800950 02 03 41000009 4009120 0 0 18
7 8 63

Somando as parcelas obtemos: 0 +27+0+25+18+0+0+9+50+0 +
2+0+3+4+10+0+0+0+9+40+0+9+12+0+0+0+18+7+8+

63 = 314. Como 314 = 6 (mod 11), portanto o primeiro digito verificador é 6.

O segundo digito verificador é dado por:
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0 9053001552011 2000140960003
1176
X1 2 345 6 789 10012 3 456 78910012 3 45
6 7 8 9
0 18020150084550002 38000836006 00 015
6 7 56 54

Somando as parcelas obtemos: 0 +18+0+20+15+0+0+ 8+ 45+ 50
+0+0+2+3+8+0+0+0+8+36+0+0+6+0+0+0+15+6+7+

56 + 54 = 357. Como 357 = 5 (mod 11), portanto o segundo digito verificador é 5.
Observacédo: Registro de Identidade Civil.

Vale ressaltar que esta sendo implantado no Brasil o registro de identidade
civil (RIC) um cartdo com chip que contera os numeros do RG, CPF, titulo de eleitor,
e ainda, informac¢bes do bibtipo. O identificador ser& um numero de onze digitos,
sendo o ultimo o digito verificador, que sera calculado utilizando a aritmética modular
(mod 11), com a utilizagdo dos pesos 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 9 e 8. Isso caso nao

mudem nada até a implantacéo do sistema.

2.8 Unicidade dos digitos verificadores

Os digitos verificadores sdo unicamente determinados. Neste trabalho
apresentamos a unicidade dos digitos verificadores do CPF e do RG. De forma
analoga, a unicidade dos digitos verificadores dos outros documentos podem ser
verificada.

Unicidade do digito verificador do RG.

O digito verificador de qualquer RG do estado do Rio de Janeiro é unicamente
determinado. De fato, suponha por absurdo que exista um nimero a do RG cujos
oito primeiros algarismos identificadores sejam a4, a,.** az e que tenha dois digitos
verificadores distintos, digamos a = aya,*"* Gg-Gg € @ = aya, " ag-bs, com ag # bs.
Logo, por definicdo segue que:

10— ag = 1la, +2a, + la; + 2a, +1la; + 2a, + 1a,; + 2ag (mod 10) e
10 — by = 1a, + 2a, + la; + 2a, + lag + 2a, + 1la, +2a; (mod 10). Logo, pelas
propriedades (ii) e (iii) da proposicdo 1.6.2, segue que 10 — ag = 10 — by (mod 10),

e, portanto as = by (mod 10), como 0 =< aq by =9, temos que ag = b;. Esta
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contradicdo mostra que de fato o digito verificador de qualquer RG é unicamente
determinado.

Observacdo: Ressaltamos que caso p;a; =9, ou seja, p;a; = ¢3¢y, Utilizaremos o
namero (cg +¢1) antes de aplicar 0 maodulo aos produtos
(lay,2a4, 1lag, 2a,, 1las, 2a,, 1a,, 2a;), como ja explicado anteriormente.

Unicidade dos Digitos de Verificacdo do CPF.

Os digitos verificadores de qualguer numero de CPF s&do unicamente
determinados. De fato, suponha que exista um numero a de CPF, cujos nove
primeiros algarismos sejam a,, a,, **,a; (onde 0s oito primeiros a,, a,,"**,ag SA0 0S
identificadores do contribuinte e a; indica a estado do Brasil onde foi obtido) e que
tenha dois possiveis pares de digitos verificadores, digamos a = a,a, *** ag-a 5y, €
a = a,a, " ag-byybyy Logo, por definicdo segue que:

a,y = lay + 2a, + 3a; + 4a, + 5a; + 6a, +7a, + 8ag +9a; (mod 11) e,

la, + 2a, + 3a; + 4a, + 5a; + 6a; + 7a, + 8a; +9a;) = by; (mod 11). Logo, pelas
propriedades (ii) e (iii) da proposicdo 1.6.2, segue que @, = by; (Mmod 11). E como
0 = ayy, byy £9, ayy = byy. Analogamente, como por definicao

a,; = 0ay + la, + 2a; + 3a, + 4a; + 5a; + 6a, + 7a; +8a, +9a,; (mod 11) e,

0a, + la, + 2a5 + 3a, + 4a; + 5a, + 6a, + 7a; + 8ag + 9a,5 = by, (mod 11),
novamente pelas propriedades (i) e (iii) da proposicdo 1.6.2, segue que a4, = by
(mod 11) e como 0 = a44, by £9, tem-se a igualdade a4; = by;. Isto mostra que, de
fato, os digitos verificadores de qualquer numero de CPF s&o unicamente

determinados.

2.9 A importancia dos digitos verificadores do CPF

Abordaremos aqui a importancia dos digitos verificadores do CPF no caso de
erro na digitacdo de algum algarismo.
O erro de digitagdo ocorreu apenas em um algarismo

Seja a = aya, " as- d4zd4, UM nUmero valido de CPF. Se uma pessoa digitar
errado um dos 11 algarismos do CPF, esse CPF nao sera valido. De fato, vejamos
0S seguintes casos:
Caso 1: O erro foi em um dos digitos verificadores a;; ou a4.

Pela unicidade destes digitos verificadores, esse novo CPF néo sera valido.
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Caso 2: O erro ocorreu em qualquer um dos nove primeiros digitos de a. Digamos
em vez de digitar a,a;--a; foi digitado a,a;-a;_;ba,.,ras, com
b, #a; (0<i<10), Entdo teremos
la, + 2a, + -+ 9a; = a,, = la, + 2a, + -+ ib,+ -+ 9a; (mod 11). Logo, pela
propriedade (iii) da proposicao 1.6.2, segue que
la, + 2a, + -+ 9ag = 1la, + 2a, + -+ ib, + -+ 9a, (mod 11) = ia, = ib, (mod 11)
e como mdc (i,11) = 1, pela propriedade (x) da proposicédo 1.6.2, segue que a; = b,
(mod 11) e portanto a; = b;, 0 que é um absurdo, ou seja, se um dos nove primeiros
algarismos for digitado errado, o algarismo verificador a,, também mudara e, mais
uma vez, a unicidade do digito verificador a,; sera fundamental para invalidar o CPF
neste caso.
O erro de digitacéo ocorreu em dois algarismos.
Seja a = aya, "~ ag- a45@41 UM numero valido de CPF. Se uma pessoa digitar errado
dois dos 11 algarismos do CPF, esse CPF ndo sera valido. De fato, vejamos os
seguintes casos:
Caso _1: O erro foi na digitacdo de um ou nos dois digitos verificadores. Pela
unicidade destes digitos, o novo numero de CPF nao sera valido.
Caso 2: O erro foi na digitagcdo de dois digitos dentre os nove primeiros digitos.
Digamos que em vez de digitar a =aja, -as-a;paq; foi  digitado
b=aja; - b; b ag-a5ay4 com b, #a, e b; #+ a;. Entao
la, + 2a, + -~ +ia; +-~+ja; + -+ 9a; = ayy = 1a; +2a; +--+ib; + -+ jb; + a4
(mod 11) =
fa; + ja; = ib; +jb; (mod 11) (A).

Note que ia, — ib, +ja, —jb, =0 (mod 11), entdo i(a; —b;) +j(a, —b,) =0 (mod
11), segue que i(a; —b,) +j(a; — b;) = 11k com k € Z. O que nos mostra que caso
haja erro de digitagdo de dois algarismos entre 0s nove primeiros, ha possibilidades
de que o primeiro digito verificador seja satisfeito.
Exemplo: Utilizaremos o CPF valido 150691907-33 para ilustrar duas possibilidades
em que o fato ocorre.
12 possibilidade: em vez de digitar 1 e 5 foram digitados 6 e 8.

6 8 0 6 9 1 9 0 7
X1 2 3 4 5 6 7 8 9

6 16 0 24 45 6 63 0 63
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A somadasparcelasé 6 +16+0+24+45+6+63+0+63=223. Como 223 =
3 (mod 11), temos que o primeiro digito verificador foi satisfeito.
i(a;—b;) +j(a; —b;) =11k = 1(1 —6) + 2(5-8) = —11. Temos k = —1.
22 possibilidade: Em vez de digitar 6 e 1 foram digitados 7 e 4.
1 5 0 7 9 4 9 0 7
x1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 10 0 28 45 24 63 0 63
A soma das parcelasé1+ 10+ 0+ 28 +45+ 24 + 63 + 0+ 63 = 234. Como 234

= 3 (mod 11), temos que o primeiro digito verificador foi satisfeito.
i(a;—b;) +j(a; —b;) =11k = 4(6 — 7) + 6(1 — 4) = —22. Temos k = —2. Por outro
lado,
0a; + la, + 2a; + -+ 9a,;, = a,;; =0ay + la, + 2a;+ -+ (i—1)b, + -+
(j—1)b; + -+ 9ay,
(mod 11) = (i — 1)a; + (j — 1)a; = (i — 1)b; + (f — 1)b; (mod 11)
[iai —|-jr1}-) - [rxi + a}-) = (ib; +jb;) — [bi + bj) (mod 11) (B)
De A e B segue que:
a; +a; = b; + b; (mod 11) e a; — b, = —(a; — b;) (mod 11) =
ila, — b)) = —I'.[ﬂ,}- — b}-) (mod 11) (C)
Alem disso, de (A) tem-se que:
i(a; — b) = —j(a, — b;) (mod 11) (D)

De (C) e (D) obtemos:
—i(a; — b;) = —j(a; — b;) (mod 11). Agora, como |a; —b;| <11 = (a,—b,11)=1¢€
portanto {=j (mod 11) e como li—jl<11= 1l|li—j<i=j. E temos uma
contradicdo. Isto mostra que se houver erro de digitagcdo em dois dos nove primeiros
algarismos, o primeiro digito verificador podera com muita sorte ser satisfeito, mas o
segundo digito ndo. Com isso, temos que os digitos verificadores devem ser
diferentes e, portanto, o CPF nimero b = aya, - b; - b; -~ ag-a,pa4; sera invalido.

Para erros de trés ou mais digitos ndo é garantido que tais erros sejam
detectados.

Os digitos verificadores possuem relevancia consideravel principalmente no
universo tecnolégico, dando maior confiabilidade a uma série de informacdes

evitando fraudes e erros humanos na digitagéo, entre outros.
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Para maiores esclarecimentos, os assuntos desse capitulo podem ser encontrados
em http://www.cin.ufpe.br/~gdcc/matdis/aulas/binomial, acessado em 21 de margo
de 2016, Souza (2013). Com excecdo dos itens 2.8 Unicidade dos digitos

verificadores e 2.9 A importancia dos digitos verificadores do CPF, pois 0s mesmos

foram produzidos pelo autor e seu orientador.


http://www.cin.ufpe.br/~gdcc/matdis/aulas/binomial
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3 ALGUMAS APLICACOES DO TRIANGULO DE PASCAL

Neste capitulo abordaremos o triangulo de Pascal apresentando suas
principais propriedades. Mostraremos também o calculo de algumas probabilidades
com a utilizacdo do triangulo aritmético e sua aplicacdo no desenvolvimento do
binbmio de Newton, mas o foco principal € mostrar que o triangulo aritmético escrito
em qualquer médulo néo invalida as propriedades verificadas no triangulo original,
ou seja, mostraremos que aplicando a aritmética modular modulo m, as
propriedades do triangulo aritmético continuam validas. Primeiramente,

apresentaremos as definicdes de fatorial e dos nUmeros binomiais.
3.1 Fatorial

Definicdo: Dado um numero inteiro ndo negativo n, chamamos fatorial de n ou n
fatorial o nimero n! definido por:

0'=1, paran=0

1!=1 paran=1e,

nl=nn—-1)=nn—-1)(n—2)-3-2-1,paran = 2.

3.2 Numeros Binomiais

ez , ) . , i) o -
Definicdo: E chamado de numero binomial o numero (k) com n e k inteiros nio

n!

klim—i)!

negativos, n = k, definido por (D = (n representa a ordem e k é a classe do

namero binomial).

5): 5 _ 543!
3 3(5-3) 3Lz

Como consequéncia imediata da definicdo acima, dado um numero natural n

Exemplo: (

temos que:

(D)= ()= =10 () == 2 = mpmanz 1.

(P ===

Exemplo: (D) G0 st T
(5 = 5! = i =

Exemplo: (5) SEST A
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5)_ 5 54
1105—-1]! 14!

) Tt T ia

Exemplo: (

3.3 Triangulo de Pascal

Com os numeros binomiais definidos, construimos uma tabela triangular,
denominada triangulo de Pascal (que nesse trabalho iremos chama-lo de triangulo
aritmético), dispondo-os de tal forma que aqueles de mesma ordem situam-se na
mesma linha e os da mesma classe situam-se na mesma coluna, levando em
consideracdo o crescimento das ordens (linhas numeradas de cima para baixo,

comecando em zero) e o crescimento das classes (colunas da esquerda para direita,

. , {1
comecando em zero) temos que: O elemento da linha n e coluna k é (k) logo os

n

1) [:) os elementos da coluna k sdo (k)’(k N 1)’

elementos da linha séo (E) ( ke k

k
(%

sendo:

] -+, podemos entéo ilustrar as primeiras linhas do triangulo aritmético como

Figura 1 — Tridngulo aritmético binomial

Fonte: http://www.cin.ufpe.br/~gdcc/matdis/aulas/binomial

Substituindo cada numero binomial pelo seu valor numérico, podemos
escrever o triangulo abaixo denominado triangulo aritmético, que pode ser
representado no formato de um tridngulo retangulo ou de um triangulo is6scele.

Neste trabalho iremos adotar o formato do triangulo iséscele.


http://www.cin.ufpe.br/~gdcc/matdis/aulas/binomial
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1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Triangulo retangulo

1
1 1
1 2 1

Triangulo is6scele

Figura 2 — Triangulo aritmético até a nona linha

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

Fonte: http://www.cin.ufpe.br/~gdcc/matdis/aulas/binomial

Observacdo: Por motivos praticos a contagem das linhas comecara sempre da linha
zero. Desta forma, a linha zero corresponde a n =0, a linha um corresponde an =1
e assim por diante.

Propriedades do Triangulo Aritmético.

12 propriedade: Toda linha comeca e termina por 1.



http://www.cin.ufpe.br/~gdcc/matdis/aulas/binomial
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Demonstracao:

De fato, para qualquer inteiro ndo negativo n. o primeiro elemento da linha n é

T 1 ;s . , [TL 1
(u) ==2_=1e¢, 0 Ultimo elemento dessa linha é [ ) =2 =1,
Oln! T 0l

Exemplo: linha5 — 1 5 10 10 5 1

22 propriedade: Em uma mesma linha, os coeficientes binomiais equidistantes dos

extremos sao iguais.

Exemplo: Linha 5 — (g) (5)
1 5 10 10 5 1

Demonstracao:

Sejam (:) e (ﬂ E k) dois coeficientes equidistantes dos extremos. Tém-se que:

n 1 1 [} ﬂ-
(k) - k!'::l—k]'l - ':n—k]'ll;!nl—n+k}l - k:'::l—k}l = (n — k) e, portanto, segue o resultado.

Dois coeficientes binomiais equidistantes dos extremos sdo chamados de
coeficientes binomiais complementares.

32 propriedade: Relacéo de Stifel.

Somando quaisquer dois elementos consecutivos de uma mesma linha
obtemos o elemento da linha seguinte, posicionado entre os dois elementos que
foram somados.

Exemplo: Observe, no tridangulo iséscele acima, que

5+ ()20 15=35-()

Esta propriedade € considerada a propriedade mais importante do triangulo
aritmético, pois nos permite construi-lo sem a necessidade de se calcular todos os
coeficientes binomiais.

Demonstracao:

Devemos demonstrar que se 1 e k sdo inteiros tais que n > k = 0, entdo
n 1 _m+1 .
(k) + (k + 1) = (k + 1). De fato:

(:) t (k TIE- 1) - k!':::—k}! T ':k+1}!:n:—k—1}! - k!':n::{—l}: (?:k + :.:1:) - k!l:n:-:{—l}! En—:;:alcﬂ}

(n+idt (n +1
(=1l k41

], como queriamos demonstrar.
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42 propriedade: Teorema da soma das linhas.

A soma dos elementos da linha n é igual a 2".

Exemplo:

Linha O 1 90
Linha 1 1 1 - 21
Linha 2 1 2 1 - 27
Linha 3 1 3 3 1 — 73
Linha 4 1 4 6 4 1 — 2%
Linha 5 1 5 10 10 5 1 — 28

Tridngulo iséscele até a quinta linha

Demonstracéo:

Devemos provar que se 7 € inteiro tal que n = 0, entéo

Sn = ?:u{?) = (E) + Gl) + G) +--+ (:) = 2", De fato, temos que:

Como 5, = (Tg} +xmt {T) + (2) aplicando a relacdo de Stifel ao termo geral do
somatorio, concluimos que:

sn= (o)t (72 = (M) () = (M9 ) r e ()

vz (M) (o) T (T (M) = Emb (D) ¢

m—1 i
mat {m N 1], fazendo a mudancga de variavel em um dos somatdrios, concluimos
L
que: 5, = 275 (M T 1) + =gt (M) = 25, Dai fazendom = 1,2, 3, mno
L L

resultado acima, chegamos as equacdes:

S, =25,
S, =25,

S, =25,
Sn-1= 25,2
Sn= 25,1

Assim aplicando o produto telescopio, ou seja, multiplicando (membro a
membro) as n equagbes acima e eliminando os fatores comuns em ambos os

membros, concluimos que:

0

5,=2"5,e,comoS5, =32, (u) - (u

; )= 1, segue que 5,, = 2",
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52 propriedade: Teorema da soma das diagonais.

Somando os elementos de uma mesma diagonal (Qque no caso de um
triangulo retangulo seria de uma mesma coluna), iniciando pelo primeiro elemento
da diagonal, obtemos o0 elemento situado abaixo e a direita da ultima parcela.
Conforme ilustracao abaixo.

Exemplo: 1+ 3+ 6+ 10=20

1 6 15 20 15 6 1

Tridngulo isoscele até a sexta linha

Demonstracao:

k—l—i)

Devemos provar que se n e k s8o inteiros tais que n = 0 e k = 0, entéo, E?:u( ,

= (D + (k ;{,'_ 1) + (k }{l- 2) + o4 (k I“) = (k Iij 1). De fato, Considerando

Sp= ?:D{k +i), para k = 0, temos que: 5, = Gi) + 2, (k +i’), e aplicando a

k k
relacdo de Stifel ao termo geral do somatério, concluimos que:
se= () + m= (D) - Em Gl = GIY) =m0 -
() =z () (i) - ) == (1)
(k:i-{ 1) - le{;'_—ii__i) e ainda fazendo a mudanca de variavel em um dos

somatorios, segue que:

s, = 3 (Ic+i)+(k+n+1)_ n (k+i)_(k+n+1

=1\ 4 1 ki1 =l ) T U peq ) como queriamos

mostrar.
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3.4 Binbmio de Newton e o triangulo aritmético

O triangulo aritmético estad diretamente relacionado aos coeficientes do
desenvolvimento do bindbmio de Newton, ou seja, podemos utiliza-lo para auxiliar no
desenvolvimento do bindmio.

Bindmio de Newton

Obteremos a férmula para o desenvolvimento do bindmio (a + b)", conhecido
como bindbmio de Newton. Vale ressaltar que, para qualquer que seja o inteiro n tal
que 7 > 0 podemos calcular o desenvolvimento do bindmio como sendo: (a + k)" =
(a +b)(a+b) (a+b), onde o termo (a + b) serd multiplicado por ele mesmo =
vezes. Usando a propriedade distributiva da multiplicacdo temos que:
Sen=0,(a+b)’=1
Sen=1,(a+b)l=a+b
Sen=2, (a+b)*=a’+2ab + b*

Sen=3,(a+b)®=0a®+3a’b + 3ab> + b°
Sen=4, (a+b)*=a*+4a’b + 6a*b* + 4ab® + a*, e assim por diante.

A medida que o expoente n aumenta o desenvolvimento de (a + b)", torna-se
mais complexo e as contas ficam mais trabalhosas. Dai surge a necessidade de
generalizacdo do desenvolvimento do binbmio através de uma féormula conhecida
como o Teorema do Binbmio de Newton. Alguns padrdes podem ser observados nos
desenvolvimentos realizados anteriormente.

* O desenvolvimento (a + b)" possuin + 1 elementos;

» Os coeficientes do desenvolvimento de (a + &)™ s&o os elementos da
linha n do triangulo aritmético;

= Os termos do desenvolvimento de (a +b)" sdo formados, além dos
coeficientes, por a’b’ comi=0,1,2, - n— 1L, nej=nn—1 = 2
1,0,

Desse modo, podemos conjecturar a férmula do binbmio de Newton,
conhecida como Teorema Binomial, apresentada a seguir.

Proposicéo 3.4.1: Se a e b sdo nimeros reais e n € um inteiro ndo negativo, entao:
n _ . n n—1 [T n—i It n _ M mn n—1 T n—2 1.2
(a+b)" =a +EE=1{i)ﬂ’ b*+b —()a +(1)a b-l-(z)a b + - +

( mn )an—':n—i}bn—1+bn

n—1

m
1]
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Demonstracao:

Considerando S, = ;”;G{T) a™ " b* param = 0, temos que:

5, = (TS] a™ 4+ ¥t (T) a™™* bt + (2) b™ e aplicando a relagdo de Stifel ao

termo geral do somatério, concluimos que:

5= (§)e + 5 (1) v e (0 v () = (75

am + oyt (P1)) et v e (T ) e s (M) em = (7))

i=1 i—1

amt b+ ?51(1’7’1;1) a™i pi = p ?1—1%(7?:11} am-10-0-1 pi-1 1 4

mot {m,_l) a'm=1U=i b e ainda, fazendo a mudanca de variavel em um dos
L

somatorios, segue que:

Sw=bEzgt (M7 1) a0 b +a gyt (M) QU b =S,y A Sy =
(a +b)S,,_,. Dai, fazendo m = 1, 2, =, n no resultado obtido acima, chegamos as
equacoes:

S5,=(a+b)s,

S,=(a+b)s;

5;=(a+b)s5s,

Sp-1=(a+b) S, ;

S,=(a+b)S, 4

Assim, aplicando o produto telescépio, ou seja, multiplicando (membro a membro) as
n equacgdes acima e eliminando os fatores comuns em ambos 0S membros,

concluimos que:

S,=(a+b)"5, comoS,= E:E(D) a’ bt = (g) a® b® =1, segue que
$, = (a+b)" como queriamos mostrar.
Relacao entre o Triangulo Aritmético e o Bindmio de Newton.

Utilizando o teorema do bindmio de Newton, fagamos o desenvolvimento
(a+b)" paran=20,1,2 3 4eb5.
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(a+b)" = (g) a’b?

(a+b) = (3) a'b® + G) a’b?

(a+b)* = (ﬁ) a*h® + G) alb! + @) a’b?

(a+b)® = (g) a’b® + G) a’b! + @) a'b® + G) a’b?

(a+b)*=(3) a*b® + (7) @bt + (5) @2p? + (5) a2® + () °0*

(a+b)s = (g) aShO + (i) a*bl + (g) a3b? + (g) alh® + (i) alb* + (g) a®bs,

Triangulo is6scele do Teorema binomial até a quinta linha
Calculando os coeficientes binomiais acima temos:
(a+b)=1
(a+b)'=1a+ 1b
(a+b)* =1a* + 2ab + 1b*
(a+b)* =1a + 3a’b + 3ab* + 153
(a +b)* = 1a* + 4a°b + 6a’b* + 4ab® + 1b*
(a+b)° = 1a° + 5a*b + 10a®b? + 10a’b® + Sab* + 1b°

Tridngulo isoscele dos coeficientes binomiais até a quinta linha

1 5 10 10 5 1
Tridngulo isoscele aritmético até a quinta linha
Podemos observar que os coeficientes do desenvolvimento do bindmio séo
iguais a sua respectiva linha no triangulo aritmético, ou seja, o tridangulo aritmético é
uma ferramenta que poderd ser utilizado para facilitar a determinacdo dos
coeficientes do desenvolvimento do binbmio de Newton, ndo sendo necessario o

calculo dos numeros binomiais correspondentes.
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3.5 O tridangulo aritmético como ferramenta para célculo de probabilidades

Os numeros que formam esse curioso triangulo estdo diretamente
relacionados a andlise combinatoria, binbmio de Newton e probabilidades. Ja vimos
anteriormente que a soma de qualquer linha desse triangulo é uma poténcia de base
2, logo os problemas de contagem ou probabilidades, em que cada experimento
tenha apenas duas opcbes de escolha (masculino ou feminino, cara ou coroa,
verdadeiro ou falso, etc), podem ter nesse triangulo um poderoso auxilio. Para
ilustrar vamos realizar alguns exemplos:

Exemplo: Uma mulher pretende ter quatro filhos ou filhas. Quantas s&o as
possibilidades desse experimento?

Solucdo: S&o 2* = 16 que corresponde ao somatério da quarta linha do triangulo
aritmético.

Exemplo: Quantas sao as possibilidades para que essa mulher tenha quatro filhos do
sexo masculino?

Solucdo: 1 possibilidade que corresponde ao primeiro nimero da quarta linha do
triangulo aritmético.

Exemplo: Quantas sdo as possibilidades de que essa mulher tenha 3 filhos e 1 filha?
Solucéo: 4 possibilidades que correspondem ao segundo elemento da quarta linha.
Exemplo: Quantas sdo as possibilidades de que essa mulher tenha 2 filhos e 2
filhas?

Solucéo: 6 possibilidades que correspondem ao terceiro elemento da quarta linha.
Exemplo: Quantas sdo as possibilidades de que essa mulher tenha 1 filho e 3 filhas?
Solucéo: 4 possibilidades que correspondem ao quarto elemento da quarta linha.
Exemplo: Quantas sao as possibilidades de que essa mulher tenha 4 filhas?
Solucgédo: 1 possibilidade que corresponde ao ultimo elemento da quarta linha.
Exemplo: Se essa mulher teve realmente quatro filhos, qual € a probabilidade de que

seus filhos sejam 2 de cada sexo?
Solugdo: ==:=0375=375%Linhad4 = 1 4 6 4 1
Relacionando os problemas acima com o binbmio de Newton e considerando
‘a’ como sendo o nascimento de filhos e ‘b’ de filhas, temos:
(a+b)* = 1a* + 4a’b + 6a’b® + 4ab® + 1b* note que o coeficiente 1 do termo a*

corresponde a 4 filhos do sexo masculino, o coeficiente 4 do termo a®b corresponde
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a 3 filhos do sexo masculino e 1 do sexo feminino, o coeficiente 6 do termo a’b*
corresponde a 2 filhos do sexo masculino e 2 do sexo feminino, o coeficiente 4 do
termo ab® corresponde a 1 filho do sexo masculino e 3 filhos do sexo feminino e o
coeficiente 1 do termo b* corresponde a 4 filhos do sexo feminino.

Exemplo: No lancamento de cinco moedas distintas e néo viciadas, qual é a
probabilidade de se obter 3 caras e 2 coroas?

Solucdo: Vamos utilizar como auxilio para a solugdo desse problema a linha 5 do
triangulo aritmético.

Linha 5 — 1 5 10 10 5 1 - 2°

Numerodecaras—+ 0 1 2 3 4 5

O coeficiente correspondente a opcdo 3 caras e 2 coroas € igual a 10, como o

nimero de elementos do espaco amostral é igual a 25 = 32, a probabilidade

procurada é igual a ;—E =5 = 0,3125 = 31,25%

2 1s

3.6 A congruéncia médulo m no triangulo aritmético

Abordaremos a congruéncia no triangulo aritmético, ou seja, apresentaremos
o triangulo aritmético em alguns mdédulos e observaremos que todas as propriedades
citadas anteriormente continuam validas. Nosso objetivo principal € mostrar que
essas propriedades séo validas no modulo m. Lembramos que no triangulo
aritmético escrito no médulo 2, teremos apenas os algarismos 0 e 1, que Sdo 0s
possiveis restos na divisdo por 2. Ja no triangulo aritmético escrito no médulo 3,
teremos apenas os algarismos 0, 1 e 2 que sdo 0s possiveis restos na divisao por 3,
e assim por diante.

Apresentaremos também os triangulos escritos, de forma que cada resto
represente uma cor, para que seja possivel observarmos algum padrdo nesse
processo.

Denotaremos por 4,, ao elemento da linha n e da coluna k, do triangulo
. L. T . . . .
aritmeético. Logo 4,,;, = [k) para cada par de inteiros n e k tais que n = k = 0. Assim

temos:
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Figura 3 — Tridngulo aritmético genérico
ADI}

Nota: Tridngulo aritmético genérico iséscele até a nona linha
Fonte: O Autor, 2016

O tridngulo acima é o triangulo aritmético original, cujo seus elementos podem
ser obtidos através do calculo de cada elemento 4,,;..
Veremos agora a representacao do triangulo aritmético até a nona linha escrito nos
modulos 5, 7, 9 e 10 respectivamente.
Figura 4 — Triangulo aritmético (mod 5)
1

Fonte: O Autor, 2016



Figura 5 — Triangulo aritmético (mod 7)
1

Fonte: O autor, 2016

Figura 6 — Triangulo aritmético (mod 9)
1

Fonte: O autor, 2016

52
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Figura 7 — Triangulo aritmético (mod 10)
1

Fonte: O Autor, 2016
Triangulo Aritmético Médulo m.

Primeiramente, vamos definir o triangulo aritmético genérico médulo m, onde
m € qualquer inteiro maior que um.
Definicdo: O tridangulo aritmético médulo m consiste dos elementos a,,;, tais que
A, = a,, (mod m), onde a,, representa o resto da divisdo de 4,,,, por m. Logo, tal
triangulo é obtido substituindo os 4,,;. do triangulo genérico pelos restos a,,,.

Figura 8 — Tridngulo aritmético genérico (mod )

Fonte: O Autor, 2016
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Ja vimos que no triangulo aritmético temos vérias propriedades. Nos livros
didaticos usuais, este assunto é apresentado sem maiores desdobramentos. Aqui
mostraremos outra abordagem envolvendo congruéncias. Partiremos do triangulo
aritmético original e, em seguida, veremos as novas configuracdes deste triangulo,
ao aplicarmos diferentes mddulos. Verificaremos se nestes novos triangulos as
propriedades aqui analisadas continuam vélidas. Vejamos agora o que acontece
com o tridngulo aritmético médulo m.

Inicialmente, verificaremos a validade médulo m das cinco
propriedades anteriormente estudadas.

12 Propiedade: (mod m). a,; = a,,, = 1 (mod m) para qualquer inteiro m = 1.

Demonstracao:

E imediata, pois pela primeira propriedade sabemos que 4,; = 4, = 1, logo

tomando congruéncia moédulo m obtemos o resultado.

22 Propriedade: (mod m). a,, = a,,_,, (mod m) para qualquer inteiro m = 1.

Demonstracao:

E imediata da segunda propriedade, pois A4, = 4,,¢,_), tomando congruéncia
modulo m segue o resultado.

Exemplo:
1 5 10 10 5 1

Linha 5 (mod 5)

32 Propriedade: (mod m). a,, +a = apeqy(k+1) (MO M)

nik+1)

Demonstracdo: E imediata, pois pela terceira propriedade sabe-se que

A T A s = Afnsiesn- LOGO, tomando congruéncia modulo m em ambos os

lados, segue o resultado.
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Exemplo:

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Triangulo is6scele original
1

1 1 2 2 1 1
Tridngulo is6scele (mod 4)
42  Propriedade: (mod m). Para qualquer inteiro m>1 tem-se que

a’nl} + a’nl + + ﬂ'nn = En (mOd m)

Demonstracao:

Pela quarta propriedade temos que A4,; + 4,; +--+4,,, =2" e, pela definicdo do
tridngulo aritmético modulo m temos que A4,;=a, (mod m) para cada
= Dr 112: T LOgO 2?‘! =An|}+‘qn1 +'"+Ann = anc. +an1 '"+ ﬂ-nn (mOd m) e

temos provada a propriedade.

Exemplo:

Linha 0 1 = 2°
Linha 1 1 1 - 2!
Linha 2 1 2 1 - 27
Linha 3 1 3 3 1 — 23
Linha 4 1 4 6 4 1 - 2*
Linha 5 1 5 10 10 5 1 - 28

Tridngulo is6scele original
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Linha O 1 - 2°
Linha 1 1 1 - 27
Linha 2 1 2 1 — 27
Linha 3 1 3 3 1 - 2!
Linha 4 1 4 0 4 1 - 22
Linha 5 1 5 4 4 5 1 . 91

Triangulo iséscele (mod 6)

52 Propriedade: (mod m). Se m e k sdo inteiros tais que n =k =0, entdo

Qe + Apane T Qe T F Qleame = O(pansn)(xen) (MO M),

Demonstracao:

Pela quinta propriedade sabemos que se n e k sdo inteiros tais que n = k = 0, entdo
A T Agsore T Aise T A = Altnsn(een- COMO Ay = agesy, (Mod
m) para cada i € {0,1,2,,1n} €, Arginstinst) = Grrinsnixsy (Mod m), entdo

Qe T Qs T G T T Qe = Ape T A T Atsoe T T A =

Aesns 1) =
Qrpsns1)(x+1) (MO m). ISto prova a propriedade.

Exemplo:

1 5 10 10 5 1

Triangulo isoscele original

1 5 2 2 5 1

Tridngulo is6scele (mod 8)
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3.7 Outras propriedades do triangulo aritmético

Além das propriedades mostradas na secdo 3.6 foram observadas outras
propriedades nas linhas desses triangulos no caso em que m =g € um numero
primo. Para evidenciar essas relacdes veremos agora a configuracdo de alguns
triangulos aritméticos aplicando um cédigo de cores nos restos.

Tridngulos aritméticos coloridos parap = 2,3 e 5,

Figura 9 — Tridngulo aritmético (mod 2) com cédigo de cores

AL
AR LSL A
NV VNV VOV
AR LIS A A

Fonte: O autor, 2016




Figura 10 — Triangulo aritmético (mod 3) com cédigo de cores

AL LA
AL LA LA
AR LA A
Ao JS A

Fonte: O Autor, 2016

Figura 11 — Triangulo aritmético (mod 5) com cédigo de cores

Fonte: O Autor, 2016

58
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No triangulo médulo 2, olhando as linhas 2, 2* e 2® pode-se observar que
todos os elementos sdo zero exceto o primeiro e ultimo. No triangulo modulo 3,
olhando as linhas 3 e 3* pode-se observa que todos os elementos sdo zero exceto o
primeiro e ultimo. Analogamente no triangulo médulo 5, também se verifica que na
linha 5 todos os elementos sdo zero com excecdo do primeiro e ultimo termo. Isso
ira conjecturar a seguinte propriedade: A =0 (mod p). para cada
ke{1,2 -, p'—1}. Iremos provar que isto de fato é verdadeiro para qualquer
primo p.

Proposic&o 3.7.1 se p é um nimero primo e k é um inteiro tal que 0 < k < p’, entéo

Ai, =0 (mod p).

Demonstracao:

. o .
Basta demonstrar que plA,:, ou equivalentemente que p|(*:c). Primeiramente

vamos provar que Pl[i). De fato,

oy —_ B2t _ plp—Dp-2)—lp-k+Dip-k) .
(k) k!(p—k)! dai temos gue

kip—kl !
kKI(?)=plp—1)--(p—k+1), note que p|p(p—1)-(p—k+1), pois &
mdltiplo de p. Como » { k! e mdc (p. k!) =1, logo pela Proposicdo 1.4.2 segue que
pl(})-

Considere agora os elementos A, 0 < k < p‘, da linha p‘, com i > 1. Neste

;,l') et ppt-(pta)e k1) (k) pi(pt-1) ot (k-1)]
:{ - .

caso tem-se que [

kl(pt k]! ki(pt—k)! .
Observe que, como i =1 e 0 < k < p°, k pode ser maior que p e nesse caso plk! e
mdc (p, k!) = p.

. . , A o . x (5t
Afirmacédo: se o expoente da maior poténcia de p que divide k é r, r = 0, entdo [n:)
é divisivel por p*™"

Demonstracao da afirmacao:

Seja sp’ um miltiplo de p tal que 0< sp’<k com mdc (s,p) =1. Logo

k! = k(k —1).---.sp’.--- 2.1 e portanto temos uma poténcia de p, independente da

p'lp'~1) o' - (e-1)]

k!

poténcia p” de k. Mas, no numerador de temos o fator

p' —sp’ =p/(p7 —s) onde também aparece a mesma poténcia p’. Simplificando,

do numerador e denominador o termo p’ eliminamos esse fator. Repetindo esse
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processo para Cada poténcia de p que aparece em (k — 1)! tem-se que [ﬁ’:) ==t

com mdc (t,p) = 1. Logo p"""|(?;:]. Desta afirmacao segue a proposicao 3.7.1.

Note que na demonstracédo acima foi provado um resultado mais forte do que
o enunciado da proposicao 3.7.1. Na verdade provamos que: Se i e k sdo inteiros
positivos tais que 0 < k< p' e k! =p"t, com mdc (t,p) = 1, entdo A, =0 (mod
pz’—r).

Outros resultados podem ser obtidos a partir dos triangulos aritméticos
quando m for um namero primo p. Por exemplo, olhando os triangulos aritméticos
coloridos acima observa-se o seguinte:

Proposicédo 3.7.2 se a e b sdo ndmeros inteiros e p € um namero primo, entdo
(a +b)? = a” + b¥ (mod p).

Demonstracao:

pela proposigdo 3.7.1 sabe-se que () =0 (mod p), para cada i € {1,2,,p— 1}, e
pela proposicao 3.4.1 (Teorema binomial) tem-se que
(a+b)P =a” + [f)a?"lb + -+ (;ji} ab?”1 4+ b?. Tomando congruéncia modulo p,

segue (a +b)? =a” + 0a"*b+ -+ 0ab?™! + b¥ = a” + b? (mod p).

O pequeno Teorema de Fermat afirma o seguinte: ¢ =¢ (mod p) para
qualquer inteiro ¢ e primo p.
Exercicio: Use o pequeno Teorema de Fermat para demonstrar a proposicao 3.7.2.
Solucdo: Pelo Pequeno Teorema de Fermat, temos que a” =a (mod p) e b¥ =b
(mod p). Pela propriedade (iv) da proposicdo 1.6.2, segue que af +b” =a+b
(mod p). Como a + b = (a + b)? (mod p), segue pela propriedade (iii) da proposicéo
1.6.2 que a” +b” = (a+ b)? (mod p) e pela propriedade (ii) da proposicdo 1.6.2

concluimos que (a+ b)F = a” + b® (mod p).

Para maiores esclarecimentos, os assuntos deste capitulo podem ser encontrados
em Caminha (2012), Caminha (2013), Hefez (2013), Silva (2015). Com excec¢ao dos
itens 3.6 A congruéncia médulo m no tridngulo aritmético e 3.7 Outras propriedades

do tridngulo aritmético, pois o mesmo foram produzidos pelo autor e seu orientador.



61

4 PROPOSTA PEDAGOGICA

Os parametros curriculares nacionais (PCN’s) elaborados pelo Ministério da
Educacdo e do Desporto nos comunicam uma referéncia para o trabalho dos
professores do Ensino Fundamental e Médio. Eles tém por objetivo garantir as
criancas e jovens brasileiros os conhecimentos necessarios para o exercicio da
cidadania. Embora ndo seja uma diretriz obrigatoria, orientam as reflexdes dos
envolvidos no processo educativo, em especial no professor norteando as acdes do
cotidiano escolar. Tendo-os por base e destacando alguns dos objetivos neles
propostos, elaboramos uma sequéncia de ag¢des pedagodgicas buscando levar o
tema “digitos verificadores” da Carteira de identidade e do CPF” para ser aplicado
em turmas do sexto ano do Ensino Fundamental.

Essa proposta pedagdégica tem como publico alvo os estudantes do sexto ano
do Ensino Fundamental, levando a esses alunos a oportunidade de aplicar
conhecimentos matematicos adquiridos em sala de aula em situacfes do cotidiano.

A maioria dos alunos do sexto ano ja possui os documentos de identidade e
CPF, mas ndo sabe qual é a verdadeira finalidade e importancia deles. Nessa
proposta, além de mostrar a importancia e finalidade desses documentos, queremos
também apresentar aos nossos alunos toda a mateméatica envolvida na
determinacdo de alguns digitos desses documentos (digitos verificadores), fazendo
um paralelo com as operacdes estudas nessa fase e tornando as aulas mais
atrativas.

Através das aplicacbes que mostraremos aqui, pretendemos fazer com que
os alunos tenham mais interesse e curiosidade sobre o assunto e que percebam a
presenca da matematica em seu cotidiano, as vezes de maneira bem sutil e de facil
entendimento. Neste sentido, vamos detalhar a sequéncia de a¢gbes que compdem

nossa proposta pedagdgica.
4.1 Descricao geral
Pretende-se desenvolver esse trabalho em turmas do sexto ano do

Ensino Fundamental, que sera divido em 5 etapas com duracdo aproximada de 90

minutos cada.
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Primeira etapa: Aula Dialogada.

Inicia-se a aula com uma conversa informal, abordando o assunto
“‘documentos utilizados pelos brasileiros no cotidiano” e instigando a participacéo
dos estudantes.

Queremos detectar se os alunos conhecem os documentos que séo utilizados
por seus pais, destacando aqueles que julguem mais importantes e acrescentando
alguns, caso nao sejam citados, através desse dialogo perguntar sobre a
importancia desses documentos e sua finalidade. Apds esse debate, indagar se eles
possuem esses documentos e se em algum momento ja o utlizaram e, caso
afirmativo, deixar que expliqguem em gque momento iSSo aconteceu.

Orienta-los para que facam uma pesquisa sobre os algarismos que aparecem
nesses documentos, como eles sédo determinados e quando sdo exigidos, dividindo
a turma em grupos de forma que apresentem os resultados de sua pesquisa.

Segunda etapa: Apresentacao da Pesquisa.

Inicialmente, cada grupo fard sua apresentacdo no tempo de 5 a 8 minutos.
Apoés as apresentacfes, mediar um debate sobre o assunto, onde o professor possa
explanar toda a importancia desses documentos na vida dos alunos, para que
servem e em que momentos eles serdo exigidos, levando-os a entender que aqueles
que ainda nao possuem devem providenciar o mais breve possivel.

Levantar a questao dos digitos verificadores através de uma explanacao por
parte do professor, mostrando qual sua relevancia e dando alguns exemplos de sua
utilizacao, inclusive exemplos que ndo se relacione apenas aos documentos, como
no caso dos cédigos de barras dos produtos. Finalmente, abrir uma discusséo sobre
0 processo de determinacdo desses digitos, explicando aos alunos a determinacao
dos digitos verificadores do RG e do CPF, utilizando um RG e um CPF como
exemplos. Perguntar quais operacfes matematicas estudadas em sala de aula estéo
envolvidas nesse processo, abordando a importancia da matematica no cotidiano.

Pedir para que tragam na proxima aula seus RGs e CPFs e, aqueles que néo
possuirem esses documentos, deverdo anotar e trazer o nimero dos mesmos de um
de seus respectivos responsaveis.

Terceira etapa: Aplicacdo de algoritmos para célculos dos digitos verificadores.

Os alunos de porte de seus documentos, e utilizando os conhecimentos
adquiridos na ultima aula, fardo uma verificacdo se os digitos verificadores dos

mesmos foram determinados de forma correta. Em um segundo momento, os alunos



63

serdo divididos em grupo e seré lancado um desfio no qual cada grupo ira separar
um RG e um CPF com apenas os digitos identificadores que serdo entregues para
outro grupo e aquele que descobrir primeiro os digitos verificadores desses
documentos, de forma correta, sera o vencedor do desafio.

Propor a resolucdo de exercicios do ENEM e de concursos publicos que
abordem o assunto. (sugestdo no plano de aula em anexo)

Quarta etapa: Sensibilizacdo dos alunos da Escola

Os alunos do sexto ano do Ensino Fundamental fardo uma pesquisa ha
escola realizando um levantamento da quantidade de alunos que ndo possuem
esses documentos e posteriormente, serdo 0s protagonistas explicando a
importancia dos mesmos em suas vidas, motivando assim, o corpo discente a
provodenciar tais documentos, pois 0s mesmos sao obrigatérios em diversas
situacbes para o0 exercicio de cidadania. Além disso, fardo também uma
apresentacdo abordando o tema digitos verificadores do RG e do CPF, onde
explicardo resumidamente a importancia desses digitos para evitar fraudes e
detectar possiveis erros de digitacdo e como 0s mesmos sdo determinados,
justificando o motivo pelo qual o assunto foi abordado pelo professor de matemética
da turma.

Quinta etapa: avaliacdo das atividades desenvolvidas

A proposta de trabalhar a determinacéo dos digitos verificadores do CPF e do
RG na turma 601 da Escola Municipal de Formacao Profissional Governador Portela
localizada no municipio de Miguel Pereira — RJ, foi analisada como positiva, pois 0s
alunos tiveram a oportunidade de aprender a importancia desses documentos na
vida do cidaddo. O tema digitos verificadores foi apresentado de forma clara e
objetiva, mostrando sua relevancia no universo tecnoldgico, levando o aluno a refletir
gue sem esses digitos, as informacgfes sobre os documentos do cidaddo ficariam
mais vulneraveis.

Os discentes levaram alguns niumeros de RG e de CPF para sala de aula e
apos serem divididos, em grupos, aprenderam toda a matematica envolvida na
determinacao desses digitos. Posteriormente, cada grupo anotou um numero de RG
e um de CPF sem os digitos verificadores e foi lancado um desafio entre eles, de
modo que cada grupo deveria descobrir os digitos verificadores dos documentos que
foram passados por outro grupo. Aquele que encontrasse primeiro, corretamente,

era considerado vencedor do desafio.
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Apbés os conhecimentos adquiridos sobre o tema e com 0S grupos ja
formados, cada qual ficou responsavel por duas turmas da escola, sendo uma no
turno da manha e outra no turno da tarde. A primeira etapa realizada foi uma
pesquisa que consistia de quatro perguntas, as quais seriam feitas nas outras
turmas: 1 — Vocé possui CPF? 2 — Vocé possui RG? 3 — Sabe qual a finalidade
desses documentos? 4 — Sabe o que sdo digitos verificadores? Na pesquisa
realizada nas oito turmas da escola, totalizando 100 alunos, verificou-se que 68%
deles possuem CPF, 70% possuem RG, 67% sabiam a importancia desses
documentos e 10% alegaram ter conhecimento sobre o que sao digitos
verificadores.

Com as pesquisas realizadas cada grupo confeccionou cartazes informativos
sobre a importancia desses documentos, o que eram digitos verificadores, sua
finalidade e de que forma esses digitos verificadores sédo determinados.

A culminancia dessa proposta pedagdégica foi elabora de forma que cada
equipe deveria apresentar cartazes para as suas respectivas turmas, expondo a
importancia da obtencdo desses documentos que estdo diretamente relacionados a
cidadania de cada individuo na sociedade, uma vez que eles sdo exigidos em
diversas situacbes do dia a dia. A abordagem dos digitos verificadores mostrou
como a matematica esta presente no cotidiano, ratificando que essas operacdes
matematicas dao maior seguranca a esses codigos, na intencao de evitar fraudes,
erros de digitacéo etc.

O trabalho proporcionou interatividade entre as turmas da escola, levando os
alunos a reflexdo sobre o tema da cidadania que esta diretamente relacionado a
obtencdo desses documentos. Tornando-os conhecedores de seus direito e

deveres.
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Figura 12 — Foto grupo 1 apresentando trabalho
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Fonte: O autor, 2016

Figura 13 — Foto grupo 2 apresentando trabalho

Fonte: O autor, 2016
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Figura 14 — Foto grupo 3 apresentando trabalho

Fonte: O autor, 2016

Figura 15 — Foto grupo 4 apresentando trabalho
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Fonte: O autor, 2016
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CONCLUSAO

Vimos que a aritmética modular € uma ferramenta de extrema relevancia na
determinacdo do resto da divisdo. De fato, nesse trabalho, a utilizamos para
apresentar algumas aplicacées das congruéncias, com foco na determinacdo dos
digitos verificadores e para uma abordagem diferenciada aplicada ao triangulo
aritmético.

A nossa proposta de trabalhar os digitos verificadores mostra como a
matematica esta presente em situacdes do cotidiano. Assim, aplicamos o tema em
sala de aula, desenvolvendo uma atividade para os alunos do sexto ano do Ensino
Fundamental com enfoque para o RG e o CPF. O resultado nos levou a concluir que
houve um aumento acentuado no interesse do educando, potencializando um
aprendizado individual e coletivo, pois os alunos foram atores na construgcdo do
conhecimento divulgando o estudo realizado nas outras turmas da escola. Notamos
uma interatividade que proporcionou aprimoramentos na area da mateméatica e na
guestdo relativa a cidadania diretamente relacionada a obtencdo desses
documentos.

O triangulo aritmético tem aplicacdo em diversos ramos da matematica, entre
eles, destacamos o0 binbmio de Newton e o estudo das probabilidades. O nosso
trabalho apresenta uma abordagem intrigante, onde produzimos o triangulo
aritmético modulo m, mostrando que suas principais propriedades continuam
preservadas e, desta forma, concluimos que esse estudo pode ainda ser
aprofundado em outro momento, visando aplicacfes relevantes em nossa area de
ensino, através de padrées que podem ser observados e até uma aplicacdo no
Teorema de Fermat.

Esperamos que esse trabalho contribua de forma significativa como
instrumento facilitador na busca de inovagbes no estudo da matematica,
proporcionando maior interesse por parte dos discentes. Ressaltamos que o tema,
digitos verificadores, pode ser inserido no Ensino Fundamental na disciplina em
guestdo, podendo ser trabalhado de forma interdisciplinar principalmente nos

assuntos relacionadas a cidadania do individuo.
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APENDICE

Planejamento de aula

Escola: Escola Municipal de Formacéo Profissional Governador Portela. Turno:

Tarde Professor: Tancredo Ramos Duarte

Data: Turma: 601 Série: 6° ano
Horario: 12: 30 — 14:00 Data: 05/07; 06/07; e 07/07 de 2016
TEMA:

e Digitos verificadores do RG e do CPF
Objetivos:
e Despertar a autonomia e incentivar o interesse no processo de construcdo do
conhecimento;
e Saber informa-se, comunicar-se, argumentar, compreender informacoes,
agucar sua criatividade e seu espirito investigativo;
e Verificar quais as utilidades dos documentos utilizados pelos brasileiros no
cotidiano;
e Utilizar os recursos disponiveis para pesquisa;
e Participar, socialmente, de forma prética e solidaria;
e Utilizar algoritmos para determinar digitos verificadores;
e Perceber a mateméatica como ciéncia voltada a solucao de problemas da
atualidade.
Conteudos:
e Adicdo de numeros naturais;
e Multiplicagdo de numeros naturais;
e Divisdo de numeros naturais;
e Aritmética dos restos;
e Digitos verificadores.
Recursos:
e Giz e apagador;
e Quadro negro;
e Data show;

e Exercicios para discussao.
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Introducéao:

Os parametros curriculares nacionais (PCN’s), elaborados pelo Ministério da
Educacdo e do Desporto, nos comunicam uma referéncia para o trabalho dos
professores do Ensino Fundamental e Médio. Eles tém por objetivo garantir as
criancas e jovens brasileiros os conhecimentos necessérios para o exercicio da
cidadania. Embora ndo seja uma diretriz obrigatoria, orientam as reflexdes dos
envolvidos no processo educativo, em especial no professor, norteando as acfes do
cotidiano escolar. Tendo-os por base e destacando alguns dos objetivos neles
propostos, elaboramos uma sequéncia de a¢Bes pedagdgicas buscando levar o
tema “digitos verificadores” do RG e do CPF para serem aplicados em turmas do
sexto ano do Ensino Fundamental.

Essa proposta pedagdgica tem como publico alvo os estudantes do sexto ano
do Ensino Fundamental, levando a esses alunos a oportunidade de aplicarem
conhecimentos matematicos adquiridos em sala de aula e nas situacbes do
cotidiano.

A maioria dos alunos do sexto ano ja possui os documentos de RG e CPF,
mas ndo sabe qual € a verdadeira finalidade e importancia dos mesmos. Nessa
proposta, além de mostrar a importancia e finalidade desses documentos, queremos
também apresentar aos nossos alunos toda a matematica envolvida na
determinacdo dos digitos verificadores, fazendo um paralelo com as operacdes
matematicas estudas nessa fase e tornando as aulas mais atrativas.

O intuito é, através das aplicacbes que mostraremos aqui, fazer com que os
alunos tenham mais interesse e curiosidade sobre o assunto em questdo e
percebam que a matematica esta presente no seu cotidiano, as vezes de maneira
bem sutil e de facil entendimento. Neste sentido, vamos detalhar a sequéncia de
acOes que compdem nossa proposta pedagagica.

Desenvolvimento:

e Iniciar a aula com uma conversa informal, abordando a assunto “documentos
utilizados pelos brasileiros no cotidiano”, instigando a participacdo dos
estudantes.

e Queremos detectar se 0s alunos conhecem os documentos que sao utilizados
por seus pais, destacando aqueles que julguem mais importantes e
acrescentando alguns, caso ndo sejam citados. Através desse dialogo,
perguntar sobre a importancia dos mesmos e sua finalidade. Apds esse
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debate, indagar se eles possuem esses documentos e se em algum momento
ja o utilizaram, caso afirmativo, deixar que expliguem em que momento iSso
aconteceu. Orientar para que facam uma pesquisa sobre os algarismos que
aparecem nesses documentos e como eles sdo determinados, dividindo a
turma em grupos de forma que terdo que apresentar os resultados de sua
pesquisa.

. Inicialmente, cada grupo far4 sua apresentagdo no tempo de 5 a 8
minutos. ApoOs as apresentacdes, mediar um debate sobre o assunto, onde o
professor possa mostrar toda a importancia desses documentos na vida do
aluno, para que servem e em que momentos eles serdo exigidos, levando-o0s
a entender que aqueles que ainda ndo possuem devem providenciar 0 mais
breve possivel. Levantar a questdo dos digitos verificadores através de uma
explanagcdo por parte do professor explicando o que sdo e qual sua
relevancia, dando alguns exemplos de sua utilizacéo, inclusive exemplos que
ndo se prendam apenas aos documentos. Finalmente, promover uma
discusséo sobre o processo de determinacdo desses digitos, explicando para
os alunos a determinagcdo dos mesmos no RG e CPF, Através de alguns
exemplos de documentos, indagar quais operacfes matematicas aprendidas
em sala de aula estdo envolvidas nesse processo, abordando a importancia
da matemética no cotidiano.

Pedir aos alunos que tragam para proxima aula seus RGs e CPFs e aqueles,
gue nado possuirem esses documentos, deverdo anotar o numero dos
mesmos de um de seus respectivos responsaveis.

Os alunos de porte de seus documentos, e juntamente com os conhecimentos
adquiridos na ultima aula, fardo uma analise se os digitos verificadores foram
determinados de forma correta. Em um segundo momento, os alunos serao
divididos em grupo onde cada qual, ird separar dois CPFs com apenas 0s
nove primeiros digitos que serdo entregues para outro grupo e, aquele que
determinar primeiro os digitos verificadores desses documentos de forma
correta, sera o vencedor do desafio.

Propor a resolucdo de exercicios do ENEM e de concursos publicos que

abordem o assunto
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e Os alunos do sexto ano do Ensino Fundamental fardo uma pesquisa nha
escola realizando um levantamento da quantidade de alunos que nao
possuem esses documentos e, posteriormente, serdo 0S protagonistas
explicando a importancia dos mesmos. Assim, estaremos motivando que
providenciem seus proprios documentos, pois 0s mesmos, sdo obrigatorios
em diversas situacdes para o exercicio de cidadania. Fardo também uma
apresentacao abordando o tema digitos verificadores do RG e do CPF, onde
explicardo, resumidamente, a importancia desses digitos para evitar as
fraudes, detectar possiveis erros de digitacdo e como 0S mesmos Ssdo
determinados, justificando o motivo pelo qual o assunto foi abordado pelo
professor de matemética da turma.

e Realizar um processo de investigacdo para saber qual foi a receptividade por
parte dos alunos e, apés as etapas realizadas, incentivar a divulgacdo em
outras escolas como uma proposta de ampliacdo para outras turmas do sexto
ano do Ensino Fundamental.

Sugestéo de exercicios:

1) ENEM (2005) Os numeros de identificacdo utilizados no cotidiano (de contas
bancérias, de CPF, de carteira de identidade, etc) usualmente possuem um digito de
verificagdo, normalmente representado apds o hifen, como em 17326 — 9. Esse
digito adicional tem a finalidade de evitar erros no preenchimento ou digitacdo de
documentos. Um dos métodos utilizados para gerar esse digito utiliza os seguintes
passos:

o Multiplicar o altimo algarismo por 1, o penultimo por 2, o antepenultimo por 1 e
assim por diante, sempre alternando multiplicagdes por 1 e 2;

o Soma-se 1 a cada um dos resultados dessas multiplicacbes que forem maior

do que ou igual 10;

o Somame-se o0s resultados obtidos;
o Calcula-se o resto da divisdo dessa soma por 10, obtendo-se assim o digito
verificador.

O digito de verificacéo fornecido pelo processo acima para o nimero 24685 é:
a)l b)2 c¢)4 d)6 e)8
Gabarito: e



74

2) ENEM (2009) Para cada individuo, a sua inscricdo no cadastro de pessoa fisica
(CPF) é composto por um numero de 9 algarismos e outro numero de dois
algarismos, na forma d; e d,, em que os digitos d, e d, sdo denominados digitos
verificadores. Os digitos verificadores sao calculados, a partir da esquerda, da
seguinte maneira Os 9 primeiros algarismos sao multiplicados pela sequéncia 10, 9,
8,7,6,5,4,3, 2 (o0 primeiro por 10, o segundo por 9, e assim sucessivamente) em
seguida, calcula-se o resto r da divisdo da soma dos resultados por 11, e se esse
resto for 0, ou 1 d, é zero, caso contrario d, = (11 —). o digito d, é calculado pela
mesma regra, na qual os niumeros a serem multiplicados pela sequéncia dada séo
contados a partir do segundo algarismo, sendo d, o Ultimo algarismo, isto é, d, é
zero se o resto s da divisédo por 11 das somas das multiplicagdes for O ou 1, caso
contrario, d, = (11 — s).

Suponha gue Jodo tenha perdido seus documentos, inclusive o cartdo do CPF e, ao
dar queixa da perda na delegacia, ndo conseguisse lembrar quais eram os digitos
verificadores, recordando-se apenas que os 9 primeiros algarismos eram

123.456.789. Neste caso, os digitos verificadores d; e d, esquecidos sao

respectivamente:

a)0e9 b)led c)le7 d)9el e)0el
Gabarito: a
Concluséo:

Os trabalhos construidos pelos alunos foram apresentados no més de
setembro de 2016 para as respectivas turmas de acordo com a separacdo dos

grupos. Os resultados encontram-se no corpo do trabalho.



