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RESUMO

O objetivo deste trabalho é discutir as dificuldades epistemoldgicas e pedagdgicas do conceito
de distinguibilidade e indistinguibilidade intrinseca e extrinseca aos objetos no contexto de
Anélise Combinatdria e Probabilidade no Ensino Médio. Esses conceitos sdo chaves na
caracterizagdo dos problemas e norteiam sobremaneira as estratégias de cardinalizagdo de
configuracBes tanto em combinatdria quanto em probabilidade, dai a cautela necessaria para
uma boa abordagem pedagdgica do tema. Neste trabalho, além do tratamento tedrico do
assunto por meio de exemplos, foi também realizado um trabalho com os alunos que cursam o
Ensino Médio, na Escola Estadual Duque de Caxias. Inicialmente, através de um pré-teste
com a finalidade de se avaliar a no¢do internalizada dos conceitos de distinguibilidade e
indistinguibilidade de objetos em Anéalise Combinatdria, sem o conhecimento tedrico prévio,
o entendimento de problemas de enumeracéo que poderiam ser resolvidos pela explicitacdo de
todas as configuracdes possiveis. A partir das conclusbes obtidas no pré-teste foi feito um
novo trabalho formal com os alunos, tanto de Analise Combinatéria quanto de Probabilidade,
com a finalidade de se avaliar, por meio de um pos-teste, se estes melhoraram a performance
em problemas mais complexos em que a explicitacdo das possibilidades ndo mais era
possivel. Como esperado, 0s obstaculos ao pleno entendimento ndo foram sanados de todo
numa primeira abordagem, o que corrobora com a relevancia da conscientizacao desse tema
tanto para os professores quanto para os alunos do Ensino Basico.

Palavras-chave: Anéalise Combinatdria, Probabilidade, Distinguibilidade, Indistinguibilidade.



Abstract

The main objective of this work is to discuss the epistemological and pedagogical obstacles of
the concept of intrinsic and extrinsic distinguishability and indistinguishability of objects in
the context of Combinatorics and Probability in High School. These are key concepts for the
characterization and understanding of problems and guide the cardinalization strategies of
configurations both in combinatorics and probability. Hence, caution is necessary for a good
pedagogical approach to the theme. In this work, in addition to the theoretical treatment of the
subject, by means of examples, a study case was also carried out with the students that attend
the Secondary School, in the State School Duque de Caxias. Initially the assessment was
made through a pre-test to evaluate, without theoretical knowledge, the understanding of
enumeration problems that could be solved by the explicit configurations, in order to evaluate
the internalized notion of the concepts of distinguishability and indistinguishability of objects
in Combinatorics. From the conclusions of the pre-test, a formal approach of both
Combinatorics and Probability was done with the students, in order to evaluate, through a
post-test if they had improved the performance in more complex problems in which the
explicit roll of possibilities was no longer possible. As expected, the obstacles for fully
understanding are not totally overcome at first, which corroborates, in our view, the relevance

of raising awareness of this issue for both teachers and students in Basic Education.

Keywords: Combinatorics, Probability, Distinguishability, Indistinguishability
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Introducao

O presente trabalho foi motivado pela observacdo em sala de aula das grandes
dificuldades no ensino e aprendizagem da Analise Combinatoria e Probabilidade no Ensino
Basico. Boa parte dessas dificuldades, além da propria natureza do assunto (transcender a
contagem por uma heuristica de “contar sem contar”), advém também da interpretacio
minuciosa do problema, ja que mudangas minimas no enunciado induzem ataques diferentes
no calculo da enumeracdo das configuracdes. Nao é incomum professores relatarem as eternas
perguntas sobre se um problema deve ser resolvido por combinacédo ou arranjo, indicando que
esses ndo foram previamente instruidos da especificidade de cada estratégia de contagem,
algo que, se feito adequadamente, prescindiria inclusive a nomeacao dos objetos presentes na
Analise Combinatdria, tais como permutacdo, arranjo com repeticdo, arranjo simples,
combinacdo simples, combinacdo completa, permutacdo circular, etc. A maioria dos
professores estd persuadida a afogar os alunos nessa taxonomia que pouco traz de maturidade
matematica se o0s conceitos de distinguibilidade e indistinguibilidade ndo forem
exaustivamente discutidos e trabalhados em sala de aula. Como bem dito por MORGADO
(1991):

“Esse é um dos encantos desta parte da matemdtica, em que
problemas faceis de enunciar revelam-se muito dificeis, exigindo uma
alta dose de criatividade para a sua solug¢do.” (MORGADO, 1991, p.2)

O caso do tratamento da Probabilidade torna-se ainda mais delicado, ja que o conceito
e a matematizacdo do acaso impdem maiores desafios, mesmo quando nos restringimos ao
conceito classico de probabilidade em que ha um diélogo estreito da probabilidade com a
analise combinatoria, isto porque, em Probabilidade, muitas vezes devemos tratar
configurac@es indistinguiveis como distinguiveis se desejamos construir um espaco amostral
de elementos equiprovaveis para uma melhor afericdo da probabilidade de eventos. Trata-se,
portanto, dentro do contexto probabilistico, de uma mudanc¢a paradigmética do que vinha
sendo exigido na Analise Combinatdria, em que a distinguibilidade ou ndo de objetos altera

completamente a contagem de configuracdes possiveis.



O professor de Matemaética se prepara para o exercicio da profissdo durante toda a sua
vida académica; porém, nem sempre esta apto a exercé-la ao final da graduacéo, uma vez que
deve possuir um dominio total dos conceitos para transmiti-los com seguranca e clareza, de
modo que consigam identificar e redimensionar antigas praticas, bem como corrigir possiveis
erros conceituais ou metodolégicos em determinados materiais didaticos. Nesse sentido, este
trabalho visa a revelar quais sdo os obstaculos epistemologicos dessas duas searas da
Matematica, reputadamente consideradas como as mais dificeis, para que se possa reconhecer
equivaléncias e diferencas entre duas maneiras de se medir conjuntos: a medida candnica no
contexto da Anélise Combinatoria, em que cada elemento do universal mede 1 e a medida de
probabilidade no contexto de Probabilidade, em que cada elemento mede um numero real

entre 0 e 1 e o universal (espaco amostral) mede 1.

Este trabalho originou-se, portanto, a partir da percepcéo das dificuldades encontradas
nos alunos ao lidar com a distinguibilidade e indistinguibilidade dos objetos e configuraces.
Embora os pré-requisitos sejam poucos, boa parte dos alunos apresenta dificuldades nos
seguintes aspectos: interpretacdo do enunciado, entender o que esta sendo pedido, perceber se
é uma situacdo em que se deve somar ou multiplicar, se os elementos a serem contados sao
distinguiveis ou indistinguiveis, se a ordem é ou ndao importante para efeito de contagem, e o

recondicionamento desses aspectos no contexto de probabilidade.

H& de se concordar com Roa e Navarro-Pelayo, ao citar Hadar e Hadass, quando
destacam que as dificuldades mais frequentes dos alunos ao resolverem problemas
combinatorios sdo:

a. Dificuldade em reconhecer o conjunto correto a enumerar;

b. Escolher uma notacdo apropriada, o que é agravado com diferentes
textos utilizando diferentes notacoes;

c. Fixar uma ou mais variaveis;

d.Generalizar a solugdo.(HADAR;HADASS,1981 apud ROA;NAVARRO-
PELAYO,2001).

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) destacam a importancia da Analise
Combinatoria e Probabilidade na formacdo e evolugdo da cognigdo dos alunos do Ensino
Médio e o cuidado que deve-se ter ao introduzir esse tema na sala de aula. Segundo esse

documento:



As habilidades de descrever e analisar um grande nimero de dados,
realizar inferéncias e fazer predicbes com base numa amostra de
populacédo, aplicar as ideias de probabilidade e combinatéria a
fenbmenos naturais e do cotidiano sdo aplicaces da Matematica em
questdes do mundo real que tiveram um crescimento muito grande e
se tornaram bastante complexas. Técnicas e raciocinios estatisticos e
probabilisticos sdo, sem davida, instrumentos tanto das ciéncias da
Natureza quanto das Ciéncias Humanas. Isto mostra como sera
importante uma cuidadosa abordagem dos contetdos de contagem,
estatistica e probabilidades no Ensino Médio... (BRASIL, 1998,
p.257).

Apesar de toda preocupacdo do PCN sobre o ensino da Analise Combinatdria no
Ensino Médio, este contetdo, quando abordado por meio de resolucdo de problemas,
apresenta muitas dificuldades na interpretacdo dos enunciados e no entendimento do que esta
sendo demandado. Na maioria das vezes, os livros didaticos propdem uma bateria de
exercicios com uma Unica finalidade: a aplicacdo de formulas, ndo estimulando o raciocinio e
a criatividade dos alunos para ajuda-los nas tomadas de decisdo.

Com este trabalho, espera-se também contribuir para o ensino da Analise
Combinatéria e a Probabilidade na resolucdo de problemas no Ensino Médio, por meio de
variacdes de um mesmo problema, no que tange a distinguibilidade e indistinguibilidade dos
elementos, ensejando diferentes heuristicas de ataques aos problemas e procurando abranger
0s principais contetdos de combinatéria e probabilidade do Ensino Basico, sem muita énfase
em formulas como ocorre em muitos livros didaticos. Vé-se como lacunar nos livros didaticos
o tratamento de um mesmo problema visto sob diferentes variantes de estruturas intrinsecas
(cores, objetos diferentes, etc.) ou extrinsecas (ordem, circularidade, etc.), algo fundamental
para uma boa reflexdo sobre quais técnicas devem ser utilizadas para a enumeracgdo das

configuracgdes possiveis em combinatoria.

Inicialmente, foi avaliado, por meio de um pré-teste, o conhecimento ja internalizado
dos alunos no que se refere ao conceito de distinguibilidade. Neste pré-teste, os problemas
selecionados poderiam ser resolvidos pela total explicitacdo das configuracdes pedidas, sem o
convite ainda ao objetivo fundamental da Anélise Combinatoria de “contar sem contar”. A

partir do diagnéstico dos alunos, um tratamento pedagdgico da Andlise Combinatéria e



Probabilidade foi pensado para preparar os alunos para um pés-teste, de maneira a se avaliar
se a percepcao dos alunos melhorou no que se refere a cardinalizagdo das configuracdes tanto
para a Analise Combinatoria quanto para a Probabilidade. Como esperado, em um dominio
delicado da Matematica como esse, 0 amadurecimento se da de forma paulatina. Como bem
explicita PIAGET & INHELDER () em “A Origem da Ideia do Acaso na Crianga”, no que se
refere a probabilidade, cuja génese esta também associada a cardinalidade de configuracdes
pela Analise Combinatoria: “Em contraste com as operacdes ldgicas e aritméticas, a

probabilidade ¢ descoberta gradualmente.”
A presente dissertacdo se estrutura da seguinte forma:

No Capitulo 1, se faz uma discussdo dos principais objetos da Analise Combinatdria
tratados no Ensino Basico, problematizando as dificuldades de enumeracdo a partir da
discussdo do conceito de distinguibilidade/indistinguibilidade de estruturas. Alguns
problemas analisados, neste capitulo, foram propostos no pré-teste e pds-teste submetidos aos

alunos.

No Capitulo 2, a atencdo é voltada para a Probabilidade e seus principais resultados,
também por meio de problemas que revelem semelhancas e diferencas com a abordagem da

Anélise Combinatoria.

No Capitulo 3, é feita uma reflexdo sobre os resultados obtidos no pré-teste e no pos-
teste, a fim de diagnosticar problemas prévios e posteriores no entendimento dessas duas

searas da Matematica.

No Capitulo 4, se tece conclusdes possiveis extraidas do estudo de casos e se faz

algumas consideracdes finais do trabalho.

A dissertacdo se encerra com 0 anexo, contendo o material utilizado no estudo de

casos e as referéncias bibliograficas utilizadas na concepcao das ideias contidas aqui.



Capitulo 1

A Questao da Distinguibilidade e
Indistinguibilidade de Objetos em Analise

Combinatdria

Neste capitulo, apresentaremos 0s principais objetos presentes na Anélise
Combinatéria no Ensino Médio, fazendo, sempre que necessario, uma reflexdo sobre eles, no
que se refere aos conceitos de distinguibilidade e indistinguibilidade de estruturas em cada

problema.

1- PRINCIPAIS OBJETOS DA COMBINATORIA NO ENSINO MEDIO

2.3 Principio Aditivo

Axioma 1 : Se A e B forem conjuntos disjuntos, isto é, com interseccdo vazia, € 0 nUmero de
elementos de A € p e 0 numero de elementos de B é g, entdo o conjunto A U B, tem p +

elementos. Podemos dizer que o Principio Aditivo € o principio basico de contagem.

A regra de soma pode ser formulada em termos de conjuntos e da funcéo cardinalidade | . | da
seguinte forma:
|AUB| = |A| + |B|, desde que A e B sejam conjuntos disjuntos.
Ou, mais geralmente,
|AjUA; U ... UAL| =|Aq] +|Az] + ...+ |ARl, quando A; NA; =@, paratodoi, j.

Cabe ressaltar que o Principio Aditivo da Analise Combinatdria emana de fato de um
dos axiomas basicos da Teoria da Medida e, como tal, ndo é demonstravel. Outro aspecto
importante a mencionar é que para que valha o Principio Aditivo, os conjuntos envolvidos
devam possuir tanto internamente elementos distinguiveis, quanto entre eles, do contrario o

Principio ndo se verifica.



Como se trata do Principio mais simples em Andlise Combinatoria, € importante
caracterizar a estrutura do principio por meio da discusséo da distinguibilidade dos elementos,
pois sdo os desdobramentos dessa discussdo que trara maior conscientiza¢do aos alunos sobre
como construir heuristicas para as solucdes de problemas mais complexos. Vejamos um

exemplo simples a ser discutido em sala de aula:

Exemplo 1: Paulo tem 5 CDs de Rock, 4 de Samba e 6 de MPB. De quantas maneiras ele

pode escolher um CD para ouvir?

Solucéo: : Como os CDs de Rock, de samba e de MPB sédo conjuntos disjuntos, ou seja, ndo
tem nada em comum e como o conjunto de cada estilo tem CDs distinguiveis, o numero de
maneiras de Paulo escolher apenas um CD, sem nenhuma restricdo, serd dado pela
cardinalidade da unido dos trés conjuntos, a saber, 5+ 4 + 6 = 15 maneiras diferentes.

1.2 — Principio Multiplicativo

O Principio Multiplicativo ndo é um axioma, pois pode ser demonstrado a partir do
préprio Principio Aditivo, mas é assim denominado, porque compde juntamente com o
Principio Aditivo o pilar sobre o qual se pode erigir boa parte dos objetos matematicos de

combinatdria no que se refere a contagem.

Proposicdo 1 - Se um evento A pode ocorrer de p maneiras distintas e se para cada uma das p
maneiras do evento A, um evento B pode ocorrer de g maneiras distintas, entdo o evento A

seguido do (ou simultdneo ao) evento B pode ocorrer de p . g maneiras distintas.

Um aspecto importante deve ressaltado aqui para que se possa utilizar o Principio
Multiplicativo: a nogdo de invariancia das escolhas, isto é, qualquer que seja a configuracdo
do evento A, esta pode cruzar com 0 mesmo numero de configuragdo do evento B. Caso isso
ndo ocorra, entdo o Principio Multiplicativo ndo podera ser aplicado. Esse é o caso, por
exemplo em problemas do tipo “de quantas maneiras podemos retirar de um baralho de 52
duas cartas, sendo a primeira uma carta de copas e a segunda um rei?”, pois embora haja 13
cartas de copas para a primeira escolha e 4 reis para a segunda escolha, o resultado nao se da
pelo Principio da Multiplicacdo 13 x 4, pois, quando a primeira carta de copas ndo é um rei,

esta pode cruzar com 4 reis na segunda fase; mas quando a primeira carta € um rei de copas



entdo esta pode cruzar com 3 reis, ferindo assim o principio de invariancia e exigindo a

estratégia “dividir para conquistar”, por meio da cardinalizagdo 12 x4 +1x 3 =51.

O Principio Multiplicativo € muito empregado em experimentos em fases, tais que as
escolhas feitas até a fase i cruzam com a mesma quantidade de formas oferecidas na fase

i + 1. O exemplo a seguir ilustra o Principio Multiplicativo em trés fases experimentais.

Exemplo 2: Paulo tem 5 CDs de Rock, 4 de Samba e 6 de MPB. Suponha que Paulo queira
ouvir um CD de Rock, um CD de Samba e um CD de MPB. De quantas maneiras ele

podera ouvi-los sem preocupacgdo de ordem no género musical?

Solucao: Paulo devera ouvir trés CDs. Primeiro devera escolher um CD de Rock. Como ele
possui 5 CDs de Rock, ha 5 possibilidades para a escolha; como ele tem 4 CDs de Samba, ha
4 possibilidades de escolha; e, finalmente, como ele tem 6 CDs de MPB, ha 6 possibilidades
de escolha para este género. Assim, Paulo poderd ouvir trés CDs de cada género na ordem

especificada de 5. 4 . 6 = 120 formas diferentes.

Esse e outros problemas da Analise Combinatéria podem ser representados pela
conhecida arvore de possibilidades ou grafo. Vejamos como representar por uma arvore o
problema da escolha dos CDs. Sejam os CDs de Rock representado pelo conjunto: R =
{R1,R2,R3,R4,R5}, 0s CDs de samba pelo conjunto S={S1,S2,S3,S4} e os CDs de MPB por
M={M31,M2,M3,M4,Ms,Ms}. Assim, temos as seguintes configuracoes:

M1 (R284M1)

M1 (R334 M1)
R3 54 M2)
R3,54 M3)
R3,54 M4)
R3 54 M5)

NH R5, 84 M1)

w (R1,51,M1) M1 (R2,51,M1) M1 (R3,51,M1) M1 (R4,S1.M1) M1 (RS,S1,M1)

M2 (R1,51,M2) M2 (R2S1M2) M2 (R3,51.M2) M2 (R4,S1,M2), M2 (R5,S1,M2)
Ma(m J51,M3) M3 (R2,S1,M3) M3 (R3,51,M3) M3 (R4.S1,M3), M3.(R5,S1,M3)

51 M4 (R1,51,M4) s1 M4 (R2S1,M4) M4 (R3,S1,M4) M4 (R4,51,M4), M4 (R5,51,M4)

M5 (R1,81,M5) M5 (R251 M) i M5 (R3,S1,M5) M5 (R4,51 M5) M5 (R5,S1,M5)
MG(FU S1,M8) M6 (R2,51,16) M6 (R3,51,M6) M6 (R4,51,M6) M6 (R5,31 MG)

M1 (R1,82M1) M1 (R2,32 1) M1 (R3,52,M1) M1 (R4,52 M1) M1 (R5,52,M
MZ(R1 S2,M2) 2 (R2,52,M2) 2 (R3S2,M2) M2 (R4,52,M2) M2 (R5,52, M2)
M3(R1,52M3) ME (R2,52M3) M3 (R3,52M3) M3 (R4 S2M3) M3 (R&,52M3)
M4(R1,52,114) 14 (R2,82,M4) M4 (R3,52,M4) M4 (R4,S2 M4) M4 (R5,S2 M4)
M5 (R1,52,M5) M5 (R2,52,M5) M5 (R3,52,M5) M5 (R4,32,M5) M5 (R5,52,M5)
MG(R1 .52, M6) . M6 (R2,52,16) M6 (R3,S2, MG) M8 (R4,S2, ME) M8 (R5,52, MG)

Ri 11(R1.83M1) R M1 (RzS3M1) R2 M1 (R3S3M M1 (Re,33 1) RO M1 (R5,53.M

MZ(R1 S3.M2) M2 (R2,53,M2) M2 (R3,S3, MZ) M2 (R4,53,M2) M2 (R2,S3, MZ)
M3(R1,33 M3) M3 (R2,53 M3) M3 (R3 23 M3) M3 (R4,53,M3) M3 (R5,S3,M3)
M4 (R1,53 M4) M4 (R253 M4) M4 (R3 53 M4) 14 (R4 53 M4) M4 (Rs, 53 M)
M3 (R1,53,M5) M5 (R2,53,M5) M5 (R3 53 M5) Mﬁ (R4,53,M5) MS (R5,53 M5)
MB(R1,52,M6) M6 (R2,83 M8) M6 (R2 83 M6) G (R4,83 MB) G (R5,33,16)
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M1(R1,54M1)
M2 (R1,54,M2)
M3 (R1,54,M3)
M4 (R1,54,M4)
M5(R1,54 M5)
MB(R1,54,M6)

M2 (R2.54,M2)
W3 (R2,54,M3)
14 (R2,54,M4)
M5 (R2,54,M5)
M6 (R2,54 M6)

FIGURA 1 — ARVORE DE POSSIBILIDADES
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M2 (R4,54,M2)
W3 (R4,54,M3)
W4 (R4 S4.M4)
M5 (R4 54 M5)
M6 (R4,S4 M6)

M2 (R5,54 M2)
3 (RS54 M3)
M4 (R5 54 M4)
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M6 (R6 S4,16)

A representacdo grafica em arvore de possibilidades, para problemas de pequeno

porte, favorece a um bom entendimento pela visualizacdo dos cruzamentos possiveis, mas €

pouco pratico para nimero muito grande de configuracGes. Dai a Analise Combinatoria ser a



técnica de contar sem contar por exceléncia. Nosso objetivo é, portanto, saber estruturar
mentalmente as combinagBes possiveis e calcular o numero total de possibilidades sem
precisar enumera-las, pois muitas vezes isso sera impossivel devido ao grande nimero de
opcdes e/ou de decisdes envolvidas, como no problema anterior em que a arvore de
possibilidades se torna muito trabalhosa. Por isso € interessante que o aluno perceba que

nestes casos ele tera que utilizar outra estratégia.

Outro aspecto relevante do exemplo anterior é que as 120 possibilidades de escuta dos
trés géneros foi obtida pela ndo distinguibilidade da ordem de escuta destes, embora o calculo
tenha sido feito por meio da ordenacdo arbitrada R, S e M. Caberia problematizar aos alunos
qual estratégia deveria ser usada, a partir do resultado anterior, se a ordem da escuta
(distinguibilidade extrinseca aos objetos) fosse exigida. Os alunos deveriam perceber que ha
seis ordens possiveis dos géneros, a saber, (R, S, M), (R, M, S), (S, R, M), (S, M, R), (M, S,
R), (M, R, S) e que, para cada uma dessas ordens, ha 120 escolhas possiveis. Portanto, com a
distinguibilidade extrinseca pela ordem, hé agora 120 x 6 = 720 escolhas possiveis.

As técnicas da Analise Combinatoria, como o Principio Multiplicativo, nos fornecem
solugdes gerais para atacar certos tipos de problema. No entanto, esses problemas exigem
engenhosidade, criatividade e uma plena compreensdo da situacdo descrita. Portanto, é
preciso estudar bem o fato, as condi¢bes dadas e as possibilidades envolvidas, ou seja, ter
perfeita consciéncia dos dados e da resolugdo que se busca, e se colocar no lugar da pessoa
que esté realizando a acéo.

O fatorial de um ndmero natural desempenha um papel relevante nas diversas

estratégias de contagem em combinatdria.
Defini¢do 1 - Dado um namero natural n, define-se o fatorial de n, representado por n!, como
n=n(n-1).n-2)...32.1=123.....(n-2).(n-1).n.

Por convencdo, 0! = 1. Esta convencdo esta amparada em estruturas empiricas, como

veremos mais tarde.

Exemplo 3: Quantos nimeros de trés algarismos podemos formar com os algarismos 1, 2, 3,
4,5,6,7,8e9?



Solugéo: Como temos 9 algarismos, existem 9 opcdes, para cada um dos 3 algarismos. Pelo
principio da multiplicacdo, existem, portanto, 9 x 9 x 9 = 729 numeros distintos de trés

algarismos com os algarismos dados.

Exemplo 4: Do exercicio anterior quantos numeros de trés algarismos sdo possiveis se

nenhum namero € repetido?

Solucdo: Nesse caso, como ndo existem restricbes podemos comecar a escolha tanto pela
unidade como pela centena, como temos 9 opcdes para a unidade, e ele ndo pode ser usado
novamente, ha assim 8 escolhas para a dezena e, por sua vez, restam 7 escolhas para a
centena. Assim a quantidade de nimeros possiveis € 9 x 8 x 7 = 504 nlimeros distintos de trés
algarismos distintos.

Neste exemplo vemos que a ordenacdo dos algarismos € relevante pois induz a
nameros diferentes, dependendo de o algarismo se situar na unidade, dezena ou centena. Ou
seja, ha uma distinguibilidade intrinseca (pelos algarismos distintos) e extrinsica (pela ordem

em que se situam).

1.3 — Arranjos Simples

Os arranjos desempenham um papel importante nas configuracdes de alocacdo de
objetos distinguiveis em compartimentos também distinguiveis, com cada compartimento
contendo um Unico objeto, ou, de outra forma, nas configuracdes de alocacdo de objetos
distinguiveis em ordem relevante (distinguivel). Além disso, os arranjos simples sdo
paradigmas do nimero de amostras de tamanho r de uma popula¢do de tamanho n (r < n), sem

reposicdo dos elementos e com ordem desejada.

Proposicéo 2 - Arranjo Simples - Suponha que n objetos distinguiveis devam ser alocados
em r compartimentos distinguiveis (r < n), de forma que cada compartimento contenha

exatamente um objeto. O numero de alocagfes possiveis é dado por

n!

T j— — —
An =Aan = (n—r)!

Demonstragao: Pelo Principio Multiplicativo ha Anry =n(n - 1)(n - 2)---(n — (r — 1)) formas
de alocar r objetos dos n disponiveis nos r compartimentos. Multiplicando e dividindo o

resultado por (n —r)! Temos:
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. nn—1(n-2) (n —(r- 1)). (n—n)!

n (n—r1r)!

ou seja,

Exemplo 5: Suponha que 10 corredores disputem uma Maratona. Quantos resultados de
podium (primeiro, segundo e terceiro lugares) sao possiveis?
Solucéo: Pelo Principio Multiplicativo, temos

10.9.8.7! 10!
7' (10 =13)!

Vemos que ordem construida para a solucdo do exemplo anterior tem o poder de

10.9.8 =720 =

— 43
- Alo-

revelar que o Arranjo Simples emana do Principio Multiplicativo e que ha uma
distinguibilidade também pela ordem com que os trés corredores foram escolhidos para a
alocacdo no podium.
Exemplo 6: Quantos nimeros de dois algarismos distintos podemos obter com os algarismos
1,2e3?
Solucéo:

e Paraescolha do primeiro elemento temos 3 opcdes;

e paraaescolhado segundo elemento temos 2 opgdes.

Usando o Principio Multiplicativo, temos 3 x 2 = 6 numeros de dois algarismos distintos, ou
de outra maneira,
31 31 321

2 _ 321 _
A3_(3—2)_1!_ 1 = 6.

1.4 — Permutacao Simples

A permutacgéo simples é um caso particular de Arranjo Simples em que 0 nimero de

objetos distinguiveis coincide com o numero de compartimentos distinguiveis.

Proposicdo 3 - Permutacdo Simples - Sejam n objetos distintos, ordenados em fila. Entdo o
numero de configuracdes das ordenacdes possiveis, ou, por outra, 0 nimero de permutagdes

dos objetos é dado por
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Pn é chamado de permutacdo de n objetos distintos.

Demonstracédo: Para escolhermos o primeiro elemento da ordenacdo temos n opcoes,
sobrando (n-1) elementos para o segundo, uma vez que ndo podemos escolher o objeto
escolhido para a primeira posi¢cdo. Esse raciocinio prossegue até que, para o Ultimo elemento,
resta apenas uma opcdo (o elemento que ainda ndo foi escolhido). Pelo Principio
Multiplicativo, o total de maneiras de ordenar tais objetos € n.(n - 1).(n - 2).(n - 3). ....3.2.1

=nl, ou seja, Ph=nl.

Exemplo 8: Quantos nimeros de trés algarismos distintos podemos obter com os algarismo 5,
6e7?

Solugéo: P3=31=3.21=6

Exemplo 9: Quantos sdo os anagramas da palavra “AMOR”?

Solucdo: Como a palavra possui quatro letras distinguiveis, devemos procurar o nimero de

maneiras de permuté-las em ordem relevante. Ha, portanto,

Ps=41=43.2.1 =24 anagramas.

Exemplo 10: Quantos nimeros de trés algarismos distintos podemos obter com os algarismo
1,2e3?
Solucéo:

e Para o primeiro elemento temos 3 opg¢des de escolha;

e parao segundo elemento temos 2 opgdes de escolha;

e para o terceiro elemento temos 1 opgéo de escolha.

Portanto, pelo Principio Multiplicativo temos: 3.2.1 = 6 numeros de dois algarismos distintos.

Usando a formula do Arranjo Simples, podemos justificar a convencédo 0! = 1, pois

A3 = P; eassim
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3! 31
(3-3) 0

3!

O que nos leva a imposicao, para efeito de generalizacdo de resultados, de 0! = 1.

Em termos gerais, temos que se r = n, entdo

n! n! n!
— — Nl — Nl | — —
An,n—Pn = ( )!—Tl. = O!—Tl.j 0! = !—1.

Os dois aspectos chave aqui é que, no Arranjo Simples e na Permutacao Simples, tanto

0s objetos quanto a ordem sdo distinguiveis.
1.5 — Arranjos com Repeticao

Arranjos com repeticdo sdo casos particulares do Principio da Multiplicacdo e tém o
paradigma do numero de amostras de tamanho r de uma populacdo de tamanho n, com

reposicéo dos elementos e com ordem desejada.

Proposicdo 4 — Arranjo com Repeticdo — Suponha que r objetos devem ser selecionados de
n objetos distinguiveis, de forma ordenada e com reposicdo dos elementos, permitindo assim
repetices dos elementos. O nimero de sele¢des possiveis é dado por

AR}, = n"

Demonstracao: Temos assim um experimento em r fases (r extragfes) com cada fase tendo n
possiveis escolhas conforme o esquema, ja que se pode repetir elementos em compartimentos

distintos e a ordem ¢é distinguivel.

E|E|E F,
n n n n
Pelo Principio Multiplicativo, temos r fatores de n, ou seja, ARy, = n.n.n. ...n=
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Exemplo 11: : De quantas maneiras podem ser distribuidos seis ingressos gratuitos para um
show a 10 pessoas, ndo havendo restricdo para o nimero de ingressos que cada pessoa pode
receber?
Solucéo: Para cada um dos 6 ingressos ha 10 pessoas possiveis. Assim, temos

AR, = 10° = 1.000.000.

Exemplo 12: De quantos modos podemos distribuir 3 objetos distinguiveis 1, 2 e 3 em duas
caixas distinguiveis.

Solucéo: As alocacBes possiveis sdo
A |y N | I B R I I | X
| "123' I3II12I |2"13| |23"1 I

FIGURA 2 — DISTRIBUIGAO DE OBJETOS EM CAIXAS

Portanto, temos 8 maneiras de distribuir 3 objetos distinguiveis em duas caixas
distinguiveis, pois
e 0 0bjeto nimero 1 tem duas escolhas de caixa, vermelha ou preta;
e 0 objeto numero 2 tem duas escolhas de caixa, vermelha ou preta;

e 0 objeto nimero 3 tem duas escolhas de caixa, vermelha ou preta.

Assim, pelo Principio Multiplicativo, temos 2.2.2 = 23 = 8 maneiras distintas para

distribuir os objetos nas caixas, ou, equivalentemente, AR5 =23=38.

1.6 - COMBINACAO SIMPLES

A combinacdo é uma excelente oportunidade para se discutir o paradigma do nimero
de amostras de tamanho r de uma populagéo de tamanho n (r < n), sem reposicdo e sem
ordem, ou seja do paradigma do Arranjo Simples descontado das réplicas geradas pela

ordenacédo ndo desejada.

Proposicdo 5 — Combinacao Simples - Suponha que n objetos distinguiveis devam ser
alocados em r compartimentos indistinguiveis (r < n), de forma que cada compartimento

contenha um Unico objeto. O nimero de alocagdes possiveis é dado por
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Any n!
P, (mn—k)!r!

Cn,r = Cri =

Demonstracao: Pelo reconhecimento de que se trata de um arranjo simples descontado das

réplicas geradas pela ordenacao desnecessaria temos

n!
_A_ (-t

P mrlm=r)!

(r—r)!

Vemos, portanto que a combinacdo simples de n, r a r, se distingue do conceito de

Ch

arranjo de n, r a r pelo fato de que, na combinacéo, a ordenacdo dos objetos distinguiveis ndo
é relevante, isto é, 0s compartimentos da alocacdo sdo indistinguiveis, enquanto que no

contexto de arranjo simples os compartimentos sao distinguiveis .

Exemplo 13: Seja A o conjunto {a, b, ¢, d}. De quantas maneiras distintas podemos escolher
3 elementos desse conjunto, ou, equivalentemente, quantos subconjuntos de 3 elementos

podemos formar com o conjunto A?

Solucdo: Temos 4 maneiras distintas para escolher o 1° elemento, 3 maneiras distintas para
escolher 0 2° e 2 maneiras para o 3° Pelo Principio Multiplicativo, temos 4 x 3 x 2 = 24
possibilidades de escolhermos trés elementos num conjunto com 4 elementos com relevancia
na ordenacao.

Porém, podemos observar que a escolha {a, b, c} que é uma combinacdo simples de
A foi contada também das seguintes formas: {a, c, b}, {b ,a,c}, {b, c, a}.{c, a, b} e {c, b, a},
que representam subconjuntos iguais e foram contados como se fossem diferentes, ou seja,

para cada 6 configuracfes de ordem de um dado subconjunto s6 nos interessa uma dessas
. ~ 24 . .
configuragdes. Portanto teremos apenas < =4 subconjuntos de 3 elementos do conjunto A.

Assim a resolucéo do problema em termos de combinacdo simples é dada como

3 4! 4!

€y = 314—3)! 31!

Exemplo 14: De quantas maneiras € possivel dividir 12 atletas em trés times (Bom de Bola,

Perna de Pau, Pé de Ferro), com 4 atletas, cada um?

Solucéo: Ha Cf, modos de formar o Bom de Bola (subconjuntos de 4 atletas dos 12). Dos 8
atletas restantes temos Cg para formar o time Perna de Pau (subconjuntos de 4 atletas dos 8).

Finalmente, dos 4 ultimos atletas para formar o Pé de Ferro, hd C; possibilidades
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(subconjuntos de 4 atletas dos 4 restantes). Pelo Principio Multiplicativo, tendo em mente a

distinguibilidade dos trés times, temos C}, . C4 . C{ = %.%.1 =495x70x1 =

34.650 diferentes formacdes de trés times distintos.

Exemplo 15: De quantas maneiras é possivel dividir 12 atletas em trés grupos de 4 atletas?

Solugéo: O namero de possibilidades é igual ao numero obtido no problema anterior dividido
por 3!, pois a permutacdo dos nomes dos trés times representa 0s mesmos 3 grupos de 4
atletas.

Assim, temos

€%, .C4.C: _ 34650
3! -

= 5.775.

1.7 - PERMUTACAO COM REPETICAO

A permutacdo com repeticdo é a generalizacdo da combinagdo simples e representa

emblematicamente o nimero de permutacGes de objetos nem todos distinguiveis.

Proposicao 6 - Permutacdo com Repeticdo - O nimero de permutacdes de n objetos tais que
ha ny objetos indistinguiveis do tipo 1, n2 objetos indistinguiveis do tipo 2, . . ., e nk objetos

indistinguiveis do tipo k €é dada por

ny,nz,..n n n n n!
P 1,12 k — Cnl.C 2 C k —

n n-mg ot U ERM-M M= M-l T il L Loyl

Demonstracéo:
e Os Ny objetos do tipo 1 podem ser colocados nas n posicdes iniciais de Cy! maneiras,

deixando n —ny posicdes livres para a préoxima alocacéo.

e Entdo os n2 objetos de tipo 2 podem ser colocados nas n — ny posic¢des restantes de C,Tllin1
maneiras, deixando n — n1 — n2 posicdes livres a alocagdo seguinte.

e O processo continua sucessivamente, até que nk objetos de tipo k sejam colocados em

ny .
Cning-ny——n,_, Maneiras.
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Assim, pelo Principio Multiplicativo, o nimero total de permutacfes distintas é dado

por
ni{nz,.ng nq ny ng
P = O e O
_ n! (n—ny)! (n-nq—ny—--—ng_4)! _ n! _ Pnl,nz,...,nk
ni!(n-ny)! - nyl(n-ni-ny)! 0 T ng!0! ning! . . . ong! n

Exemplo 16: De quantas maneiras distintas podemos organizar as letras da palavra
BATATA, isto €, quantos anagramas admite a palavra BATATA?

Solucdo: Na palavra BATATA temos 1 B, 3 A's e 2 T’s num total de 6 letras. Para formar
um anagrama, devemos escolher 3 das 6 posigOes para as letras A's, 0 que pode ser feito de CZ
maneiras, 2 das 3 posicdes restantes para colocar as letras T’s, 0 que pode ser feito de CZ

maneiras, e finalmente apenas 1 posi¢do para a letra B. Pelo Principio Multiplicativo temos

Cé x C2 x1=20x3x1=60.

« . ] < - 6!
Outra solugéo: O nimero de anagramas ¢ a permutagio com repetigio P> = —— = 60
31211!

Exemplo 17: De quantas maneiras podemos lancar uma moeda 7 vezes e obter 4 caras (C) e 3

coroas (K) ?

Solucdo: Duas dessas sequéncias podem ser, por exemplo,
CCKKKCC ou CCCKKCK

Podemos inicialmente pensar que temos 7 letras distinguiveis. A maneira de
arrumarmos essas 7 letras ¢ 7! = 5.040. Porém, os 4 C’s e os 3 K’s ndo sdo na verdade
distinguiveis, pois note, por exemplo, que a sequéncia CC < KKCC possui a mesma ordem que

CKKCC. Na verdade, a diferenciacdo dos C’s é artificial e ndo existe, pois retiradas as
cores elas sdo indistinguiveis. Portanto, para essa sequéncia dada, as trocas dos 4 C’s entre si
e as trocas dos 3 K’s entre si geram a mesma sequéncia. Ha assim 4! x 3! = 144 configuracdes
idénticas para cada configuragdo gerada. Portanto, s6 nos interessam as 5.040/144 = 35

sequéncias distintas.

Em termos de permutacéo com repeti¢do de objetos nem todos distinguiveis, temos
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7! 7.6.5.4! _ 210
= =—=135.

413111 41321 6

431 _
P7 -

1.8 — Permutacéo Circular

A permutacdo circular pode ser vista como uma permutacdo linear descontada de suas
réplicas de padrdo circular, ja que aqui a circularidade por rotacdo dos objetos é

indistinguivel.

Proposicdo 7 - Permutagdo Circular - Suponha n objetos distinguiveis dispostos

circularmente. Entdo o numero de padrdes circulares gerados pelos n objetos é dado por
(PC), = (n—1)!

Demonstracdo: Inicialmente iremos calcular o nimero de maneiras de alocar os n objetos
linearmente, para em seguida descontar com base nas replicacfes geradas no padréo linear

que sao indistinguiveis no padrao circular.

Sejam F1, F2, F3, ... ,Fa 0s lugares em um circulo.

F, ‘ F, ‘ F, ‘ E,
Pl P] P3 I Pﬂ
P P P .. i } Mesma arrumacio

Né&o havendo distinguibilidade nas posi¢des devido a rotacao dos objetos, temos n

padrdes lineares equivalentes a um unico padrao circular. Assim,

(PC)p=n(n—-1).(n—-2).(n—3). .. . 1]x %: m:@:(n_n!_

n
Permutacdes circulares estdo relacionadas com permutacdes simples, filtradas dos

padrdes lineares que sdo indistinguiveis no padrao circular. Vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 18: De quantos modos podemos dispor quatro criangas (Antonio, Beatriz, Carol e

Daniel) em uma roda em padréo circular?

Solucéo: Primeiro devemos imaginar um circulo e em seguida as criangas dispostas ao redor

do circulo.
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B A D C
D Cc B A

FIGURA 3 — POSICOES NUMA RODA

Se colocarmos 0 A no lugar de B, B no lugar de C, C no lugar de D, D no lugar de A,
e assim sucessivamente como mostra a figura acima, ndo teremos padres circulares
diferentes, apesar de termos mudado todos os elementos de posicdo. O que ocorreu, de fato,
foi apenas uma rotacdo entre eles. Dessa forma, diferentemente do que acontece em uma fila
linear, em uma disposicgéo circular a simples troca de posi¢des dos elementos por rotacdo néo
forma uma nova configuracdo circular, como representado na figura anterior. Como proceder
entdo, se as configuracdes acima sdo iguais? Uma maneira de contornar essa situacao é
escolher a primeira crianga a ficar na roda, e em seguida permutar as restantes de maneira
idéntica a uma fila linear comum, a primeira crianga funcionando como uma espécie de
bussola orientadora das outras criangas dispostas em torno dela. Como o que importa é a
disposicdo relativa entre as criancas, h& um modo de colocar a primeira crianca na roda; a
segunda terd trés posicdes possiveis, a direita, a esquerda ou em frente a primeira crianca, a
terceira terd duas posicOes possiveis e a quarta uma Gnica posi¢do. Assim temos

(PCa=1x3x2x1=1x31=31=(4-1)!=6.

Exemplo 19: De quantos modos podemos formar uma roda de ciranda com sete criangas, de

modo que duas delas ndo fiquem juntas?

Solucdo: Ja que essas duas criancas ndo podem ficar juntas, primeiro permutaremos
circularmente as demais que sdo um total de cinco. (Chamaremos essas cinco criancas de 1,
2,3,4eb)

FIGURA 4 — PERMUTAGAO CIRCULAR

Denotando as criangas que ndo podem ficar juntas por 6 e 7, ha cinco modos de
colocar a crianga 6 na roda e quatro modos de colocar a crianga 7, garantindo que ela néo

fique junto da 6. Mas é simples garantir que elas ndo fiquem juntas, basta colocarmos cada
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uma nos espacos entre duas criangas acima e nunca colocar a crianga 7 no mesmo espago que

N
-
T

FIGURA 5 - PERMUTAGAO CIRCULAR

Podemos dispor circularmente as criangas 1, 2, 3, 4e5de (PC)s = (5 - 1)1 =41 =24
maneiras diferentes. Em seguidas contamos as maneiras de dispor as criangas 6 e 7 de 5 x 4
= 20 maneiras diferentes. Assim, o total de maneiras possiveis é dado por 24 x 5 x 4 = 480

rodas.

Exemplo 20: De quantos modos se pode formar uma roda de ciranda com quatro mulheres e

cinco homens, de modo que as mulheres fiquem juntas?

Solucdo: Considerando as quatro mulheres juntas como uma sO, haverd seis “pessoas”
diferentes (o grupo das 4 mulheres e 0s 5 homens), e teremos, portanto, (PC)e = (6 - 1)! =5! =
120 rodas distintas. Como o total de maneiras de se permutar as mulheres entre si é P4 = 41 =
24, entdo o total de maneiras de se formar essas rodas de acordo com o comando da questao é
de 120 x 24 = 2.880.

1.9 — Combinacdo Completa

O conceito de Combinagdo completa, nem sempre abordado no Ensino Basico, esta
associado ao numero de modos de se selecionar um subconjunto de r elementos de um
conjunto de n elementos distinguiveis com repeticbes permitidas, mas sem importancia da
ordem. Uma outra interpretacdo paradigmatica € que ela estd associada ao nimero de

amostras de tamanho r de uma populagao de tamanho n, com reposi¢do e sem ordem.

Proposi¢do 8 - Combinacdo Completa - Seja A um conjunto de n elementos. Entdo o
namero de amostras com reposi¢cdo de r elementos de A, ou por outra, 0 numero de

subconjuntos de r elementos de A com repeticdes permitidas é dado por
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n B n+r-1
T r

n
A notacio < > ¢ chamada de combinacdo completa (ou com repeticio) den rar.
r

Alguns autores adotam a notagéo (CR)7,.

Demonstracdo: Seja P = {x1, X2, X3, ... Xn}. O nimero de amostras possiveis com as
restricdes impostas equivale ao numero de solucdes da equacao linear a coeficiente unitario

dada por

Ci+ Co+ C3+ ...+Ch=rcom Ci>0 ei=1,2,3,..n,onde Cjé o numero de vezes que 0

elemento x; aparece na amostra.

A solucdo desse problema algébrico é equivalente ao nimero de alocacdes de r bolas
indistinguiveis em n caixas distinguiveis, cada alocacdo representando uma solugdo da
equacdo C1+ Co+ Cz+ ..+ Ch=r. Porsua vez, o problema é equivalente ao nimero de
padrdes formados por r bolinhas indistinguiveis e n -1 varetas também indistinguiveis que

fazem o papel de separar as n caixas.

Ci]Cy |Cs | Cu)Cs C,.
. o | » .
*
.
. o+ 0 - | | | " |
— L - -
r bolinhas (n-1) varetas

Assim, o problema se reduz a um problema de permutagdo com repeticdo, cuja

solucéo é dada por

1 _ (ar-nt Pr,n—l (n +r— 1).

A B _
(CR)nyr—a = (n+r - o= T2 r

n+r—1 —

Exemplo 21: Determine o numero de solug@es inteiras ndo negativas da equagdo Xi+xo+xs =
9.
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Solugdo: Na equagdo x1 + X2 + X3 =9, temos n = 9 e r = 3. Duas das solu¢des poderiam ser
(5, 1, 3) e (5, 0, 4) que podem ser representadas em padrdes de varetas e bolinhas (valores)

como, respectivamente,

IIIIIIIIIII
=5 %=1 x=3

.....II....
x1=5 x2=u xg:d_

Sendo assim, o nimero total de solucGes inteiras ndo-negativas da equacdo X1 + X2 + X3

=9 éigual ao numero total de sequéncias den ®* e r— 1 sinais | aelas associadas. Tal
nGmero é a combinagdo C,,,_,,. Denotando por (CR);¢ = (CR)3 0 nimero de solugdes

inteiras ndo negativas da equacdo dada, temos

11! 11! 11.10.9! _ 11.10 __ 55

(11-9)t9! ~ 2191 219! 2.1

(CR)g = Cs?+9—1 = 631 =

ou, equivalentemente,

_ 1t 111090 1110 _ 44 o _

Toi2t T o2t T 21

93-1 _ 9,2
Pyio1 = P

Exemplo 22: De quantas maneiras vocé pode comprar 9 frutas, se suas op¢Oes sao magas,
bananas, peras e abacaxis?
Solucdo: Deseja-se 0 numero de amostras de tamanho 9 selecionadas de uma populacdo de
tamanho 4 sem ordem e com reposicdo, cujo valor € o nimero de solucdes inteiras ndo
negativas da equacao

M+B+P+A=09.

Assim, temos

120 12! 12.11.109! _ 12.11.10
(12-9)19! ~ 3191 3190 321

(CR); = Cf+9—1 = sz = = 220,

ou, equivalentemente,

120 1211.109! _ 12.11.10
T 3190 3190 T 321

Poiaa =Py = 220.
Exemplo 23: De quantas maneiras vocé pode dar 10 bombons de mesmo tipo a 4 amigos se

cada amigo deve receber pelo menos um bombom?
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Solucdo: Cada uma das 4 pessoas deve ja receber um bombom. Logo, sobram 6 dos 10
bombons indistinguiveis a serem distribuidos a 4 pessoas distinguiveis, o que equivale a obter

0 nimero de solugdes inteiras ndo negativas da equagdo X1 + X2 + X3 + X4 = 6, 0U Seja,

98 _ 9 _ 9876l _987 _g,
(9-6)l6!  3l6!  613.21 321

(CR)?L = Cf+6—1 = C96 =
ou, equivalentemente
X ¥ X, v+ X, ¥ X, =6
.o | . | | e
'
9! _ 987.6! 987 _

6,3
PSP =L = =227 — g4,
6!3! 6!3.2.1 3.2.1

Exemplo 24: Quantas solugdes existem para a equacao X1 + X2 + X3 = 12, onde X1, X2, X3 S840
inteiros maiores ou igual a 2?
Solugéo: Podemos reescrever o problema com x; = yi+ 2, parai=1, 2,3, yi >0 para
encontrar o numero de solugdes nao negativas do problema em termos de vyi.

X1+ X2+ X3=12

yi+2+y,+2+y3+2=12
yr ty2 +ys =12-6
y1 +y2 +y3 =6
A equacao X1 + X2 + X3 =12 com x; > 2 é equivalente y1 +y> +y3 =6 comyji, Yo,

y3 >0 e inteiros, cuja solucdo é dada por

6 _ 6 6 8! _8_!_8.7.6!_£_
(CR)3 = C316-1 = (g = (8-6)6! 26! 216! 2.1 28,
ou, equivalentemente,
63-1 _ p62 _ 8 87 _
Bis1=F" = 612 21 28.

2 — O PROBLEMA DA ALOCACAO DE BANDEIRAS EM MASTROS

Um mesmo problema combinatério pode frequentemente reformulado de muitas
maneiras diferentes. O problema das bandeiras, utilizado na avaliacdo pre-teste dos alunos, se
mostra bastante rico na problematizacdo do conceito de distinguibilidade e indistinguibilidade

de propriedades intrinsecas ou extrinsecas aos objetos. Por esta razdo, é importante dedicar
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tempo para se familiarizar com esta terminologia e as heuristicas adequadas para a solu¢do em
cada caso. Nesta secdo, contemplaremos o problema de como calcular o nimero de maneiras
de distribuir r bandeiras em n mastros sob varias condi¢cdes. As que sdo geralmente impostas
sdo as seguintes:

e as bandeiras podem ser distinguiveis ou indistinguiveis;

e 0s mastros podem ser distinguiveis ou indistinguiveis;

e aalocacdo pode ser ordenada ou nao ordenada nos mastros;

e mastros podem ou néo ficarem vazios.

O termo distinguivel refere-se ao fato de que as bandeiras ou os mastros sdo
marcados com alguma caracteristica que os torne distinguiveis, por exemplo, cada um com
nimeros, cores, tamanhos ou formas diferentes. Quando falarmos de r bandeiras
distinguiveis, iremos supor que elas estdo numeradas com nimeros inteiros consecutivos de 1
a r, e quando falamos de n mastros distinguiveis, assumiremos que estes também estdo
numerados com ndmeros inteiros consecutivos de 1 a n.

O termo indistinguivel refere-se ao fato de que as bandeiras ou mastros sdo idénticos
e ndo hd maneira de diferencia-los, ou entdo se refere a indistinguibilidade pela ordem com
que as bandeiras sdo alocadas aos mastros.

Por exemplo, ao alocarmos bandeiras indistinguiveis em mastros distinguiveis, ndo faz
diferenca qual bandeira ird para qual mastro, mas apenas quantas bandeiras se situam em cada
mastro. Neste contexto também nem a ordem é relevante, ja que as bandeiras sao idénticas.

Em nossa discussdo, omitimos a solugdo do caso em que tanto as bandeiras quanto os
mastros sdo indistinguiveis, pois a solucdo equivale ao problema de como particionar um
inteiro positivo r (nimero de bandeiras) numa soma de no maximo n inteiros positivos,
problema esse resolvido na Combinatéria avancada por funcdes geradoras. Quando as
bandeiras sdo distinguiveis e 0s mastros sdo indistinguiveis, o problema é facilmente
resolvido se o numero de mastros é 2, pois ele equivale ao nimero de maneiras de separar 0
conjunto de bandeiras em dois subconjuntos disjuntos e complementares, o que pode ser feito
de 272 = 2! maneiras, se mastros podem ficar vazios. No entanto, para 3 ou mais mastros
indistinguiveis o problema também esta aléem do nivel médio, pois se trata do nimero de
maneiras de particionar o conjunto das r bandeiras em n subconjuntos disjuntos cuja uniao € o
conjunto das bandeiras. Dai esses problemas ndo terem sido tratados em sala de aula.

Felizmente, podemos usar conhecimento discutido anteriormente de Permutagdes e

Combinagdes para nos ajudar com os problemas de distribuir bandeiras em mastros e
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conscientizar 0S alunos para a importancia dos conceitos de
distinguibilidade/indistinguibilidade de propriedades. Portanto, em cada caso, a ideia é tentar
primeiramente reformular o problema em termos de permutacfes e combinacdes.

Vejamos 0s casos tratados no pré-teste com os alunos, na forma de explicitacdo de

todas as configuragdes possiveis, ja que estes ainda ndo haviam sido expostos a teoria.

2.1 - Bandeiras distinguiveis e mastros distinguiveis, sem ordem interna nos mastros,
com mastros podendo ficar vazios

Quantas maneiras existem para distribuir r bandeiras distinguiveis em n mastros
distinguiveis, sem ordem nos mastros e com mastros podendo ficar vazios?

Neste caso, colocaremos r bandeiras numeradas de 1 a r, em n mastros, numerados de
1 a n, mas sem restricdo no nimero de objetos que podem entrar em cada mastro e sem
ordenacdo interna nos mastros. Esse problema pode ser reparafraseado como um problema de
cardinalizar o numero de fungdes de dominio no conjunto das bandeiras e contradominio o
conjunto dos mastros. Cada funcdo equivale a uma alocacdo das bandeiras nos mastros com as
condigdes exigidas. Trata-se, portanto, de um arranjo com repeticdao, conforme a Proposi¢ao
4. Assim, existem n" maneiras diferentes para alocar as r bandeiras distinguiveis 0s n mastros

distinguiveis.

Exemplo 25: Calcule o nimero de formas de se alocar 3 bandeiras em 2 mastros com as

seguintes condi¢oes:

e as 3 bandeiras sdo nas cores vermelha, preta e branca, ou seja, sdo distinguiveis;
e 0s 2 mastros tém cores diferentes, ou seja, sdo distinguiveis;
e aordem das bandeiras nos mastros ndo importa;

e mastros podem ficar vazios.

Solucdo: Para cada bandeira existem dois mastros possiveis de associagdo. Logo, pela

Proposicéo 4, referente ao arranjo com repeticdo, temos
(AR)3 =2%=2x2x2= 8 possibilidades.

Para o pré-teste, os alunos poderiam enumerar essas possibilidades, por se tratar de

uma quantidade pequena, a saber:
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My M2
PBV )
P B \%
PV B
BV P
) PBV
\% PB
B PV
P BV

Portanto, temos 8 possibilidades de distribuir 3 bandeiras distinguiveis em 2 mastros
distinguiveis, com os mastros podendo ficar vazios e sem ordenacdo interna das bandeiras nos

mastros.

2.2 - Bandeiras distinguiveis e mastros distinguiveis, sem ordem interna nos mastros,
com mastros ndo podendo ficar vazios

Quantas maneiras existem para distribuir r bandeiras distinguiveis em n mastros
distinguiveis, sem ordem nos mastros e com mastros ndo podendo ficar vazios?

Neste caso, colocaremos r bandeiras numeradas de 1 a r, em n mastros, numerados de
1an, com a restricdo de que nenhum mastro fique vazio e sem ordenagéo interna nos mastros.
Esse problema pode ser reparafraseado como um problema de cardinalizar o nimero de
funcBes sobrejetoras de dominio no conjunto das bandeiras e contradominio o conjunto dos
mastros. Logo, devemos ter r > n, pois do contrario ndo havera configuracdo possivel. Cada
funcdo sobrejetora equivale a uma alocagdo das bandeiras nos mastros com as condic¢des
exigidas. Esse problema exige a aplicagcdo do Principio da Inclusdo-Excluséo, ndo tratado
teoricamente aqui, mas por se tratar de um problema de dimenséo pequena, ele foi utilizado
para se avaliar a percepcdo de que se trata de uma filtracdo do exemplo 25, retirando-se as
configuracbes que contenham o conjunto vazio em algum dos mastros.

Exemplo 26: Calcule o nimero de formas de se alocar 3 bandeiras em 2 mastros com as

seguintes condigoes:

e as 3 bandeiras sdo nas cores vermelha, preta e branca, ou seja, sdo diferentes;
e 0s 2 mastros tém cores diferentes, ou seja, séo distinguiveis;
e aordem das bandeiras nos mastros ndo importa;

e mastros ndo podem ficar vazios.
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Solucéo: Sem a quarta restrigdo vimos que ha (AR)3 =23=2x2x 2 = 8 possibilidades de
alocacdo. Devemos retirar destas as funcdes em que nenhum ponto do dominio leva ao mastro
M; e as fungdes em gque nenhum ponto de dominio leva ao mastro M. Ha apenas duas

funcBes (ou duas alocacBes) em que isso se dé, a saber,

M1 M,
PBYV %)
%) PBYV

Ha portanto 8 — 2 = 6 possiveis aloca¢des nas condic¢bes exigidas.

2.3 - Bandeiras distinguiveis e mastros distinguiveis, com ordem interna nos mastros,
com mastros podendo ficar vazios

Quantas maneiras existem para distribuir r bandeiras distinguiveis em n mastros
distinguiveis, com ordem nos mastros e com mastros podendo ficar vazios?

Neste caso, colocaremos r bandeiras numeradas de 1 a r, em n mastros, numerados de
1 a n, mas sem restricdo no nimero de objetos que podem entrar em cada mastro e com
ordenacdo interna nos mastros. Esse problema tem duas fases em sua solucéo. A primeira fase
seria calcular quantas bandeiras cada mastro recebera. Isso sera feito por meio do célculo de
quantas solugdes inteiras ndo negativas tem a equagdao M1 + M2 + ... + My = r. Na segunda
fase, devemos permutar as r bandeiras distinguiveis para cada uma das solucdes obtida na

primeira fase. Assim, pelo Principio Multiplicativo, temos (CR),, xr!.

Exemplo 27: Calcule o nimero de formas de se alocar 3 bandeiras em 2 mastros com as

seguintes condigoes:

e as 3 bandeiras sdo nas cores vermelha, preta e branca, ou seja, sdo distinguiveis;
e 0s 2 mastros tém cores diferentes, ou seja, sdo distinguiveis;
e aordem das bandeiras nos mastros importa;

e mastros podem ficar vazios.
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Solucéo: O numero de solugdes inteiras ndo negativas de M1 + M2 = 3 € dado por (CR),3 =
C43 = 4. Para cada quantidade alocada, devemos permutar as 3 bandeiras de 3! = 6 maneiras

possiveis. Assim, temos, pelo Principio Multiplicativo 4 x 6 = 24 alocagdes possiveis, a saber:

M; M; M1 M2
PBV ) %) PBV
PVB % % PVB
BPV % % BPV
BVP o o BVP
VBP o o VBP
VPP o o VPP
PB PB
Y Y
BP Vv Vv BP
PV PV
B B
VP B B VP
BV BV
P P
VB P P VB

2.4 - Bandeiras distinguiveis e mastros distinguiveis, com ordem interna nos mastros,
com mastros ndo podendo ficar vazios

Quantas maneiras existem para distribuir r bandeiras distinguiveis em n mastros
distinguiveis, com ordem nos mastros e com mastros ndo podendo ficar vazios?

Neste caso, colocaremos r bandeiras numeradas de 1 a r, em n mastros, numerados de
1 a n, mas com a restricdo restricdo de pelo menos uma bandeira em cada mastro e com
ordenacdo interna nos mastros. Esse problema tem duas fases em sua solucdo. A primeira fase
seria calcular quantas bandeiras cada mastro recebera. 1sso sera feito por meio do célculo de
quantas solugdes inteiras positivas tem a equagdo M1 + Mz + ... + My = r. Teremos nesse caso
n — 1 varetas e r — n bolas, ja que uma bola devera ser previamente alocada em cada mastro.
Assim, havera (CR),,-, Na segunda fase, devemos permutar as r bandeiras distinguiveis
para cada uma das solucfes obtida na primeira fase. Assim, pelo Principio Multiplicativo,

temos (CR)p,r—n XT!.

Exemplo 28: Calcule o nimero de formas de se alocar 3 bandeiras em 2 mastros com as

seguintes condigoes:

e as 3 bandeiras sdo nas cores vermelha, preta e branca, ou seja, sdo distinguiveis;
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e 0s 2 mastros tém cores diferentes, ou seja, sdo distinguiveis;
e aordem das bandeiras nos mastros importa;

e mastros ndo podem ficar vazios.

Solucéo: O nimero de solugdes inteiras positivas de M1 + M2 = 3 € dado por (CR),; =
C,,, = 2. Para cada quantidade alocada, devemos permutar as 3 bandeiras de 3! = 6 maneiras

possiveis. Assim, temos, pelo Principio Multiplicativo 2 x 6 = 12 alocagfes possiveis, a saber:

M1 M2 My M2
PB \% \% PB
BP \% \% BP
PV B B PV
VP B B VP
BV P P BV
VB P P VB

2.5 - Bandeiras distinguiveis em mastros indistinguiveis sem ordenacao interna nos
mastros e mastros podendo ficar vazios

Quantas maneiras existem para distribuir r bandeiras indistinguiveis em n mastros
distinguiveis, sem ordem interna nos mastros e com mastros podendo ficar vazios?

Este problema, de dificil solucdo para o nivel médio, equivale ao nimero de formas
de se particionar o conjunto de r bandeiras em n subconjuntos disjuntos, podendo ser vazio,
cuja unido restitui o conjunto das bandeiras. Quando o nimero de mastros é 2, o problema se
reduz a obter o nUmero de subconjuntos gerados pelo conjunto das bandeiras dividido por 2,
ou seja, 272 = 2", O caso geral esta fora do escopo do Ensino Basico e sera omitido.

Exemplo 29: Calcule o numero de formas de se alocar 3 bandeiras em 2 mastros sendo:

e as 3 bandeiras sdo nas cores vermelha, preta e branca, ou seja, sdo distinguiveis;
e 0s 2 mastros ttm a mesma cor, isto €, sdo indistinguiveis;
e aordem das bandeiras nos mastros ndo importa;

e mastros podem ficar vazios.

Solugéo: O numero de subconjuntos do conjunto de 3 bandeiras distinguiveis é dado por 22 =

8. Portanto, temos 8/2 = 4 alocagdes possiveis, a saber:
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Ml MZ
PBV %)
PB \%
PV B
BV P

2.6 - Bandeiras distinguiveis, mastros indistinguiveis, sem ordenacao interna e mastros

n&o podem ficar vazios

Quantas maneiras existem para alocar r bandeiras distinguiveis em n mastros
indistinguiveis, sem ordenacdo interna e mastros ndao podendo ficar vazios?

Este problema, de dificil solucdo para o nivel médio, equivale ao nimero de formas de
se particionar o conjunto de r bandeiras em n subconjuntos ndo vazios, disjuntos, cuja unido
restitui o conjunto B das bandeiras. Quando o nimero de mastros é 2, o problema se reduz a
obter a metade do numero de subconjuntos gerados pelo conjunto das bandeiras previamente
retirado dos dois pares (&, B) e (B,), ou seja, (2 - 2)/2 = 2" - 1. O caso geral esta fora do

escopo do Ensino Bésico e serd omitido.

Exemplo 30: Calcule o nimero de formas de se alocar 3 bandeiras em 2 mastros nas
seguintes condi¢oes:

e as 3 bandeiras sdo nas cores vermelha, preta e branca, ou seja, sdo diferentes;
e 0s 2 mastros tm a mesma cor, ou seja, sao indistinguiveis;
e aordem das bandeiras nos mastros ndo importa;

e mastros ndo podem ficar vazios.

Solugdo: Assim temos (23-2)/2=2%1—-1=4-1=3, a saber:

M1 M2
PB Vv
PV B
BV P
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2.7 - Bandeiras indistinguiveis e mastros distinguiveis sem exclusdo, sem ordenacao

interna aos mastros e mastros podem ficar vazios

Quantas maneiras existem para distribuir bandeiras indistinguiveis em mastros
distinguiveis, sem ordenagdo interna e mastros podem ficar vazios?

Neste caso, temos r bandeiras idénticas para ser distribuida em n mastros distinguiveis,
mas sem restricdo no numero de bandeiras que podem ocupar um determinado mastro.

Uma vez que as bandeiras sdo indistinguiveis e os mastros sdo distinguiveis, o
problema se reduz a encontrar o numero de solugdes inteiras ndo negativas da equagao xi1 + X2
+ -+ + X = n, 0 que nos leva a Proposicao 8. Trata-se, portanto, de uma combinacao

completa, (CR)y = Cpyr—1,. AsSim temos

n+r—-1)!

CRnr = =1

maneiras diferentes de alocar as bandeira com as condi¢6es dadas.

Exemplo 31: Calcule o nimero de formas de se alocar 3 bandeiras em 2 mastros com as
seguintes condi¢oes:

e as 3 bandeiras tém a mesma cor vermelha, isto é sdo indistinguiveis;
e 0s 2 mastros tm cores diferentes , ou seja, sao distinguiveis;
e aordem das bandeiras nos mastros naturalmente ndo importa;

e mastros podem ficar vazios.

Solucéo: Pela Proposicéo 8, devemos verificar quantas séo as solucfes inteiras ndo negativas
da equagdo M1 + M, = 3. H4, portanto,

4! 4! 4 x 3!
=4

_ r3 — 3 : = =
(CR)2z = Coasa = (4 = (4-3)131 1131 3!

alocacdes possiveis, a saber:

M1 M>
VVV %)
VvV V
V VvV
%) VVV
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2.8 - Bandeiras indistinguiveis em mastros indistinguiveis, sem ordenacdo interna aos

mastros e mastros podem ficar vazios

Quantas maneiras existem para distribuir r bandeiras indistinguiveis em n mastros
indistinguiveis, sem ordenacdo interna e mastros podem ficar vazios?

Este problema, objeto da Teoria das Partices da Analise Combinatoria avancada, é
equivalente a se calcular o nimero de maneiras com que um ndmero natural r pode ser escrito
como a soma de n numeros inteiros ndo negativos, ou equivalentemente ao nimero de
maneiras de se escrever um numero natural r como a soma de no maximo n nimeros inteiros
positivos. Esse problema é resolvido por funcdes geradoras e estd além do nivel da Analise
Combinatéria do Ensino Basico. No entanto, para valores de pequeno porte, é uma boa
oportunidade para conscientizar os alunos da estratégia de ataque ao problema com as
estruturas de indistinguibilidade impostas.

Exemplo 30: De quantas maneiras é possivel alocar 6 bandeiras indistinguiveis em 4 mastros
indistinguiveis, com mastros podendo ficar vazios?

Solucdo: Desejamos calcular o numero de maneiras de escrever o nimero natural 6 como a
soma de 4 inteiros ndo negativos, ou equivalentemente, o niUmero de maneiras de escrever o
numero natural 6 como a soma de no maximo 4 inteiros positivos. Cada particdo do nimero 6
equivale a uma alocacdo das bandeiras indistinguiveis nos mastros também indistinguiveis,

podendo os mastros ficarem vazios. Assim temos as seguintes decomposicoes:

6+0+0+0=6
5+1+0+0=6
4+2+0+0=6
4+1+1+0=6
3+1+1+1=6
3+2+1+0=6
3+3+0+0=6
2+2+2+0=6
2+2+1+1=6

Ha portanto 9 alocacdes possiveis com as condi¢des dadas.

Exemplo 31: De quantas maneiras colocar 6 bandeiras em 6 mastros idénticos, com mastros

podendo ficar vazios?
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Solucdo: Para a extensdo do caso anterior, temos um total de 11 alocacdes, isto €, todas as 9
alocacgdes do exercicio anterior mais as duas seguintes:
1+1+1+1+2=6
1+1+1+1+1+1=6

O problema a seguir foi proposto no pré-teste para se avaliar o entendimento prévio
do conceito de indistinguibilidade de estruturas, ja que sua solugdo é facilmente obtida pela
caracterizacao das alocacdes possiveis.
Exemplo 32 : Calcule o numero de formas de se alocar 3 bandeiras em 2 mastros com as

seguintes condi¢oes:

e as 3 bandeiras tém a mesma cor, isto é, sdo iguais (indistinguiveis);
e 0s 2 mastros ttm a mesma cor, ou seja, sdo iguais (indistinguiveis);
e aordem das bandeiras nos mastros naturalmente ndo importa;

e mastros podem ficar vazios.

Solucdo: Existem apenas 2 maneiras de alocar as bandeiras, pois s6 ha duas parti¢cbes

possiveis do nimero natural 3 como soma de 2 inteiros ndo negativos, a saber:

3+0=3
2 +1=3
Enumerando as possibilidades, obtemos
M M
VVV %)
V'V V

2.9 - Bandeiras indistinguiveis em mastros indistinguiveis, sem ordenacéo interna aos

mastros e mastros ndo podem ficar vazios

Quantas maneiras existem para distribuir r bandeiras indistinguiveis em n mastros
indistinguiveis, sem ordenacdo interna e 0s mastros ndo podem ficar vazios?

Este problema é similar ao caso anteriormente estudado, modificado apenas pelo fato
de que o numero natural r deve ser particionado como a soma de exatamente n nimeros

inteiros positivos.
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Exemplo 33: De quantas maneiras é possivel alocar 6 bandeiras indistinguiveis em 4 mastros
indistinguiveis, com mastros ndo podendo ficar vazios?
Solucdo: Desejamos calcular o numero de maneiras de escrever o nimero natural 6 como a
soma de exatamente 4 inteiros positivos. Cada particdo do nimero 6 equivale a uma alocacao
das bandeiras indistinguiveis nos mastros também indistinguiveis, sem que os mastros fiquem
vazios. Assim temos as seguintes decomposigdes:

3+1+1+1=6

2+2+1+1=6
H4, portanto, apenas 2 alocagfes possiveis com as condi¢Bes dadas.

O problema de alocacdo das bandeiras em mastros se mostra, no nosso entender,
bastante rico para conscientizar os alunos de que a maior dificuldade de “contar sem contar”
pela Analise Combinatdria reside no reconhecimento de estruturas de distinguibilidade e
indistinguibilidade de estruturas intrinsecas e extrinsecas aos objetos. No entanto, esse
problema naturalmente ndo esgota todas as heuristicas de que um aluno deve dotar para a
solucdo de problemas os mais variados de combinatoria. Os dois exemplos a seguir,
destituidos do problema da alocacdo de bandeiras em mastros, ilustram bem outras estratégias

a serem utilizadas quando da variacdo das estruturas de distinguibilidade do problema.

Exemplo 34: De quantas maneiras se pode marcar os numeros de 1 a 6 sobre as seis faces de

cores diferentes (distinguiveis) de um dado cubico?

Solucdo: Se um cubo tem as 6 faces pintadas de cores distinguiveis, o problema se reduz a
alocar a cada cor um Unico nimero sem repeti-los. Trata-se portanto de um problema de
permutacdo linear dos 6 numeros, uma vez que a troca de quaisquer dois nimeros de duas
faces de cores diferentes induz uma nova alocacdo. Assim, temos 6 numeros para colocarmos
na primeira cor. Em seguida, temos 5 nimeros para escolher para a proxima face; 4 para a
face seguinte e assim por diante até o Unico nimero restante para a ultima face. Temos assim
um total de

6x5x4x3x2x1= 6!=720dados possiveis.

Exemplo 35: De quantas maneiras se pode marcar 0s nimeros de 1 a 6 sobre as seis faces de

cores iguais (indistinguiveis) de um dado cubico?

Solucéo: Como as faces do dado séo iguais, se ele for girado, ainda que 0s nimeros estejam

em posicdes diferentes, o dado permanece o mesmo. Assim podemos alocar o numero 1 em
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qualquer das faces, j& que as faces sdo indistinguiveis. Em seguida h& 5 escolhas possiveis
para 0 nimero da face oposta a face 1. Restam agora 4 numeros a serem alocados nas faces
laterais em padréo circular, ja que a rotacdo dos 4 niumeros alocados gera 0 mesmo dado, ou
seja, 0s Ultimos quatro numeros sdo permutados circularmente entre as quatro posicoes. Ha 4
possibilidades para a primeira das faces, 3 para a segunda, 2 para a terceira e 1 para a quarta,
mas cada disposicdo formada com estes nimeros é equivalente as 4 rotacdes destes. Assim,

4! ~ .o ,
temos 1 x5 x i 5x 3! =5x (PC)4+= 30 alocagdes possiveis, numero bem menor que o caso

anterior em que as faces sdo distinguiveis.

Segue abaixo um resumo dos casos de alocacdo das bandeiras nos mastros.

Bandeiras distinguiveis e mastros distinguiveis, (AR);
sem ordem interna nos mastros, com mastros
podendo ficar vazios

Bandeiras distinguiveis e mastros distinguiveis, (AR)}, — n.paran=2
sem ordem interna nos mastros, com mastros
nio podendo ficar vazios

Bandeiras distinguiveis e mastros distinguiveis, |Calcular o numero de solu;oes inteiras ndo negatvas tem a equagio

. M+M=+_.+M=
com ordem interna nos mastros, com mastros A+2k L=r
podkndo ficar vazios ' (CR).r

Bandeiras distinguiveis e mastros distinguiveis, | Calcularo numero de solugoes inteiras postias tem 3 equagic

v £+ N+ N[ =
com ordem interna nos mastros, com mastros e A R
nio podendo ficar vazios ' (CR)pny—n
Bandeiras distinguiveis em mastros 2’12 = 21, paran =2, o caso geral esta fora

indistinguiveis sem ordenacio interna nos

mastros e mastros podendo ficar vazios do escopo do Ensino Médio e sera omitido

Bandeiras distinguiveis, mastros indistinguiveis, (27-2)/2 =21 = 1 paran =2, o caso
sem ordenacio interna e mastros nio podem geral esta fora do escopo do Ensino Médio e sera omitido
ficar vazios

Bandeiras indistinguiveis e mastros (CR)n.r = Cptr—1.r-

distinguiveis sem exclusio, sem ordenacio
interna aos mastros e mastros podem ficar
vazios

Bandeiras indistinguiveis em mastros | Ieoria das Particées da Analise Combinatoria avancada
indistinguiveis, sem ordenacio interna 20s | O pamero de maneiras com que um numero natural
mastros e mastros podem ficar vazios r pode ser escrito como a soma de » numeros inteiros
nao negativos

Bandeiras indisﬁngui\'eis em mastros Teoria das Pardcées da Analise Combinatoria a\'ancada
indistinguiveis, sem ordenacdo interna 20s | O nimero natural r deve ser particionado como a
mastros e mastros nio podem ficar vazios soma de exatamente n numeros inteiros positivos.

FIGURA 6 — Tabela dos casos de alocagéo das bandeiras nos mastros

Vimos, portanto, neste capitulo de que forma cabal os conceitos de distinguibilidade e
indistinguibilidade de estruturas norteiam completamente as heuristicas utilizadas nas
solucBes de problemas de combinatdria. No préximo capitulo, veremos de que forma esses
conceitos, tdo cruciais na Analise Combinatoria, serdo reproblematizados e relativizados no
contexto da Probabilidade.
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Capitulo 2

A Questao da Distinguibilidade e

Indistinguibilidade de  Objetos em
Probabilidade

2.1 INTRODUCAO

No contexto de Probabilidade somos convidados a relativizar o0s conceitos de
distinguibilidade e indistinguibilidade de estruturas se desejarmos construir espagos amostrais
mais amigaveis para a afericido da medida de probabilidade de determinados eventos. E muito
comum tomarmos as estruturas como distinguiveis, mesmo quando essas ndo o sdo, para que
0S espacos amostrais sejam compostos de elementos equiprovaveis, facilitando assim 0s

calculos desejados.

A secdo a seguir pretende, de maneira muito sintética e ndo exaustiva, caracterizar a longa
e dificil jornada do pensamento matematico no entendimento e na matematiza¢do do acaso,
via Teoria das Probabilidades. Apesar de a no¢do de acaso ser inerente as civilizacdes as mais

antigas, seu alcance matematico néo é trivial como sua propria historia atesta.

2.2 - Breve Histdria da Probabilidade e Seus Obstaculos Cognitivos

A palavra probabilidade deriva do Latim probare (provar ou testar). O termo provavel
¢ muito utilizado em acontecimentos incertos, podendo ser substituido por outros como
‘sorte’, ‘risco’, ‘azar’, ‘incerteza’, ‘duvidoso’, dependendo do contexto. Alguns indicios
alegam que a nocao de probabilidade tem sua origem relacionada aos jogos de azar, durante a
Idade Média. O jogo foi o impulsor e, também, o primeiro beneficidrio da criagdo da teoria

das probabilidades.

O desenvolvimento das teorias da probabilidade e as primeiras considerag0es
matematicas em relacdo aos jogos e apostas se devem aos matematicos italianos Pacioli,
Cardano e Tartaglia (séc. XVI). Outros matematicos contribuiram para o desenvolvimento e a
sintetizacdo da probabilidade; dentre eles podemos citar: Blaise Pascal (1623-1662),
Pierre de Fermat (1601-1655), Jacob Bernoulli (1654-1705), Pierre Simon Laplace (1749—
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1827), Carl Friedrich Gauss (1777-1855) e Siméon Denis Poisson (1781 — 1840). E em
meados do século XX que a Probabilidade adquirird uma base axiomatica irrefutavel pelo
matematico russo Andrei Kolmogorov (1903-1987), responsavel por coloca-la como uma das

teorias mais relevantes do século XX e XXI.
Boyer, no seu livro Historia da Matematica nos relata que:

A teoria das probabilidades deve mais a Laplace que a qualquer
outro matematico. A partir de 1774 ele escreveu muitos artigos
sobre 0 assunto, cujos resultados ele incorporou no classico
“Théorie Analytique das Probabilités” de 1812. Ele considerou
a teoria em todos os aspectos e em todos os niveis e seu “Essai
philosophique de probabilités” de 1812 é uma exposicio
introdutoria para o leitor comum. Laplace escreveu que “no
fundo a teoria das probabilidades é apenas 0 senso comum
expresso em numeros’’; mas sua Théorie analytique mostra a
mado de um mestre da andlise que conhece seu calculo

avancado.[...]

Matematico, fisico e astrbnomo, Pierre-Simon Laplace (1749-1827) foi uma das
estrelas da ciéncia francesa no periodo napolednico, considerado o “Newton da Franca”. Sua
vasta e diversificada obra é um legado presente no dia a dia de todo fisico, matematico e

engenheiro modernos.

Pascal e Fermat foram também importantes na construcdo da teoria do célculo das
probabilidades, por meio dos céalculos relacionados as apostas nos jogos que resultaram em
varias hip6teses, marcando o inicio da teoria das probabilidades como ciéncia.

Atualmente, o estudo das probabilidades é essencial em diversos campos cientificos.
Sua principal aplicacdo diz respeito ao estudo da equidade dos jogos e de seus prémios, sendo
sua principal aplicacdo destinada a Estatistica Indutiva, na acep¢do de amostra, extensdo dos
resultados a populacédo e na previsao de acontecimentos futuros.

Mendoza e Swift (1981) mostram a importancia do ensino de Probabilidade nas
escolas para que os alunos possam dominar esse conhecimento fundamental numa era imersa
em incertezas como a nossa, ajudando-os no cotidiano e em sua vida econémica e social, por
meio de tentativas, sondagens, analises, comparacdes, escolhas amostrais e tomada de

decisbes. Hoje em dia, as propostas curriculares de matematica no mundo todo sublinham a
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importancia desse tema, enfatizando que o estudo da Probabilidade é imprescindivel para dar
ordem simbdlica aos eventos do dia a dia das pessoas.
Os Parametros Curriculares Nacionais - PCN Matematica (Brasil, 1997), pg. 40

estabelecem que a principal finalidade para o estudo de probabilidade:

“é a de que o aluno compreenda que grande parte dos
acontecimentos do cotidiano é de natureza aleatoria, onde é
possivel identificar provaveis resultados desses acontecimentos.
As nog0es de acaso e incerteza, que se manifesta intuitivamente,
podem ser exploradas na escola, em situacgdes nas quais o aluno

realiza experimentos e observa eventos”.

Do ponto de vista psicologico, os estudos de Piaget e Inhelder (s/d) sobre a origem da
idéia de acaso na crianga nos permite compreender como se d& o desenvolvimento da nogédo
de probabilidade no ser humano. Segundo eles, existem trés estagios significativos, na
construcdo da ideia de acaso pela crianca. Um dos pontos de partida dessa pesquisa, sobre a
origem da idéia de acaso na crianga, foi sugerida por um matematico que trabalhava com a

teoria das probabilidades e que se coloca para si mesmo a seguinte questao:

“Ndo existiria no homem normal wuma ‘intuicdo da
probabilidade’ tdo fundamental e de uso tdo frequente como,
por exemplo, a intuicdo de numero inteiro?” (PIAGET &
INHELDER, s/d, p. 9)

Piaget e Inhelder (s/d) nos informam que é possivel. Eles mostram que no dia a dia
existem coisas que ocorrem e ndo podem ser previstas de antemdo, com precisao absoluta,
mas gque mesmo assim as pessoas arriscam progndsticos na tentativa de compreendé-las e
conviver com elas. Entdo, a partir desse tipo de atitude das pessoas no seu cotidiano, eles nos
levam a crer que 0 homem normal possui uma intuigéo de probabilidade. Podendo admitir a
existéncia de uma intuicdo de probabilidade no homem normal, adulto e civilizado, esses
autores dizem que o papel dessa intuicdo pode ser comparado ao papel de diversos esquemas
praticos de carater numérico ou espacial. Porem, esses autores aspiravam a saber se tal
intuicdo seria inata ou calcada sobre certo nivel mental e, se fosse calcada, qual 0 mecanismo
de sua aquisigéo (PIAGET & INHELDER, s/d, p. 10).
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De acordo com esses autores, deixando-se de lado os estados psicopatoldgicos e

passionais que interferem em progndsticos probabilisticos,

Ainda de acordo com

“existem duas espécies de campos psicologicos perfeitamente
normais, nos quais as nocdes de imprevisto e probabilismo
manifestam-se de formas mais ou menos estranhas: a
mentalidade primitiva e a da crianga” (PIAGET & INHELDER,
s/d, p. 10).

Piaget e Inhelder (s/d, p. 10)

“Lévy-Bruhl considerava a auséncia da nogdo de acaso como
um dos caracteres essenciais da mentalidade primitiva” e que
“a intui¢do das probabilidades ndo poderia se manifestar numa

mentalidade pré-cientifica da mesma forma que em nés”.

Segundo esses autores,

“4 moderna concep¢do do acaso se opfe simultaneamente a
dois tipos de causalidade. Por um lado se distingue do
determinismo puramente mecanico cujas ligacOes espaco-
temporais sdo idealmente reversiveis no que implica a
intervencdo de uma mistura irreversivel. Por outro lado, e ainda
nesse terreno da mistura ou da interferéncia das sequéncias
causais, a moderna concepcdo de acaso contradiz de forma
radical o conceito de milagre, pois sugere exatamente que a
mistura tem suas leis enquanto que o milagre é a negacdo
dessas leis” (PIAGET & INHELDER, s/d, p. 10-11).

Os estudos de Piaget e Inhelder (s/d) sobre a origem da ideia do acaso na crianga

mostram que o primeiro estagio de desenvolvimento que ocorreria antes dos 7-8 anos de

idade, e

“se caracteriza pela auséncia de opera¢des propriamente ditas,
isto é, de composicdo reversivel; os raciocinios em jogo
permanecem entdo pré-ldgicos e sdo regulados apenas por

sistemas de regulacBes intuitivas, sem encaixes hierarquicos,
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sem conservagdo das totalidades e sem rigor nas inferéncias
possiveis, mas com uma articulacado progressivas das relagdes
intuitivas, levando pouco a pouco ao nivel operatorio.”
(PIAGET & INHELDER, s/d, p. 294).

Segundo esses autores, por volta dos 7-8 a 11-12 anos comeg¢a um segundo periodo
que marca uma transformacéo da ideia do acaso que:
“se caracteriza pela constru¢do dos grupamentos operatorios
de ordem logica e numérica, porém num plano essencialmente
concreto, ou seja, relativo a objetos manipulaveis
representdveis no detalhe de suas relagoes reais” (PIAGET &
INHELDER, s/d, p. 294).
Com o inicio da aprendizagem das operacdes l6gico-aritméticas, a partir dos 7-8 anos
comeca um segundo periodo que marca o primeiro desenvolvimento da ideia do acaso.
Porém, é somente no terceiro estagio, apés 11-12 anos, que o julgamento de
probabilidade se organiza,
“por uma espécie de choque em volta da operagdo sobre o
acaso. A este ponto de vista, podemos mesmo caracterizar da
maneira seguinte o terceiro estdgio em relacdo aos dois
primeiros: durante o primeiro periodo, ndo ha diferenciacio
entre o dedutivel e o ndo dedutivel, ficando a antecipacéo
intuitiva a meio caminho entre a operacao e o préprio acaso; no
decorrer do segundo periodo, existe a diferenciacdo e, por
conseguinte, inicialmente antitese entre o0 acaso e as operacoes,
determinando estas o dominio do dedutivo, pois, 0 dominio do
incomponivel, e do irreversivel, isto é do imprevisivel, ao
oposto, no decurso do terceiro periodo hd a sintese entre o
acaso e as operacodes, permitindo estas estruturar o campo das
dispersdes fortuitas em um sistema de probabilidades, por uma
especie de assimilacdo analogica do fortuito ao
operatorio”(PIAGET & INHELDER, s/d, p. 296/297).

Segundo esses autores, concorrem para esse resultado dois processos similares:
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De um lado a construgdo dos sistemas combinatérios — marcada
pela descoberta de um método que permite efetuar o conjunto
das operagdes possiveis sobre um pequeno nimero de elementos
— leva o sujeito a conceber a brassagem como o resultado de
tais transformacgfes, mas executadas sem ordem e realizando
apenas parte das possibilidades particulares. Por outro lado, o
pensamento formal, que permite a construcdo de tais sistemas
combinatorios, leva igualmente a descoberta das proporcgdes: a
lei dos grandes numeros, que aplica as relagbes de
proporcionalidade a essas mesmas operagdes combinatorias,
leva entdo o sujeito a conceber a legitimidade de uma
composicdo probabilista das modificagdes fortuitas, no sentido
de uma dispersdo proporcionalmente sempre mais regular, e,
por conseguinte acessivel — na sua totalidade, sendo no detalhe
—a previsdo racional (PIAGET & INHELDER, s/d, p. 297).

Assim, segundo esses autores assim termina a evolugéo individual da ideia do acaso,

“as probabilidades baseadas nos grandes numeros assinalam
uma espécie de sintese entre a operacdo e o fortuito — apos a
antitese, a principio radical, sentida no inicio do segundo
periodo, e a ndo diferenciagdo propria do primeiro” (PIAGET
& INHELDER, s/d, p. 297).

Em resumo, do ponto de vista psicolégico, o desenvolvimento da ideia de acaso, no
ser humano se da a partir das trés etapas do desenvolvimento. A pesquisa de Piaget e Inhelder
nos mostra como os resultados de seus estudos contribuiram para o conhecimento dos
estagios de desenvolvimento cognitivo da crianga, para que possamos tomar decisdes mais

acertadas quanto ao ensino das nogdes de probabilidade.

2.3 - Conceitos Basicos
O objetivo central da probabilidade é construir medidas de crencga para ocorréncia de

fendmenos aleatorios baseadas, ora em observacGes dos fendmenos ao longo do tempo,
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construindo-se modelos de probabilidade por meio da Estatistica e das distribuicdes de
frequéncia dos fendmenos, ora pela crenga a priori de propriedades tais como
equiprobabilidade dos resultados em funcgéo estruturas fisicas equilibradas dos objetos, tais
como “dado honesto”, “moeda equilibrada”, etc. Como o conceito de espaco amostral ¢
crucial no estabelecimento do modelo de probabilidade e, como ele proprio pode ser
construido de diversas formas, desde que que contenha todos os resultados de um dado
experimento, a escolha de sua estrutura norteara medidas de probabilidade diferentes, embora
em qualquer dos casos construido, a probabilidade do evento ndo pode ser conflitada pela
escolha, a menos que estejamos partindo de géneses diferentes de como os resultados
experimentais sdo gerados, como no famoso Paradoxo de Bertrand, que nos informa haver
trés respostas possiveis para a probabilidade de, ao selecionar aleatoriamente uma corda de
uma circunferéncia, a corda ser maior que o lado de um triangulo equilatero inscrito na
circunferéncia. No entanto, ndo ha, ipso facto, uma contradicdo nas trés respostas possiveis,
pois cada uma medida é Unica se a génese da construgdo da corda esta bem definida.

O mais importante aqui neste trabalho é na verdade enfatizar que os conceitos de
distinguibilidade e indistinguibilidade de estrutura, que univocamente definem a cardinalidade
das configuracdes desejadas na Analise Combinatdria, devem ser relativizados no contexto de
Probabilidade para que possamos construir espacos amostrais mais adequados para a aferi¢éo
das probabilidades de eventos.

Por exemplo, para a pergunta em Andlise Combinatéria “de quantas maneiras
podemos ter resultados de faces de duas moedas idénticas langadas ao mesmo tempo sobre a
mesa”, a resposta mais coerente seria trés, a saber, 2 caras, 2 coroas e 2 faces diferentes, dado
que as moedas sdo indistinguiveis e que ndo houve controle de ordem de langamento. No
entanto, para a probabilidade, sera conveniente dar distinguibilidade as moedas e considerar 4
casos, se desejarmos aferir de forma corretamente equiprovavel aos caso casos, a saber, (cara,
cara), (cara, coroa), (coroa, cara), (coroa, coroa). Isto porque, mesmo as moedas sendo
indistinguiveis, elas podem, sem o reconhecimento a olho nu, trocarem de papéis. Assim um
espaco amostral do tipo {(cara, cara), (cara, coroa), (coroa, cara), (coroa, coroa)} seria
composto de 4 elementos equiprovaveis, isto com probabilidade ¥ para cada par de
ocorréncia, enquanto que um espaco amostral (também legitimo, mas menos potencial para
varios possiveis desdobramentos de perguntas) como {(cara, cara), (cara, coroa), (coroa,
coroa)} teria que atribuir a probabilidade de ¥4 para cada par (cara, cara) e (coroa, coroa) € a
probabilidade Y2 para o par (cara, coroa), perdendo assim a estrutura de equiprobabilidade,

mais desejavel na quantificacdo da probabilidade.
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Mas como justificar que convém considerar que (cara, coroa) seja distinguivel de
(coroa, cara) quando as moedas sdo idénticas? Uma maneira de justificar é que para que duas
caras ocorram no lancamento das duas moedas, sO existe uma forma de isso ser gerado: ambas
as moedas devem assumir cara. Mas para que haja duas faces diferentes, mesmo sem
reconhecer diferencas entre as moedas, estas podem trocar de papéis e, portanto, o evento
“faces diferentes ocorrem” deve por principio (no caso de moedas equilibradas) ser duas
vezes mais provavel de ocorrer do que “duas caras sdo obtidas”, por exemplo. Assim, ao
assumir a distinguibilidade de moedas indistinguiveis, construimos um espaco amostral mais
adequado para a probabilidade, embora este seja inadequado para a Combinatoria.

Para fixar ainda mais essa relativizagdo dos conceitos de distinguibilidade e
indistinguibilidade, tomemos, por exemplo, uma urna contendo trés bolas brancas (b)
indistinguiveis e 2 bolas vermelhas (v) também indistinguivel. Seja o experimento de se
retirar uma bola da urna e registrar a sua cor. Se fosse perguntado, pela Analise Combinatoria,
quantos sdo os resultados possiveis de registro de cores, entdo a resposta seria 2, a saber b e v.
No entanto o conjunto {b, v}, embora também legitimo para um espaco amostral da
Probabilidade, ndo é composto de elementos equiprovaveis, pois o evento “bola vermelha é
registrada”, caracterizada pelo conjunto {v}, ndo tem medida %2 e sim 2/5, enquanto que 0
evento “bola branca é registrada”, caracterizada pelo conjunto {b}, tem medida 3/5. No
entanto, se déssemos distinguibilidade tanto as bolas brancas quanto as bolas vermelhas,
teriamos um espaco amostral para a Probabilidade como {bi, b2, bs, vi, v2} com cada
elemento equiprovavel de probabilidade 1/5 e nesse espago a probabilidade do evento “bola
vermelha ¢ registrada”, caracterizada pelo conjunto {vi, vo}, tem probabilidade 2/5, calculada
mais facilmente como no sentido cldssico da raz&o entre nimero de casos favoraveis e
namero de casos possiveis.

Vemos, portanto, que hd& uma mudanca paradigmatica no tratamento de
distinguibilidade e indistinguibilidade na Probabilidade, quando comparado aos problemas de

Analise Combinatoria.

2.4 - Espaco Amostral, Medida de Probabilidade e Resultados Bésicos

O conjunto que contém todos os resultados possiveis de um experimento aleatorio é
chamado espago amostral. Representaremos aqui o espaco amostral por U, sendo U finito,

infinito enumeravel e infinito ndo enumeravel (este ultimo caso apenas tratado no Ensino
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Bésico de forma velada sob a chamada Probabilidade Geométrica). Qualquer subconjunto de
U ao qual se pode atribuir uma medida de probabilidade é denominado um evento (aleatério).

Exemplo 36: Se o experimento consiste no langamento de um dado equilibrado e o registro
da face superior do dado, o espaco amostral conveniente seria U = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, sendo

n(U) = 6 a sua cardinalidade.

Exemplo 37: Se o experimento consiste no lancamento de duas moedas (distinguiveis ou
néo), sendo cara (C) e coroa (K), o espaco amostral conveniente seria U = {(C,C), (C,K),
(K,C), (K,K)}, e n(U) = 4 a sua cardinalidade.

Como discutido anteriormente, para a Analise Combinatéria, no contexto de moedas
indistinguiveis, teriamos apenas trés possibilidades, a saber, sair duas caras, ou duas coroas,

OuU uma Cara € uma coroa.

Exemplo 38: Se o experimento consiste no lancamento de dois dados (indistinguiveis ou
ndo), o espaco amostral conveniente seria

((1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6)
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6)
(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6)
(4,1),(42),(43),(44),(4,5),(4,6)
(51),(5,2),(53),(54),(55),(5,6)

\(6,1), (6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)/

de cardinalidade n(U)= 36.

Para a Andlise Combinatdria, sendo os dados indistinguiveis, teriamos apenas 21
possibilidades, a saber, (1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6),
(3,3), (3,4), (3,5), (3,6), (4,4), (4,5), (4,6), (5,5), (5,6), (6,6). Sendo os dados distinguiveis
teriamos 36 possibilidades tanto no contexto da Anéalise Combinatéria quanto na
Probabilidade.

Se em um fenbmeno aleatério os elementos do espago amostral sdo igualmente
provaveis, entdo a probabilidade de ocorrer o evento A, subconjunto de um espaco amostral
finito U, entdo a probabilidade de ocorréncia do evento A, P(A), é dada pela razdo entre a
cardinalidade do evento A (casos favoraveis) e a cardinalidade do espago amostral U (casos

possiveis). Este é o chamado conceito Classico de probabilidade.
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numero de casos favoraveis

P(A) = — —
numero de casos possivels
n(4)
P(A) = ——

com n(A) a cardinalidade de A e n(U) a cardinalidade de U.

Esta definicdo de probabilidade presupde que todos que todos os elementos do espaco
amostral U sdo igualmente provaveis, isto €, possuem o0 mesmo peso. Este € o caso de
lancamento de uma moeda honesta.

Esta maneira classica de se calcular a probabilidade é também conhecida como
probabilidade de Laplace, em homenagem ao grande matematico francés Pierre-Simon
Laplace, que idealizou, de maneira sistematica e rigorosa, as propriedades e principios, desta
forma de calcular a probabilidade.

Novamente, é importante ressaltar que, na probabilidade, elementos indistinguiveis
sdo geralmente considerados como distinguiveis, para a construcdo de espacos de

probabilidade classicos, mais simples para os calculos probabilisticos.

Exemplo 39: Qual é a probabilidade de, no lancamento de 4 moedas honestas
indistinguiveis, obtermos cara em todos os resultados?

Solucdo: Primeiramente, é necessario construir um espaco amostral conveniente. Mesmo na
condicdo de moedas indistinguiveis serd adequado toma-las todas como distinguiveis e
construir  um  espaco amostral de elementos equiprovaveis da  forma:
U ={(u,,u,,u;,u,):u, e{cara,coroa},i=12,3,4} cuja cardinalidade é dada por

n(U)=2x2x2x2=16.
Assim, cada elemento de U tem a probabilidade 1/16 de ocorrer e a probabilidade do evento

A, “cara em todos os resultados”, é definido pelo subconjunto {(cara,cara,cara,cara)}de

cardinalidade 1. Assim pela equiprobabilidade dos elementos do espago amostral, temos

peay="A A 1 a5 = 820 _ 6 osy
“a) nU) 16 ~ 100 07

Observe que, no contexto de Analise Combinatéria, como as moedas Sao
indistinguiveis o numero de formas de termos resultados seria 5 e ndo 16. No entanto a

construcdo de um espago amostral com 5 resultados (nenhuma cara, ou 1 cara e 3 coroas, ou 2
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caras e 2 coroas, ou 3 caras e 1 coroa, ou 4 caras), geraria medidas de probabilidade ndo mais
equiprovaveis, pois nenhum desses eventos elementares tem probabilidade 1/5.

Exemplo 40: Dois dados indistinguiveis e equilibrados séo lancados. Qual a probabilidade de
gue a soma dos numeros das faces superiores seja 7?

Solucdo: Primeiramente, construiremos um espaco amostral de elementos equiprovaveis
dando distinguibilidade aos dados de natureza indistinguivel. Assim, teremos
U ={(u,,u,):u, €{1,2,3,4,5,6},i=12} cuja cardinalidade é n(U)= 6 x 6 = 36. Portanto, cada

evento elementar de U tem probabilidade 1/36.
Seja A 0 evento “soma 7 ¢é obtida”. Entao A = {(1,6), (6,1), (2,5), (5,2), (3,4), (4,3)}, portanto,

temos n(A) = 6, e assim

—M—i—l— ~ =£= 0,
P(A)—n(u)—36—6—0,16666 .= 0,17 —=17%.

Aqui também, pela Anélise Combinatdria, sob a condigdo de dasdos indistinguiveis, 0 niUmero

de pares de faces obtidas seria Cy,+6=21. No entanto, um espaco amostral desse tipo

deixaria de ser de elementos equiprovaveis, uma vez que nenhum dos eventos elementares
tem a probabilidade 1/21.

Na proxima subsecdo, revisaremos alguns dos resultados basicos de Probabilidade
tratados no Ensino Basico. Esses resultados guardam um certo isomorfismo com as
propriedades de cardinalidade no contexto de universais finito, e revelam assim o fato de que
tanto a Analise Combinatdria quanto a Probabilidade séo dois casos particulares da Teoria da
Medida, teoria essa riquissima da Matematica e responsavel por toda a construgdo tedrica da
Integracao.

2.4.1 — Axiomas e Resultados Basicos de Probabilidade

A Teoria das Probabilidade est4 construida sobre trés axiomas basicos, a saber:
e Paratodo evento A, temos P(A)>0.
e PU)=1.
e Se AnB=entdo P(AUB) =P(A) + P(B) .
O terceiro axioma, comumente tratado no Ensino Basico, é deficitario para a Teoria

das Probabilidades geral, ja que para dar conta de toda a gama de eventos sera necessario

substitui-lo pelo chamado axioma da o -aditividade, a saber:
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Se A, A, A;,... sdo eventos tais que A NA; = paratodo i= j (isto é, disjuntos 2 a

2),entdo P(AUA, UAU...)=P(A)+P(A)+P(A)+....
De posse dos axiomas acima, pode-se mostrar os seguintes resultados basicos do

Ensino Bésico:

Proposicdo 9: P(4) =1 — P(A).
Demonstracéo: Sabemos que:
PU)=1
P(AUAd) =1
P(A)+PA) =1
P(A) =1—-P(4)

Proposicéo 10: 0<P(A)<1.
Demonstracdo: 0<P(A) decorre do primeiro axioma. Agora, pela Proposicao 9, temos
P(A)=1-P(A) =0

e consequentemente P(A)<1.

Proposicéo 11: P(J) = 0.
Demonstracao:
P(U) =PU VD)
P(U) = P(U) + P(D), pois U e & sdo mutuamente exclusivos; dai
P(D)= 0.

Proposicao 12: Se A < B entdo P(A) = P(B) — P(B — A).
Demonstracdo: ComoB = A U (B — A),temos
P(B) =P[A U (B—A)] = P(A) + P(B — A), e, portanto,
P(A) = P(B) — P(B — A).

Proposicéo 13: Se A — B,entao P(A) < P(B).
Demonstragédo: Como P(A) = P(B) — P(B—A)e P(B—A) = 0,temos P(A) < P(B).

Proposicao 14: P(A—B) = P(A) — P(An B)
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Demonstrac¢ao: Como
P(A) = P[(A—B) v (AN B)], temos
P(A) = P(A—B)+P(A n B)
pois (A — B) e (A n B) sdao mutuamente exclusivos. Assim, temos
P(A—B)=P(A)—P(A n B)

Proposicao 15: P(A v B) = P(A) + P(B) — P(A n B).
Demonstracdo: Temos que
P(AuB) = P[(A— B)uUB]. Assim,
P(Au B) = P(A—B)+ P(B), pois (A — B) e B sdo mutuamente exclusivos.
Pela Proposi¢éo 14, temos P(A — B) = P(A) — P(An B). Logo,
P(AUuB)= P(A)+ P(B)— P(ANB).

Exemplo 41: Selecionado aleatoriamente um numero natural de 1 a 100, qual a
probabilidade de o nimero ser multiplo de 6 ou de 10?

Solucédo: O espaco amostral para o experimento dado ¢ U ={1,2,3,...,100} de elementos

equiprovaveis. Como n(U) = 100, temos 1/100 para cada elemento de U. Sejam os eventos A
“um multiplo de 6 ¢ selecionado” e B “um multiplo de 10 ¢ selecionado”. Desejamos
P(A U B). Mas
A ={6,12,18,24,30,36,42,48,54,60,66,72,78,84,90,96}, com n(A) = 16; e
B ={10,20,30,40,50,60,70,80,90,100}, com n(B) = 10; e, finalmente,
AnB = {30,60,90}, com n(A n B) = 3. Assim, pela Proposi¢éo 15, temos

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B). Assim,

n4)  nB n@AnB) 16 , 10 3 23 _ o
nU) = n) n(U) ~ 100 T 100 100 100 23%.

P(AUB) =

Exemplo 42: Selecionado aleatoriamente um numero natural de 1 a 100, qual a
probabilidade de este ser maltiplo de 6 e de 10?

Solucéo: Nesse caso, desejamos tdo somente P(A n B). Como n(4A N B) = 3, temos

n(An B) _ 3

P(AﬁB): ) = Too

= 3%.
Observe que, nesse caso, P(AnB)=0,03=0,16x0,1=P(A)x P(B), pois 0s eventos ndo sao

independentes, conforme a discusséo a seguir do conceito de Probabilidade Condicional.



48

2.5 - Probabilidade Condicional

Em Ciéncia, informacdo é o material mais precioso que existe. Quanto mais
informacdo dispomos de determinados fendmenos, mais acurados serdo nossos modelos e
nossos calculos de probabilidade. E nesse sentido que surge o conceito de probabilidade
condicional: como reavaliar a chance de um evento A ocorrer dado que sabemos que um outro
evento B ocorreu e potencialmente pode trazer informacdo valiosa sobre A?

Seja U um espaco amostral sejam os eventos A e B ndo vazios, ou seja, Ac U, B c
U. Seja P(B) > 0. A probabilidade condicional do evento A, a luz da ocorréncia do evento B,

representada por P(A|B) (Ié-se “probabilidade de A dado B”) é definida como

P(ANB)

P(IB) = 22

Pode-se mostrar que a probabilidade condicional é também uma medida de
probabilidade satisfazendo os mesmos axiomas da probabilidade n&o condicional.

Exemplo 43: Dois dados equilibrados e indistinguiveis sdo langados sobre a mesa e suas faces
registradas. Pede-se:
(@) Calcular a probabilidade de obter soma 6 das faces;
(b) Calcular a probabilidade de obter soma 6 das faces, sabendo-se que as faces obtidas
foram impares.
Solugéo: (a) Um espago amostral conveniente para o calculo da probabilidade do evento A
“soma 6 das faces ¢ obtida” ¢ dado por U ={(u,u,):u. €{1,23,4,56} i=12} cuja
cardinalidade é n(U)= 6 x 6 = 36. Portanto, cada evento elementar de U tem probabilidade
1/36.
Mas A={(15),51),(24),(4,2),(33)} com cardinalidade 5. Assim, pela

equiprobabilidade dos eventos elementares, temos P(A4) = 35—6

(b) Seja B o evento “as duas faces obtidas foram impares”, entdo temos
B ={(11),(13),(15).(31).(33).(35).(51).,(5,3)(5.5)}
de cardinalidade 9 e
AnB={(1,5),5,1),3,3)},

de cardinalidade 3. Assim, temos
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3 1 9 1
P(AQB)—Q—E EP(B)— g—z

Assim, pela definicdo de probabilidade condicional, temos

1
PAIB) =X P =2 =_ 2
4

P(B)

Observemos que P(A|B)=P(A), logo a informacéo trazida pelo evento B foi valiosa para a

reavaliacdo da probabilidade de A, conceito esse denominado de dependéncia estocastica dos

eventos A e B.

A sequir faremos uma breve apresentacdo sobre 0 conceito de

dependéncia/independéncia estocasticas de eventos.

2.6 - Eventos Independentes

Independéncia é um conceito fundamental em Probabilidade e Estatistica, ja que
muitos dos modelos utilizados na Estatistica supem observacbes de varidveis aleatérias
independentes. Diremos que dois eventos A e B sdo independentes, se a informacéo a respeito
de que um deles ocorreu ndo altera a probabilidade de o outro ocorrer, ou seja, a informacéo
dada sobre um evento ndo contribui para a reavaliacdo probabilistica do outro evento. Em
notacdo matematica, dizemos entdo que A e B sdo independentes se

P(A|B) = P(A) ou, equivalentemente, P(B|A) = P(B).

A consequéncia da estrutura acima é que, se A e B sdo independentes, entdo

P(ANB)
P(B)

P(A|B) = = P(A), e assim

P(AnB) = P(A) xP(B).

Como consequéncia também desta definicdo, temos o espaco amostral U e o evento

impossivel & sdo independentes de qualquer outro evento, pois, sendo A um evento, temos
P(ANU) = P(A) = P(A)x1=P(A)xPU)e
P(AnD) = P(D) =0 = P(A).P(D).

No entanto, um erro muito comum entre 0s alunos € associar independéncia com
disjuncdo, quando é justamente o contrdrio o que se d&: se dois eventos A e B de
probabilidades positivas sdo disjuntos, entdo eles sdo necessariamente dependentes, pois a
ocorréncia de um deles automaticamente anula a ocorréncia do outro, que tinha probabilidade

positiva.
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Exemplo 43: Numa gaveta de meias ha 3 pares iguais de meias brancas, 2 pares iguais de
meias azuis e 1 par de meia xadrez. Dois pés de meias sdo retirados da gaveta e seus tipos sao
registrados.

(a) De quantas maneiras podemos obter registros de tipos de pares de meia?

(b) Qual a probabilidade de serem registrados dois pés de mesmo tipo?

Solucéo: (a) Devemos perceber que se trata de uma questdo de Analise Combinatéria e a
questdo da indistinguibilidade deve ser levada em consideragdo. Denotando meia xadrez por
X, meia branca por b e meia azul por a, ha 6 possibilidade de resultados de pares de meias, a
saber, (x,x), (b,b), (a,a), (x,a), (x,b) e (a,b).

(b) Estamos agora no contexto de probabilidade, e devemos construir um espa¢o amostral
conveniente. Se tomarmos o conjunto dos 6 resultados do item (a), este ndo sera de elementos
equiprovaveis, ja que as quantidades de meias sdo diferentes a depender do tipo. Um espaco
amostral conveniente seria, portanto, dar distinguibilidade aos 12 pés de meia, indexando-0s

como m; com i representando o tipo i da meia (xadrez = 1, branca = 2 e azul = 3) e ]
representando os pés da meia i. Assim, na gaveta se encontram as 12 meias (agora tomadas
todas como distinguiveis), representadas pelo conjunto M = {m;;, m,,, m,;, mM,,, m,;, M,,,
Mys, Myg, My, My, My, my,} e podemos construir um espaco amostral de elementos
equirpovaveis como U ={(u,,u,):u, e M,i=12,u, #u,}, se desejarmos controlar a ordem da

extracdo. Assim, temos, pela Analise Combinatéria que n(U) = 12 x 11 = 132, e que cada
elemento de U tem 1/132 de probabilidade de ser observado. Sejam os eventos X “o par
retirado ¢ de meias xadrezes”, B “o par retirado ¢ de meias brancas” e A “o par retirado ¢ de

meias azuis”. Desejamos calcular P(X UB U A) =P(X) + P(B) + P(A), pois os eventos X, B

e A séo disjuntos dois a dois.
Mas, pela Analise Combinatéria, temosn(X) =2x1=2,n(B)=6x5=30en(A) =4

x 3 =12. Como o espaco amostral é equiprovavel, temos

2 30 12
P(X)=—, P(B)=— e P(B)=—.
()132 ()132 ()132
Assim, temos
P(XUBUA)= 2 +30+12 :44 :1.
132 132 132 132 3
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Observe que, se por erro fosse utilizado o espaco construido no item (a) como
equiprovavel, o aluno chegaria a resposta equivocada de Y.

Encerramos a discussdo dos conceitos de distinguibilidade/indistinguibilidade de
estruturas no contexto de Probabilidade, reafirmando a visdo de que é necessario um cuidado
no tratamento desses conceitos na quantificagdo do acaso por haver uma mudanca

paradigmatica nas discussdes feitas no contexto de Analise Combinatoria.
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Capitulo 3

Estudo de Caso

Neste capitulo descreveremos as atividades desenvolvidas com os alunos do 2° ano do
Ensino Médio do Colégio Estadual Duque de Caxias, no Municipio de Duque de Caxias, RJ,
com o objetivo trabalhar os conceitos de distinguibilidade e indistinguibilidade de estruturas,
tanto no campo da Analise Combinatoria, quanto no campo da Estatistica.

3.1-Pré-Teste de Anéalise Combinatoria

Iniciamos o assunto de Analise Combinatéria em sala de aula com aplicacdo de um
pré-teste, com um problema-base, a partir do qual variamos a distinguibilidade e
indistinguibilidade de estruturas, com uma quantidade pequena de configuracGes para que o
aluno pudesse enumerar todas as possibilidades de contagem, e resolvé-los com raciocinios
simples sem o0 uso de férmulas, levando em consideracdo que ainda ndo tinham ainda tido
contato com o assunto. A proposta era eles se valerem dos conhecimentos adquiridos durante
a sua vida escolar e a intuicao para resolver os problemas, de maneira que pudéssemos avaliar
se tinham conscientizacdo de estruturas diferenciadas de distinguibilidade/indistinguibilidade
induzem a diferentes heuristicas para a solucdo. Para isso, foi elaborada uma sequéncia
didatica de problemas, com as variacbes mencionadas, de maneira a colocar o aluno numa
posicdo de acdo e de tomada de decisdes, para elicitar o conteddo que seria trabalhado
posteriormente em sala de aula. Sabemos que é praxe o ensino de Analise Combinatéria por
meio meras aplicacbes de fdormulas apos a classificacdo dos problemas de contagem em
problemas de arranjos, combinacgdes ou permutacdes, algo que pouco ajuda na construgédo de

boas heuristicas no ataque aos problemas.

O Pré-Teste foi aplicado numa turma de 30 alunos do 2° ano do Ensino Médio, com
idade variando entre 16 e 18 anos, do Colégio Estadual Duque de Caxias, no Municipio de
Duque de Caxias, RJ. Esses problemas, de mesmo enunciado base, foram divididos em 12
casos diferentes. Na primeira analise, usamos 8 casos diferentes com distinguibilidade

intrinseca aos objetos. Neste momento os alunos ndo tinham conhecimento do assunto a ser
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abordado. Na segunda analise, com 4 casos, os alunos ja tinham uma nocdo do Principio
Multiplicativo, e os problemas propostos versavam sobre contagem com estruturas de

distinguibilidade extrinseca aos objetos, tais como ordem, por exemplo.

Nesse pré-teste os alunos poderiam enumerar todas as possibilidades e indiretamente
e estavam usando varios topicos pertinentes ao ensino da Analise Combinatdria, como
Principio Multiplicativo, Arranjo, Permutacdo, Combinacdo Simples e Completa. Esse pré-
teste teve como objetivo avaliar como os alunos resolveriam um problema de Analise

Combinatéria sem nunca ter ouvido falar no assunto.

De acordo com PONTE (2003, p.15), sobre a construcdo de uma nova abordagem de
um tipo de aula, ao se referir a George Pdlya, outro referencial teérico, o qual mostra o

contraste das duas imagens da elaboracdo conceitual e estrutural da Matematica:

“A ciéncia rigorosa e formal de Euclides e, a outra, uma

disciplina em construg¢do como ciéncia experimental e indutiva”

Foi exatamente essa a proposta na introducdo da Analise Combinatoria, a utilizacao
da intuicdo, por conjecturas e experimentacOes, para cardinalizar cada caso do problema, sem
nenhum conhecimento prévio. Os alunos usariam apenas a intuicdo e interpretacdo do
enunciado. Porém, s6 conseguiram desenvolver a atividade depois de alguma intervencao do

professor. As maiores dificuldades apresentadas foram:

e leitura e interpretacdo do enunciado,
¢ nao entendimento do que o enunciado pedia,
¢ ndo entendimento da diferenca entre bandeiras iguais e diferentes,

e n&o entendimento de como representar mentalmente mastros iguais.

Apbs a intervencdo do professor, esclarecendo suas duvidas sobre o que estava sendo
pedido no problema, os alunos conseguiram resolver cada caso. O resultado foi bastante
satisfatorio, pois a grande maioria dos alunos trabalhou as atividades com bastante empenho e
interesse, como num relato de uma aluna: “O primeiro caso foi bem dificil de se entender,
pois ndo sabia o0 que o enunciado estava pedindo, mas depois que o professor esclareceu
minhas duvidas, foi possivel resolver os outros casos sem dificuldades. Porém, o quinto caso
demorou um pouco para entender, pois as bandeiras eram iguais, mas depois ficou claro e

consegui resolver os outros sem dificuldades” .


https://www.dicio.com.br/extrinseco/
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3.2 - Andlise do Pré- Teste

Foi pedido aos alunos que avaliassem a atividade realizada em sala de aula. Nessa
avaliagdo foi perguntado aos alunos sobre o grau de dificuldade encontrada ao realizar a
atividade, classificando cada caso em facil, médio, dificil ou ndo conseguiram fazer. O mais
interessante € que muitas vezes eles erraram atividades consideradas faceis e acertavam
muitas atividades consideradas por eles mesmos como dificeis. A seguir faremos uma analise
da percepcao dos alunos. Alguns casos ndo atestam a realidade dos fatos, mas estas foram a
opinido dos alunos sobre as atividades.

1. Vocé considera esse tipo de exercicio importante para saber a utilizacdo da matéria no dia a

dia?
( )Sim ( ) Nao

Mesmo tendo 52% da turma dizendo que a atividade é importante para o dia a dia,
alguns alunos relutaram em fazer a atividade; eles reclamaram que ndo sabiam o que devia ser

feito e ndo estavam entendendo o enunciado.

Ve

E IMPORTANTE PARA SEU DIAADIA

uSIM
mNAO

FIGURA 7 — GRAFICO DA IMPORTANCIA DO TRABALHO NO DIA A DIA

2. Vocé gostou dessa atividade de matematica?
( )Sim ( ) Nao

A partir do momento que eles entenderam o que deveria ser feito, eles passaram a
fazer a atividade e gostaram.



55

GOSTOU DAATIVIDADE?

uSIM
mNAO

3.2.1-1°CASO

FIGURA 8 — GRAFICO GOSTOU DA ATIVIDADE?

As 3 bandeiras sdo nas cores vermelha, preta e branca, ou seja, sdo distinguiveis.

Os 2 mastros tém cores diferentes, ou seja, sdo distinguiveis.

A ordem das bandeiras nos mastros ndo importa.

Mastros podem ficar vazios.

Solucao: 8 possibilidades

Classifique o 1° caso da lista de atividades:

M1 M: () Fécil — Cheguei a uma resposta, sem problema.
BPV %) - .
o BPV/ () Médio — Cheguei a uma resposta com um pouco
BV P de dificuldade.
E’\Ij E/ ( ) Dificil — Ndo seria possivel chegar a uma resposta
P BV sem a intervencédo do professor.
\/ BP « .
B = () Nao conseguiu fazer
1° CASO 1° CASO
= FACIL
. m CERTO
= MEDIO
i ® ERRADO
= DIFiCIL -
- = NAO FEZ
= NAO FEZ

FIGURA 9 - GRAFICOS DO 1° CASO
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Nessa primeira questédo, os alunos ficaram confusos, pois ndo entenderam o enunciado.
Em seguida, foi explicado que eles deveriam enumerar as possibilidades de alocar as
bandeiras nos mastros, que poderiam chamar bandeira branca de B, vermelha de V, preta de P
e que a ordem ndo importava, colocar BVP ¢ igual a colocar BPV. Dos 30 alunos que fizeram
essa atividade apenas 5 erraram essa atividade, sendo que 3 alunos raciocinaram
corretamente, porém esqueceram algumas possibilidades. Os alunos acharam no geral a

questdo facil.

M, M. M, M- M1 M2
¥ - BV o 3
2.0 /.
A Wi - lgﬁ;\_ 74 AV v
¥y 5.V /p N (& % = g v v
v.P 2 @e D 5 30840 YV
; Lam ,
‘L)-, V ) vy /' Vi ¢
8er |

Tl 6 pesskbilidectd
FIGURA 10 — ERROS NO 1° CASO
3.2.2-2°CASO
e As 3 bandeiras sdo nas cores vermelha, preta e branca, ou seja, sdo diferentes.
e Os 2 mastros tém cores diferentes, ou seja, sdo diferentes.
e A ordem das bandeiras nos mastros ndo importa.

e Os mastros ndo podem ficar vazios.

Solugéo: 6 possibilidades Classifique o0 2° caso da lista de atividades:

M M () Fécil — Cheguei a uma resposta, sem problema.
() Médio — Cheguei a uma resposta com um pouco

BV P

BP vV de dificuldade.
PV B ( ) Dificil — N&o seria possivel chegar a uma

P BV

vV BP resposta sem a intervencao do professor.

B PV ( ) N&o conseguiu fazer

®FACIL

m CERTO

= MEDIO m ERRADO
DIFiCIL NAO FEZ

m NAO FEZ

FIGURA 11 - GRAFICOS DO 2° CASO
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A grande maioria percebeu que no 2° caso bastava eliminar os mastros vazios do 1°

caso, e resolveram com bastante tranquilidade. Quatro alunos raciocinaram corretamente,

porém esqueceram algumas possibilidades. Apenas dois alunos que erraram a primeira

erraram também a segunda.

M; M- \Jé‘m M. My M2
[} " .
h S % D o
o ) V] A” Qrmc',
o fr’) Y a s\} % i&ﬁ'\u;uv{g
| ) VL’] oL ‘-\M;W)L\x%(-\ﬂlfﬁb
% G iors* 2SI 5
S A ) 2.
FIGURA 12-ERROS NO 2° CASO
3.2.3-3°CASO

e As 3 bandeiras sdo nas cores vermelha, preta e branca, ou seja, sdo diferentes.

e Os 2 mastros tém a mesma cor, isto é, sao iguais.

e A ordem das bandeiras nos mastros ndo importa.

e Mastros podem ficar vazios.

Solucéo: 4 possibilidades

Classifique o0 3° caso da lista de atividades:

M M () Fécil — Cheguei a uma resposta, sem problema.
Médio — Ch ifaumar m um
PRV o () Médio — Cheguei a uma resposta com um pouco
PB \% de dificuldade.
PV B - ~ . .
BV P () Dificil — N&o seria possivel chegar a uma
resposta sem a intervencao do professor.
() Néo conseguiu fazer
3°CASO 3°CASO
= FACIL Lt
. ® CERTO
= MEDIO
] ® ERRADO
DIFICIL N
- NAO FEZ
= NAO FEZ

FIGURA 13- GRAFICOS DO 3° CASO

7
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A maior dificuldades neste caso foi entender o que seriam mastros iguais e entender
que a ordem nos mastros ndo importava. Dois alunos ndo realizaram a atividade. Os alunos
que erraram ndo perceberam que VP no mastro 1 e B no mastro 2 € a mesma coisa que B no
mastro 1 e VP no mastro 2, pois 0s mastros sdo iguais, resolveram igual ao 1° caso. Vemos,

portanto, que n&o e trivial o reconhecimento de estruturas distinguiveis e ndo distinguiveis.

M
M, 2 [)_)/,M\} : M, Mli . ,M2
&/IN/P ~J Z P
) ; PIN/G
- NP/
‘ . Pl
/ i Vv e
' NE 7 T— f ol
*(')Lnl 5 R B\ f‘*[" -0

FIGURA 14- ERROS NO 3° CASO

3.2.4—-4°CASO
e As 3 bandeiras sdo nas cores vermelha, preta e branca, ou seja, sdo diferentes.
e Os 2 mastros tém a mesma cor, ou seja, sdo iguais.
e A ordem das bandeiras nos mastros ndo importa.

e Os mastros ndo podem ficar vazios.

Solucéo: 3 possibilidades Classifique o0 4° caso da lista de atividades:
Y Y () Fécil — Cheguei a uma resposta, sem problema.
1 2
() Médio — Cheguei a uma resposta com um pouco
PB v de dificuldade.
PV B e « . ]
BV P () Dificil — N&o seria possivel chegar a uma
resposta sem a intervencao do professor.
() Nao conseguiu fazer
4° CASO 4° CASO
mFACIL
17% . ® CERTO
® MEDIO
] ® ERRADO
DIFICIL _
- NAO FEZ
m NAO FEZ

FIGURA 15 — GRAFICOS DO 4° CASO
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Todos que acertaram perceberam que bastava apenas retirar o caso dos mastros vazios
do 3° caso. Até mesmo quem errou procedeu desta maneira. Apenas dois alunos néo
responderam o exercicio, Uma aluna raciocinou correto em relacdo aos mastros iguais, porém
trocou a ordem das bandeiras no mastro. A maior parte de erros foi ndo perceber que os

mastros eram iguais.

I M
1 M2 -"Mq M2 v =
e Vv N/ 2]
‘ — 770
- W8 = W S s
= : T e
= - T — -&/.&'__L
T o= S| I~ AT ‘WL vV B
= r N =
B V, T
= IDC\)'QI_ZLD: P ToloVa'l / {

I ¥.B “olmd =o -
¢ Pl cede
FIGURA 16 - ERROS NO 4° CASO

3.25-5°CASO

e As 3 bandeiras tém a mesma cor, isto é, sdo iguais (indistinguiveis).

e Os 2 mastros tém cores diferentes, isto €, sdo diferentes (distinguiveis).
e A ordem das bandeiras nos mastros ndo importa.

e Mastros podem ficar vazios.

Solugdo: 4 possibilidades Classifique 0 5° caso da lista de atividades:

() Facil — Cheguei a uma resposta, sem problema.

M1 MZ

() Médio — Cheguei a uma resposta com um

P PP % .

PP p pouco de dificuldade.

P PP el NEQ Seri i

@ b PP () Dificil — N&o seria possivel chegar a uma
resposta sem a intervencdo do professor.
() Nao conseguiu fazer

5° CASO 5° CASO

mFACIL
. u CERTO
u MEDIO
) m ERRADO
DIFICIL )y
3 NAO FEZ
u NAO FEZ

FIGURA 17- GRAFICOS DO 5° CASO
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A grande maioria percebeu que as bandeiras possuiam a mesma cor. Seis alunos néo
fizeram a atividade, dois alunos repetiram configuracdes. Duas alunas deram distinguibilidade
as bandeiras iguais. Apesar de ser um caso de combinacdo completa, o percentual de acerto
foi muito bom.

M, M, | M M2 M, M,

0 : W [ o1 : Mlﬁ‘.‘i
_—VEE 89— rrd s 1 d___i//liﬁ- ' ¢ { i
e o [ o el B )
P ——— : B2V T 7

] < 1 TS Do) 4 . D Bﬁ. ﬂ.x/ﬂc
S O | Fa/Ra/R
| Bz Ra/f s
* ool Uidod: TRAS.

FIGRIA 18 — ERROS NO 5° CASO
3.2.6 -6° CASO

e As 3 bandeiras tém a mesma cor, isto é, sdo iguais (indistinguiveis).
e Os 2 mastros tém cores diferentes, isto é, sdo diferentes (distinguiveis).
e A ordem das bandeiras nos mastros ndo importa.

e Os mastros ndo podem ficar vazios.

Solugdo: 2 possibilidades Classifique 0 6° caso da lista de atividades:
v v () Facil — Cheguei a uma resposta, sem problema.
1 2

() Médio — Cheguei a uma resposta com um pouco

PP P .

P PP de dificuldade.
() Dificil — N&o seria possivel chegar a uma
resposta sem a intervencdo do professor.
() Nao conseguiu fazer

6° CASO 6° CASO

m FACIL

' = CERTO
= MEDI
- © = ERRADO
DIFICIL NAO FEZ
= NAO FEZ

FIGURA 19- GRAFICOS DO 6° CASO
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Todos os alunos perceberam que deveriam retirar 0s mastros vazios do 5° caso. Os

mesmos seis alunos que ndo fizeram o 5° caso também n&o fizeram o 6° caso. Apenas uma

aluna errou essa atividade.

M, M2 M; Mz M, M,
- PP Ty B/l
P g F\'—Zj ﬁ_\_ A 2
D = PP “Qa/fo By
[ & Q2[R
) 3 j I £
e NA/h 2
B oo Didn A . Toid - &
FIGURA 20 - RESOLUGAO DOS ALUNOS DO 6° CASO
3.2.7-7°CASO

e As 3 bandeiras tém a mesma cor, isto é, sdo iguais (indistinguiveis).

e Os 2 mastros tém a mesma cor, ou seja, so iguais (indistinguiveis).

e A ordem das bandeiras nos mastros ndo importa.

e Mastros podem ficar vazios.

Solucéo: 2 possibilidades

Classifique o 7° caso da lista de atividades:

() Na&o conseguiu fazer

M1 MZ
PPP %
P PP

7° CASO

= FACIL

= MEDIO
DIFiCIL

= NAO FEZ

FIGURA 21 - GRAFICO DO 7° CASO

pouco de dificuldade.

resposta sem a intervencao do professor.

() Fécil — Cheguei a uma resposta sem problema.

() Médio — Cheguei a uma resposta com um

() Dificil — N&o seria possivel chegar a uma

27%

7° CASO

m CERTO
mERRADO
NAO FEZ

Essa foi a atividade com maior percentual de erros. A dificuldade foi entender como

representar mastros iguais e bandeiras iguais. Muitos ndo consideraram a indistinguibilidade
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dos mastros. Seis alunos ndo resolveram a atividade. Nao € de se surpreender o indice alto de
erros, pois como dissemos ao longo do trabalho, a solucdo geral desse problema passa pelo

Teoria das Particdes, assunto de Analise Combinatdria avancada por lancar médo de funcGes

geradoras.

M, M2 M1 M. I M4 M2 l

ok ) mspoggfotinal | . oty Y .
AV ALY \V G p : 55 i
] -
\J \V P> l/M
2 Perl Gibiotacten R, poouhdidni
FIGURA 22 — ERROS NO 7° CASO

3.2.1-8°CASO

e As 3 bandeiras tém a mesma cor, isto é, sdo iguais (indistinguiveis).
e Os 2 mastros tém a mesma cor, ou seja, sao iguais (indistinguiveis).
e A ordem das bandeiras nos mastros ndo importa.

e Os mastros ndo podem ficar vazios.

Solugdo: 1 possibilidade Classifique o0 8° caso da lista de atividades:

( ) Facil — Cheguei a uma resposta sem problema.

M1 MZ

() Médio — Cheguei a uma resposta com um pouco
PP P de dificuldade.

() Dificil — N&o seria possivel chegar a uma

resposta sem a intervencéo do professor.

() Nao conseguiu fazer

8° CASO 8° CASO

EFACIL
i m CERTO
= MEDIO
j = ERRADO
DIFICIL ~
- NAO FEZ
= NAO FEZ

FIGURA 23- GRAFICOS DO 8° CASO
Muitos alunos perceberam que bastava retirar a op¢do do mastro vazio do 7° caso.

Alguns alunos ndo perceberam a indistinguibildade dos mastros e das bandeiras. Outros
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deram distinguibilidade aos mastros e as bandeiras. A grande dificuldade foi como proceder

se 0s mastros e bandeiras séo iguais.

[‘M1 T M. M; M2
L 2/A3 '

ho [VNTE

A= [RVZ.E) 212 :
[ de AT el | e {30

FIGURA 24 — ERROS NO 8° CASO

12. Os colegas de turma apresentaram interesse pelo processo ensino aprendizagem?
() Sim ( ) Néo

Apesar da restricdo do inicio, os alunos se interessaram bastante em fazer as

atividades, depois que conseguiram entender o que estava sendo proposto.

INTERESSE NAATIVIDADE

uSIM
mNAO

FIGURA 25 —-GRAFICO DO INETRESSE NA ATIVIDADE

13. O nivel de preparo da turma é adequado para os niveis das questdes trabalhadas nessa
atividade?

( )Sim ( ) Ndo

Como foi uma atividade em que os alunos ndo tinham conhecimento prévio do
assunto, a turma achou a atividade bastante adequada e reportou que ajudou bastante no
desenvolvimento da Analise Combinatéria e Probabilidade.
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O NIVEL DA TURMA E ADEQUADO?

uSIM
mNAO

FIGURA 26 — GRAFICO SE O NIVEL DA TURMA E ADEQUADO?

14. Qual foi a sua maior dificuldade? (marque apenas uma op¢ao)
() Entender o enunciado

( ) Entender o que esta sendo pedido

( ) Entender a diferenca entre bandeiras iguais e diferentes

( ) Entender a diferenca entre mastros iguais e diferentes

Como o assunto era novo para os alunos, a maior dificuldade foi entender o que estava

sendo pedido no problema.

DIFICULDADES ENCONTRADAS

EENTENDER O ENUNCIADO

= ENTENDER O QUE ESTAVA
PEDINDO

= ENTENDER A DIFERENCA ENTRE
BANDEIRAS IGUAIS E
DIFERENTES

= ENTENDER A DIFERENCA ENTRE
MASTROS IGUAIS E DIFERENTES

FIGURA 27- GRAFICO — DIFICULDADES ENCONTRADAS

15. Dé uma nota geral entre 0 (zero) e 10 (dez) para sua aprendizagem na matéria dada.
1() 2( ) 3( ) 4( ) 5()
6( ) 7( ) 8( ) 9( ) 10( )
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NOTA DO ALUNO NAAVALIACAO

ml
m2
=3
u4
m5
=6
ny
=8

=10

FIGURA 28 —- GRAFICO DA NOTA DADA PELO ALUNO NA AVALIAGAO

O grafico abaixo nos mostra, de maneira geral, a opinido de cada um dos 30 alunos
sobre a atividade realizada em sala de aula, analisando se as atividades eram faceis, médias,
dificeis ou ndo realizaram a atividade. Porém, a opinido deles ndo atesta ipso facto a

realidade, pois, mesmo achando fécil, muitos acabavam errando a atividade.

17 18
18 _ -
15 15
16 v 14 R . 14
14 . J _<J
11 ]
12 1 1 = FACIL
12 ] 7 8 7 = MEDIO
6 12 5 = DIFICIL
4 4 u NAO FEZ
2 -
O T T T T T T T 1
10 20 30 40 50 60 70 80
CASO CASO CASO CASO CASO CASO CASO CASO

FIGURA 29 - GRAFICO DA AVALIAGAO GERAL DOS ALUNOS DO 1° AO 8° CASO

No gréafico abaixo, foram analisados 0s acertos e erros em cada caso. De modo geral, a
turma foi muito bem na atividade, levando em consideragdo que os alunos ndo tinham
conhecimento prévio do assunto, e fizeram a atividade a partir da intui¢éo, interpretagdo e
tentativas. Naturalmente, a intervencdo do professor foi fundamental para a realizacdo das
atividades e os resultados positivos, pois 0s alunos ndo entendiam de inicio o que o enunciado
pedia.
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Foi possivel observar que o 3° caso de indistinguibilidade dos mastros gerou uma
acentuada dificuldade. Isso também ficou evidente no 7° caso quando as bandeiras e 0s

mastros eram indistinguiveis.

25 s
25 - 22
20 -
15
15 1 u ACERTO
10 - ) 6 6 u ERRO
5 - NAO FEZ
O T T T T T T T T
10 20 30 40 50 6° 7° 8o
CASO CASO CASO CASO CASO CASO CASO CASO

FIGURA 30 - GRAFICO DE ACERTOS E ERROS DO 1° AO 8° CASO

Duas semanas depois, aplicamos a segunda atividade, envolvendo problemas de
distinguibilidade extrinseca aos objetos, mais especificamente relacionada a ordem das
bandeiras no mastro. Neste momento, os alunos ja tinham uma nocdo do Principio
Multiplicativo, e o resultado foi bem surpreendente, pois os trinta alunos fizeram todas as
atividades com bastante empenho e interesse e o resultado foi bem proveitoso.

Foi nitido perceber que quando o aluno entende o que precisa ser feito, ele o faz com
empenho e satisfacdo, e quando ele ndo entende simplesmente ndo faz a atividade. Segue

abaixo a analise de cada caso dessa segunda fase de avaliagdo.

3.29-9°CASO
e As 3 bandeiras sdo nas cores vermelha, preta e branca, ou seja, sado diferentes.
e Os 2 mastros tém cores diferentes, ou seja, sdo diferentes.
e A ordem das bandeiras nos mastros € importante.

e Mastros podem ficar vazios.

Classifique 0 9° caso da lista de atividades:

( ) Fécil — Cheguei a uma resposta sem problema.

() Médio — Cheguei a uma resposta com um pouco de dificuldade.

( ) Dificil — N&o seria possivel chegar a uma resposta sem a intervencao do professor.
() Nao conseguiu fazer
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Solucéo: 24 possibilidades

M]_ Mz Ml MZ
PBV | @ @ | PBV
PVB | & o | PVB
BVP | |g@ |BVP
BPV | | |BPV
VPB | | |VPB
VBP o5 o5 VBP
PB v v PB
BP |y v | BP
PV B B PV
VP B B VP
BV |p p | BV
VB P P VB
9° CASO 9° CASO
= FACIL
. = CERTO
43% = MEDIO = ERRADO
DIFICIL N
N NAO FEZ
= NAO FEZ

FIGURA 31 — GRAFICOS DO 9° CASO

Nesta atividade os alunos tiveram dificuldade em entender o que seria a ordem das
bandeiras nos mastros ser distinguivel. Foi necessario explicar que colocar num mastro BVP é
diferente de colocar BPV nesse mesmo mastro, e por esse motivo eles acharam a atividade
dificil. A partir dai eles desenvolveram a atividade tranquilamente. Muitos alunos usaram a
Proposicdo 1 do Principio Multiplicativo, para resolver a atividade, como mostraremos
abaixo. Dos 30 alunos que realizaram a atividade, apenas 4 erraram a atividade. O

aproveitamento foi muito bom.

A primeira aluna raciocinou corretamente, percebeu a distinguibilidade dos mastros e
das bandeiras porém, negligenciou algumas configuragcdes. Outros ndo consideraram a

distinguibilidade entre as bandeiras.



M, M2
YN S
NP
NN
= PNS
— e
2] NI
IS Y] 2
— e Y]
(= ¥8b_¥ % -
—BEY
=== 2ia Y
=

AL

FIGURA 32 - ERROS NO 9° CASO
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Abaixo estdo algumas solugdes criativas dos alunos nessa atividade.

M

3.2.10 - 10° CASO

M [ W

h
Holod <24 w.ﬁ/‘zt&»'jp

FIGURA 33 — ACERTOS NO 9° CASO

U“>MU q.‘,' )

e As 3 bandeiras sdo nas cores vermelha, preta e branca, ou seja, sdo diferentes

e Os 2 mastros tém cores diferentes, ou seja, sdo diferentes

e A ordem das bandeiras nos mastros é importante
e Os mastros ndo podem ficar vazios

Solucéo: 12 possibilidades

M1 M2
PB \%
BP \%
BV P
VB P
PV B
VP B
Vv PB
\% BP
P BV
P VB
B PV
B VP

Classifique 0 10° caso da lista de atividades:

( ) Fécil — Cheguei a uma resposta sem problema.

() Médio — Cheguei a uma resposta com um pouco de

dificuldade.

() Dificil — N&o seria possivel chegar a uma resposta

sem a intervencéo do professor.

() Nao conseguiu fazer
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10° CASO 10° CASO

mFACIL CERTO
| |
m MEDIO
i m ERRADO
= DIFICIL NAO FEZ
| |
mNAO FEZ

FIGURA 34- GRAFICOS DO 10° CASO

No 10° caso os alunos logo perceberam que bastava eliminar os mastros vazios do 9°
caso. Alguns usaram a Proposicdo 1, referente ao Principio Multiplicativo. Dos 30 alunos,
apenas trés alunos erraram e todos os alunos realizaram a atividade.

O primeiro aluno abaixo ndo percebeu a distinguibilidade dos mastros, mas fez a
distinguibilidade das bandeiras; o segundo ndo considerou todas as possibilidades; e o terceiro

obteve a resposta correta, porém raciocinou de forma errada.

v B D g :
LBV P
L AP v 2 /

'7
1

Valsc VDN VeTate Py

FIGURA 35 - ERROS NO 10° CARO

Algumas soluces diversificadas e corretas dos alunos. Esse foi o 10° caso, para o qual
os alunos obtiveram uma maior quantidade de acertos.
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FIGURA 36 - ACERTOS NO 10° CASO
3.2.11-11°CASO
e As 3 bandeiras sdo nas cores vermelha, preta e branca, ou seja, sdo diferentes
e Os 2 mastros tém a mesma cor, isto é, sdo iguais
e A ordem das bandeiras nos mastros é importante
e Mastros podem ficar vazios

Solugéo: 12 possibilidades

PBVNIl %) = Classifique 0 11° caso da lista de atividades:

Exg g () Fécil — Cheguei a uma resposta sem problema.
\B/E\B/ g ( ) Médio — Cheguei a uma resposta com um pouco
VBP o de dificuldade.

EE \\; ( ) Dificil — N&o seria possivel chegar a uma

PV B resposta sem a intervencéo do professor.

\B/\F; E ( ) Néo conseguiu fazer

VB P

70
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11° CASO 11° CASO

= FACIL
i mCERTO
= MEDIO
. = ERRADO
= DIFICIL -
~ =NAO FEZ
mNAO FEZ

FIGURA 37 —- GRAFICO DO 11° CASO

Este caso, em comparacdo aos anteriores, teve uma maior quantidade de erros, embora

a quantidade de acertos tenha sido boa, j& que 25 alunos acertaram essa atividade. A maior

dificuldade aqui foi identificar a distinguibilidade das bandeiras.
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FIGURA 39- ACERTOS DOS ALUNOS NO 11° CASO



3.2.12-12° CASO

As 3 bandeiras s&o nas cores vermelha, preta e branca, ou seja, sdo diferentes
Os 2 mastros tém a mesma cor, ou seja, Sdo iguais

A ordem das bandeiras nos mastros é importante

Os mastros nao podem ficar vazios

Solucéo: 6 possibilidades
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Classifique 0 12° caso da lista de atividades:

My M: L . .
() Facil — Cheguei a uma resposta sem problema.
\P/\Ff g () Médio — Cheguei a uma resposta com um pouco de
PB \% dificuldade.
BP Vv e x . p
BV p () Dificil — Néo seria possivel chegar a uma resposta
VB P sem a intervencao do professor.
( ) Néo conseguiu fazer
12° CASO 12° CASO

mFACIL
. m CERTO
= MEDIO
. ® ERRADO
DIFICIL -
~ NAO FEZ
mENAO FEZ

autonomia.

FIGURA 40 — GRAFICO DO 12° CASO

Neste caso 90% turma acertou essa questdo, um aproveitamento muito bom. Por fim,
os alunos j& avaliavam a atividade como facil, pois ja conseguiam fazer com seguranca e

Nos casos abaixo, os dois primeiros alunos nao perceberam a distinguibilidade entre as
bandeiras e o Gltimo ndo percebeu a indistinguibilidade dos mastros.
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FIGURA 42 — ACERTOS NO 12° CASO

Unindo as duas etapas do pré-teste foi possivel observar que o desempenho na segunda

atividade foi bem proveitosa, pois todos os alunos se propuseram a fazer a atividade com

bastante interesse e com muito mais confianca. Como a quantidade de possibilidades da

segunda etapa era bem maior, a grande maioria da turma fez uso do Principio Multiplicativo

para obter os resultados. Muitos questionaram e justificaram o seguinte:

“A ordem das bandeiras ser importante ira modificar o qué no problema?”

“Explique por favor a ordem das bandeiras.”

“Nas questoes com mastros diferentes basta multiplicar o resultado por 2?”

“O 9° caso foi complicado de se entender, depois que o professor explicou que a
ordem branco, vermelho e preto é diferente de branco, preto e vermelho, tudo ficou
bem mais claro. Conclui que VBP#VPB#BVP+#BPV#PBV#PVB, ou seja, a ordem é
importante. ”

“Nesse caso posso usar o Principio Multiplicativo?”
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Foi entdo necessaria a intervencdo do professor para esclarecer essas duvidas. De inicio
eles ndo entenderam o que significava a relevancia da ordem nos mastros. Foi necessario
explicar que colocar num mastro as bandeiras branca, vermelha e preta era diferente de
colocar branca, preta e vermelha, por exemplo. Na atividade com mastros diferentes, eles logo
perceberam que bastava multiplicar por 2, pois o que seria colocado no primeiro mastro iria

ser colocado no segundo mastro.
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FIGURA 43 — JUSTIFICATIVA DOS ALUNOS

Nessa segunda etapa da atividade, os alunos estavam mais confiantes e interessados,
tanto que muitos acharam a atividade fécil e acertaram, havendo poucos erros.
O grafico abaixo mostra uma analise sobre o que cada aluno achou sobre as atividades

das duas etapas tomadas em conjunto, se acharam facil, médio, dificil ou ndo conseguiram

fazer.
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FIGURA 44 — GRAFICO DA OPINIAO DOS ALUNOS SOBRE CADA CASO



Em contrapartida, o grafico a seguir expressa 0s acertos e 0s erros em cada uma das 12

atividades propostas.
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FIGURA 45 — GRAFICO DE ACERTOS E ERROS DOS 12 CASOS
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Realizamos uma andlise entre o que os alunos acharam sobre as atividades, se era

facil, médio, dificil ou ndo realizaram a atividade e se eles acertaram ou erraram as atividades,

mostrando que a grande maioria tinha nogéo do que eles estavam fazendo, fizeram a atividade

com certeza do que estavam realizando. A primeira tabela é referente a primeira etapa,

referente a distinguibilidade intrinseca aos objetos, j& a segunda tabela é referente as

atividades referentes a distinguibilidade extrinseca aos objetos.

Na primeira etapa foram 8 casos realizados por 30 alunos totalizando 240 resultados.

1° ETAPA
FACIL MEDIO DIFICIL TOTAL

ACERTO 92 48 28 168

ERRO 13 16 4 33

FIGURA 46 — TABELA DE ACERTOS E ERROS DA 1° ETAPA

Conduzimos o teste ndo-paramétrico de Qui-Quadrado para os resultados da tabela de

contingéncia dos resultados da primeira etapa, a fim de diagnosticar se ha independéncia entre
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a avaliacdo dos alunos das questdes (facil, médio e dificil) e a performance deles nas questbes
(acerto e erro). Ao nivel de significancia de 5%, n&o rejeitamos a hipotese de independéncia

dessas categorias, pois 0 valor da estatistica do teste foi y; =5,04 com 2 graus de liberdade e

0 p-valor é 0,0805, ou seja, maior que o nivel de significAncia estipulado. Assim,
estatisticamente, a primeira etapa nos indica que a opinido dos alunos sobre as questdes nao

tem influéncia sobre os seus erros e acertos.

Na segunda etapa foram 4 casos realizados por 30 alunos, totalizando 120 resultados

2° ETAPA
FACIL MEDIO DIFICIL TOTAL
ACERTO 65 27 13 105
ERRO 6 6 3 15

FIGURA 47 — ACERTOS E ERROS DA 22 ETAPA

Conduzimos aqui também o teste ndo paramétrico de Qui-Quadrado para os resultados
da tabela de contingéncia dos resultados da segunda etapa, a fim de diagnosticar se ha
independéncia entre a avaliacdo dos alunos das questdes (facil, médio e dificil) e a
performance deles nas questdes (acerto e erro). Ao nivel de significancia de 5%, também néo

rejeitamos a hipétese de independéncia dessas categorias, pois o0 valor da estatistica do teste

foi »2=3,6901 com 2 graus de liberdade e o p-valor é 0,158, ou seja, maior que o nivel de
Xo

significancia estipulado. Assim, estatisticamente, a segunda etapa continuou a nos indicar que

a opinido dos alunos sobre as questfes néo teve influéncia sobre 0s seus erros e acertos.

Antes do ensino da Analise Combinatdria, como técnica de contagem, os alunos ja
tinham tido contato com Fatorial, NuUmeros Binomiais, Triangulo de Pascal e Bindmio de
Newton.

Comecgamos o estudo da Analise Combinatoria com a turma no dia 14/08/2017 com a
aplicacdo do pré-teste, estimulando a criatividade e a intuicdo. O assunto foi estudado,
baseando-se em uma metodologia de resolucdo de problemas, fazendo com que o aluno
participasse de forma efetiva para evolugédo do seu conhecimento, explorando sua imaginacéo,
ressaltando suas ideias, o trabalho em equipe e suas experiéncias. Procurou-se estimular assim

0 raciocinio légico-matematico, sua criatividade e capacidade de resolver as questdes,
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ajudando no desenvolvimento do seu processo cognitivo, nas tomadas de decisbes de um
cidad&o atuante.

Aplicamos o Pré-Teste em duas etapas: Na primeira, problemas que envolviam
distinguibilidade intrinseca aos objetos foram trabalhados em dois tempos de aula. No dia
seguinte a atividade foi corrigida em sala de aula. Apds essa atividade, na semana seguinte foi
introduzido o Principio Fundamental da Contagem (PFC, ou Principio Multiplicativo), que
fluiu muito bem gracas a aplicacdo do pré-teste.

Logo ap6s o conhecimento do PFC, eles realizaram a segunda etapa de atividades,
versando sobre problemas que envolviam distinguibilidade extrinseca aos objetos, ou seja, a
relevancia ou ndo da ordenacdo das bandeiras nos mastros, assunto que suscitou muitas
duvidas. Uma aluna perguntou: “se colocarmos as bandeiras branca, vermelha e preta é
diferente de branca, preta e vermelha?” Uma vez esclarecida a duvida, todos resolveram as
atividades sem maiores dificuldades. Para surpresa geral, nessa segunda etapa a turma foi
muito bem, realizando todas as atividades com bastante éxito e dedicagdo. Eles estavam
empolgados, pois estavam conseguindo entender o assunto e resolveram todos 0s exercicios.

Durante esse periodo, a turma teve 3 tempos de 50 minutos, por semana, totalizando
21 horas aulas para o estudo formal da Anélise Combinatdria.

Vale apena resaltar que a explanacao de cada problema foi realizada de duas maneiras:
tanto sem a preocupacao com o uso de formulas, quanto pelo uso das férmulas.

Segundo Roa e Navarro-Pelayo (2001, apud Almeida, 2010, p. 18):

“O raciocinio combinatorio é um componente essencial do
pensamento formal e um pré-requisito importante para o
raciocinio logico geral”.

Na maioria das vezes, 0 processo de ensino e aprendizagem desse assunto, no Ensino
Médio apresenta muitos obstaculos epistemoldgicos, devido a interpretacdo dos enunciados e

ao entendimento dos conceitos de distinguibilidade e indistinguibilidade de estruturas.

3.3 — Andlise do Pos-Teste

Ao término do assunto de Analise Combinatoria, os alunos realizaram uma atividade
com consulta ao caderno e individualmente, contendo 6 problemas, alguns com subitens e
adaptacOes retiradas da OBMEP. Essa atividade foi realizada por 28 alunos, com a mesma
turma analisada no inicio do trabalho, durante duas aulas de 50 minutos cada. Apenas 39,29%

da turma obteve nota acima de 5,0.
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Seguem abaixo as questdes resolvidas e comentadas, as solucdes de alguns alunos e
uma anélise gréfica dos resultados.

3.3.1 - 13 .Questdo -(OBMEP/2012) Seis amigos, entre eles Alice e Bernardo, vao jantar em
uma mesa triangular, cujos lados tém 2, 3 e 4 lugares, como na figura. De quantas maneiras
esses amigos podem sentar-se & mesa de modo que Alice e Bernardo fiqguem juntos e em um

mesmo lado da mesa? . ) .
Solucdo: O casal tem seis opcdes de lugares, como eles podem

trocar entre si, temos entdo 2 x 6 = 12 possibilidades de sentar o

casal. Sentando o casal sobram 7 x 6 x 5 x 4 = 840 possibilidades

para sentar as outras 4 pessoas. Assim o total de possibilidades é 12
x 840 = 10.080

FIGURA 48 - QUESTAO OBMEP

A maior dificuldade foi entender o enunciado do problema. Uma duvida de grande
maioria da turma foi entender que Alice e Bernardo sentarem a mesa € diferente de Bernardo
e Alice sentarem a mesa. Outra davida foi: se ordem ndo importa, uso combinacdo? Nesta
questdo alguns alunos acharam que se tratava de uma permutacgdo circular. Seguem abaixo

solucdes de dois alunos.

.'(;'f) s G
( = (6 -1 !
) S | @
3= S A-BvQ A ’
(D= ’L 2. Q) Arorisarned =AY
FIGURA 49 —- ERROS DA 12 QUESTAO
a A ~
L*QUESTAC 12QUESTAO
u CEERTO 'FA’C”-
= ERRADO = MEDIO
m NAP FEZ
50%

FIGURA 50 - GRAFICOS DA 1° QUESTAO


http://matematicaparaoenem.com.br/site/wp-content/uploads/2013/12/arranjo-7.png
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3.3.2 - 22 .Questdo (OBMEP/ADAPTADA/2013) Um hospital tem os seguintes funcionérios:
Sara Dores da Costa: reumatologista
Ina Lemos: pneumologista
Ester Elisa: enfermeira
Ema Thomas: traumatologista
Ana Lisa: psicanalista
Inacio Filho: obstetra
3.3.2A) De guantas maneiras os funcionarios podem fazer uma fila?
Solucéo:
Py = 6! =6.5.4.3.2.1 =720

Alguns alunos raciocinaram corretamente, mas cometeram erros aritméticos; outros
acharam que se tratava de uma permutacéo circular.

Nesta questdo de PFC, 75% da turma conseguiu acerta-la. Foi a questdo com a maior

guantidade de acertos, como podemos observar no grafico abaixo.

Ana Lisa: psicanalista Inécio Filho: obstetra
Inacio Filho: obstetra a) De quantas maneiras os funciondrios podem fazer
a) De quantas maneiras os funcionarios podem fazer uma fila?
uma fila? (Pe) =(c-1)!
3. L
(Pelp= 61 =6,53.2.0%120 2 ‘ .
FIGURA 51 — ERROS DA QUESTAO 2.A
22 QUESTAO- 2A 22 QUESTAO -2A

mFACIL
mCERTO .
= MEDIO
= ERRADO .
~ DIFICIL
NAO FEZ "
mNAO FEZ

FIGURA 52 - GRAFICOS DA QUESTAO 2A

3.3.2B) De quantas maneiras os funcionarios podem se sentar em uma mesa redonda ? Se
todos se mudam para a cadeira da esquerda, a Mesa continua igual?
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Solucéo: Sim, a arrumacgdo na mesa ndo se altera quando todos se mudam para a cadeira da
esquerda.
(PC)g = (6 —1)! = 5! = 5.4.3.2.1 = 120.

Mais de 50% da turma conseguiu acertar a questdo. Cinco alunos deixaram a questéo
em branco; outros raciocinaram corretamente, mas erraram na conclusdo. A maioria da turma
respondeu que a mesa ndo se altera quando todos mudam para a cadeira da esquerda e
entendeu que se tratava de uma permutagéo circular.

b) Do quantas maneiras os funclondrion podem se

sentar am uma mesa redonda 7, Se todos se mudam

b) (PC)w = € Y& ok W 1 e 2,40 parn o cadeirn dt[nquom-, 0 Monsa continue ‘lu
' ! |

FIGURA 53 - ERROS DA QUESTAO 2B

22QUESTAO-2B 22 QUESTAO - 2B
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=NAO FEZ ~
mNAO FEZ

FIGURA 54 — GRAFICOS DA QUESTAO 2B

3.3.2C) E de quantas maneiras os funcionarios podem compor uma comissdo formada por

presidente, vice-presidente e suplente?

Solucao: Para escolha do presidente temos 6 possibilidades, para escolha do vice-presidente
temos 5 possibilidades e para escolha do suplente temos 4 possibilidades. Pelo Principio
Multiplicativo, temos 6 x 5 x 4 = 120 possibilidades.

Alguns alunos ndo perceberam a distinguibilidade entre presidente, vice e suplente e

usaram erradamente combinag&o.
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; \
cm-p)l f
AP 6 ‘ €) E de quantas maneiras os funcionarios podem
Ve - 9% compor uma comissao formada por presidente, vice-
(é = g)! 2 \ presidente e suplente?

(| = O
R - -

J f : 7
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FIGURA 55 - ERROS DA QUESTAO 2C

ZQUESTAO-2C 22 QUESTAO - 2C

mFACIL
u CERTO MEDIO
]
= ERRADO .
~ =DIFICIL
u NAO FEZ N
= NAO FEZ

FIGURA 56 - GRAFICOS DA QUESTAO 2C

3.3.2D) De quantas maneiras distintas podemos escolher trés desses funcionarios?

Solucdo: Para escolhermos a primeira pessoa temos 6 possibilidades, a segunda 5
possibilidades e a terceira 4 possibilidades. Pelo Principio Multiplicativo, temos 6 x 5 x 4 =
120 possibilidades. Porém, a configuragdo Sara, Ina e Ester € a mesma que Ina, Ester e Sara,

ou seja, cada trio se repete 6 vezes. Logo devemos dividir o resultado anterior por 3!. Assim

6X5x4 120 120
= - 20 .
3! 3.2.1 6

ou, equivalentemente,
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3= _6 _ 6 _6543 _120_ .
6 7 (6-3)131 313! 313! 6 '

Alguns alunos erraram essa questdo, por considerarem que a ordem das pessoas era

relevante. Porém, 47% da turma acertou essa questao.

d) De quantas maneiras distintas podemos escolhet @) De gquantas maneiras distintas podemos escolher
trés desses funaonénos ? / - trés desses funcionarios ?

: d /]
‘h f" o ~ . = QoAb D = e e
‘ | ;._,:) : R 2! 4 g

FIGURA 57 — SOLUGAO DOS ALUNOS DA QUESTAO 2D

22QUESTAO-2D 22 QUESTAO - 2D

mFACIL
m CERTO 3§
= MEDIO
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FIGURA 58 — GRAFICOS DA QUESTAO 2D

3.3.2E) De quantas maneiras distintas podemos distribuir 10 bombons serenata de amor entre
eles, de modo que cada um receba no minimo um bombom?

Solucdo: Como os bombons sdo indistinguiveis e as criancas sdo distinguiveis, estamos no
contexto de Combinacdo Completa. Como cada pessoa deve ficar com pelo menos um
bombom, devemos dar um bombom para cada pessoa, sobrando 4 bombons para serem

distribuidos entre as seis pessoas.

Sara + Ina + Ester + Ema + Ana + Inacio = 40
Sara + Ina + Ester + Ema + Ana + Inacio = 4
- L
-1 | | = | = |

Assim o problema se reduz a calcular o nimero de padrfes construidos com 4 bolas e 5

barras, ou seja, temos uma permutacao com repeti¢do de 4 bolas e 5 barras.

45 _ 9!  9x8x7x6x5!

Py —=—""""= 126.
9 4151 4x3x2x1x5!
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Alguns alunos ndo perceberam que se tratava de uma combinagcdo completa e

resolveram por combinacdo simples; outros raciocinaram corretamente mas erraram na

concluséo.
e) De < ; ; Z ~ oo
1()) qua:;a:e rrnane‘gas distintas podemos distribuir ©) Ue quantas maneias distintas podemoX Jistribuir
bomboi ena de amor entre eles, de modo 10 bombons serenata de amor entre eles, de Modo
que cada um receba no minimo um bombom? que cada Um receba na MINIMO UM bombom?

& \

s =

——/—:F’\VP" « r . &
58 vo! _‘/5 or . 7J; & 240 ' ‘01 _ =
Lt 6)! " n ,5‘2;,/ 5,
FIGURA 59 — ERROS NA QUESTAO 2E
22QUESTAO-2E 22 QUESTAO - 2E

mFACIL
m CERTO ,
= MEDIO
= ERRADO .
~ =DIFICIL
=NAO FEZ N
mNAO FEZ

FIGURA 60 — GRAFICOS DA QUESTAO 2E

3.3.3) (OBMEP/2006) Trés casais de namorados vdo sentar-se em um banco de uma praca.
Em quantas ordens diferentes os seis podem sentar-se de modo que cada namorado fique ao

lado de sua namorada?

FIGURA 61 — FIGURA DA 32 QUESTAQ
Solucdo: Para resolvermos esse exercicio, basta aplicar o Principio Multiplicativo: 3 casais,

6 pessoas e 0s casais juntos.
6x1x4x1x2x1=48.Logo, existem 48 formas diferentes de que as seis pessoas possam

se sentar ndo se separando de seu casal.
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Este foi 0 exercicio com o menor percentual de acerto. Boa parte da turma permutou

0s casais, esquecendo de permuta-los entre si.

3) (OBMEP/20086) Trés casais de namora&os 3

AR < PR TeLT S

FIGURA 62 - ERROS DA 3 QUESTAO

32QUESTAO 32 QUESTAO

mFACIL
m CERTO B}
= MEDIO
= ERRADO .
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NAO FEZ .
WA4° Tri

FIGURA 63 —- GRAFICOS DA 32 QUESTAO

3.3.4) Uma urna tem trés bolas brancas , trés bolas pretas e trés bolas vermelhas. Todas as
bolas séo retiradas da urna uma a uma, sem reposic¢do. Determine o numero de sequéncias de

cores que podem ser obtidas ao retirarmos todas as bolas da urna?

Solugéo: Temos um problema de Permutacdo com Repeti¢cdes. Vamos permutar 3 + 3 + 3 =
9 elementos com repeticdo de 3 bolas brancas, 3 bolas pretas e 3 bolas vermelhas. Assim, o

numeros de sequéncias que podem ser formadas é

P333 9!  9x8x7x6x5x4x3!

= = 1.680.
31313! 3lx3x2x1x3x2x1

Alguns alunos ndo perceberam que se tratava de uma permutacdo com repeticdo e 0
trataram como permutacdo simples; outros pensaram corretamente, porém concluiram de
forma errada. Apenas 29% da turma conseguiu acertar essa questao.
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4) Uma uma tem trés bolas brancas . trés bolas 4oPo = FFiccUFez300 p {
:'::tas e t(r,éas bolas vermelhas. Todas as bolas s3o Lol | A ( e\,
radas uma uma a uma, sem reposicao.
Determine o numero de sequencias de cores gue ~) Uma uma tem trés buias brancas tré.
podem ser obtidas ao retirarmos todas as bolas da pretas e trés bolas vermelhas. Todas s
> Pl retiradas da urna uma a yma sem re s o
P4z A3 365 43.2.1), 532:1”;"6 - e asquencias dsosfzoque
©r obtidas ao retj
Par 3£) .350 una? 2V 7 v C,f,i“' armos'to‘_"as as bolas da
eV v F <
oV vl

FIGURA 64 — ERROS DA 42 QUESTAO

42QUESTAO 42 QUESTAO
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FIGURA 65- GRAFICOS DA 42 QUESTAO

3.3.5) (OBMEP/2013/ADAPTADA) Heloisa tem um cubo com faces pintadas de cores
diferentes.

3.3.5A) De guantas maneiras distintas ela pode numerar o cubo com os nimeros de um a seis?
Solugdo: Se um cubo tem as 6 faces pintadas de cores distinguiveis, como ja discutido
anteriormente neste trabalho, o problema se reduz a um problema de permutacdo dos 6
nameros, pois temos 6 numeros para alocarmos na primeira cor, 5 nUmeros para a segunda
cor, 4 para a terceira, e assim por diante, até a Gltima cor com uma Unica opg¢ao. Assim, temos

um total de 6 x5x4x3x2x1=06!=720 configuragdes.

Alguns alunos resolveram o problema por meio de uma permutagdo circular; outros
usaram a permutacao simples, porém erraram no célculo aritmético. Neste problema, 50% da
turma conseguiu acertar a questdo e 5 alunos a deixaram em branco.
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5)(OBMEP/2013/ADAPTADA) Heloisa tem um cubo
com faces pintadas qe cores diferentes. 2‘:8 ?a'g: gm :: ;A:g: LJ' s

a) De quantas maneiras distintas ela pode numerar o |a) De quantas maneiras d-snmame;de numer:
cubo com os numeros de um a seis? Cubo com os nimeros de um a seis? =k

FIGURA 66 — ERROS DA QUESTAO 5A

52QUESTAO-5A 52 QUESTAO - 5A
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FIGURA 67 - GRAFICOS DA QUESTAO 5A

3.3.5B) De quantas maneira ela pode preencher o cubo com os nimeros de um a seis, de

modo que a soma das faces opostas seja sempre sete?

m

FIGURA 68 - CUBO
Solucéo: Como a soma das faces opostas devem somar 7, devemos escolher os seguintes

pares de niUmeros 1 e 6, 2 e 5, e 3 e 4. Para escrever o nimero 1, Heloisa pode escolher uma
dentre seis faces e o nUmero 6 deve ser escrito na face oposta a escolhida, tendo apenas uma
possibilidade. Para escrever o nimero 2, ela pode escolher uma entre as quatro faces restantes
e 0 numero 5 deve ser escrito na face oposta. Finalmente, restam duas faces para escrever o
namero 3, e 0 4 deve ser escrito na face oposta. Assim, Heloisa pode escrever 0s nimeros no

cubode6x1x4x1x2x1=48 maneiras diferentes.

Alguns alunos resolveram o problema, achando que se tratava de uma combinacéao
simples, como se reduzisse a escolher trés pares em seis. Uns usaram arranjo e outros

raciocinaram certo, mas esqueceram que cada par pode ser colocado em 2 posic6es diferentes.
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FIGURA 69 - ERROS DA QUESTAO 5B
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FIGURA 70 - GRAFICOS DA QUESTAO 5B

3.3.6) (OBMEP/2012) Podemos montar paisagens colocando lado a lado, em qualquer ordem,
0s cinco quadros da figura. Trocando a ordem dos quadros uma vez por dia, por quanto

tempo, aproximadamente, € possivel evitar que uma mesma paisagem se repita?

FIGURA 71 - FIGURA DA 62 QUESTAO
Solucgdo: Temos cinco posi¢des distintas para colocarmos quadros também distintos. Na

primeira posi¢do temos 5 escolhas distintas possiveis. Na segunda, temos 4 escolhas
possiveis, e assim por diante. Pelo Principio Multiplicativo, podemos formar 5x4x3x2x1 =
120 paisagens distintas. Como um més tem, aproximadamente 30 dias, podemos mudar a
paisagem por aproximadamente 120 / 30 = 4 meses.

Trata-se de um problema de Permutacdo Simples, que 61% da turma conseguiu
acertar. Esse foi 0 segundo problema com a maior quantidade de acertos. A grande maioria

gue errou pensou corretamente, porém errou quando ndo considerou que o més tem 30 dias.
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FIGURA 73 — GRAFICO DE ACERTOS E ERROS DA 62 QUESTAQO
Analise geral dos acertos e erros dos alunos na atividade da OBMEP
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FIGURA 74 — GRAFICO DOS ACERTO E ERROS DOS PROBLEMAS DA OBMEP

O gréfico abaixo revela a opinido dos alunos sobre cada questdo de acordo com o grau
de dificuldade (facil, média, dificil ou ndo fizeram a questéo).
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FIGURA 75 — GRAFICO DA OPINIAO DOS ALUNOS SOBRE O POS-TESTE

Na resolucdo de problemas da OBMEP foram 11 exercicios, realizados por 28

alunos, totalizando 308 resultados
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PROBLEMAS DA OBMEP

FACIL MEDIO DIFICIL TOTAL
ACERTO 63 39 25 127
ERRO 31 52 50 133
NAO FEZ -- -- -- 48
TOTAL 308

FIGURA 76 — TABELA DE ACERTOS E ERROS DOS PROBLEMAS DA OBMEP

Conduzimos aqui também o teste ndo paramétrico de Qui-Quadrado para os resultados

da tabela de contingéncia dos resultados da tabela anterior, a fim de diagnosticar se ha

independéncia entre a avaliagdo dos alunos das questdes (facil, médio e dificil) e a

performance deles nas questdes (acerto e erro). Ao nivel de significancia de 5%, passamos

agora a rejeitar a hipétese de independéncia dessas categorias, pois o valor da estatistica do

teste foi y. =20,9568 com 2 graus de liberdade e o p-valor é praticamente nulo, ou seja,

menor do que o nivel de significancia estipulado. Assim, estatisticamente, esta etapa nos

indica que a opinido dos alunos sobre as questdes teve influéncia sobre os seus erros e acertos,

0 que poderia nos levar a acreditar que o nivel de conscientizacdo quanto a dificuldade dos

problemas condiciona a performance dos alunos.
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3.4 - Estudo de Casos sobre as atividades de Probabilidade

3.4.1) Numa gaveta temos 3 pares iguais de meias brancas, 2 pares de meias azuis e 1 par de
meia xadrez.

3.4.1.A) De quantas maneiras podemos escolher um par de meias quaisquer?

Solucdo: Na gaveta temos meias brancas, azuis e xadrez e temos que escolher um par, esse é
um caso de combinacgdo completa ou seja, uma permutacao com repeticdo. Assim:

b + a + x
| |

O seja, temos que permutar quatro elementos, sendo duas barras e duas bolas

= 2

2,2 4! 4.3.2!
P4 = — =
212! 2.1.2!

Podemos enumerar as possibilidades que séo (b,b), (a,a), (x,x), (b,a), (b,x) e (a,x).
Todos os alunos que acertaram essa questao resolveram enumerando as possibilidades.

Alguns alunos resolveram usando Arranjo, outros Combinagdo, ou por tentativas
repetiram opcades.

3 LLc2
B AQ) a2l = AR -AA Aot -\,
o) Foaa =
A 1 o
(a) De quantas maneiras podemos ter tipos de pares de ryeyas quaisquer? ‘ j/zd 2 = —(2
A2\, A2} . A L2 = AxX72 >

A9, 2= === T et T T 0 R = 4664
-1 (42 ~od Ao . S &< )
3Z1- ) ' A~ 3 .

(a) De quantas maneiras podemos ter tipos de pares de meias quaisquer?

FIGURA 77 - ERROS NA QUESTAO 1A
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QUESTAO - 1A QUESTAO - 1A
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FIGURA 78 —- GRAFICOS DA QUESTAO 1A

3.4.1.B) Se dois pés de meias sdo retirados sem reposicéo da gaveta, qual a probabilidade de

serem de cores iguais ?
Solucdo: Ja feita e comentada no corpo da dissertacao.

Alunos que erraram a primeira também erraram a segunda. Nessa questdo, 5 alunos
cometeram erro aritmético basico. Boa parte da turma calculou a probabilidade corretamente,

porém nao somou os resultados.

(b)Sedoospésdemeqasséorehmdossemreposuqéodagaveta qualaprobabmdadedesemmde
ooresnguans? . k

o 2 X SR T |
b .St4.34)

— < — - —

;; 14 13 !4 X i S"f;(‘ a

—
o~

(b)Sedo.spésdememsséomhradossanreposn;éodagave&a qual a probabilidade de serem de
cores iguais?

2 = R ) ,L-
Ti"%""%'fﬁ +2.4 - 542-*44“- gmg,b 2t %
: 43131 “ —Mx' //

(b)Sedospésdemsﬁomadosdeagavm qual a probabilidade de serem de
N0~

cores iguais? :£
Brome on A )(Ad,wb— ' ,,,L 3Q +5 .2 .3
O L 3 LAy W2y 3 60 o0 @O 0O
e 50Ys 5Ly as k‘Q”O 59 ‘

(b) Se dois pés de meias sdo retirados sem reposicao d -
cores iguais? p posiéo da gaveta, qual a probabilidade de sarem de

_{:—. B - : , i ( L' ., |l 2 g ,Q ( 9 —L 2 , ‘A.
— = s IS g4 ‘
X R YA A% 2 )< I8 < 66

FIGURA 79 — ERROS DA QUESTAO 1B
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FIGURA 80 - GRAFICOS DA QUESTAO 1B

3.4.2) Langam-se 3 moedas honestas sobre a mesa.

3.4.2.A) Quantos sdo os resultados possiveis deste langamento se as trés moedas séo

idénticas de 25 centavos?

Solucéo: Podemos obter, trés caras, trés coroas, duas caras e uma coroa e duas coroas e uma
cara, isto é, (C,C,C), (K,K,K), (C,C,K),(K,K,C) , temos 4 possibilidades.

Quando jogamos uma moeda temos duas possibilidades C ou K, jogando trés moedas
€ 0 mesmo que resolver a equacdo C + K =3, assim temos um caso de combinacdo completa
Ou seja, uma permutacdo com repeticéo.

C + K =3
| e e ¢ KKK
|« » (CKK
. = I - ({C.C.E)
| (C.C.C)

Temos uma caso de permutacdo com repeticdo, devemos permutar 4 elementos, sendo
3 bolas e uma barra.
4! 4.3! R
P} = — === = 4 possibilidades.
311! 3L1

Muitos alunos erraram essa questdo considerando o espago amostral da probabilidade

de elementos equiprovaveis; outros achando que s6 seriam todos iguais. Nenhum aluno
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percebeu que se trata de uma Combinacdo com Repeticdo. Como a quantidade é pequena foi
possivel enumerar todas as possibilidades.

~ -
f:e )nQuant;m s&o os resultados possiveis deste lancamento se as trés moedas sao idénticas de 25
oe (Cobve) .
B ¥. %) 7

a) Quant i i i
f:e ) Quan ;>s s&0 os resultados possiveis deste lancamento se as trés moedas s#o idénticas de 25
[Baves { Ci&eC

174

e Ko W) T
FIGURA 81 — ERROS NA QUESTAO 2A
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FIGURA 82 — GRAFICOS DA QUESTAOQ 2A

3.4.2.B) E se as trés moedas sdo diferentes de 10, 25 e 50 centavos?

Solucéo: Quando jogamos trés moedas a primeira tem 2 possibilidades (C ou K), a segunda 2
possibilidade e a terceira 2. Assim, pela Proposi¢do 1, Principio Multiplicativo, temos 2 x 2 X
2 = 8 possibilidades.

Essa foi a segunda questdo com a maior quantidade de acertos. Cinco alunos deixaram
a questdo em branco. Muitos alunos resolveram a questdo usando a Proposigéo 1, referente ao
Principio Multiplicativo; e outros enumeraram as possibilidades. Esses alunos, na hora de
enumerar, esqueceram algumas opgdes.
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(b) E se as trés moedas sao diferentes de 10, 25 e 50 centavos?
DO ), (.

-

¢
~7 1 |‘.‘

FIGURA 83 — ERROS DA QUESTAO 2B
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NAO FEZ s
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FIGURA 84 — GRAFICOS DA QUESTAO 2B

3.4.2.C) Construa o espaco amostral para se obter a probabilidade de sair duas caras no
lancamento trés moedas idénticas de 25 centavos e calcule seu valor.

Solucéo: O espaco amostral adequado de elementos equiprovaveis é

U ={(C,C,C),(C,CK),(CK,C),(CKK)(KKK)(KK,C),(K,C,K)(K,C,C)} sendo n(U) = 8.

Seja A o evento de obter duas caras. Assim, A = { (C,C,K),(C,K,C),(K,C,C)}, com n(A) = 3,

portanto temos, P(4) = % = %.

Nessa questdo, alguns construiram o espaco amostral corretamente, mas nao
calcularam a probabilidade. Outros construiram o espagco amostral corretamente, mas na hora
de calcular a probabilidade consideraram o elemento (C,C,C) como favoravel para duas caras.



(c) Construa o espaco amostral para se obter a probabilidade de sair duas caras no langamento de
trés moedas idénticas de 25 centavos e calcule esse valor.

(cixe) (Kca JleKK) (KiK) @ ol o,
fitew JMicekKIEKKee) e R Mo
(b) Construa o espaco amostral para se obter a pro;aabilidade de sair duas caras no langamento de
trés moedas idénticas de 25 centavos e calcule esse valor. Ch iy
,.(i' Q_L)l = poata noun cdua, = C e JONGC Mﬁ : ENTAD
e 4 <aras < ~C_9_P§95v8ﬂ99‘9' g
) el Hre sk 9t
S e Kik 35
- ) sc-0,5 su—d
) S ocoaepDn Ak ]
CCc. € XYy e S
e 1y = A = e
A o S S G—— f“ g
[ S T o SE—— . e
xc o . [ 2 TP ——
FIGURA 85 — ERROS NA QUESTAO 2C
QUESTAO -2C QUESTAO - 2C
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FIGURA 86— GRAFICOS DA QUESTAO 2C

3.4.3) Dois dados séo langados simultaneamente sobre a mesa.
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3.4.3.A) De quantas formas temos resultados para este experimento se 0s dados sdo idénticos?

Solugé@o: Como a ordem n&o importa, podemos enumerar-las, assim temos 21 possibilidades,

sdo elas,

((1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5), (1,6)
(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6)
(3,3),(3,4),(3,5),(3,6)
(4,4), (4,5), (4,6)
(5,5),(5,6)

\ (6,6) /

Outra solucéo, suponha que cada face do dado seja representada por 1 = X1, 2 = X2, 3 =
X3, 4=X4, 5 = X5 € 6 = X5, COMO Vamos jogar dois dados idénticos, o total de possibilidades é

resolver a seguinte equacéo,
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+ + + + + =
X, X, X, X, X x=2

I ® I I I ® representando o par (3.,6)
L
I I I . I representando o par (5,9)
g I I . I I representando o par (1,4)

Assim temos uma permutacdo com repeticdo de 7 elementos com cinco barras e duas
bolas,

s2 /! 7x6x5!
7 5121 512x1

=7x3 = 21.

Nessa questdo muitos alunos usaram como resposta o espaco amostral do experimento,
ndo consideraram a indistinguibilidade entre os pares, ou seja (1, 2) = (2, 1). Uns usaram
Arranjo e outros Combinagéo.

(@) De quantas formas temos resultados para &ste expenmemo se os dados sao n:?ém 4

6-6 =3 A,2{12,M3] \64 s 3 4'._55\54:
ZA Q-L"“a%}. : \ X ) 63b4sl65|66

6 A \ax
(a) De quantas formas temos resultados para este expermento se os dados sao idénticos?

3 pamsai Lo !'_r\n‘/.

(a) De quantas formas temos resultados para este expenmento se os dados sao idénticos?

e dan . c’ ~1 - GrS it
& e ’ oo | —— —— — = =
— = > = I £
>) A el | il
(a) De quantas formas temos resultados para este expenmemo se OS dad/os sao ldéntloos'7 ;
g o= A2\ s AZL = 42 HL {on - gz ec
2‘ /47_ ,"1 : A ,l/,/ /.7: !

FIGURA 87 - ERROS NA QUESTAO 3A

QUESTAO -3A QUESTAO - 3A

mFACIL
m CERTO ,
= MEDIO
® ERRADO .
~ = DIFICIL
= NAO FEZ ~
mNAO FEZ

FIGURA 88 — GRAFICOS DA QUESTAO 3A
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3.4.3.B) E se forem de cores diferentes?

Solucéo: Nesse caso temos que considerar os pares distinguiveis, por exemplo, o par (1, 2)
diferente do par (2, 1). Logo o espaco amostral sera n(U) = 36 possibilidades.

((1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5), (1,6)Y
(2,1),(2,2),(2,3),(24),(2,5),(2,6)
U= (3,1),(3,2),(3,3),(34),(3,5),(3,6) >
(41),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6)

(51),(52),(53),(54),(55),(56)
\(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)/

Muitos alunos acertaram essa questdo e apenas cinco alunos a deixaram em branco
Alguns alunos erraram essa questéo, pois a questdo anterior os induziu ao erro. Outros alunos
foram sagazes e usaram a questdo anterior para resolver corretamente a questdo. Alguns

alunos enumeraram as possibilidades e outros utilizaram a Proposicéo 1 referente ao Principio
Multiplicativo.

(b) E se eles forem de cores diferentes?

2= 8,
(b) E se eles forem de cores diferentes? :
a1 .2.:4% e
Y Rk-6:-7%6,

D) E S2 eies 1orsm Oecores drrerentes? - ~RPIEAF
AN ABC A DD (AN, S | A, 4P 1A 58\ 14 68 YBrae | | 5 p28)5A 3B)5AB5A’
AN AD ,.ﬁ )1 “I\ ﬁp) ;~./vf> ahA ,,L). ‘e B 3 A
BA‘NP 3 M ‘JH ;L 3 SA G \’,Is .)e ' . o A 2R (SRR
AT SRt (AN L ET T A\ BAG

BRI L £ (6“'\)(‘) 5 AR

FIGURA 89 - ERRO E ACERTO NA QUESTAO 3B
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FIGURA 90 - GRAFICOS DA QUESTAO 3B
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3.4.3.C) Construa o espaco amostral desse experimento para se obter a probabilidade de soma
7 em dois dados e calcule esse valor?
Solucéo: O espaco amostral € 0 mesmo da questdo anterior, cuja cardinalidade é n(U) = 36,
pois, em probabilidade, mesmo que os dados sejam iguais devemos considera-los como
distinguiveis, se desejarmos um espaco amostral de elementos equiprovaveis.
Seja A 0 evento obter soma dos pontos igual a 7. Assim, temos
A={(1,6), (6,1), (2,5), (5,2), (3,4), (4,3)}, com n(A) = 6. Portanto, temos

n _ 6 _1

P(4) = n(U) 36 6

Pelo fato do enunciado caracterizar os dois dados como idénticos e como o item 1A
requeria os resultados para esse experimento com os dados idénticos, os alunos foram levados

ao erro, esquecendo que, para o calculo da probabilidade, devem considerar os dados como
distinguiveis.

(b) Construa o espago amostral desse experimento para se obter a probabilidade de soma 7 em dois
dados idénticos e calcule esse valor. 10 |7

{QJ:L 2 ﬁ“’.if e | -’L% i, (W~/ﬂa§'50) 3-9_._0,1.1

;4 O, 43

¥_ 4 00
(e pen- L1 A
gy

(c) Construa o espago amostral desse experimento para se obter a probabilidade de soma 7 em dois
dados idénticos e calcule esse valor.

1+6) (2¥) (443 )= 173 ;

) -

FIGURA 91 — ERROS DA QUESTAO 3C

QUESTAO -3C QUESTAO -3C
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FIGURA 92 — GRAFICOS DA QUESTAO 3C
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Analise geral dos acertos e erros dos alunos nos problemas sobre probabilidade.

22
25 o 20
20 - . 5 17 15 17
15 - 1 m CERTO
1 ERRADO
10 5 s u )
5 | = NAO FEZ
0 T T T T T T T 1
\d Q b > ¢ o N v
NP N A L LR T R
ég?* égY' %QY" égY' %&Y' ci}?’ %&Y' G:)QY'
3 SO A A S
& & & &S

FIGURA 93 - TABELA DE ACERTOS E ERROS DAS QUESTOES DE PROBABILIDADE

O grafico abaixo mostra a opinido dos alunos sobre cada questdo de acordo com o

grau de dificuldade (facil, média, dificil ou ndo fizeram).

19
20 7 o
18 15
16 - T 1a 1a 14
14 - et oy 12
12 - 0 - )
10 - 5 . 8~ 8 . = FACIL
8 6 ) = MEDIO
z21 - = DIFICIL
O ] T T T T T T T 1 . NAO FEZ
\a¢ Q had D © o > <
ao‘/\ ao"\ eoﬁ’ aoﬂl eoﬁ’ aQ’ »O:b 40?)
N A A A A AP AP N\ o
‘5‘) 0‘53 QQ?‘) \§5° Q‘O% ,\5@% 0‘50 0@%
> Q Q Q& Q S Q S
FIGURA 94 - GRAFICO DA AVALIA(;AO DOS ALUNOS NOS PROBLEMAS DE PROBABILIDADE
Os 8 problemas de probabilidade foram realizados por 28 alunos, totalizando 308
resultados.
PROBLEMAS DE PROBABILIDADE
FACIL MEDIO DIFICIL TOTAL
ACERTO 38 46 10 94
ERRO 38 44 15 97
NAO FEZ -- -- -- 33
TOTAL 224

FIGURA 95- TABELA DOS PROBLEMAS DE PROBABILIDADE
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Conduzindo, para os dados tabelados acima, o teste ndo paramétrico de Qui-Quadrado,
a fim de diagnosticar se h& independéncia entre a avaliacdo dos alunos das questdes (facil,

médio e dificil) e a performance deles nas questBes (acerto e erro), obtivemos a estatistica do

teste x> =0,9972 com 2 graus de liberdade e o p-valor 0,6073, ou seja, maior do que o nivel

de significancia de 5%. Assim, estatisticamente, para este grupo, o teste indica uma

independéncia entre a opinido dos alunos sobre as questdes e 0S Seus erros e acertos.

Vemos a partir do estudo que no contexto de Probabilidade os desafios pedagogicos
sdo ainda maiores para o aluno e o professor, pois aliado as dificuldades cognitivas de
entendimento da matematizacdo do acaso, junta-se a relativizagdo do conceito de

distinguibilidade/indistinguibilidade na construcdo de espagos amostrais convenientes.
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Capitulo 4

Conclusao e Consideracoes Finais

Este trabalho teve como intengdo inicial problematizar os conceitos de
distinguibilidade e indistinguibilidade em Analise Combinatéria e Probabilidade para um
reconhecimento tanto do professor quanto do aluno dos obstaculos epistemoldgicos ao ensino
e aprendizagem dessas duas searas da Matematica, consideradas por muitos como as mais

delicadas do Ensino Basico.

Para sanar essas lacunas, faz-se necessario estimular o raciocinio, a criatividade e a
descoberta dos alunos para torna-los mais autbnomos e confiantes na busca de heuristicas para
solucdo de problemas. A aplicacdo de problemas, como um pré-teste, se mostrou em nosso
estudo de caso como uma forma de elicitar o assunto e auxiliar o resgate do pensar
matematico, indo além de conceitos e formulas. Tais problemas, contendo o mesmo
enunciado com proposi¢des variadas, buscam levar os alunos, mesmo ndo tendo nenhum

conhecimento combinatério, a resolvé-los.

O resultado é surpreendente, pois variando a distinguibilidade e indistinguibilidade de
alguns atributos - ordem, cor, numeragdo e outros -, o problema muda a sua estrutura e
oferece desafios diferentes para a solugdo, como feito no pré-teste aplicado ao problema das
bandeiras, no qual os alunos, mesmo sem conhecimento prévio, trabalharam com os topicos
preestabelecidos - principio multiplicativo, arranjo, permutacdo, combinacdo simples e
completa - sem o uso de formulas, apenas enumerando os elementos. Posteriormente a essa
acdo, foi explicado a eles cada tépico do ensino da Analise Combinatéria, trabalhando-os,

inicialmente, sem a preocupacdo com o uso das formulas e, mais tarde, empregando-as.

A aplicacgdo desse pré-teste foi de fundamental importancia para o desenvolvimento da
Anélise Combinatoria e da Probabilidade em sala de aula. Na Analise Combinatoria, ao
apresentar, por exemplo, o principio multiplicativo, os alunos espontaneamente o0 associaram
aos problemas das bandeiras. J& na introducdo do conceito da Probabilidade, mostrando aos

alunos a importancia da distinguibilidade, enfatizou-se que, mesmo o0s elementos sendo
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indistinguiveis, deve-se considerd-los diferentes para uma boa construcdo do modelo de

probabilidade.

Ao término do conteudo, foi aplicado um pds-teste, a fim de se analisar o desempenho
dos alunos, que de modo geral mostrou-se satisfatorio.

Através da aplicacdo de problemas que fazem contrapontos entre a Analise
Combinatoria e a Probabilidade, espera-se que os alunos percebam a importancia e a
delicadeza desses conceitos na solugcdo dos problemas, potencializando assim o ensino-
aprendizagem desses dois temas relevantes para um mundo imerso em incerteza como 0

NOSSO.

Espera-se que a dissertacdo possa contribuir aos professores e alunos para um melhor
tratamento dessas duas areas da Matematica e que as questdes postas aqui possam gerar outras

desdobramentos de pesquisa futura na Educacdo Matematica.
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ANEXO 1 - Pré-Teste de Analise Combinatéria — 12 Etapa

Nome:

PRE-TESTE DE ANALISE COMBINATORIA

turma: ____ data: _ /08/17

1° CASO

As 3 bandeiras sd3o nas cores
vermelha, preta e branca, ou seja,
sdo diferentes.

Os 2 mastros tém cores diferentes, ou
seja, sdo diferentes.

A ordem das bandeiras nos mastros
néo importa.

Mastros podem ficar vazios.

M, M,

2° CASO

As 3 bandeiras sdo nas cores
vermelha, preta e branca, ou seja,
sao diferentes

Os 2 mastros tém cores diferentes, ou
seja, sao diferentes

A ordem das bandeiras nos mastros
nao importa

Os mastros ndo podem ficar vazios

M, M.

Descreva e calcule o nimero de formas de se alocar 3 bandeiras em 2 mastros em
cada caso descrito abaixo

3°CASO

As 3 bandeiras s30 nas cores
vermelha, preta e branca, ou seja,
sao diferentes

Os 2 mastros tém a mesma cor, isto
€, sdo iguais

A ordem das bandeiras nos mastios

‘n&o importa

Mastros podem ficar vazios

M M.

4° CASO

As 3 bandeiras sdo nas cores
vermelha, preta e branca, ou seja,
sao diferentes

Os 2 mastros tém a mesma cor, ou
seja, s&o iguais

A ordem das bandeiras nos mastros
nao importa

Os mastros ndao podem ficar vazios

M, M,
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5° CASO

As 3 bandeiras tém a mesma cor, isto &,
s&o iguais

Os 2 mastros tém cores diferentes, isto
€, sdo diferentes

A ordem das bandeiras nos mastros
nao importa

Mastros podem ficar vazios

M, M,

6° CASO

As 3 bandeiras tém a mesma cor, isto &,
s&o iguais

Os 2 mastros tém cores diferentes, isto
é, sdo diferentes

A ordem das bandeiras nos mastros
nao importa

Os mastros ndo podem ficar vazios

M; M.

7° CASO

As 3 bandeiras tém a mesma cor, isto &,
sao iguais

Os 2 mastros tém a mesma cor, ou
seja, sdo iguais

A ordem das bandeiras nos mastros
n&o importa

Mastros podem ficar vazios

M1 Mz

8° CASO

As 3 bandeiras tém a mesma cor, isto &,
sao iguais

Os 2 mastros tém a mesma cor, ou
seja, sao iguais

A ordem das bandeiras nos mastros
nao importa

Os mastros ndo podem ficar vazios

M, M,
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ANEXO 2 — Questiondrio sobre o Pré-Teste de Analise Combinatéria

GOVERNO DO

Riode Janeiro

©

| SECRETARIADE ESTADO OF EDUCACAD
i,

ALUNO:

COLEGIO ESTADUAL DUQUE DE CAXIAS

PROF “ VANIA CARMELA

Oataz ___ /[ __ [ .

1. Vocé considera esse tipo de exercicio
importante para saber a utiliza¢do da matéria
no dia a dia?

( )Sim ( )Niao

2. Vocé gostou dessa atividade de
matematica?

( )Sim ( )Nao

3. Classifique o 1° caso da lista de atividades:
() Facil — Cheguei a uma resposta, sem
problema.

() Médio — Cheguei a uma resposta com um
pouco de dificuldade.

() Dificil — Nao seria possivel chegar a uma
resposta sem a interveng@o do professor.

() —Nao conseguiu fazer

4. Classifique o 2° caso da lista de

atividades:

() Facil — Cheguei a uma resposta, sem
problema.

() Médio — Cheguei a uma resposta com um
pouco de dificuldade.

() Dificil — Néo seria possivel chegar a uma
resposta sem a intervengdo do professor.

() — Nao conseguiu fazer

5. Classifique o 3° caso da lista de
atividades:
() Facil — Cheguei a uma resposta, sem

problema.
() Médio — Cheguei a uma resposta com um
pouco de dificuldade.

() Dificil — Nao seria possivel chegar a uma
resposta sem a intervengdo do professor.
() —Nao conseguiu fazer

QUESTIONARIO SOBRE O PRE-TESTE DE ANALISE COMBINATORIA

6. Classifique 0 4° caso da lista de
atividades:

() Facil — Cheguei a uma resposta, sem
problema.

() Médio — Cheguei a uma resposta com um
pouco de dificuldade.

() Dificil — Nao seria possivel chegar a uma
resposta sem a intervengdo do professor.

() —Nao conseguiu fazer

7. Classifique o 5° caso da lista de

atividades:

() Facil — Cheguei a uma resposta, sem
problema.

() Médio — Cheguei a uma resposta com um
pouco de dificuldade.

() Dificil — N3o seria possivel chegar a uma
resposta sem a interveng@o do professor.

() —Nao conseguiu fazer

8. Classifique o 6° caso da lista de
atividades:

() Facil — Cheguei a uma resposta, sem
problema.

() Médio — Cheguei a uma resposta com um
pouco de dificuldade.

() Dificil — Nao seria possivel chegar a uma
resposta sem a interveng@o do professor.

() —Nao conseguiu fazer

9. Classifique o 7° caso da lista de
atividades:

() Facil — Cheguei a uma resposta sem
problema.

() Médio — Cheguei a uma resposta com um
pouco de dificuldade.

() Dificil — Nao seria possivel chegar a uma
resposta sem a interveng@o do professor.

() —Nao conseguiu fazer



10. Classifique o 8° caso da lista de
atividades:

() Facil — Cheguei a uma resposta sem
problema.

() Médio — Cheguei a uma resposta com um
pouco de dificuidade.

() Dificil — Nao seria possivel chegar a uma
resposta sem a intervengdo do professor.

() —Nao consegui fazer

11. Os colcgas dc turma apicscntaram
interesse pelo processo ensino
aprendizagem?

( )Sim ( ) Nao

12. O nivel de preparo da turma ¢ adequado
para os niveis das questdes trabalhadas nessa
atividade?

( ) Sim ( )Nao

13. Qual foi a sua maior dificuldade?(marque
apenas uma op¢ao)

() Entender o enunciado

() Entender o que esta sendo pedido

() Entender a diferenga entre bandeiras
iguais e diferentes

() Entender a diferenga entre mastros iguais
¢ diferentes

14. Dé uma nota geral entre 0 (zero) e 10
(dez) para sua aprendizagem na matéria dada.

()b )z )B ¥ ()P

() ()7 () ()Y ()Io

106
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ANEXO 3 - Pré-Teste de Analise Combinatoria — 22 Etapa

Nome:

turma: data: _ /08/17

Descreva e calcule o nimero de formas de se alocar 3 bandeiras em 2 mastros em

cada caso descrito abaixo.

9° CASO

As 3 bandeiras sdo nas cores vermelha,
preta e branca, ou seja, sdo diferentes.
Os 2 mastros tém cores diferentes, ou
seja, sdo diferentes.

A ordem das bandeiras nos mastros ¢
importante.

Mastros podem ficar vazios.

M, M,

10° CASO

As 3 bandeiras s30 nas cores vermeiha,
preta e branca, ou seja, sio diferentes
Os 2 mastros tém cores diferentes, ou
seja, sdo diferentes

A ordem das bandeiras nos mastros €
importante

Os mastros néo podem ficar vazios

M, M,

11° CASO

As 3 bandeiras sdo nas cores vermelha,
preta e branca, ou seja, sdo diferentes
Os 2 mastros tém a mesma cor, isto é,
sdo iguais

A ordem das bandeiras nos mastros ¢
importante

Mastros podem ficar vazios

M, M,

12° CASO

As 3 bandeiras sdo nas cores vermeiha,
preta e branca, ou seja, sdo diferentes
Os 2 mastros t€ém a mesma cor, ou seja,
sdo iguais .

A ordem das bandeiras nos mastros é
importante

Os mastros ndo podem ficar vazios

M, M,
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ANEXO 4 — Questionério sobre a 22 Etapa

Questionario sobre a 2* Etapa

1.Classifique 0 9° caso da lista de atividades:

() Facil — Cheguei a uma resposta, sem problema.

() Médio — Cheguei a uma resposta com um pouco de dificuldade.

() Dificil — Nao seria possivel chegar a uma resposta sem a intervengio do professor.

() Nao conseguiu fazer

2.Classifique o 10° caso da lista de atividades:

() Facil — Cheguei a uma resposta, sem problema.

() Médio — Cheguei a uma resposta com um pouco de dificuldade.

() Dificil — Nao seria possivel chegar a uma resposta sem a intervengdo do professor.

() Nao conseguiu fazer

3. Classifique o 11° caso da lista de atividades:

() Facil — Cheguei a uma resposta, sem problema.

() Médio — Cheguei a uma resposta com um pouco de dificuldade.

() Dificil — Nao seria possivel chegar a uma resposta sem a interveng@o do professor.

() Néo conseguiu fazer

4 Classifique o 12° caso da lista de atividades:

() Facil — Cheguei a uma resposta, sem problema.

() Médio — Cheguei a uma resposta com um pouco de dificuldade.

() Dificil — Néo seria possivel chegar a uma resposta sem a interveng@o do professor.

() Nio conseguiu fazer
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ANEXO 5 — Pés-Teste de Anédlise Combinatoria

( »
I {@ GOVERNO DO
3 .

SECRETARIA DE ESTADO DE EDUCACAD

Riode Janeiro

ALUNO:

COLEGIO ESTADUAL DUQUE DE CAXIAS

PROF *: VANIA CARMELA

Data: / / Turmas:

n®

| AVALIACAO DE MATEMATICA

g P

1‘ ODME)P/ZG}Z) DClb auugua Ciiuc cnca
Alice e Bernardo, vao jantar em uma mesa
triangular, cujos lados tém 2, 3 e 4 lugares,
como na figura.

De quantas maneiras esses amigos podem
sentar-se€  a modo que Alice ¢
Bernardo fiquem juntos € em um mesmo lado
da mesa?

T PN
HiLda uv

2) (OBMEP/ADAPTADA/2013) Um hospital
tem os seguintes funciondrios:

Sara Dores da Costa: reumaiologisia

Ind Lemos: pneumologista

Ester Elisa: enfermeira

Ema Thomas: traumatologista

Ana Lisa: psicanalista

Indcio Filho: obstetra

a) De quantas maneiras os funcionarios
podem fazer uma fila?

b) De quantas maneiras os funcionarios
podem se seniar em uma mesa redonda 7, Se
todos se mudam para a cadeira da esquerda, a
Mesa continua igual

¢) E de quantas maneiras os funcionarios
podem compor uma comissdo formada por
presidente, vice-presidente e suplente?

d) De quantas maneiras distintas podemos
escolher trés desses funcionarios ?

e) De quantas maneiras distintas podemos
distribuir 10 bombons serenata de amor entr
eles, de modo que cada um receba no minimo
um bombom?

3) (OBMEP/2006) Trés casais de namorados
vao sentar se em um banco de uma praga em
quantas ordens diferentes os seis podem
sentar se de modo que cada namorado fique
ao lado de sua namorada?

R | BRI
. N

4) Uma urna tem trés bolas brancas , trés

Ulias picias © L0Gas as

480 halac vormiallha
OS5 001a5 VOIiciias.

bolas sdo retiradas da urna uma a uma, sem
reposicdo. Determine o numero de sequencias
de cores que podem ser obtidas ao retirarmos
todas as bolas da urna?

5 OBMEP/2013/ADAPTADA) Heloisa tem
um cubo com faces pintadas de cores
diferentes.

a) De quantas maneiras distintas ela pode
numerar 0 cubo com os nimeros de um a
seis?

b) De quantas maneira ela pode preencher o
cubo com o0s numeros de um a seis, de modo
que a soma das faces opostas seja sempre
sete?

6) (OBMEP/20i2) Podemos  montar
paisagens colocando lado a lado, em qualquer
ordem, os cinco quadros da figura. Trocando

quanto tempo, aproximadamente possrv e{
evitar que uma mesma palsagem se repita?

] Ty

,,Q.,I'«‘Tj = prr «L_L/ \\1 # / \,4’
b) um mes ¢) dois meses
€) seis meses

a) uma semana
d) quatro meses
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ANEXO 6 — Questiondrio sobre o Pos-Teste de Analise Combinatoria

GOVERNO DO

©

Riode Janeiro

ALUND:_

PROF “ VANIA CARMELA

COLEGIO ESTADUAL DUQUE DE CAXIAS

Osga: . Ff ]

Turma:

n*

i SECRETARIA DE ESTADO OE EDUCACAD

QUESTIONARIO SOBRE O POS-TESTE DE ANALISE COMBINATORIA

1. Vocé considera esse tipo de exercicio
importante para saber a utilizagdo da matéria
no dia a dia?

( ) Sim ( )Ndo

2. Vocé gostou dessa atividade de
matematica?

() Sim ( )Nido

3. Classifique o 1°questdo da lista como:

() Facil — Cheguei a uma resposta, sem
problema.

() Médio — Cheguei a uma resposta com um
pouco de dificuldade.

() Dificil — Cheguei a uma resposta com
muita dificuldade.

( ) — Nao conseguiu fazer

4. Classifique o 2°questdo da lista como.
() Facil — Cheguei a uma resposta, sem

problema.
() Médio — Cheguei a uma resposta com um
pouco de dificuldade.

() Dificil — Cheguei a uma resposta com
muita dificuldade..
() —Nao conseguiu fazer

5. Classifique o 2°/A questdo da lista como.
() Facil — Cheguei a uma resposta, sem
problema.

() Médio — Cheguei a uma resposta com um
pouco de dificuldade.

() Dificil — Cheguei a uma resposta com
muita dificuldade..

() —Ndo conseguiu fazer

6. Classifique o 2°/B questdo da lista como.
() Facil — Cheguei a uma resposta, sem
problema.

() Médio — Cheguei a uma resposta com um
pouco de dificuldade.

() Dificil — Cheguei a uma resposta com
muita dificuldade..

() —Nao conseguiu fazer

7. Classifique o 2°/C caso da lista como:

() Facil — Cheguei a uma resposta, sem
problema.

() Médio — Cheguei a uma resposta com um
pouco de dificuldade.

() Dificil — Cheguei a uma resposta com
muita dificuldade.

() —Nao conseguiu fazer

8. Classifique o 2°/D questdo da lista como:
() Facil — Cheguei a uma resposta, sem
problema.

() Médio — Cheguei a uma resposta com um
pouco de dificuldade.

() Dificil — Cheguei a uma resposta com
muita dificuldade.

() —Nao conseguiu fazer

9. Classifique o 2°/E questio da lista como:
() Facil — Cheguei a uma resposta sem
problema.

() Médio — Cheguei a uma resposta com um
pouco de dificuldade.

( ) Dificil — Cheguei a uma resposta com
muita dificuldade..

() —Nao conseguiu fazer



10. Classifique o 3° questdo da lista como:
() Facil — Cheguei a uma resposta sem
problema.

() Médio — Cheguei a uma resposta com um
pouco de dificuldade.

() Dificil —. Cheguei a uma resposta com
muita dificuldade.

() —Nao conseguiu fazer

11. Classifique o 4° questdo da lista como:
() Facil — Cheguei a uma resposta sem
problema.

() Médio — Cheguei a uma resposta com um
pouco de dificuldade.

() Dificil —. Cheguei a uma resposta com
muita dificuldade.

() —Nao conseguiu fazer

12. . Classifique o 5°/A questdo da lista
como:

() Facil — Cheguei a uma resposta sem
problema.

() Médio — Cheguei a uma resposta com um
pouco de dificuldade.

( ) Dificil —. Cheguei a uma resposta com
muita dificuldade.

() —Nao conseguiu fazer .

13. . Classifique o 5°/B questdo da lista
como:

() Facil — Cheguei a uma resposta sem
problema.

() Médio — Cheguei a uma resposta com um
pouco de dificuldade.

() Dificil —. Cheguei a uma resposta com
muita dificuldade.

() —Nao conseguiu fazer

111

14. . Classifique o 6° questdo da lista como:
() Facil — Cheguei a uma resposta sem
problema.

() Médio — Cheguei a uma resposta com um
pouco de dificuldade.

( ) Dificil —. Cheguei a uma resposta com
muita dificuldade.

() —Nao conseguiu fazer

15. Os colegas de turma apresentaram
interesse pelo processo ensino
aprendizagem?

( )Sim ( )Nao

16. O nivel de preparo da turma € adequado
para os niveis das questdes trabalhadas nessa
atividade?

( )Sim ( )Niao

17. Qual foi a sua maior dificuldade?(marque
apenas uma opgao)

() Entender o enunciado

() Entender o que esta sendo pedido

() Interpretar o problema

() Saber se € PFC, ou arranjo, ou
permutagdo ou combinagado

18. D& uma nota geral entre 0 (zero) e 10
(dez) para sua aprendizagem na matéria dada.

() 2 ()» B (»

() ()7 ()X ()»¥ ()Io
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ANEXO 7 — Problemas de Anélise Combinatdria e Probabilidade

Riode Janeiro

l (@ iveano 56 COLEGIO ESTADUAL DUQUE DE CAXIAS

PROF* VANIACARMELA Data:___ / _ / _Turma:

T, T 2
SECRETARIA DE ESTADC DE EDUCACAO ALUNO: ne

AVALIAGCAO DE MATEMATICA i .

Nos exercicios abaixo analise se sfio sobre Analise Combinatéria ou de probabilidade e
resolva-os

1) Numa gaveta temos 3 pares iguais de meias brancas, 2 pares de meias azuis e 1 par de
meia xadrez.
A) De quantas maneiras podemos escolher um par de meias quaisquer?

B) Se dois pés de meias sdo retirados sem reposigdo da gaveta, qual a probabilidade de serem
de cores iguais ?

2) Langam-se 3 moedas honestas de 25 centavos.

A) Quantos sdo os resultados possiveis para os trés langamentos?

B) Construa o espago amostral desse experimento.

C) Deseja-se calcular a probabilidade de sair duas caras nesses trés langamentos

3) Dois dados idénticos foram langados simultaneamente.

A) Qual o niimero de resultados para este experimento?

B) qual o espago amostral desse experimento?

C) Qual a probabilidade de se obter soma 7 nesses dois dados?
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ANEXO 8 — Questionério sobre Analise Combinatéria e Probabilidade

{@ GOVERNO DO : COLEGIO ESTADUAL DUQUE DE CAXIAS
" Riode Janeiro i

R PROF> VANIACARMELA Data:____/ /___  Turma:___
SECRETARIADE ESTADODE EDUCAC]SO ALUNO: n®
AVALIACAO DE MATEMATICA

QUESTIONARIO SOBRE PROBABIL,

IDADE E ANALISE COMBINATORIA

1. Vocé consegui ver a diferenca entre
Analise Combinatoria e Probabilidade ?
() Sim ( )Nao

2. Classifique o (1A) questdo da lista como:
() Facil — Cheguei a uma resposta, sem
problema.

() Médio — Cheguei a uma resposta com um
pouco de dificuldade.

() Dificil — Cheguei a uma resposta com
muita dificuldade.

() —Nao conseguiu fazer

3. Classifique o (1B) questdo da lista como.
() Facil — Cheguei a uma resposta, sem

problema.
() Médio — Cheguei a uma resposta com um
pouco de dificuldade.

() Dificil — Cheguei a uma resposta com
muita dificuldade..
() —Nao conseguiu fazer

4. Classifique o (2A) questdo da lista como.
() Facil — Cheguei a uma resposta, sem
problema. _

() Médio — Cheguei a uma resposta com um
pouco de dificuldade.

() Dificil — Cheguei a uma resposta com
muita dificuldade..

() —Nao conseguiu fazer

5. Classifique o (2B) questdo da lista como.
() Facil — Cheguei a uma resposta, sem
problema.

() Médio — Cheguei a uma resposta com um
pouco de dificuldade.

() Dificil — Cheguei a uma resposta com
muita dificuldade..

() — Néo conseguiu fazer

6. Classifique o (2°C) caso da lista como:

() Facil — Cheguei a uma resposta, sem
problema.

() Médio — Cheguei a uma resposta com um
pouco de dificuldade.

() Dificil — Cheguei a uma resposta com
muita dificuldade.

() —Néo conseguiu fazer

7. Classifique o (3A) questdo da lista como:
() Facil — Cheguei a uma resposta, sem
problema.

() Médio — Cheguei a uma resposta com um
pouco de dificuldade.

() Dificil — Cheguei a uma resposta com
muita dificuldade.

() —Na&o conseguiu fazer

8. Classifique o (3B) questio da lista como:
() Facil — Cheguei a uma resposta sem
problema.

() Médio — Cheguei a uma resposta com um
pouco de dificuldade.

() Dificil — Cheguei a uma resposta com
muita dificuldade..

() —Naéo conseguiu fazer

9. Classifique o (3C) questdo da lista como:
() Fécil — Cheguei a uma resposta sem
problema.

() Médio — Cheguei a uma resposta com um
pouco de dificuldade.

() Dificil —. Cheguei a uma resposta com
muita dificuldade.

() —Nao conseguiu fazer
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