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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo estudar um objeto matematico ainda
pouco conhecido: as fragoes continuas. Apesar de muito pouco estudadas,
tanto no Ensino Béasico como no Ensino Superior, as fracoes continuas apre-
sentam uma vasta aplicabilidade nas mais diversas areas: fisica, astronomia,
musica e variados problemas de Matematica Pura e Ciéncias Aplicadas. Além
disso, no Ensino Fundamental, as fragoes continuas podem ser utilizadas para
explorar um tema com o qual os alunos, frequentemente, apresentam dificul-
dade: os numeros irracionais. No entanto, ha de se destacar um fato pri-
mordial: nem toda fracao continua representa um niumero real. Posto isto,
este trabalho tem foco no estudo de um ponto especifico: as condicoes de
convergencia de uma fracao continua. Apresentamos dois teoremas princi-
pais a este respeito. O primeiro fornece uma condicao necessaria e suficiente
para a convergencia de uma fracao continua simples. O segundo, trata da
convergéncia de uma fracao continua qualquer e é um teorema que foi desen-
volvido pelo matemaético italiano Salvatore Pincherle. Pincherle, que nasceu
na cidade de Trieste (Itdlia) e viveu entre os anos de 1853 e 1936, passou a
infancia na cidade de Marselha (Franga), mas concentrou sua vida académica
nas Universidades de Pisa, Berlim e Bolonha, tendo deixado seu maior legado
na area de Analise Funcional. No teorema de Pincherle apresentado neste
trabalho, veremos que a convergéncia de uma fracao continua esta direta-
mente ligada a existéncia de uma solucao minimal da recorréncia associada a
fragao. Além disso, o teorema fornece ainda uma equacao que estabelece de
forma explicita a relacao entre a solugao minimal e as sequéncias de termos
que formam a fracao continua, o que permite determinar o limite da fracao
em caso de convergencia.

Palavras-chave: Fracoes continuas, convergéncia de fragoes continuas,
Teorema de Pincherle, Convergentes.



ABSTRACT

This present work aims to study a mathematical object yet barely known:
the continued fractions. Despite of being very few studied, in High School
as well as in College, the continued fractions present an wide applicability
in many different areas: physics, astronomy, music and diverse problems in
Pure Mathematics and Applied Sciences. Besides, in Elementary School, the
continued fractions can be used to explore a subject with which the students,
often, have difficulty: the irrational numbers. However, we must point out
a crucial fact: not every continued fraction represents a real number. The-
refore, this work has focus in the study of a specific issue: the conditions of
convergence of a continued fraction. We present two principal theorems in
this respect. The first one provides a necessary and sufficient condition for
the convergence of a simple continued fraction. The second one considers the
convergence of any continued fraction and it is a theorem that was develo-
ped by the italian mathematician Salvatore Pincherle. Pincherle, who was
born in the city of Trieste (Italy) and lived between the years of 1853 and
1936, spend childhood in the city of Marseille (France), but concentrated
his academic life in the Universities of Pisa, Berlin and Bologna, having left
his greatest legacy in the field of Functional Analysis. In Pincherle’s Theo-
rem presented in this thesis we will see that the convergence of a continued
fraction is directly attached to the existence of a minimal solution of the re-
currence associated to the fraction. Furthermore, the theorem still provides
an equation which establishes in an explicit way the relation between the mi-
nimal solution and the sequences of terms that form the continued fraction,
what allows to determine the limit of the fraction in case of convergence.

keywords: Continued fractions, convergence of continued fractions, Pin-
cherle’s Theorem, Approximants.



Introducao

E muito dificil datar com precisao o surgimento das fragoes continuas, pois
ha vestigios de sua utilizacao desde os tempos mais remotos. Grandes ma-
tematicos contribuiram para o desenvolvimento deste tema. Rafael Bombelli
(1526 — 1572) e Pietro Cataldi (1548 — 1626) usaram este tipo de fracao para
aproximar algumas raizes quadraticas. William Brouncker (1620 — 1684), o
primeiro presidente da Royal Society, escreveu a expansao de %, o que foi
um passo importante nas aproximagoes de w. Mais tarde, Johann Heinrich
Lambert (1728 — 1777) escreveu a primeira demonstragao de que 7 ¢ irraci-
onal, usando fragoes continuas. Leonhard Euler (1707 — 1783) provou que
qualquer irracionalidade quadratica (raiz de um polinomio do segundo grau
com coeficientes inteiros) é expressa por uma fra¢ao continua infinita simples
peridédica. Euler também apresentou a expansao do nimero ”e” em fracgoes
continuas. Estes sao apenas alguns entre varios matematicos de renome que
proporcionaram o desenvolvimento e aprimoramento deste tema.

Apesar de importantes e notdrias, as contribuigoes dos matematicos cita-
das acima estao longe de ser os primeiros registros da utilizacao de fragoes
continuas. Muito antes, ja haviam indicios do emprego delas por estudio-
sos antigos como, por exemplo, o caso do matematico indiano Aryabhata
(476 — 550) que, em seu livro Ariabatiia, publicado em 499, faz uma ten-
tativa de resolver uma equacao linear indeterminada, utilizando-se de uma
técnica muito préoxima ao conceito de fragoes continuas e que fornece boas
aproximacoes de nimeros irracionais.

Hoje em dia, sabe-se da presenca de fragoes continuas nas mais diversas
areas como: na musica, onde possuem uma relacao estreita com a afinacao
musical; na astronomia, onde sao usadas, por exemplo, para determinar em
que momento um planeta se encontra a sua menor distancia em relagao ao sol;
na fisica, onde podem ser utilizadas na resolucao de problemas envolvendo
associacao infinita de resistores; na matematica, para obter aproximagoes de
nimeros irracionais; entre outras.

Embora as fracoes continuas tenham uma grande aplicabilidade, este
tema é pouco estudado. Nao faz parte da matriz curricular do Ensino Basico
e, mesmo no Ensino Superior, em areas especificas como a Matemaética, onde
as fracoes continuas podem ser utilizadas para aproximagao de funcoes e re-
solucao de equacoes diofantinas, por exemplo, a abordagem de tais contetidos
via fracoes continuas ainda é rara.



A inclusao deste tépico no Ensino Fundamental e Médio poderia cons-
tituir uma ferramenta para explorar de forma mais rica um universo pouco
compreendido entre os alunos: o conjunto dos numeros irracionais. A difi-
culdade de entendimento do conceito de nimero irracional é clara, seja pela
incomensurabilidade do niimero ou pela forma simpléria e vaga como este
conjunto é apresentado aos alunos. Além de ser um auxilio para o profes-
sor, a familiaridade com o tema poderia, sem duvidas, despertar o interesse
e motivar o estudo deste assunto em ocasioes posteriores. No entanto, a
metodologia utilizada e a forma de abordagem em sala de aula nao serao
contempladas neste trabalho. Aqui, daremos foco a convergéncia de fragoes
continuas, ou seja, estamos querendo responder a seguinte pergunta: quando
¢é possivel afirmar que uma dada fragao continua representa um ntimero real?
E natural que esta andlise seja facilitada para o caso de uma fracao continua
finita. Mas, pode ser bem mais dificil responder a esta pergunta, para o caso
de fracoes continuas infinitas. Buscaremos, neste trabalho, estabelecer sob
quais condigoes uma fragao continua converge e, em caso de convergéncia,
qual o seu limite. Para isto, esta dissertacao estd estruturada em quatro
capitulos, elaborados como se segue.

No Capitulo 1, sao apresentados conceitos, defini¢coes e resultados ne-
cessarios ao leitor para o entendimento do trabalho. Sao eles: o conceito de
sequéncias, recorréncias, operadores diferenca e antidiferenca e séries alterna-
das. Além de alguns aspectos operacionais como a resolucao de recorréncias
lineares de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes e o teste
de Leibniz para testar a convergéncia de uma série alternada.

No Capitulo 2, definimos uma fragao continua, e investigamos sua relagao
com a representatividade de nimeros reais. Em um primeiro momento,
atendo-nos ao caso das fragoes continuas finitas, vemos como encontrar o
niumero racional representado por uma fragao deste tipo e, reciprocamente,
de que formas um racional pode ser representado por sua expansao em fragoes
continuas. Em seguida, vemos a expansao em fragoes continuas também de
nimeros irracionais. Exemplos numéricos sao resolvidos para facilitar a com-
preensao.

No Capitulo 3, definimos o que é uma fragao continua convergente e bus-
camos estabelecer critérios para que isso aconteca. O Teorema 7 apresenta
um resultado de suma importancia: o fato de que toda fracao continua esta
relacionada a uma recorréncia de segunda ordem. A reciproca também é ve-
rificada. O Teorema 9 estuda a convergéncia de um tipo especifico de fragoes
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continuas: as fra¢oes continuas simples. J& o Teorema 10 (Teorema de Pin-
cherle), é mais forte e mais completo, no sentido de que, além de estudar a
convergencia de uma fragao continua qualquer, também fornece seu limite,
em caso de convergéncia.

Por fim, no Capitulo 4, apresentamos alguns problemas de aplicagoes
envolvendo fracoes continuas e os teoremas de convergéncia.



Capitulo 1

Nocoes Basicas

1.1 Recorréncias

Sejam R o conjunto dos nimeros reais e N = {1,2,3,...} o conjunto
dos nimeros naturais.

Definicao 1. Uma sequéncia real é uma funcao x : N — R que associa
a cada n € N um nimero real z(n). Os valores z(n) sao ditos termos da
sequéncia. De modo geral, uma sequéncia pode ser representada pela lista
x(1),2(2),...,x(n), ... de seus termos dispostos de forma ordenada, de modo
que, z1 = z(1), 2 = 2(2) e x, = x(n) ¥V n € N. Neste trabalho, utilizaremos
{z,,} para denotar a sequéncia {x(1),z(2),...,z(n),...} cujo n-ésimo termo ¢é
x, = x(n).

Definicao 2. Uma recorréncia é uma sequéncia em que, a partir de determi-
nado termo, todos os outros sao dados em fungao do(s) termo(s) anterior(es).
Ou seja, uma recorréncia é uma sequéncia {x,} tal que Vn € N

Tnt+k = f( Tntk—1 5 Tntk—2 5 -+ 5y Tntl, Tn ) (1-1)

onde k € N, e f: R¥ = R ¢ uma funcao.

Observagao 1. A igualdade (1.1) acima, conhecida como equagao de re-
corréncia, por si s6 nao define a sequéncia. Por exemplo, a equagao x, 1 =
T, + 2, n € N, pode ser usada para caracterizar a sequéncia dos natu-
rais pares, a sequéncia dos naturais impares, ou ainda, qualquer progressao
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aritmética de razao 2. Para que uma sequéncia descrita por (1.1) esteja bem
definida, é necessario que sejam fixados e conhecidos os k primeiros termos
da sequeéncia.

As recorréncias podem ser classificadas de acordo com sua ordem,
homogeneidade e linearidade como vemos nas defini¢oes seguintes.

Definicao 3. A ordem de uma recorréncia é a diferenga entre o maior e o
menor dos indices dos termos de sua equacao.

Exemplo 1. .5 = 14 + 4x,.2 ¢ uma recorréncia de terceira ordem ja
que (n+5)—(n+2)=3.

Definicao 4. Uma recorréncia é dita homogénea se cada termo depende
exclusivamente dos anteriores. Caso contrario, isto é, se, além dos termos
anteriores, cada elemento estd também em funcao de um termo independente
da sequencia, a recorréncia ¢ dita nao-homogénea.

Definicdo 5. Uma recorréncia ¢ dita linear, se a funcao f : R¥ — R que
relaciona cada termo aos anteriores for linear. Neste caso, a equacao de
recorréncia tem a forma x,, = CiZpip—1 + ... + Cpz,, + g (n) para todo
n > p, onde g (n) e C; sdo fungdes em n, com i € {1,2,3,...,p}. Se uma
recorréncia nao ¢ linear, ela ¢ dita nao-linear.

Exemplo 2. Abaixo, temos algumas recorréncias e suas respectivas classi-
ficacoes.

2.1. x19 = 5Ty 1 + x, — 4 é uma recorréncia linear, de segunda ordem
e nao-homogénea.

\)

2.2. 41 = —x> é uma recorréncia homogénea, nao-linear, de primeira

3
ordem.

2.3. Tpgs = Tni1++/Tp+n? é uma recorréncia nao-linear, nao-homogénea,
de quarta ordem.

Defini¢ao 6. Dada uma recorréncia {z, } de ordem k, os valores x1, xa, ..., T
sao chamados de condigoes iniciais. Por isto, o seguinte problema ¢é cha-
mado de problema de valor inicial (PVI):
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Tp+k = f(xn—l-k—h Lntk—2y -y Tn+1, xn)
1 = x1(no), T2 = x2(Ng), ..., Tp—1 = Tr—1(N0), T = x(N0), No € N

E claro que conhecendo a equacao de recorréncia e as condigoes iniciais ¢é
possivel determinar todos os termos da recorréncia.

Exemplo 3. Se x,.0 = x, + 22,41, com z; = 3 e x5 = 1, entao xr3 =
3+21=5 z4=1+25=11, 25 = 5+ 2.11 = 27 e, portanto, (z,) =
{3,1,5,11,27,...}.

Observacao 2. Encontrar os elementos de uma sequéncia de maneira recur-
siva pode ser bastante trabalhoso, especialmente para valores muito grandes
de n. Determinar certo termo se torna bem mais simples quando depende
apenas da posicao que ele ocupa na sequéncia e nao de seus precedentes.

Definicao 7. A solugao de uma recorréncia é uma férmula fechada do
tipo z,, = s(n), s : N — R, que permite determinar z,, a partir apenas de
n, sem que seja necessario conhecer termos anteriores da sequéncia. A seguir
veremos solucoes de alguns casos particulares de recorréncias.

1.1.1 Solucao de recorréncias lineares de primeira or-
dem

Proposigao 1. Se {z,} é uma recorréncia linear de primeira ordem nao
homogénea do tipo x,.1 = x, + g (n), entao sua solucao é dada por z, =

n—1
z1+ . g (k).
k=1
Demonstragao: Temos que

T2 = x1+g(1)
r3 = x2+¢(2)
ry = 3+ 9(3)

Ty, = Tpg+gn-—1)

10



Somando estas equagoes membro a membro e cancelando os termos seme-
lhantes,

To+ T3+ ...+xp 1 tT,=21+22+ ..+ 1+9(1)+g(2)+...+g(n—1)

Exemplo 4. Resolva a recorréncia x,,1 =z, +4n+1, x, =6.

To = 1 +414+1=2,+5
r3 = I2+42+1:1‘2+9
ry = x3+43+1=23+13

Ty = Tpat4dn—1)4+1=z1+4n-3

somando as equagoes resulta que

n—1

xn:x1+5+9—|—...—|—4n—3::E1+Z(4k—|—1)
k=1

mas§(4k+1) _ (5+4n—23)(n—1)

termos de uma progressao aritmética de razao 4 e primeiro termo 1. Assim,

pois é a soma dos n — 1 primeiros

n—1
rh o= x4+ (Ak+1)
k=1

(54+4n—-3)(n—1)
2
r, = 2n®2—n+5.

z, = 6+

Outro tipo de recorréncia que pode ser facilmente resolvida sao as
recorréncias lineares de primeira ordem homogéneas.
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Proposigao 2. Se {z,} é uma recorréncia linear de primeira ordem ho-
mogénea, ou seja, é do tipo z,41 = g (n) x,, com g (n) e x, nao nulos, entao
n—1
sua solugao é dada por x, = =1 [] g (k).
k=1

Demonstracao: Tem-se que

T2 = g (1) T
r3 = g (2) T2
Ty = g (3) T3
Tpn = ¢ (n - 1) Tp-1

Basta substituir cada termo na expressao seguinte, e segue o resultado

Tp,=gn—1). ....9(2).9(1) .2,

Exemplo 5. Resolveremos a recorréncia x,.1 = 3z,, x; = C, onde C ¢é
n—1

uma constante real. Pela proposigao acima, x, = z; - [[ 3 = C'-3"1. De
k=1

fato,

T, =3 7,1 =3 (3w, 2) = 33..3 13 =3""'1; =3"'C.

(n—1) vezes

De maneira geral, nao ha grandes dificuldades em se resolver re-
corréncias lineares de primeira ordem pois, como mostra o teorema a seguir,
elas sempre podem ser reduzidas ao caso mais simples, cuja solucao é dada
na Proposicao 1.
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Teorema 1. Se a,, ¢ uma solugao nao nula da recorréncia homogénea x,, 1 =
g (n) z,, entdo a substituicao =, = a,y, transforma a recorréncia x,,; =

h(n)

g(”)x + (n)emy+l Yy +g(n>an

Demonstracao: Seja a,, uma solucao nao nula da recorréncia z,;; =
g(n)z,. Fazendo x, = a,y,, temos T,iy1 = ap11Ynsr1- Aplicando estas
substituicoes a equacao de recorréncia,

Tpn+1 = g (n) Tp+h (n)
ni1Yns1 = g(n)ayy, + h(n)
g(n)anyni1 = g(n)anyn +h(n)
h(n)
g(n)ay

Yn+1 = Yn

Exemplo 6. Resolveremos a recorréncia z,,1 = 3z, +1, z; = 1.

Conforme vimos no Exemplo 5, a,, = 3"~! é solucao nio nula da recorréncia
Tpy1 = 3x,. Fazendo a substituicao z,, = 3"y, obtemos

3"ns1 = 33"y + 1= Y1 = yn + 37"

n—1

Pela Proposigao 1, esta tltima recorréncia tem solugao v, = y; + > 37~
k=1
n—1
Mas > 37% ¢ a soma de n — 1 termos de uma progressio geométrica de
k=1

primeiro termo e razao iguais a 37! e, portanto

"253_k v (<§‘1>_ - ) g

logo,
1

yn:yl_é(glin_l)'

Como z,, = 3"} ara todon e xy =1, entao y; = x;1 = 1 e assim
n n Y

- 1 e _§_31—n
yn—1_§(3 1)—2 5
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Por fim,

3 Slfn
N = 37171 e
v (3

1
n = =(3"—1).
o= 53— 1)

1.1.2 Solucao de recorréncias lineares de segunda or-
dem

Nesta secao, veremos como encontrar as solugoes de recorréncias lineares de
segunda ordem homogéneas e com coeficientes constantes, isto é, recorréncias
que assumem a forma

z(n+2)+pr(n+1)+qx(n) =0, p,geR. (1.2)

Admitimos que g # 0 pois, caso contrario, (1.2) seria uma recorréncia de
primeira ordem.

A cada recorréncia do tipo (1.2) associamos a equacao quadrética r? +
pr + q = 0, chamada equagao caracteristica.

Exemplo 7. A recorréncia xz(n + 2) — 3z(n + 1) + 2z(n) = 0 tem equagao
caracterfstica r* — 3r +2 = 0.

Exemplo 8. A recorréncia 2z(n + 2) — 8x(n + 1) + 6x(n) = 0 equivale a
recorréncia x(n+2)—4x(n+1)4+3z(n) = 0 e ambas tém equagao caracteristica
r? —4r +3=0.

A equacao caracteristica fornece um auxilio importante na resolugao de
recorréncias do tipo (1.2). O Teorema 2 a seguir, mostra que, se 1, e
ro sao raizes da equacao caracteristica, entao qualquer sequéncia da forma
A(n) = Kri"™ + Lry", com K,L € R,n € N, é solugao da recorréncia. Em
seguida, o Teorema 3 mostra que, se r; # 79, entao a reciproca é verdadeira,
isto é, todas as solugoes da recorréncia sao do tipo A(n) = Kr;"+ Lry", onde
K, L e R.

Teorema 2. Se as raizes de > + pr + ¢ = 0 sdo 7, e 7y, entdo A(n) =
Kr™ + Lry™ é solugao de z(n + 2) 4+ pz(n + 1) + gxz(n) = 0, para quaisquer
valores K, L € R.

14



Demonstragao: Basta substituir A(n) no lado esquerdo da recorréncia e
constatar que o resultado ¢ nulo. Com efeito,

An+2)+pAn+1)+qA(n) =

= Kr" 4 Ly 4 p- (K" 4 L") + ¢ - (K" + L")
= Kr"P 4+ Kpri"™ + Kqri™ + Lry" ™ + Lproa™™ + Lary"

= Kr"- (r12—|—p7”1+q)+L7“2n'(T22+P7‘2+Q)

= Kri"-0+Lrs"-0

=0

]

Exemplo 9. A recorréncia z(n + 2) — 3z(n + 1) — 10z(n) = 0 tem como
equacao caracteristica a equacao quadratica 2 — 3r — 10 = 0 cujas raizes sao
ry = —2 e ry = 5. Logo, de acordo com o Teorema 2, todas as sequéncias da
forma A(n) = K(—2)" + L-5" K, L € R sao solugoes desta recorréncia.

Observagao 3. O fato de ¢ # 0 implica que r = 0 nao é raiz da equacao
caracteristica.

Teorema 3. Se as raizes de 7> + pr +q = 0 sdo 11 e ry, com r; # 7y,
entdo todas as solugoes de z(n + 2) + pz(n + 1) + qx(n) = 0 sdo da forma
A(n) = Kri" + Lry", com K, L € R.

Demonstragao: Seja A(n) uma solugao qualquer da recorréncia dada. Que-
remos mostrar que A(n) = Kri™ + Lry", o que equivale a mostrar que
B(n) = A(n) — Kri™ — Lry™ = 0V n € N. Inicialmente, vejamos quais
constantes K e L sao solugoes do sistema abaixo.

KTl + LTQ = A(l) (13)
Kri? + Lry® = A(2) (1.4)
multiplicando (1.3) por
KT’12 + LT1T2 == A(l) Al (15)
K?“lz + L’I"22 = A(2)
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fazendo (1.6) - (1.5), temos

LT’QQ — LT1T2

L- (T22 — 7”17'2) = A(2) — A(l) T
. A7(n2). —TA_1; -)7"1

Analogamente, multiplicando (1.3) por 7y

K7’1T2—|—LT’22:A<1)'7"2 .
Kri? 4+ Lry> = A(2) (1.8)

fazendo (1.8) - (1.7), temos

K?"12—K7"17’2 A(Q)—A(]_)T’Q
K- (ri®>—mrry) = A2)—A(1)-ry
v~ AR -AQ) -

™ 7“1—7”2)

estas solugoes sao possiveis porque 11 # 19 € 71,79 # 0. Além disso,

B(n+2)+pBn+1)+¢B(n) = An+2)— Kr"? —Lr,"? +p- (An+1) — Kr,"*!
— Lry" ™) 4 q - (A(n) — Kri™ — Lry™)

= (A(n+2) +pA(n+1) +gA() — K" - (1 + pry + )
— Lry" - (r2? + pra + q)

a expressao acima ¢ igual a 0, uma vez que A(n) é solugao da recorréncia e
r1 € T9 sao raizes da equagao caracteristica. Portanto,
B(n+2)+pB(n+1)+g¢B(n) =0.

Além disso, decorre de (1.3) e (1.4) que B(1) = B(2) = 0. E, dessa forma,
B(n)=0V¥neN.

16



Exemplo 10. Vamos determinar as solugdes da recorréncia x(n+2)+5z(n+
1) — 24z(n) = 0.

A equacao caracteristica é r? + 5r — 24 = 0, cujas raizes sao

—5+ /52 —4-1-(-24)
r =
2

-5 —11 —5+11
Mm=———=—-8 e rp=—/—7—=

= 3
2 2
logo, de acordo com o Teorema 3, as solugoes da recorréncia sao as expressoes

do tipo A(n) = K - (—=8)"+ L -3", onde K, L € R.

Observacao 4. No exemplo acima, o fato de K e L serem constantes ar-
bitrarias deve-se ao fato de nao serem fornecidas as condigoes iniciais, o que
acarreta a existéncia de infinitas solugoes para a recorréncia. Uma vez fixa-
das as condicoes iniciais, as constantes K e L assumem valores especificos,
o que produz uma solucao unica. Como exemplo desta situagao, resolvere-
mos, a seguir, uma das mais conhecidas recorréncias de segunda ordem: a
sequéncia de Fibonacci. Trata-se da sequéncia {1,1,2,3,5,8,13,...}, onde
cada elemento, a partir do terceiro, ¢é igual a soma de seus dois antecessores
imediatos.

Exemplo 11. (Sequéncia de Fibonacci) Vamos determinar a solugao da
seguinte recorréncia .

2 2

A equagao caracteristica é r* =r + 1 ou r* —r — 1 = 0, cujas raizes sao

(=D E (=12 —4-1-(-1) 14456
"= 2.1 -
1+2\/5> +L-<1_2\/5

logo, a solugao é z(n) = K - ( ) ,onde K,L € R.

Aplicando as condigoes iniciais, isto é z(1) = x(2) = 1, temos

17



L5 K+ (12 V5 L=1
2 2

145\ . (1-V5)

('% >K+('_ >L:1
2 2
subtraindo a primeira equagao da segunda
2 2
145 1+5 1-V5 1-V5
2 T\ 2 K 2 2 L=

() (5 () (5
(- (-

L=-K

substituindo L por —K na primeira equagao do sistema,

(57w (57 o

<1+\/€—1+\/’5>K:1

2

e, consequentemente, I, = —. Desse modo, a solucao da recorréncia é

Vb
= L (1VE)" 1 (1-VE)

18
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Os dois teoremas seguintes mostram quais sao as solucgoes de recorréncias
de segunda ordem lineares homogéneas no caso em que as raizes da equacao
caracteristica sao iguais.

Teorema 4. Se a equacao r>+pr-+q = 0 possui duas raizes iguais, r; = ry =
r, entdo A(n) = Kr"™ + Lnr™ é solugao de z(n + 2) + px(n + 1) + gz(n) = 0,
para todo K, L € R.

Demonstracao: Sabemos que a soma das raizes r; e ry da equacao quadratica
r’4+pr+q=0¢éigual ar +ry = —p. Sendo r; = ry = r, tem-se 2r = —p ou

2r+p=0. (1.9)

Para mostrar que A(n) é solugao, vamos substituir A(n) no lado esquerdo da
recorréncia e verificar que o resultado é nulo.

An+2)+pAn+1)+qA(n) =

— Krn+2—|—L-(n+2)-7’n+2—|—p-(KT”H—G—L-(n—{—l)-T"H)
+q - (Kr™ + Lnr"™)

= Kr”-(r2+pr+q)+Lnrn-(r2+pr+q)+LT"+1-(2r+p)

A expressao acima é igual zero. Com efeito, os dois primeiros parénteses sao
nulos porque r é raiz da equacgao caracteristica e o ultimo paréntese é nulo
por (1.9). Assim, concluimos a prova.

]

Teorema 5. Se 12 + pr + ¢ = 0 possui duas raizes iguais, 1, = 70 = 7,
entdo todas as solugoes de z(n + 2) + px(n + 1) + gz(n) = 0 sdo da forma
A(n) = Kr™ + Lnr™, onde K, L € R.

Demonstragao: Seja A(n) uma solucao qualquer da recorréncia dada. De-
vemos mostrar que A(n) = Kr" + Lnr" ou, equivalentemente, B(n) =
A(n) — Kr* — Lnr™ = 0 V n € N. Inicialmente, vejamos quais constan-
tes K e L sao solugoes do sistema abaixo.

Kr+ Lr = A(1)
Kr? +2Lr* = A(2)
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multiplicando a primeira equacao por r e, em seguida, subtraindo-a da se-
gunda, obtemos

Kr?+ Lr? = A1) -r
K2+ 2Lr? = A(2)

A2) — A1) -7

Lr*=A(2)-A1l)-r = L=

De maneira anédloga, multiplicando a primeira equagao do sistema por 2r e,
em seguida, subtraindo do resultado a segunda equagao, temos

2K71? 4+ 2Lr? = 2A(1) - r
Kr? +2Lr* = A(2)
2A(1) -r — A(2)

Kr*=2A(1)-r—A(2) = K= 3

Estas solugoes sao possiveis porque 7 # 0. Além disso,

B(n+2)+pBn+1)+q¢B(n) = An+2)—Kr"t?? —L.-(n+2)-r""+p-[A(n+1)
—Kr" —L-(n+1)- 7" +q-[A(n) — Kr" — L-n-r"]

= [A(n+2)+p.A(n+1)+qA(n)] — kr".[r* + pr + ¢
—Lnr™.[r® + pr+q) — Lr"* . 2r 4 p]

= 0—kr.0— Lnr™.0 — Lr"*.0

Desta maneira, como B(n+2) +pB(n+1)+¢B(n) =0e B(1) = B(2) =0,
temos B(n) =0V n € N.

Exemplo 12. Vamos resolver a recorréncia abaixo.

r(n+2) —4z(n+1)+4zx(n) =0
z(l)=1, z(2)=6

20



A recorréncia tem equagao caracteristica r? —4r +4 = 0 ou (r —2)2 =0
cuja unica raiz é r = 2. Portanto, pelo Teorema 5, todas as solugoes da
recorréncia sao do tipo

x(n)=K2"+ Ln2" K,LeR.

Aplicando as condigoes iniciais, temos

(1) =1 K2'+L12' =1 2K +2L =1
= =
K224+ L222=6 AK +8L =6

resolvendo o sistema, obtemos

—4L+8L =-246 2K+2=1
AL =4 e 2K = -1
1
L=1 = _Z
2
Assim,
1
z(n) = 5 2" + 1.n.2"
r(n) = —2" ' 4+n2"

z(n) = 2"(=27'+4n)

Definicao 8. Uma solu¢do ¢(n) de uma recorréncia é dita minimal se
n

lim % = 0 para qualquer y(n) solugdo da recorréncia, nao miltipla de

n—o0 Y(n

p(n).

Proposicao 3. Se r; e 7, sao rafzes de 12 + pr 4+ ¢ = 0, com r; # 7o, entao
z(n+2)+ pr(n+1) 4+ gx(n) = 0 possui solugdo minimal.

Demonstracao: Sem perda de generalidade, suponhamos r; < 5. Afirma-
mos que ¢(n) =" é solu¢do minimal de z(n + 2) + px(n + 1) 4+ gz(n) = 0.
Com efeito, se y(n) é uma solu¢ao qualquer nao miltipla de p(n), entdo,
y(n) = Kry™ + Lry™, com L # 0. Dai
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m--—=1lm —-—=lm —
—o0 y(n) - "+ L - K—l—L(E)
1
mas
. ra\" . 1
ri<ry = lim|— )] =400 = lim =0

1.2 Operadores diferenca e antidiferenca

Definigao 9. Seja z(n) uma sequéncia real qualquer. Definimos o operador
diferenca A como a aplicacao A : N — R tal que

Az(n) =z(n+1) —x(n), n € N.
Definicao 10. Sejam F'(n) e f(n) duas sequéncias reais. Definimos o ope-

rador antidiferenca A~ como a aplicacao A™': R — R tal que

se AF(n)=0, entago, A Y0)=F(n)=¢, com ceR.
se AF(n)= f(n), entio, A7'f(n)=F(n)+c, com ceR.

Da definigao resulta que AA™'f(n) = f(n) V n € N. A seguir, vemos uma
propriedade do operador antidiferenca.

Proposigao 4. Se f(n) é uma sequéncia real e A™! ¢ o operador antidife-
renca, entao

A =S ) e

=1

A demonstragao desta proposigao pode ser encontrada nas referéncias de [1].
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1.3 Séries alternadas

Definicao 11. Uma série alternada é uma soma do tipo

Z )™ u(n) >0V neN.

n=1

u(n) é chamado termo geral da série.

o n+1
1 1 1
E lo 13. (Série harmonica alternada) E A R T
Xemplo (Série harmonica alternada) 2 2+3 4+
Definigcao 12. A série E (—1)""u(n) é dita convergente a L se lim g k“u(k;) =
n=1 n—00

L. Caso contrario, é dita divergente.

o0
Proposigao 5. Se a série Z (=1)"*!

n=1

u(n) converge, entdo lim u(n) = 0.
n—oo

n

Demonstracao: Seja S, = Z( 1*tu(k). Se a série Z 1) u(n) con-
k=1

verge, entdo lim S, = lim S,_; = L. Como u(n) = :I:(Sn — Sp—1), temos
n—oo n—oo
lim w(n) =+ lim (S,, — S,—1) = £(L — L) = 0. O
n—oo n—oo
1)"*+13 3 3
Exemplo 14. A série Z (473—_171 diverge, pois nh_)nolo 4n7_l 1= 1 # 0.

o~ s . 1 . .~
Proposicao 6. A série E (—1)""'u(n) converge se as seguintes condicoes
n=1
sao verificadas

1. lim u(n) =0

n—oo

2. u(n) é monotonamente decrescente, isto é, u(n) > u(n+ 1) V n € N.

Por fugir do escopo deste trabalho, nao apresentaremos aqui a demons-
tracao da proposigao 6. Tal prova, pode ser consultada em [3].
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satisfaz
: .1
1. lim u(n) = lim — =0

1
2. u(n) > u(n + 1) porque — >
n

logo, a série é convergente.

n

24
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n=1

VneN

o0 —1 n+1
Exemplo 15. A série harmonica alternada Z L
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Capitulo 2

Fracoes Continuas

Definicao 13. Sejam aq,as, ..., by, by, ba, ... niimeros inteiros. Uma fragao
continua é uma expressao do tipo

a
b -+ 1a2
bt ——a

b
R

Se uma fracao continua admite a forma abaixo, ela é dita uma fracao

continua finita.

3]
by + 4
. k—1
k—1 by
Se temos a;, = 1, V k= 1,2, ..., entao a fracao continua é dita simples e,
portanto, tem a forma
1 1
by + i ou by+ I
by + ———— by +
by + ! o+ !
2 T
1
bg _|_ bkfl + _
by,

25



2.1 Fracao continua de um nuimero racional

A seguir, veremos que uma fragdo continua nos fornece uma ma-
neira de representar um numero real qualquer por meio de uma sequéncia
de ntimeros inteiros, em que o primeiro termo pode ser positivo, negativo ou
nulo e todos os outros sao necessariamente positivos. Além disso, como toda
fracao continua é equivalente a uma fracao continua simples, neste capitulo,
trataremos apenas de fracoes continuas desta forma.

Notagao: Convencionamos que a notagao [bg, by, ba, b3, ...] pode ser utilizada
para representar a fracao continua by + 1 , do mesmo modo
by +
1 2 byt
que [bo,bl,...,bk] = bo—l- 1
by + i
SN S
1
b1+ —
-1t

Teorema 6. Todo nimero racional pode ser representado de duas maneiras
distintas sob a forma de fragao continua finita simples e toda fracao continua
finita simples representa um nimero racional.

Demonstragao: Seja x um racional. Se x € Z entdo, x = [z]. Sexz € Q—Z,

entio ¢ = £ com mdc(p,q) = 1. Neste caso, sabemos, pelo principio da

divisao euclidiana, que existem unicos b; e ry tais que p = biq + r1, com
0 <7 <gq. Assim,

r 1
Caso r; = 1 as expressoes by + Lo b1+7 sao exatamente iguais e P_ (b1, q].
q q

™
Se 1 # 1, existem tinicos by e ry tais que ¢ = byry + 13, com 0 < 19 < r1. De

onde,

26



Caso, 1, = 1, temos P [b1,b9,71]. Caso ry # 1, aplicamos o algoritmo
q

. N ~ . , ) A
de euclides a fracao irredutivel —. Como a sequéncia de restos rq, 79,73, ...
B
destas divisoes ¢ estritamente decrescente, temos que r; = 1 para algum j, o

que garante que este processo seja finito e, desta forma, teremos

1
Ly

1 by +

- [bl,bg, ceey bn]

com, b, = 1;_1.

A existéncia de duas representacoes distintas para um mesmo racional se deve
ao fato de que, sendo b,, > 1, o termo b,, pode ser substituido por b, — 1+ 1
gerando as fragoes continuas [by, bo, ..., b, € [by, ba, ..., b, — 1, 1].

A segunda parte do teorema pode ser provada sem dificuldades, uma vez que,
dada uma fragao continua finita [by, b, ..., b,|, temos

1 1
= b+

[bla b27 ) bn] = b1+

by + by +

1

.'_"_ 1 .‘_"_

2
bp_1+ — by, [ L
Tty S S

e assim, basta efetuar as operacoes de forma retroativa para chegar ao raci-
onal representado por tal fracao continua.

]

: : 2 : .
Exemplo 16. A seguir, escreveremos o racional ~ Ppor meio de fragoes

continuas.



ou ainda,

Exemplo 17. Encontraremos o ntimero representado pela fragao continua
3,1,5,4].

1 1 1 1 21 96
3,1,5,4] = 3+ =3+ — 3+ I e
R P i 25~ "T25 25
5L 21 21 21
4 4

O processo para encontrar uma fragao continua de um nimero racio-
nal através do algoritmo de Euclides é facilmente justificado, uma vez que

P ~ P NP .
a propria fra(;ao — sugere uimma divisao. Mas VEremos, a seguir, que a re-
q

presentacao de um nimero por meio de fragoes continuas é possivel mesmo

~ p . p P . . .
quando ele nao assume a forma ) 1sto €, para OS nNuieros 1irracionais.
q

2.2 Fracao continua de um numero irracional

Seja ¢ um ndmero irracional e by = [¢] a parte inteira de ¢, isto é,
b1 é o unico inteiro tal que b; < ¢ < b; + 1. Temos que

1
p=bi+¢—b=b+—,
1

onde
1

> 1.
@ — b

r =
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. . . 1
Como z; é irracional e maior que 1, temos que x; = by + — onde by = [z1] e
Ho)
1

T1 — 02
este processo, obtemos

Ty = . Novamente, temos as mesmas condicoes para xs, e repetindo

1
Ty = bg"‘_
T3
1
T = b1+
Tip1
com, b, € ZV i =1,2,... e x; irracional maior que 1 V i = 1,2,.... Desta
forma,
1 1
@:bl—i‘——bl—i‘ 1_ :b1+ 1
! b2 + ZL'_ b2 + 1
2
bt T
T,
1 Ve ~ Z. -
by + T = [by, by, b3, ...] é a fracdo continua de . E claro que,
by + ————
3 ] 1
., + -

T

1 : S .
como x; # z1 + — V 21,20 € Z, 0 processo acima deve ser repetido indefini-
<2
damente. Ou seja, a fragao continua que representa um numero irracional é

infinita.
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Exemplo 18. Vamos escrever V/8 na forma de fracao continua.

Y = \/ga bl:'_QDJZQ
1 1(v8+2) (V8+2)

VB—2  (V8-2)(vB+2) 4
o [bmen)

ry =

1
B 1 (4 VB+2)
" (\/§+2)_1_<\/§—2) <\/§+2>_¢g+2
1
by = |[VB+2] =4
B 1 _1_(1)\/§+2_\/§+2
YT Br2-a V-2 B2/ \VB+2) T4
by = V§4”J:1
B 1 B 4 V8+2Y)
" \/§+2_1_(\/§—2> <ﬂ+2>_\/§+2
1
bs = L\/§+2J:4

B 1 _1_(1)\/§+2_\/§+2
P VBr2—a B2 \VB-2/\\VBy2)  TH

Observe que, neste caso, temos b; = 1 se ¢ é par e b; = 4 se © ¢ impar e
diferente de 1. Portanto,

1
V8=2+ =1[2,1,4,1,4, ...
1+

4+

30



Capitulo 3

Convergéncia de Fracoes
Continuas

No Capitulo 2, vimos que toda fracao continua finita representa um
nimero racional e, analogamente, todo racional pode ser representado por
meio de uma fracao continua finita. Mas o que serd que podemos dizer em
relacao aos nimeros irracionais? E claro que, se um numero irracional possui
uma representacao em fragao continua, esta é infinita. Mas sera que toda
fragdo continua infinita representa um nimero (irracional)? A resposta é nao.
A seguir, veremos em que casos podemos afirmar que isto ocorre. No presente
capitulo estudaremos um critério de convergéncia para fragoes continuas.

Neste capitulo, por tratar de convergéncia, trabalharemos especi-
ficamente com fragoes continuas infinitas que, como ja vimos, sao expressoes
do tipo

ai
by + a
2
b1 +
b

+
2 byt

onde {a,} e {b,} sdo sequéncias de nimeros reais. A fragdo continua acima
pode ser escrita de forma mais compacta de uma das duas formas a seguir:

b(] + & & ﬁ ou bo—i‘Kgozl (Z—n)

31



Definigao 14. O n-ésimo convergente C'(n) de uma fragdo continua é defi-
nido como

C(n) := % =bo+ K}, <Z—J) =by+— — ... —.

J

~ n , ;- . .
A razao B pode ser chamada também de n-ésimo quociente parcial e as
n

sequéncias A(n) e B(n) sao chamadas, respectivamente, de n-ésimo nume-
A(n)
B(n)
sempre na forma reduzida, isto é, A(n) e B(n) nao tém fatores comuns e,
portanto, sao primos entre si.

rador parcial e n-ésimo denominador parcial. Assumiremos que esta

E lo 19. Consid fragao continua 1 + —— — o o= o—... .
xemplo onsidere a Iracao continua 1 + 54+ 1+ 24+ 3+ 3+

Vamos determinar seus trés primeiros convergentes.

aq 2 7
(1) T 5T
a; a1 Q9 2
‘@ = b°+Kfl<‘§):b”bl—ia‘1+5—1:”5 =1
1
a; ay as Qs 2 34 2
CB) = b+KL, [ZL)=bp+— — 2 =14+—"—"—"—-=
(> o+ jl(j) 0 b1—|- b2—|— b3 5+ 14+ 2 54 3
2 2 4
5—|—§

Observacao 5. Uma forma alternativa de definir os convergentes de uma
fracao continua é através da seguinte composicao

An

to(u) =bo+u, t,(u)= T

o n=1,23,..
A aplicagao t, é chamada de Transformacao de Mobius.
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Observacgao 6. Nao é dificil notar que o n-ésimo convergente é dado por
C(n) = (tpotyo...ot,)(0). Com efeito, basta substituir para o valor de n

desejado.

Se n =1, temos

C1) = (toots) (0)=to(t: (u) (0) = to (bfiu) O =b+ 575
Sen =2,
CE) = (tonon) 0) =t L) 0 =n (4 (%)) 0)
= to - a2 (0) = bo + = as bo + - az
b1+bg+u b1+b2+0 by b_2

Ou, se n é um natural qualquer,

(tootyo...0t, 10t,)(0)
= tgotyo..ot, 1(t,(u))(0)

Qp
= tpot;0...0t, 1 (bn+u) (0)

= tootlo...otn,g an—lan (O)
n—1 + bn—{—u
ai
by + an
o b, +u
a
= b+ e
bl+—an
o by +0
a
= bo+ s
by + a



Definicao 15. Uma fracao continua é dita convergente a L se lim C(n) = L,
n—o0

caso contrario, é dita divergente.

A seguir, provamos que A(n) e B(n), dados na definigdo 14, satisfazem
uma recorréncia de segunda ordem, comumente chamada de formula de re-
corréncia fundamental para fracdes continuas.

. G, ~ , . ;.
Teorema 7. Seja by + K2, (—) uma fragao continua cujo n-ésimo con-

bn
A
vergente é C'(n) = % Entao A(n) e B(n) satisfazem, respectivamente,
n

as recorréncias abaixo

An) = bAn—1)4+a,A(n—2), A(-1)=1
B(n) = b,B(n—1)+a,B(n—2), B(-1)

I
\.O“
b =
—
o =2
SN—
TR
_ &

(3.1)

Demonstragao: A prova serd feita por indugao sobre n. Para n = 1, temos

aq blbO + aq A(l)
1 — _— = —
C(1) =bo + b b B(1)

logo,

A1) = bibp+ar = bi.bp +a1.1 = b A(0) + a1 A(-1)
B(l) = b] = bll + al.() = blB<O) + CLlB(—l)

Assim, temos (3.1) valido para n = 1. Suponha, agora, que o Teorema vale
para n = m, isto é,
Am) = bpA(m —1)+a,A(m—2), A(-1) =1
B(m) = b,B(m—1)+a,B(m—2), B(—1)=0, B(0)=1

S
—~
(e
~—
I
S
o

Vamos mostrar que o mesmo vale para n = m + 1. Com efeito, como

C(m) = byt —— " ¢ Clm+1)=by+ M ,
b+ - am, by + - am,
o b R bt Am+1
" bm+1
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A 1
temos que o quociente C'(m + 1) = (m+1) pode ser obtido a partir de

B(m+1)
A(m)

C(m) = Blm)’ bastando substituir em C'(m) o termo b,, por b, +

am—l—l

bm+1

Assim,

Am+1) = (bm + am“) A(m —1) + amA(m — 2)

bm+1
b 1bmA(m — 1) + a1 A(m — 1) + by 1am A(m — 2)] b;llﬂ
= s (Al — 1) + Al — 2)) + s Alm — 1] b,
[ m+1A(m> + am+1A(m - 1)] b;z1+1

B(m+1) = (bm + Zm:) B(m —1)+ a,,B(m —2)

bt 10mB(m — 1) + apy1 B(m — 1) + byp1a, B(m — 2)] b1
(b1 (b B(m — 1) + a B(m — 2)) + apy1 B(m — 1)] b;jrl
[bim+1B(m) + a1 B(m — 1) 0}

logo,

Alm+1)

Cim+1) = m

b1 A(m) + a1 Alm — 1)] b;wlﬂ
b1 B(m) + am1 B(m — 1)] b;z+1
bm+1A( ) + am+1A(m — 1)
b1 B(m) + a1 B(m — 1)

O que mostra a validade de (3.1) paran = m + 1 e, desta forma, o Teorema
vale V n € N.

]

O Teorema 7 relaciona uma fracao continua a uma recorréncia de segunda
ordem. A reciproca deste resultado também é verdadeira, como vemos a
seguir.
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Teorema 8. Toda recorréncia de segunda ordem linear e homogénea pode
ser associada a uma fragao continua.

Demonstracao: Considere a recorréncia nao nula x(n)—b,z(n—1)—a,z(n—
2) = 0 onde a,,z(n — 1) # 0V n € N. Dividindo esta equagao por z(n — 1),
tem-se

x(n) . apz(n—2) _
rn—1) " xz(n-1) 0
tomando y(n) = %, obtemos

o _apr(n—2)

y(n) = b z(n—1) 0

_apr(n—2) an,  an

y(n) = bn = z(n—1)  x(n—-1) yln—1)
x(n —2)

yn—1) = #"y(n) (3.2)

Mas, veja que (3.2) pode ser aplicada repetidamente, de forma que

a a
y(n o 1) - : - nanJrl

= o =
—b, + ) N anta
i ~bnyo +y(n+2)
Qn An+1 An2

—bpt+ —bpi1t+ —bnio+ ...
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Em particular, quando n = 1,

a1 a2 as

0 p—
y(0) byt —bot —bs + ..

]

Qn -
Observagao 7. Se a fragao continua K;°, (b_> converge a L, entao a

~ ; Qn, .
fracao continua K;°, ( ) converge a —L. Com efeito, basta perceber

b,
que Kgil (_ag ) = al a/2 — al =
Vo —g .
_2+_b3+‘ — bl+b2+ a3
bs + ...
aq o Qp,
- a9 - _anl (b_) .
b+ — 2 n
by + —2
b+

3.1 Uma férmula para C(n)

Vamos, agora, tentar encontrar uma férmula que descreva n-ésimo con-
vergente C'(n) e que nos auxilie na analise das condi¢oes de convergéncia de
uma dada fragao continua. Sabemos, por (3.1), que

An) = byA(n—1)+anAln —2), A(=1) =1, A(0) = by
B(n) = b,B(n—1)+a,B(n—2), B(~1)=0, B(0)=1

Multiplicando a primeira igualdade por B(n—1) e a segunda por A(n—1),
temos

An)B(n—1) = b,Aln—1)B(n—1)+a,B(n—1)A(n—2) (3.3)
B(n)An—1) = b,A(n—1)B(n—1)+a,A(n—1)B(n—2) (3.4)



subtraindo a segunda da primeira, tem-se

A(n)B(n—1)— B(n)An—1) = b,A(n—1)B(n—1)+a,B(n—1)A(n —
— b,A(n—1)B(n—1) —a,A(n—1)B(n —
An)B(n—1)— B(n)A(n—1) = —a,[A(n—1)B(n—2)— B(n—1)A(n —
o0 que equivale a recorréncia u(n) = —a,u(n — 1) com
u(n) = A(n)B(n —1) — B(n)A(n — 1) (3.5)

e condicao inicial u(0) = A(0)B(—1) — B(0)A(—1) =bp.0 — 1.1 = —1

Além disso,

u(n) = —azu(n—1)
u(n) = —ap(—ap_1)u(n —2)
u(n) = —ap(—ap_1)(—an_2)...(—ay)u(0)
u(n) = —an(=an-1)(=an-2)-.(=a1)(=1)
un) = (=1)""aay...a, (3.6)
De (3.5) e (3.6), temos
A(n)B(n —1) — B(n)A(n —1) = (=1)""ayas...a, (3.7)

Dividindo (3.7) por B(n — 1)B(n),

A(n)  An-1) (=1)""'aas...a,
B(n) B(n-—1) B(n —1)B(n)

An—=1)\  (=1)""ayas...a,
2 (56=m) = B-r50 )

Aplicando o operador antidiferenga, definido na Sec¢ao 1.2, a (3.8) obtemos
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2 (i) = > (g

An-1) _ A_1(<_1)n+1a1a2...an)

B(n—1) B(n —1)B(n)
An—1) G ()" aag..a,  A(0)
B(n—1) & B(k—1)B(k)  B(0)
— (=1)**aiay...a
Cn—1) = 2 Bk - 1)B(k)k o

ou, ajustando os indices,

(=1)*ayay...a
Bk — )B(k)

C(n) :b0+z

3.2 Teoremas de Convergéncia

O teorema abaixo trata da convergéncia de fracoes continuas para um caso
particular: as fracoes continuas simples, isto é, quando tem-se a,, = 1, para
todo n € N, e cujo termo by é nulo. Em seguida, veremos o Teorema de
Pincherle que fornece um critério de convergéncia para uma fracao continua
qualquer.

Teorema 9. (Primeiro teorema de convergéncia) Seja {b, } uma sequéncia

de reais positivos. A fragao continua K:°, (%) converge se, e somente se, a
n

série Y b, diverge.
n=1
Demonstracao: Por (3.9), temos
1 & (_1)n+1
KX,|l— )= _
i (bn> 2 B(n —1)B(n)
n=1

Logo, a fracao continua dada converge se, e somente se, a série do lado di-
reito da equacao acima converge. Como vimos, uma série infinita alternada
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converge se a sequéncia formada pelo seu termo geral é monotonamente de-
crescente e converge a zero quando n tende a infinito.
Por (3.1), temos B(n) = b,B(n—1)+a,B(n—2), B(—1) =0, B(0) = 1.
Como a, =1V n € N, segue que
B(n)
B(n+1)

= B(n—2)+b,B(n—1), n=1,2,3,...
= B(n—1)+b,:1B(n), n=0,1,2,3, ...

Mas, como b, > 0V n € N, temos também B(n) >0V n € N, dai

B(n+1)

Assim sendo,

ZBn—l

n=1

= B(n—-1)+by1B(n) =
= B(n+1)>B(n-1) (3.10)
= B(n)B(n+1)>B(n—-1)B(n)Vne N
= B(n — 1)B(n) monotonamente crescente
1
= B(n——l)B(n) monotonamente decrescente.
(3.11)
n+1 1
converge < lim ———— =0

(n) n—oo B(n — 1)B(n)

< lim B(n—1)B(n) = .

n—o0

Observe que, pelas condigoes iniciais da recorréncia e por (3.10),

B(0) = 1
B(1) = b
B(2) = B(0)+b0:B(1) =1+4biby > 1
B(3) > B(l)=bh
B(4) > B(2)>1
B@2n—-1) > b
B(2n) > 1, n=1,23,..
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portanto, B(n) > v =min(1,b), Vn € N.

Desta forma,

B(n) = B(n—2)+b,B(n—1)
B(n—1)B(n) = B(n—2)B(n—1)+b,B(n—1)B(n—1)
> B(n—2)B(n—1)+ b,y
> (by+ba+ ... +b,)7°

o que implica que

lim B(n—1)B(n) > lim (by + by + ... + b,)y* =~ lim (by + by + ... +b,,)

n—oo

o
e, portanto, se »_ b, diverge, ou seja, lim > b, = oo, entao lim B(n —

1)B(n) =00 e K;“;l (%) converge. !
Por outro lado,
B(n) = B(n—2)+0b,B(n—1)
B(n—1)+B(n) = B(n—2)+B(n—1)+b,B(n—1)
Bn—1)+B(n) = B(n—2)+(1+b,)B(n—1)
< B(n—2)+b,B(n—2)+ (14+b,)B(n—1)
< (14b0)[B(n—=2)+ B(n—1)]
é (14 01)(1 4 bg)...(1 + by)
< e etz | ebn
B(n—1)+ B(n) < ehrthttn

Desta forma, se lim Y b; = L, entdo lim B(n — 1) + B(n) < el.

Como lim B(n —1)B(n) < nll_)rilo %(B(n — 1)+ B(n))* < et

n—00

l\DlH

, entao

lim B(n —1)B(n) # oo e, portanto, K>° <i> diverge.

n—o0
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Definigao 16. Dizemos que C(n) é combinacao linear de A(n) e B(n) se
existem «, f € R tais que C(n) = aA(n) + fB(n).

Definigao 17. Dizemos que A(n) e B(n) sdo linearmente independentes
(Li.) se aA(n) + fB(n) = 0 implica a = 5 = 0.

Definigao 18. Dizemos que A(n) e B(n) sao linearmente dependentes (l.d.)
se existem «, f € R, nao simultaneamente nulos, tais que aA(n)+ B(n) =
0.

Proposicao 7. Sejam A(n) e B(n) duas solugbes da recorréncia x(n +
2) +px(n+ 1)+ qr(n) = 0. Entdo aA(n) + B(n) também é solugao para
quaisquer valores «, # € R.

Demonstracao: Substituindo awA(n) 4+ SB(n) na recorréncia, temos
aA(n+2)+B(n+2)+p-(@A(n+1)+B(n+1))+q- (aA(n)+BB(n)) =
aA(n +2) + apA(n + 1) + agA(n) + BB(n +2) + BpB(n + 1) + BqB(n)

= a-(An+2)+pAn+1)+gAn))+ 8- (B(n+2)+pB(n+1)+q¢B(n))

= a0+ 5.0
=0

]

Proposigao 8. Se A(n) e B(n) sdo duas solugoes linearmente independentes
da recorréncia z(n+2) +px(n+1)+qz(n) = 0, entao qualquer outra solu¢ao
da recorréncia sera da forma aA(n) + fB(n), com «, 8 € R.

Demonstragao: Vamos considerar aqui o caso em que a equacao carac-
teristica r2 + pr + ¢ = 0 possui duas raizes distintas r; e 7o. A demons-
tracao para o caso de raizes iguais é andloga. Sendo 1y # 7y, vimos que
as solugoes da recorréncia sao todas da forma z(n) = Kr™ + Lry". Assim,
sejam A(n) = Kyri"+ Liry™, B(n) = Kori" + Lors™ e C(n) = Kyry™+ Lary™.
Escrevendo C'(n) como combinagao linear de A(n) e B(n), temos

C(n) = aA(n) + BB(n)
K37’1n + L3T‘2n = Q- (Klrln + L1T2n) + ﬁ . (KQT'ln + L27”2n>
(aKy + BKy).r"™ + (aLly + BLg).ro"™ = Kari™ + Lary"

OéKl + ,BKQ = Kg
aLy + BLy = L3
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Ky Ky , Ks

este sistema seria impossivel somente se — = — Mas como A(n)
L1 Ly, " Ls
2 . .
e B(n) sado linearmente independentes, L_ . e, portanto o sistema ¢
1 2

sempre possivel.

[l
3.3 O Teorema de Pincherle
Teorema 10. (Teorema de Pincherle) A fracao continua
Qp, a; Qa9 as
KXl — —_— .. 3.12
n=1 (bn) b1+ ba+ bg+ ( )
converge se, e somente se, a recorréncia
z(n) —bpx(n —1) —apx(n —2)=0, a,#0, n=123,...  (3.13)

possui solugdo minimal ¢(n), com @(n — 2) # 0. Além disso, no caso da
convergencia da fracao continua, temos
e —1)  an Gpp1 Gpyo

_ _ b n=1,23, ... 3.14
(,0(77/ — 2) bn‘|‘ bn+1+ bn+2+ ( )

Demonstragao: (=) Suponha que a fragao continua (3.12) converge, entao
o seguinte limite existe

A(n
lim (n) =1L,
n—o0 B(n)
onde A(n) e B(n) sao, respectivamente, o n-ésimo numerador e denomina-
dor parcial da fragdo. Do Teorema 7, sabemos que A(n) e B(n) satisfazem
respectivamente (3.1), isto é,

A(n) —b,A(n—1) —a,A(n—2) = 0, A(-1)=1, A(0)=0
B(n) —b,B(n—1)—a,B(n—2) = 0, B(-1)=0, B(0)=1,
ou seja, tanto A(n) quanto B(n) sao solugbes de (3.13). Afirmamos que a
fungao p(n) = A(n) — LB(n) é a solugao minimal de (3.13) procurada. Com
efeito:

Para provar a afirmativa consideramos y(n) uma solu¢do qualquer da re-
(n)

A~ . . . A ,
corréncia. Uma vez que o quociente parcial Z;5 estd sempre na forma re-
duzida, A(n) e B(n) sdo coprimos e, consequentemente, sao duas solugoes
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linearmente independentes de (3.13). Assim, qualquer solugao y(n) da re-

corréncia (3.13) serd da forma y(n) = aA(n)+B(n), onde a, § sdo escalares.
Entao,

A(n) — LB(n)
limM = lim Aln) — LB(n) = lim B(n)
2% y(n) T Atk aA(m) + BB() | nom adA(n) + AB(n)
B(n)
An)
— lim — 20 = 0.

n—>00 A(n)
(5m) 7
Assim, ¢ é uma solugao minimal. Além disso, p(—1) = A(—1)—LB(—1) = 1.

(<) Inversamente, suponhamos agora que (3.13) possui uma solu¢ao mi-
nimal ¢(n), com ¢(n — 2) # 0, para n = 1,2,3.... Provaremos que a fragao
continua (3.12) converge. Com efeito:

Do Teorema 8 e de (3.2), vemos que a fragdo continua associada a (3.13) é

0 an
i (2),

_ A(n)
- B (n)
A*(n) e B*(n) satisfazem, respectivamente,

cujo m-ésimo convergente é C*(n) . Do Teorema 7, sabemos que

A'(n) + by A" (n — 1) —anA"(n—2) = 0, A*(=1)=1, A*(0)=0
B*(n) +buB*(n—1) —ayB*(n—2) = 0, B'(-1)=0, B*(0)=1,

Da Observacao 7, temos que

an, o an,
e (3) - (2)

Da hipdtese, temos que (3.13) admite uma solugdo minimal denotada por
©*(n). Por outro lado, da Proposicao 8, ¢*(n) é da forma

©*(n) = MA*(n)+ LB*(n), n=-1,0,1,..

Mas, ¢*(—=1) =1 = MA*(—1)+ LB*(—1) =1 = M = 1. Assim, ¢*(n) =
A*(n)+ LB*(n). Sendo ¢*(n) solu¢do minimal e B*(n) solugdo nao miltipla
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de (3.13), temos

0= tim £ _ gy A+ LBm) _ - AY()

= L.

Desenvolvendo as recorréncias que definem A(n), B(n), A*(n) e B*(n) nao é
dificil verificar que

An) = (=1)""A*(n) e B(n)=(-1)"B*(n).

Logo,
A L Am) ) 0—L-1
M By T A B B YT PTioroo
L AOALBO) ) e g

CA(DHLB(-1) (<) e(=1)

pois, ¢(n) = A(n) — LB(n) (primeira parte da demonstragao deste teorema).

n 0 <
Mas, pela Observacao 7, se K2, ab converge a —L = %, entao
n 0 . A
K> (a_) converge a L = —M. Desta forma, temos que lim (n) =
b, o (—1) wsoe B(n)

—(—L) = L, provando assim a convergéncia da fracdo continua (3.12).

Por tltimo, no caso da convergéncia da fragdo continua, sendo ¢(n)
solugao da recorréncia (3.13), temos

o(n) —byp(n —1) —a,p(n—2)=0, a,#0, n=17273.. (3.16)
Dividindo (3.16) por ¢(n — 1) obtemos

p(n) - p(n —2)

A — 0,
p(n—1) (n—1)
logo,
p(n—1) n,
— . 3.17
) R ) 47
p(n —1)
De forma andloga obtemos
QO(TL) — Ap+1
pln—=1) p(n+1)
—Un+41
(n)



Assim, substituindo a igualdade anterior em (3.17) obtém-se

p(n—1) Qn

e(n—2)  _ ntl
nt o+ 1)
by +
@(n)

Aplicando esta férmula repetidamente obtemos

-1 n n n n
pln—1) _ o L B v N
pn—2)  _p 4 ntl —bp+ —bnyp1+ —bnyot
T 2
_bn+2
Logo,
-1 n n n n
_pln=1) an. _ o Gnr Oni2 93
QO(TL — 2) b + n+1 bn+ bn—i—l_'_ bn+2+
U e 4 2
bn+2

Provando a igualdade de (3.14). Para provar a convergéncia de (3.14) uti-
lizaremos o método de indugao sobre n. Com efeito, em (3.15) foi provado
que para n = 1 a fracao continua converge, isto é,

—30(0) a; a9 as

@(—1) o bl+ b2+ b3+

Supondo que (3.14) é valido para algum n, provaremos a validade de (3.14)
para n + 1. Vejamos, de (3.16), tem-se para n + 1

on+1) = by1p(n) — anpp(n —1) =0,  apqq #0,

dividindo por ¢(n), utilizando a hip6tese de indugao e simplificando, obtém-
se

- ¢(n) _ (1
o1, et
ntl = T
p(n)
o an+1
= a
bn+1 + JCFLQn+3
bnao L
n+3

Provando, desta forma, o Teorema de Pincherle.
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Observacao 8. O Teorema de Pincherle nao apenas oferece um critério
para que uma fragao continua convirja, como fornece o limite em caso de
convergencia.

47



Capitulo 4

Problemas de aplicacao

Neste capitulo apresentaremos alguns problemas de aplicacao de fragoes continuas.
Os problemas 1 e 2 sao exemplos de aplicacao direta dos teoremas de con-
vergéncia. Ja os demais, sao exemplos de como problemas com temas no
Ensino Médio podem ser resolvidos através do uso de fragoes continuas.

Problema de aplicagao 1: Considere a fragao continua

1 1 1
—_—— ... (4.1)
1+ 1+ 1+
Vamos determinar se esta fragao converge ou nao e, em caso afirmativo, para

qual nimero real.

n

Temos a, = b, =1V n € N. Como lim }_ b = oo, pelo Teorema 9, temos

que (4.1) converge. A recorréncia

r(n+2) —z(n+1) —z(n) =0. (4.2)

) 1+V5

—r — 1 = 0 cujas raizes sao

possui equagao caracteristica r

Como a equagao caracteristica possui duas raizes distintas, (4.2) tem solugao
minimal e, consequentemente, (4.1) converge.
n

1-V5

Temos que p(n) = 5 é solugdo minimal de (4.2), e entao, pelo

Teorema de Pincherle, (4.1) converge para
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Problema de aplicagao 2: Considere a fragao continua

z z z
2w+ 2w+ 2w+

onde, z e w sao inteiros positivos. Vamos determinar se esta fracao converge
ou nao e, em caso afirmativo, para qual nimero real.

(4.3)

Temos a,, = z e b, = 2w V n € N. A recorréncia

z(n+2)—2w-z(n+1)—z-2(n)=0 (4.4)

2w + V4w? + 4z

tem equacao caracteristica 12 —2w.r—z = 0 cujas raizes sao 5 =
w + Vw? + z.

Deste modo, se w?+z > 0, (4.4) possui solu¢do minimal ¢(n) = (w — Vw? + z)n
E entdo, pelo Teorema de Pincherle, (4.3) converge para

_ %0 _ 1 Y ia—w
p(-1) (w— \/wQ—i—z)_l a 1 a i '

Desta maneira, temos que

2w +

O que conclui o exercicio. Mas, observe ainda que, de (4.5), resulta

Vw?+z=w+ : = (4.6)
20 +
2w +
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que é uma formula para encontrar a expansao em fragao continua de qualquer
nimero real do tipo vVw? + 2z, w,z € N. Por exemplo,

V14 =V315=3+ -
5

6 N

T

6 +

7
VA3 = V62 + T =06+
12+
12+

12 +

Em geral, como VN = /M2 + (N — M?), com M < N, (4.6) fornece uma
maneira simples e facil para encontrar a fracao continua da raiz quadrada de
qualquer ntimero natural.

Os problemas 3, 4 e 5 sao exemplos de aplicacao no Ensino Bésico. E
claro que os teoremas de convergéncia apresentados neste trabalho envolvem
topicos bastante avancados para o Ensino Fundamental e Médio, como re-
solugao de recorréncias de segunda ordem, séries infinitas e limites. Porém
¢é possivel utilizar as fracoes continuas, em um nivel mais elementar, para
a resolucao de varios problemas com tematica de Ensino Bésico. Além do
que, através destes problemas é possivel trabalhar varios outros conteidos
de forma paralela.

Problema de aplicagao 3: Determine o valor da expressao abaixo.

1 n 1
1 1
2+ 1 1+ 1
3+ T 1+ 1
4 + ] 1 3 + . 1
2018 2018
Solugao:
. 1 .
Seja 1 + 1 = a. Entao,
3+ —1
9018
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+ —
1 1
4_’_. 1 3—1'_‘ 1
4 — e —
2018 2018
B 1 1
= 1 . 1
1+1+ T 1+ 1
3+4 1 1+3 1
T o
© 2018 © 2018
S SRS SRS S S SN AN & L
o lta 1 I4e e d4a 14a 1+a
a a

Os problemas de aplicacao seguintes trazem uma das maiores utilidades
das fracoes continuas: aproximagao de nimeros irracionais por meio de uma
sequéncia de racionais. A definicdo de numero irracional como sendo todo
aquele que nao é racional pode levar o aluno a pensar, equivocadamente, que
nao existe relacao entre tais conjuntos. Por isto, a abordagem de irracionais
via fracoes continuas pode ser esclarecedora e rica.

Problema de aplicagao 4: Antes de resolver este problema propomos
a seguinte atividade: O professor deve dividir a sala em grupos. Cada grupo
deve escolher um numero natural r e, com o auxilio de um barbante e uma
régua ou trena, construir uma circunferéncia de raio r. Em seguida, respon-
der as seguintes perguntas:

1. Qual o comprimento C' da circunferéncia construida?

C
2. Quanto vale —7
2r
Independentemente do valor r escolhido, todos os grupos irao constatar

que a razao entre o comprimento da circunferéncia e seu diametro é um
nimero entre 3,1 e 3,2. De fato, o nimero encontrado é w. Ha mais de 4000
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anos, os egipcios descobriram que havia uma relagao entre estas medidas. Ha
mais de 20 séculos antes de Cristo, os babilonios, os hebreus e os chineses
ja utilizavam a aproximagao 3,16. Mas foi o grego Arquimedes, que viveu
no século III a. C., o primeiro a obter um resultado muito bom para esse

quociente: — ou, em notacao decimal, 3,14. A partir do século XVIII, esse

numero passou a ser indicado pela letra 7, inicial da palavra periferia, em
grego. Mais tarde, os matematicos provaram que a representacao decimal
desse nimero tem infinitas casas depois da virgula que nao se repetem pe-
riodicamente, ou seja, provaram que 7 ¢ irracional. Utilize a aproximacgao
m ~ 3,14 para encontrar a expansao em fragoes continuas de .

Solugao:
1
T=|m|+7—|7|=|7]+—
xy
by = |r] =3 L
= |7 = T1 = — ..
1 1 T —3 )
1 1 m—3
2 LT—SJ BT T »n 99
T™—3
T™—3
by = =1
’ L22—77TJ °
1 22 — T
= = = 1,003417...
BT A3 106m-333
22 —Tm
22 —Tm
= D — :1
be L1067T—333J
1 1067 — 333
- — = 202, 638...
MU T2 T T S113n 4355 ’
1067 — 333
by = 292

Continuando este processo, temos m = [3,7,15,1,292,1,1, 1,2, ...].
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Problema de aplicacao 5: Uma fabrica especializada em pecas auto-
motivas precisa produzir uma peca em formato triangular de modo que um
de seus angulos seja reto e o outro mecga aproximadamente 60°. Além disso,
os catetos deste triangulo devem ser niimeros inteiros. Defina a medida de
cada cateto, sabendo que a soma deles deve estar entre 100 cm e 150 cm.

Solugao: Seja ABC um triangulo tal que ABC = 90° e BCA = 60°. Se
x e y sao as medidas em cm dos lados AB e BC, respectivamente, entao,
tg(60°) = L V/3. Vamos verificar, através dos convergentes de v/3, quais

inteiros x e y nos fornecem a relacao desejada.

1 341
b= [V3] =1 xl:ﬁ_lzfz =1, 36...

\/§+1J 1
@—{ =1 29=——=13+1
1
V3+ .

2

1 3+1
b3:L\/§+1J:2 $3=\/§+1_2=\/_2

Assim, /3 =[1,1,2,1,2,1,2,...]. Portanto, os convergentes sio
Co=1.
1

1 5

1 —
+2
1 7
1+—1
2 —
+1
1 19
Ci=1+ T =T~
1+ -
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Cs=1+ : =
1+ :
2+
1
1+ —7
2 —
1 i 7
Co=1+ : = = ~1,7317.
1+ :
2+ :
1+ i
2+ —
1+ -

Basta tomar z = 71 e y = 41 que teremos todas as condigoes satisfeitas, isto
é, a soma dos catetos igual a 112 cm e o angulo BC'A =~ 60°.
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Consideracoes Finais

Sabemos que as fracoes continuas sao um tema escasso no Ensino Bésico.
Elas podem, ocasionalmente, ser utilizadas em exercicios escolares, com-
peticoes matematicas, provas de selecao, entre outros, para a resolugao de
problemas, mas sao sempre colocadas de forma isolada, sem uma andlise
mais ampla ou detalhada. Em meus processos de pesquisa, pude perceber
que esta caracteristica se estende também aos niveis mais avancados de es-
tudos. Notei uma certa caréncia de contetido académico principalmente no
que diz respeito a convergéncia de fracoes continuas. Este foi, ao mesmo
tempo, um desafio e um fator motivador para o meu trabalho. Acredito que
ha muito a ser estudado e desenvolvido nesta area. Alguns resultados que
esta dissertacao apresenta de forma modesta e sucinta podem ser ampliados e

aprimorados. Por exemplo, na fracao continua K7, <‘;—">, se substituirmos
n

as sequéncias reais {a,} e {b,} por sequéncias de nimeros complexos nao
nulos, os resultados de convergéncia continuam valendo.

Espero que a leitura deste trabalho possa, de algum modo, instigar, mo-
tivar e despertar o interesse de alunos, professores e estudiosos em geral,
para esta tematica tao rica, vasta e cheia de possibilidades quanto as fracoes
continuas.
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