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RESUMO

RIBEIRO, Helena Corréa. Calculo: uso de recursos computacionais para inserir conceitos
de limites, derivadas e integrais no ensino médio. 98 p. Dissertacdo - Programa de Mestrado
Profissional em Matemadtica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal
do Parana. Curitiba, 2018.

O presente trabalho tem como objetivo auxiliar professores de Educacdo Bésica a abordar alguns
conceitos basicos de Célculo Diferencial e Integral no terceiro ano do ensino médio, utilizando
os softwares wxMaxima e Geogebra. Nossa proposta visa resgatar o ensino do Calculo no ambito
escolar, mas de uma maneira diferente da tradicional, utilizando a tecnologia em nosso favor,
como uma ferramenta facilitadora no processo ensino-aprendizagem de conceitos de limites,
derivadas e integrais. A ideia é que toda a parte algébrica e grafica, que exige conhecimentos
matemadticos especificos, seja feita pelos softwares e que os estudantes aprendam a interpretar as
solugdes que as ferramentas nos fornecem e a conhecerem um pouco mais sobre a matemadtica e

suas aplicacoes.

Palavras-chave: Célculo. Tecnologia. Educagdo Basica.






ABSTRACT

RIBEIRO, Helena Corréa. Calculus: use of computational resources to insert concepts of limits,
derivatives and integrals in middle school. 98 p. Dissertation - Programa de Mestrado Profissional
em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana.
Curitiba, 2018.

The present work aims to help Basic Education teachers to approach some basic concepts of
Differential and Integral Calculus in the third year of high school using the software wxMaxima
and Geogebra. Our purpose is to recover the teaching of Calculus in the school context, but in a
different way from the traditional one, using the technology in our favor, as a facilitating tool
in the teaching-learning process of boundary, derivative and integral concepts. The idea is that
all the algebraic and graphic part, which requires specific mathematical knowledge, is done by
software and that students learn to interpret the solutions that the tools provide us and to know a

little more about mathematics and its applications.

Keywords: Calculus. Technology. Basic Education.
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INTRODUCAO

O presente trabalho tem como objetivo auxiliar professores de matemética da educagdo
basica a abordarem o Cdlculo Diferencial e Integral no terceiro ano do ensino médio, usando
como ferramentas dois softwares matemaéticos livres, sendo um software de geometria dinamica,

chamado de Geogebra e o outro um sistema de computacao algébrica, o wxMaxima.

A matemadtica é de suma importancia para a humanidade, pois oferece técnicas para que
o homem seja capaz de resolver problemas, assim ajudando no desenvolvimento da sociedade
e suas tecnologias. Porém no ambito escolar, a disciplina ndo € vista dessa maneira, para os
estudantes, € uma das grandes vilas, principalmente quando a dlgebra e todos seus simbolos sdo
ensinados no decorrer do ensino fundamental II. Infelizmente o resultado € o baixo desempenho
na disciplina, pois a partir desse momento, na visdo dos discentes, a matematica nao € mais tao
aplicada ao dia a dia como as operagdes bdsicas de aritmética aprendidas no ensino fundamental
I. Apés o primeiro contato dos estudantes com equacdes do 1° grau, uma das perguntas que os
professores ouvem €: "mas professor, eu ndo vou na padaria pedir paes usando uma equacao,
pra que serve isso na minha vida?", assim a matematica, na concepc¢do do estudante, comeca
a ficar distante do real, passa a ser abstrata e sem qualquer ligacdo com a sua vida. (AVILA,
1993), afirma que "é preciso ter presente que o objetivo de todo ensino, seja de Matemdtica,
seja de qualquer outra disciplina, € transmitir ideias, estimular o pensamento independente e a

criatividade."

Estimular os alunos a pensarem por si proprios e usar a matematica para resolver situacoes
problemas € um dos objetivos da disciplina para que ndo haja a visdo que o contetido abordado
€ um amontoado de férmulas e regras sem qualquer sentido, para os Parametros Curriculares

Nacionais.

Nesse sentido, é preciso que o aluno perceba a Matematica como um sistema
de cédigos e regras que a tornam uma linguagem de comunicacio de ideias
e permite modelar a realidade e interpretd-la. Assim, os nimeros e a dlgebra
como sistemas de codigos, a geometria na leitura e interpretagdo do espago, a
estatistica e a probabilidade na compreensio de fendmenos em universos finitos
sdo subdreas da Matemadtica especialmente ligadas as aplicacdes. (BRASIL,
1998)

Como o Célculo ja esteve presente no curriculo escolar do Brasil por um periodo, neste
trabalho propomos abordé-lo novamente de forma sutil no ensino médio, segundo (AVILA, 1991),
€ possivel inserir o Calculo no ensino médio, pois os atuais programas estdo mal estruturados e
com excesso de formalismo, inchando o curriculo, gastando muito tempo e com poucos resultados
positivos. Iremos abordar o Calculo de uma maneira mais intuitiva aos alunos, para mostrar que
¢ vidvel seu estudo inicial no ensino médio e ndo apenas no ensino superior, onde vale salientar

que € uma a disciplina com alto indice de reprovacdo no inicio de qualquer graduagdo na drea de
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exatas, pois pelo nivel de abstracdo que a disciplina impde, muitos acabam tendo insucesso na
mesma, Com a nossa proposta, esperamos que o que esse impacto seja amenizado com o prévio
contato do estudante com a disciplina no ensino médio de uma maneira menos abstrata e mais

aplicavel.

Esse trabalho foi dividido em 5 capitulos, onde inicialmente abordamos um breve
histérico sobre o Calculo Diferencial e Integral e como se deu seu ensino na Educacao Bésica
no Brasil desde as primeiras escolas por volta de 1549 até os dias atuais. No segundo capitulo,
trouxemos topicos de Calculo para o professor relembrar a matéria, para ter uma base do que
serd necessdrio trabalhar com os alunos em sala de aula e na sala de informética. No terceiro
capitulo construimos um pequeno manual para aprender a utilizar os comandos que serdo
necessarios no desenvolvimento das atividades com os softwares wxMaxima e Geogebra. No
quarto capitulo apresentamos nossa proposta para ser aplicada com alunos do terceiro ano do
ensino médio, trazendo vdrias situagdes que envolvem limites, a derivada como reta tangente e
taxa de variagdo e a integral como drea. E no ultimo capitulo apresentamos nossas conclusoes

sobre o desenvolvimento do trabalho.
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1 BREVE HISTORIA SOBRE CALCULO DIFERENCIAL E INTE-
GRAL

De uma forma sucinta, vamos abordar as origens do Célculo Diferencial e Integral e seu
desenvolvimento. Também abordaremos a histéria do ensino do Célculo no Brasil, de que forma

era trabalhado e qual era sua finalidade em estar presente no curriculo do ensino médio.

1.1 O CALCULO E SUAS ORIGENS

O Cilculo Diferencial e Integral € um area da matemaética desenvolvida a partir de
problemas que envolviam dlgebra e geometria, de acordo com (BOYER, 1992), surgiram a
mais de dezessete séculos a.C. com questdes de mensuracgdo retilinea e curvilinea encontradas
no Papiro de Rhind dos egipcios e nas tdbuas cuneiformes dos babil6nicos, mas no sentido
mais formal, foi moldado no século XVII d.C.. Na Grécia antiga, que é considerada como o
berco da matematica, problemas de incomensurabilidade foram aparecendo e confrontando
os matemadticos da época e muitos deles procuravam evitar tais problemas, pois ndo tinham
recursos necessarios para trabalhar com situacdes como essa. Eudoxo matematico do século
IV a.C., criou o método da exaustdo, que envolve conceitos infinitesimais, para cdlculo de
area e volume. Arquimedes de Siracusa (287— 212 a.C.), considerado o maior matemdtico da
antiguidade, também contribuiu com o desenvolvimento do Célculo, criou o chamado método
de equilibrio, para calcular 4dreas e volumes que envolviam conceitos muito parecidos com o
que hoje chamamos de integrais, pois consistia em particionar uma regido em um nimero muito
grande de fatias paralelas de forma com que ficasse parecida com uma figura que ja se conhecia

a area ou volume.

A partir de entdo, pouco se desenvolveu sobre o Célculo, até chegar na nossa era, no
final do século X VI, inicio do século XVII, Simon Stevin (1548-1620) desenvolvia principios
de hidrostatica e estdtica dos sdlidos, ele criou um método para encontrar a for¢a da d4gua sobre
um dique, sem se preocupar com o formalismo matematico, o método de Stevin de 1586, se

assemelha as propriedades utilizadas nas integrais definidas.

Joahnn Kepler (1571-1630), matematico e astronomo, usou conceitos de continuidade e
limite, mesmo nao sendo definidos e sem qualquer rigor matematico, o que lhe importava eram
os resultados que os ajudaram no desenvolvimento das trés leis que descrevem o movimento dos

planetas em torno do Sol.

Outros matematicos como, Cavalieri, Barrow e Fermat, também se utilizavam de concei-
tos do Calculo, mesmo que de forma imprecisa ou nao rigorosa. Mas quem mais se destacou
foi Pierre de Fermat, nascido 1601, jurista e magistrado de profissdo, passava seu tempo livre

dedicando-se ao estudo da matematica, foi o primeiro a considerar a ideia de familias de curvas,
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elaborou um método algébrico para determinar os pontos de maximo e os pontos de minimo
de uma funcdo, geometricamente encontrava os pontos onde a reta tangente ao grafico tinha
inclinagdo zero, escreveu a Descartes explicando o seu método que € basicamente utilizado ainda
hoje, porém Fermat faleceu em 1665 e seus trabalhos sé foram publicados 20 anos apds sua
morte. Devido a esse trabalho, que estava intimamente relacionado com as derivadas, Lagrange
afirmou considerar Fermat como o inventor do Calculo, mesmo que nesse tempo ainda nao
havia uma sistematizagdo, no sentido de uma construgdo légica. Mas a unido dos conceitos ja
estudados até entdo e sistematizagdo, aliada ao desenvolvimento e aperfeicoamento das técnicas,

ocorreu com Newton e Leibniz.

Isaac Newton (1642 - 1726) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) foram criadores
do Cdlculo Diferencial e Integral, cada um escreveu sua obra de forma independente, apesar
que, Newton o inventou 10 anos antes de Leibniz, porém nao realizou qualquer publicagao nesse
periodo, apenas trocava correspondéncias com amigos de confianca, sobre suas descobertas.
Mesmo com 10 anos de atraso em relagdo a obra de Newton, Leibniz publicou seus trabalhos
com o Célculo antes de Newton, o que abriu precedentes para a famosa Guerra do Calculo, uma
disputa entre Newton e Leibniz para ver quem ficava com o titulo de criador da Célculo, onde por
um periodo praticamente toda a Europa, com excecao da Inglaterra, dava os créditos de inveng¢do
do calculo a Leibniz. A guerra consistia em ataques feitos por meio de publicagdes, dos dois
lados, Newton acusava plagio de sua obra, chegando a contratar pessoas de sua confiancga para
escrever ataques contra seu rival, claro que Leibniz se defendia, escreveu uma série de cartas e

publicacdes em sua defesa e requerendo o titulo de criador do Calculo.

Segundo (BARDI, 2008), a guerra durou vérios anos € mesmo apds o falecimento de
Leibniz, Newton continuou com seus ataques, porém, para histéria da matemética ambos foram
os criadores do Calculo, cada um com seus métodos e notagdes distintas, mas de grande valia
para a impulsdo da matemdtica no mundo moderno. Com a inven¢do do Célculo, ndo apenas a
matemadtica se beneficiou, ele revolucionou diversas dreas com aplicagdes em fisica, quimica,

mecanica, astronomia, computacio, entre outras.

1.2 O CALCULO E A EDUCACAO BASICA NO BRASIL

O ensino no Brasil, a partir de 1549, foi conduzida por pouco mais de duzentos anos,
pelos padres jesuitas, vindos da Companhia de Jesus, a escola secundaria como era chamada,
se preocupava apenas com a tradicdo cldssico-humanista, a matematica pouco foi estudada,
apenas algumas escolas jesuiticas abordavam-na. De um modo geral a matematica era reservada
apenas para o ensino superior, € ainda assim pouco era estudada. Os jesuitas foram expulsos do
Brasil em 1759, e entdo a educagdo desmoronou, restaram apenas alguns centros educacionais,

dirigidos por outras ordens religiosas.

A partir de 1722 foram criadas as aulas régias originadas da reforma pombalina, essas
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aulas consistiam no ensino de disciplinas de forma isolada, aulas avulsas, sem qualquer planeja-
mento escolar. Disciplinas como Aritmética, Algebra e Geometria foram introduzidas nas aulas
régias, o problema € que a matemadtica nao se difundiu nessa época no Brasil, poucos ou nenhum
aluno se inscrevia nessas aulas, de um modo geral, as ciéncias exatas e naturais ndo eram vistas

com bons olhos, a formagdo do ensino secunddrio ainda era humanista.

Com a criacao do Colégio Pedro II, em 1837, no Rio de Janeiro, a escola secundéria avan-
cou, mesmo que o foco ainda fosse a formacgao humanista, a matematica, fisica e ci€ncias naturais

também estavam contempladas no curriculo de uma maneira breve e sem aprofundamento.

O Primeiro Movimento Internacional para a modernizagdo do Ensino de Matematica, teve
inicio por volta de 1870, por meio de congressos para debater problemas no ensino enfrentados
por diversos paises. Criou-se entdo a Comissdo Internacional para o Ensino de Matemdtica,
que propiciou a publicacdo de artigos voltados ao Ensino de Matemdtica. Uma das maiores
preocupagdes era com o ensino secundario, onde a matematica era ensinada em descompasso
com o que era ensinado nas universidades, entre as propostas para modificar o ensino secundério,

estava a implementacao do Calculo ao curriculo.

Em 1890, no Brasil Republica, Benjamin Constant, entdo ministro da Instru¢ao, Correios
e Telégrafos, deu origem a uma profunda reforma na educacdo, chamada de Reforma Benjamin
Constant, que foi uma marco para a educacdo, pois houve o extingdo da educacio cldssico
humanista, para a introducdo de uma formacao cientifica. A reforma seguiu a filosofia de
Augusto Comte, o positivismo, onde a matematica passou a ser de fundamental importancia. O
ensino secundario passou a ter 7 anos, e o Calculo Diferencial e Integral foi inserido no curriculo,
seguindo em partes, a sugestdo do Primeiro Movimento da Matematica Moderna, mas era voltado
apenas ao estudo de mecanica geral. A Reforma enfrentou diversas manifestagdes contrarias, os
manifestantes alegavam que a filosofia positivista ndo foi implantada de maneira correta e passou
por varias reformas até 1930, mas sem que houvesse grandes mudancas, o ensino secundério
continuou sendo encarado apenas como uma preparacao para os cursos de medicina, direito e
engenharia.

Em 1931, Francisco Campos dividiu o ensino secundario em dois ciclos, um fundamental
com 5 anos de duracdo e o outro complementar com apenas 2 anos. O ensino da matemdtica
deixava de ser apenas para o desenvolvimento do raciocinio, e sim para ser aplicado a diversas
areas do conhecimento. Em relacdo a divisdo do ensino secunddrio, na 4* e 5% série do ciclo fun-
damental, conceitos bésicos de calculo infinitesimal foram introduzidos e na parte complementar

o Calculo fazia parte de dois programas, do pré-politécnico e do pré-médico, ficando de fora
apenas do pré-juridico. De acordo com Miorin:

A proposta também trazia uma visdo mais moderna dos conteidos matematicos,
sugerindo a eliminacdo de "assuntos de interesse puramente formalistico",
de "processos de cdlculos desprovidos de interesse didatica"e introduzindo o
conceito de fungdo e no¢des de célculo infinitesimal”. (MIORIM, 1998, p.95)

O ensino do Célculo na educacio bdésica resistiu a reforma de Capanema em 1942, onde o
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ensino bdsico passou por uma reestruturacdo. O ensino secunddrio passou a ser dividido em dois
ciclos paralelos o Cléssico e Cientifico, onde estudantes que queriam seguir para a universidade
cursavam o Cléssico e os estudantes que queriam trabalhar apds o ensino secundério, cursavam o
Cientifico, que era dividido em trés cursos, sdo eles: industrial, comercial e agricola. O Célculo
ficou restrito ao curso cientifico, onde eram ensinados na 3* série, derivadas, algumas aplicagoes
e problemas de maximos e minimos.

O Movimento Matemadtica Moderna que acontecia na Europa e nos Estados Unidos,
ganhou for¢a apos a Segunda Guerra Mundial, segundo (PINTO, 2005), "o movimento atingiu
nao somente as finalidades do ensino, como também os contetidos tradicionais da Matematica,
atribuindo uma importancia primordial a axiomatizacao, as estruturas algébricas, a 16gica e aos
conjuntos". Sua chegada no Brasil ocorreu no inicio da década de 60, como a dlgebra o estudo
da teoria dos conjuntos com toda sua simbologia foram priorizados. O Célculo foi excluido
da educacdo basica, por ndo ter mais espago no curriculo, inchado pelo rigor e formalismo

agora exigidos e ditos como modernos para o ensino da matematica, assim o que havia de mais
moderno na matematica foi retirado da educacgdo basica. Para Avila:

Portanto, descartd-lo no ensino € grave, porque deixa de lado uma componente
significativa e certamente a mais relevante da Matemdtica para a formagao
do aluno num contexto de ensino moderno e atual. Incorreram os reformistas
naquele erro de recusar a pedra angular, aquela que seria a mais importante na
construcdo do edificio... (AVILA, 1991)

Desde entdo, questdes de Calculo ndo sao mais cobradas em vestibulares, e 0 mesmo caiu
em esquecimento como um conteddo a ser abordado no ensino médio e passou a ser exclusividade

de cursos superiores.

1.3 A IMPORTANCIA DO ESTUDO DO CALCULO NO ENSINO MEDIO

Seréd que de fato devemos iniciar o estudo do Calculo no Ensino médio? A principio a
resposta para essa pergunta podera ser nao, pois considerando o Célculo com todo seu formalismo
e rigor, € invidvel para o nivel de Educagdo Bésica. Porém, se deixarmos de lado a maior parte
do rigor matematico, e abordar o Célculo de uma maneira intuitiva, com a ajuda dos softwares
que apresentaremos no capitulo 3, facilitard o entendimento do mesmo, e ainda serd de grande
valia aos estudantes que escolherem cursar graduagdes na darea de exatas, pois o contato prévio

com alguns conceitos e aplicacdes auxiliardo na disciplina de Cdlculo I.

Segundo Silva:

Sabe-se que o cédlculo é de fundamental importincia para os cursos de mate-
matica, engenharia, fisica, ciéncias da computag@o, entre outros. Sendo assim,
devemos leva-lo mais a sério, porque os alunos desses cursos entram nas uni-
versidades sem estarem devidamente preparados, causando, entdo, um indice
alarmante de desisténcias e reprovagdes. (SILVA; SOUSA, 2014)
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Virios artigos sobre a disciplina de Calculo, relatam a grande evasdo dos cursos em que
faz parte, pelo alto indice de reprovag@o na mesma. A evasdo € ocasionada por um conjuntos de

fatores, mas um deles € a dificuldade em operacdes bésicas de matemaética, segundo Rezende:

...as dificuldades de aprendizagem relacionadas a operagdo de limite estdo asso-
ciadas muito mais as suas dificuldades em manipulacdes algébricas (fatoracao
de polindmios, relagdes trigonométricas, simplificagdes algébricas."produtos
notaveis",etc) do que a sua interpretagdo analitica. (REZENDE, 2003)

Ainda para (FRESCKI; PIGATTO, 2009), € necessario um conhecimento prévio sélido
de manipulagdes algébricas, operacdes e funcdes por parte dos alunos para que o ensino do

calculo tenha sucesso.

Como, infelizmente, sabemos que a formagdo em matematica basica no Brasil € insufici-
ente, por isso o alto indice de reprovacao na disciplina de Célculo na graduagao, nosso trabalho
busca trazer o Calculo para o ensino médio, sem que o aluno tenha que fazer as manipulacdes
algébricas, deixando com que o software faca os célculos necessérios, e de uma forma pratica
o aluno conheca e entenda os conceitos basicos de limite, derivada, integral e algumas de suas
aplicagcdes. Assim software ird auxiliar o professor em diversos pontos, como para visualizar
regularidades, formulando e explicitando hipéteses, mas claro, sempre tomando cuidado com
as armadilhas que podem surgir em algumas situagdes, portanto o software pode ser um agente

transformador no processo ensino-aprendizagem.
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2 NOCOES BASICAS DE CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

Esse capitulo tem como objetivo fornecer uma revisdo dos conceitos fundamentais
do Cdlculo Diferencial e Integral. Estes conceitos serdo apresentados por meio de definicoes,
propriedades e teoremas envolvendo limites, derivadas e integrais. Nao serdo abordadas as
demonstracdes de todos os teoremas, pois isto fugiria do escopo deste trabalho. Para um estudo
mais aprofundado sobre o assunto o leitor pode consultar livros especializados de Calculo e
Analise como as obras de Stewart (2016) e Lima (2006).

2.1 LIMITE

A defini¢cdo de limite € um dos pilares do Calculo Diferencial. Apesar que, segundo
(MUNIZ, 2015), no século XVII, Derivadas e Integrais ja fossem calculadas por Newton e
Leibniz, a ideia do conceito de limite ainda era nebulosa, utilizada de maneira informal e sem
o rigor matematico necessario. Sua formalizacdo ocorreu no século XIX com os matematicos
Augustin Louis Cauchy (1789-1857) e Karl Theodor Whilhelm Weierstrass (1815-1897).

2.1.1 LIMITE DE UMA FUNCAO

Inicialmente € importante relembrar a defini¢do de ponto de acumulagdo, para melhor
entendimento do conceito de limite. A defini¢ao foi baseada no livro de Andlise Matemditica de
(LIMA, 2006).

Definicao 2.1. Diz-se que a € R ¢é ponto de acumulacdo do conjunto X C R quando toda
vizinhanga de a contém algum ponto de X diferente do proprio a. Podemos escrever: para todo
e > 0tem-se (a — e,a+¢€) N (X —a) # 0.

Em outras palavras, um ponto de acumulacao (também chamado ponto limite) € um ponto
que ndo necessariamente pertence ao conjunto, mas estd tdo proximo dele que em qualquer vizi-
nhanca que considerarmos em torno do ponto, ndo importa o qudo pequena seja, encontraremos

pontos do conjunto.

A partir do conceito de ponto de acumulagdo € possivel escrever a defini¢do formal de

limite. A defini¢ao a seguir foi baseada na obra de Stewart (2016).

Definicao 2.2. Seja f uma funcdo definida em algum intervalo aberto e a um ponto de acumula-

cdo. Entdo dizemos que o limite de f quando x tende a a é L, e escrevemos

lim f(z) =L

Tr— a
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se para todo nimero ¢ > 0 houver um niimero 6 > 0 tal que se 0 < |r — a| < J entdo
|f(x) — L| <e

A definicdo de limite acima permite caracterizar o comportamento de uma funcdo na
vizinhanca de um ponto que pode ou nio pertencer ao dominio desta funco. E importante notar,
sobretudo, que existem fung¢des que ndo possuem um limite, mesmo que a fun¢do esteja definida
neste ponto. E crucial que os estudantes entendam a diferenga entre o limite e valor da funcio
em um determinado ponto, para depois entender a reconciliacdo que existe para alguns tipos de

fungdes (fungdes continuas).

A defini¢do de limite descrita acima, nos leva a um estudo mais aprofundado sobre limites:
as defini¢des de limites laterais, que s@o necessarias para melhor analisar o comportamento
do limite de uma funcdo em determinado ponto. Estudaremos a seguir as defini¢des de limites

laterais para esclarecer a importincia dos mesmos.

2.1.2 LIMITES LATERAIS

Calcular os limites laterais de uma fun¢do em um ponto determinado € importante para
resolucdo de problemas que envolvam limites. Sao ditos limites laterais de uma funcdo, os limites
que se aproximam de um niimero a, pela esquerda e pela direita. O simbolo de + € utilizado para
indicar que o limite deve ser calculado pela direita do nimero que x estd tendendo, e o simbolo

de — para indicar que o limite deve ser calculado pela esquerda.

A seguir, apresentamos as defini¢des de limites laterais, que foram extraidas de Flemming
e Goncalves (20006) .

Definicao 2.3. Seja f uma fungdo definida em um intervalo aberto (a,c). Dizemos que um

niimero L € o limite a direita da funcdo [ quando x tende para a e escrevemos

lim f(z)=1L

r— at

se para todo € > 0 existe um 6 > 0, tal que | f(x) — L| < € sempre que a < x < a + 0.

Definicdo 2.4. Seja [ uma funcdo definida em um intervalo aberto (d,a). Dizemos que um

niimero L é o limite a esquerda da funcdo [ quando x tende para a e escrevemos
lim f(z)=1L
Tr— a—

se para todo € > 0 existe um 6 > 0, tal que | f(x) — L| < € sempre que a — 6 < z < a.

Em decorréncia das defini¢cdes de limites laterais, temos a seguinte proposi¢ao:
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Proposicao 2.5. Para existir o limite de uma fungdo f, basta que, o limite pela esquerda exista
em x = a, o limite pela direita exista em r = a e que os limites pela esquerda e pela direita

sejam iguais.

A demonstragdo dessa proposicao € trivial, pois as condigées a < x < a+dea— 9 <
x < a tomadas simultaneamente correspondem a condi¢do 0 < |z — a| < 0. A demonstragio

completa pode ser encontrada no livro de Flemming e Goncalves (2006).

Para facilitar a resolucao de alguns limites simples, abordaremos algumas propriedades

que sdo fundamentais no processo ensino-aprendizagem do Calculo.

2.1.3 PROPRIEDADES DOS LIMITES

Nesta secdo, vamos relembrar as propriedades bdsicas de limites, com base nas obras de
Iezzi, Murakami e Machado (1977) e Dante (2003)

1° Propriedade: Limite de uma fun¢do constante.

Se f é a funcdo definida por f(x) = c onde ¢ € R, para todo z real, entdo lim ¢ =c.

Demonstracao

Devemos provar: Ve > 0,30 >0]0< |z —a| <d = |f(z) — | <e.

Logo, é sempre verdadeiro, pois |f(z) —c| = |c —¢| =0 < e.

2“ Propriedade: Limite de uma funcao multiplicada por uma constante.

SeceRe lim f(z) = L, entdo xlgna[cf(x)] =c. lim f(z) =c.L.

Demonstraciao

Devemos considerar dois casos:

1°caso ¢ = 0.

Sec=0entdoc.f(z)=0.f(r) =0ec.L =0.L=0

Assim, pela 1* propriedade temos J}i_r}rla[c. flz)] = lim 0 =0 = c.LJ}i_}ma[c. flz)] =
lim 0=0=c.L
Tr— a

2°caso ¢ # 0

Devemos provar: Ve > 0,3 >0]0< |z —a| < d = |c.f(z) —c.L| <e.

Temos por hipétese que mlgnmf(x) =Listoé,Ve>0,36>0|0< |z —a| < =
|f(z) — L[ <e
Entdo V ¢ > 0, considerando f’, temos:
c
€

3(5>0|0<|ac—a|<5:>|f(x)—L|<H
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ist0636>0[0< |z —a| <5 = |c.|f(x) = L] < |Z|.\c| =
ou seja

30>0|0< |z —a|<d=|e.f(x)—cL|<e¢

3“ propriedade: Limite da soma de funcdes.

Se Jim, /(x) = L Jim g(x) = M, entao Jim [£(x) +g(x)] = Jimy F(z)+ Jim, g(x) =
L+ M.

Demonstracao

Devemos provar

Ve>0,30>0]0<|z—al < = |f(x)+gx)—(L+M)| <eVe>D0,
Considerando g, temos:

E|5l>0|0<|:v—a|<51:>|f(93)—L|<§

352>O|O<\x—a\<52:>\g(x)—M\<§

Considerando § = min{d;,d}, e portanto 6 < d1e 6 < 09,0 < |z —a] < 6 =

7(@) L + lo(a) — M| < S+ S =

Mas pela desigualdade triangular, temos:

[f(2) = Ll + [g(x) = M| = |f(z) + g(x) = (L + M)| = [[f(x) + g(x)] — (L + M)

entdo

35 =min{01,0} |0 < |z —a] <d=|[f(z) + g(x)] — (L+ M)| <e.

4 propriedade: Limite do produto de fungdes.

Se lim f(r) = L e Jim g(x) = M, entdo limy [ (z).g(@)] = lim, (z). im g(r) =
L.M.

Demonstracao

Notemos inicialmente que:

f(z).9(z) = f(x).9(x) — L.g(x)+ L.g(x) — L.M + L.M,
isto é

f(x).g(z) = [f(z) = L].g(x) + L.[g(x) — M] + LM,

Por defini¢do:

lim f(x) =L < lim(f(z)—L)=0

Tr— a r— a
xli_r)nag(x) =M< xh_r)rla(g(x) — M) = 0. E além disso:
im (£() ~ L) = 0 Jim g(a) = M = lim[(/(x) ~ L).g(s)] =0

Temos:
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lim [f(2).g(x)] = lim {[(f(2) — L).g(x)] +L.[g(x) — M] + LM} =
— 1im {[/(«) — L]-g(2)} + lim {L.[g(x) — M]} + lim LM =
=0+ lim [g(x) = M]+ LM = L0+ L.M = L.M

5% propriedade: Limite do quociente de funcdes.

lim f(x) [
Se lim f(x) = Le lim g(z) = M, entdo lim z) =24 = —.
0, A e g(o) T Jim gla) ~ M
Demonstracao
1 1
Sabemos que = lim g(z) = M # 0, temos: = lim o) =7
entao

tim £ _ iy [f(a:).g(;)] —Lo =

A seguir, apresentaremos conceitos especiais, importantes na compreensao de varias

situacdes que surgem no decorrer do estudo de limites de fungdes.

2.1.4 LIMITE NO INFINITO

Para melhor entender o comportamento de algumas func¢des, podemos encontrar limites
onde a varidvel tende ao infinito, tanto para direita, quanto para a esquerda em relagdo ao
eixo das abscissas. O cdlculo do limite € dito no infinito, quando a varidvel x tende a valores
suficientemente elevados ou decresce ilimitadamente, neste caso, dizemos que os valores de x
que tendem a mais infinito e a menos infinito. Vamos trabalhar com a defini¢ao de limite no

infinito e assintota horizontal, respectivamente.

As definicdes de limites no infinito foram extraidas de (FLEMMING; GONCALVES,
20006).

Definicio 2.6. Seja f uma funcdo definida em um intervalo (a,+00). Escrevemos EIE fz) =
L, quando o niimero L satisfaz a seguinte condicdo: para qualquer ¢ > 0, existe um A > 0 tal
que |f(x) — L| < € sempre que x > A.

Definicao 2.7. Seja f uma fungdo definida em um intervalo (—o0,b). Entdo lim f(x) = L se

T—r—00

L satisfaz a seguinte condigdo:

para qualquer € > 0, existe B < 0 tal que |f(x) — L| < € sempre que x < B

Sabendo que o limite da fungdo f(z) é L, podemos tragar a reta y = L, que é chamada
de assintota horizontal, que nos ajuda a ter um melhor entendimento do limite no infinito. A

seguir, trazemos sua defini¢do precisa, retirada de (STEWART, 2016).

Definicio 2.8. A reta y = L é chamada assintota horizontal da curva y = f(x) se:
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lim f(x)=Lou lim f(z)=L

T——00 T——+00

2.1.5 LIMITES INFINITOS

Agora, vamos estudar os limites infinitos, situacdes que nos deparamos quando estamos
calculando um limite em determinado ponto e percebemos que ndo conseguirmos responder com
um ndmero, ou seja, a fun¢do continua crescendo ou decrescendo arbitrariamente. Na verdade
o limite dessa funcdo € inexistente, pois o infinito ndo representa um nimero. Essa resposta
significa que f(x) pode se tornar tdo "grande"ou tdo "pequeno”quanto desejarmos. A seguir
vamos relembrar as definicdes de limites infinitos e a definicao de assintota vertical que esta

intimamente ligada a limites infinitos.

Segue as definicdes de limites infinitos, baseadas no livro de (FLEMMING; GONCAL-
VES, 2006).

Definicdo 2.9. Seja f(x) uma funcdo definida em algum intervalo aberto contendo a, exceto

possivelmente, em x = a, Dizemos que

lim /(x) = +o0

Se para qualquer A > 0, existe um 6 > 0 tal que f(x) > A sempre que |x — a| < 0.

Definicao 2.10. Seja f(x) uma fungdo definida em algum intervalo aberto contendo a € R,

exceto possivelmente, em x = a, Dizemos que

lim f(z) = —oo

Se para qualquer B < 0, existe um 0 > 0 tal que f(x) < B sempre que |x — a| < 0.

A defini¢do de assintota vertical nos auxilia a compreender os limites infinitos, a definicao
a seguir foi baseada no livro de (STEWART, 2016).

Obs.: Os simbolos —oo e 4-00 na defini¢do a seguir, significam que a fungdo decresce

ilimitadamente ou crescem ilimitadamente, respectivamente.

Definicao 2.11. A reta v = a é chamada assintota vertical da curvay = f(x) se pelo menos

uma das seguintes condigoes estiver satisfeita:

Hlim f(z) = —o0

T—ra

ii)lim f () = +00
iii) lim f(r) = —o0

v) lim f(z) =+o0

Tr—a—
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v) lim f(z) = —oo

vi) lim f(z) =00

2.1.6 LIMITES INFINITOS NO INFINITO

Existem casos de célculos de limites em que a varidvel tende ao infinito e obtemos como

resposta também o infinito.

Vale ressaltar que as propriedades de limites ndo sdo aplicadas quando a resposta do

limite € o infinito, pois o infinito ndo € um nimero.

Segue a defini¢do extraida de (STEWART, 2016)

Definicao 2.12. Seja f uma fungdo definida em algum intervalo (a,o0). Entdo

Jim ) = o0

significa que para todo positivo M existe um correspondente niimero positivo N tal que

se x > N entdo f(x) = M.

A seguir apresentaremos alguns resultados importantes para concluirmos a apresentacio

dos limites listados nesse trabalho.

2.1.7 TEOREMA DO CONFRONTO E LIMITE FUNDAMENTAL TRIGO-
NOMETRICO
Estudantes do segundo ano do ensino médio tem um contato maior com a trigonometria,
estudando fungdes trigonométricas, juntamente com o ciclo trigonométrico. Tendo isso em vista,
nao podemos deixar de apresentar o Limite Fundamental Trigonométrico e sua demonstragao
para que o professor relembre esse importante teorema do Calculo. Para demonstrar o Limite

Fundamental Trigonométrico, € necessario utilizar o Teorema do Confronto, sua demonstracao

foi baseado no livro de (GUIDORIZZI, 2001) que serd apresentada a seguir.

Teorema 2.13. Teorema do confronto: Sejam f, g, h, trés fungoes e suponhamos que exista

r > 0 tal que

fx) < g(z) < h(z)
para 0 < |z — a| < r. Nestas condigdes, se

lim f(x) = L = lim h(z)

T—ra r—a

entdo
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lim g(z) = L

Tr—a

Figura 1 — Ilustragdo do Teorema do Confronto

A ;\\
-\__ h
", //--__ g
Lo
I | )
| \
| ~—f
0 a x

Fonte — Stewart, 2016.

Demonstracao:

Como por hipétese, lim f(z) = L = lim h(z), dado € > 0, existem J; > 0 e dy > 0 tais que

r—a

O<|r—a|<dy=L—e< f(x)<L+e

O0<|r—a|<dy=L—e<h(zx)<L+e

Tomando-se é=min{d, d, r}, obtemos

O<|zr—a|<d=L—-e< f(zr)<g(x) <h(x) < L+e

logo,
O<|r—a|<éd=L—e<g(z)<L+e,
ou seja,
lim g(z) = L.
Agora possuimos as ferramentas necessdrias para a demonstracio do limite fundamental
trigonométrico.

sen(x)

Proposicao 2.14. li_% éigualal

Demonstracao:

Considere a circunferéncia da Figura 2, que possui raio 1.
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Figura 2 — Circunferéncia.

Fonte — Flemming e Gongalves, 2006.

Seja x a medida em radianos do arco AOM. Limitamos a variagcdo de x ao intervalo

(O, ;T) Observando a Figura 2, escrevemos as desigualdades equivalentes:

area(AMOA) < area(setorMOA) < drea(AAOT)
OA.MM' _ OA.AM _ OAAT
2 2 2
MM' < AM < AT

sen(x) < z < tg(z).

Dividindo a ultima desigualdade por sen(z), ja que sen(x) > 0 para x € (O, g) , temos

T 1
<

b= sen(r)  cos(x)

Invertendo as fracdes, temos que

1> sen(x)

> .
" cos ()

en(x)

s
Por outro lado, e cos(x) sdo fungdes pares. Entdo,
x

sen(—x)  sen(x)

—X T

cos(—x) = cos(x).

Portanto vale para qualquer x, com x # 0. Como lin%) cos(r)=1e lir% 1 =1, pelo teorema do
z— z—

sen(x) _1

confronto, segue que lim
z—0 €T

2.1.8 CONTINUIDADE

Nessa subse¢do abordamos a definicdo de continuidade de fun¢des, muito importante
para o estudo do cdlculo e no anexo A apresentamos alguns exemplos para serem abordados em

sala de aula com os estudantes.
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De uma maneira informal, dizemos que uma funcao € continua em um ponto a de seu

dominio, se nesse ponto ela ndo apresenta "saltos"ou "buracos".

A seguir apresentamos a defini¢do baseada na obra de (FLEMMING; GONCALVES,
2006).

Definicao 2.15. Uma funcdo f é continua num ponto x = a se, e somente se, as seguintes

condigoes estiverem satisfeitas:
19 f(a) estiver definida, ou seja, a deve estiver no dominio de f;
@ e 1 )
29 Existir xlgnaf(x),

39 lim f(z) = f(a)

Assim, finalizamos essa se¢do, onde abordamos conceitos, defini¢des, teorema e proprie-
dades que utilizaremos nesse trabalho. Na proxima secdo vamos fazer um breve estudo sobre

derivadas.

2.2 DERIVADA

Dando sequéncia ao Calculo Diferencial e Integral, estudaremos um limite especial,
conhecido como Derivada. O conceito de derivada € bastante antigo, e de suma importancia para
a ciéncia moderna.

Devemos enfatizar que a derivada foi inventada hd mais de trés séculos; e,
juntamente com o conceito de integral, ela é o alicerce de toda a ciéncia e
tecnologia dos ultimos trezentos anos. (AVILA, 2006)

A derivada permite calcular taxas de variacdes, que sdo aplicadas a varios ramos da ciéncia ou
engenharias, encontrar inclinagdo da reta tangente a uma curva em determinado ponto, calcular
velocidade instantinea de um objeto, entre outras aplicagdes. O dominio desta ferramenta
€ crucial para os estudantes que pretendem seguir qualquer area de exatas e profundamente
enriquecedor para as demais dreas. Para Duclos,

A matemadtica existe para auxiliar o homem na compreensdo do mundo fisico,
econdmico e social. Ela tem propésito e, no sentido pedagdgico, sua princi-
pal finalidade € orientar o estudante na complexidade das ciéncias e técnicas.
(DUCLOS, 1992).

Neste sentido, € interessante que o professor possa trabalhar a interdisciplinaridade com
seus alunos, utilizando o conceito de derivada, e também os estimule a conhecer mais sobre o
universo da matematica. Nesta sec¢do, iremos apresentar como retas tangentes sao calculadas

para uma curva qualquer, e a defini¢do de derivada para uma fun¢do de uma varidvel.
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2.2.1 RETA TANGENTE

Nesta subsecdo vamos relembrar qual processo devemos conhecer para entender como a
reta tangente € calculada através da derivada. Para encontrarmos a reta tangente a uma curva
representada pela fungdo y = f(x), em um ponto P, com coordenadas (a, f(a)), vamos utilizar
uma reta secante PQ, onde ) € um ponto pertencente a curva y = f(x), com coordenadas
(z, f(x)), sendo = # a. Sabemos que a inclinagdo de uma reta, conhecendo dois de seus pontos

(distintos) € dada pela variacdo em y, sobre a variacdo em x, Como na expressao a seguir.

f(x) — f(a)

mpo =
@ r—a

Na figura 3, podemos visualizar um exemplos para essa situacao.

Figura 3 — Pontos P e Q pertencentes a curva y = f(z)

Fonte — Autoria prépria. Geogebra

Logo, para descobrir a inclinagdo da reta tangente a curva e que passa por P, fazemos
com que o ponto () deslize sobre a curva (assim como na figura 4), aproximando-se cada vez
mais de P, ou seja, obrigamos o ponto x tender a a, assim, 0 mpg tende a inclina¢do m da reta

tangente que passa por P.

Figura 4 — Reta t tangente ay = f(x) em P

/ \

Fonte — Autoria prépria. Geogebra
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Esse famoso problema de encontrar retas tangentes foi o precursor para a criagdo € o
estudo das Derivadas. A seguir iremos apresentar a definicdo de reta tangente foi baseada em
(STEWART, 2016), que nos leva a defini¢ao de derivada.

Definicao 2.16. A reta tangente a curva representada pela fungdo y = f(x) em um ponto

P(a, f(a)) é a reta passando por P com inclinag¢do

m:limM

T— a TrT — Q
desde que esse limite exista.

O limite descrito acima, é conhecido como derivada da fun¢do f no ponto a, representado

por f’(a), dizemos que quando esse o limite existe, f é derivavel em a ou f é diferencidvel em a.

2.2.2 DERIVADA DE UMA FUNCAO

Quando queremos encontrar, por exemplo, reta tangente e Velocidade Instantdnea de

uma funcdo, aplicamos o a derivada em um ponto determinado.

Mas também, € possivel derivar uma fun¢do como um todo, fazendo com que o nimero

a varie, ou seja, podemos trocéd-lo pela varidvel x, desde que o limite no ponto x exista.

Definicao 2.17. A derivada de uma funcdo f(x) é denotada por f'(x), com x € D(f) tal que

f'(z) = lim

flx+h) - fx)
h

se esse limite existir.

Podemos afirmar que uma funcdo sé e dita derivavel, quando existe derivada em todo

seu dominio.

2.2.3 DERIVADA COMO TAXA DE VARIACAO

A derivada pode ser interpretada como taxa de variacdo instantanea, mais conhecida

como taxa de variagdo.

Temos inicialmente a taxa de variacdo média, que é dada pela expressao:

Ay _ f(e+Ax) - f(x)
Az Az

Para encontrarmos a taxa de variagdo, basta aplicar o limite na expressdo da taxa de
variagao média quando Az tende a zero, o resultado nos fornece a taxa de variagdo de y em

relacdo a x dada pela expressao:
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o) — 1 1A ()

Az— 0 Az

A derivada, como taxa de variacdo, pode ser aplicada a diversas areas do conhecimento,

que serdo apresentadas o capitulo 4.

Para dar continuidade ao estudo do Célculo, vamos abordar na préxima se¢do, as defini-

coes de integral definida e integral indefinida.

2.3 INTEGRAL

A Integral, assim como Limite e Derivada, compde o Célculo, nesta se¢do iremos
apresentar seu conceito, primeiramente tratando de integrais definidas, para o calculo de dreas
figuras planas delimitadas por curvas quaisquer. Em seguida abordaremos as integrais indefinidas,
como processo inverso da derivada, que chamamos de integral indefinida ou primitiva de uma

funcdo.

2.3.1 INTEGRAL DEFINIDA

Como descrito no Capitulo 1, desde a antiguidade, matematicos trabalhavam com pro-
blemas para calcular dreas de figuras planas. O método da Exaustao foi o mais utilizado pelos
mesmos. Problemas para encontrar a distancia percorrida por um mével com velocidade varidvel,
onde a resolucdo nao é elementar como quando a velocidade € constante, também j4 faziam parte

em um universo onde o Célculo Diferencial e Integral ndo existia.

Vamos apresentar a seguir a defini¢cdo formal de integral definida, retirada de (STEWART,
2016).

Definicio 2.18. Se f é uma fungdo continua definida em a < x < b, dividimos o intervalo [a, b]
. . . . —a .
em n subintervalos de comprimentos iguais Ax = ——. Sejam xo(= a), x1, T2, ...,z (= b) as
n
extremidades desses subintervalos, e sejam x7, x5, ..., x) pontos amostrais arbitrdrios nesses

subintervalos, de forma que x} esteja no i-ésimo subintervalo [x;_1, x;]. Entdo a integral definida
defdeaabé

[ e = i 3" f(a) A
a i=1

desde que o limite exista e seja o mesmo para todas as possiveis escolhas de pontos amostrais.

Se ele existir, dizemos que f € integrdvel em [a, b).

O simbolo [ € denominado como sinal de integracdo, e o dx é para identificar a variavel
de integracdo. O simbolo | foi criado por Leibniz, representando um S alongado, assim escolhido,
pois a integral € o limite de somas. Para melhor entendimento da Defini¢do 2.18, vamos conhecer

a soma de Riemann
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que deu origem a integral definida. De uma forma sucinta, e simples, vamos mostrar qual o

raciocinio para entender a soma e sua aplicacdo na integral definida.

Primeiramente temos a drea S representada na figura 5, delimitada pela fungdo f(x),

pelo eixo das abscissas e por duasretast =aex = 0.

Figura 5 — Gréfico da area S

v i

Fonte — Autoria propria. Geogebra

Para encontrar a drea .S, usaremos o método parecido com o método da Exaustido,
conforme a Figura 6, na qual a drea foi dividida em n retdngulos, de altura f(z}) e base Az,

podemos perceber que ao somarmos as dreas dos retangulos, nos aproximamos da drea S.

Figura 6 — Grafico da divisdo de S em retangulos

¥ T

Fonte — Autoria propria. Geogebra

Seguindo esse raciocinio, quanto maior o nimero de retangulos inseridos, maior seré a

precisdo da aproximacdo da drea .S, conforme pode ser visto na Figura 7.
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Figura 7 — Grafico divisdo de S em n retangulos

¥ f

Fonte — Autoria prépria. Geogebra

Portanto, no momento em que o nimero de retangulos tende ao infinito, o resultado da
soma das dreas dos retangulos nos fornece a drea .S, onde surge a integral definida, representada

pela expressao:

[ 1)de = im 3 e
a i=1

A integral definida pode ser utilizadas nos célculos de drea de regides planas e de
superficie de revolucdo, volumes de sélidos de revolugdo, valor médio de uma fung¢do, na fisica
pode ser aplicada para calcular trabalho, massa, centro de massa, momento de inércia de uma
barra, pode ser usado em problemas de engenharia de produ¢do como por exemplo excedentes de
consumo e producdo de determinado produto; na matematica financeira, para calcular valor futuro
e presente de uma renda qualquer, entre tantas outras aplicacdes que podem ser encontradas

facilmente em livros de calculo.

2.3.2 INTEGRAL INDEFINIDA

A integral indefinida € a operacdo inversa a derivada também chamada de antiderivada, ou
primitiva de uma funcdo. As defini¢des a seguir foram retiradas de (FLEMMING; GONCALVES,
2006):

Definicao 2.19. Uma funcdo F é chamada uma primitiva da funcdo f em um intervalo I (ou

simplesmente uma primitiva de f), se para todo x € I, temos I’ = f.

Definicao 2.20. Se F' ¢ a primitiva de f, a expressdo F + ¢ (com ¢ uma constante) é chamada

integral indefinida da funcdo f e é denotada por:

/f(x)dx =F(z)+c
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Agora que relembramos as defini¢des mais importantes de derivadas e integrais, podemos
apresentar o Teorema Fundamental do Célculo, que € dividido em duas partes, a primeira parte

tem o seguinte enunciado:

Teorema 2.21. Se f for continua em |a, b, entdo a func¢do g definida por:

g@)= [ s

coma < x <b, é continua em [a,b] e derivdvel em (a,b) e ¢'(x) = f(z).

E a segunda parte:

Teorema 2.22. Se f for continua em [a, b, entdo

onde F é qualquer primitiva de f, isto é, uma funcdo tal que F' = f.

A demonstracdo do Teorema Fundamental do Célculo pode ser encontrada em qualquer

livro de Calculo usado nas nossas referéncias.

Portanto encerramos esse capitulo que abordamos Limites, Derivadas e Integrais, de uma
forma sucinta, com o intuito que o professor de ensino médio possa utiliz-lo para relembrar as
principais defini¢des, propriedades e teoremas utilizados no estudo inicial de Calculo Diferencial
e Integral, para entdo poder aplicar com seus alunos as atividades proposta no capitulo 4 desse
trabalho .
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3 APRESENTACAO DOS SOFTWARES WXMAXIMA E GEOGEBRA

No capitulo anterior apresentamos de forma sucinta o Calculo Diferencial e Integral,
trazendo conceitos e defini¢des basicas de Limite, Derivada e Integral. Alguns destes conceitos

podem ser explorados com o auxilio dos softwares com os estudantes.

O uso de recursos computacionais na educagdo basica é de fundamental importancia,
pois a tecnologia hoje em dia j4 estd ao alcance da maioria dos brasileiros, segundo (BRASIL,
2000) o uso de computadores como ferramenta no processo ensino-aprendizagem contribui

significativamente para a construcdo de conhecimento em diversas areas.

Para que o professor de Ensino Médio possa trabalhar além do basico com seus alunos,
propomos utilizar os softwares wxMaxima e Geogebra, para resolver limites que a principio,
no contexto de ensino médio seriam insoluveis, pois ndo compete a esse nivel de educacao
as técnicas de resolucdao. Também traremos aplicacdes de derivadas e integrais, para serem
resolvidas utilizando os softwares. Neste capitulo apresentaremos os softwares de uma maneira
sucinta e ensinaremos como utiliza-los na aplicagdo da nossa proposta dentro do Calculo

Diferencial e Integral.

3.1 WXMAXIMA

O wxMaxima ou simplesmente Maxima € um software classificado como sistema de
computacao algébrica. Isto significa que o programa € capaz de realizar cdlculos numéricos e
simbolicos, além de produzir graficos em 2 e 3 dimensdes. O Maxima pode ser instalado nos

principais sistemas operacionais. Neste trabalho, utilizaremos a versdo 16.04.2 1.

Existem outros softwares na mesma linha de sistemas de computacao algébrica, entre eles,
os mais utilizados por empresas de grande porte e universidades sdo o Mathematica e o Maple,
que possuem recursos mais avangados. No entanto, como s@o programas pagos, fica inviavel
para trabalhar em escolas publicas. Assim, escolhemos o wxMaxima por ser um programa livre
e gratuito, que € um poderoso sistema de computacdo algébrica, pois conseguimos realizar
operacdes basicas de aritmética, resolver equacdes e sistemas, operar com matrizes, construir
graficos a partir de funcdes, e trabalhar com Célculo Diferencial e Integral, objetivo principal
deste trabalho.

Trabalhar com programas deste tipo pode ser dificil no inicio, pois, para fazer as opera-
¢coes de uma maneira mais rapida, é necessario conhecer uma série de comandos especificos, o
que de certo modo € uma linguagem de programacdo. Porém as versdes mais novas do Maxima

possuem uma interface grafica mais amigavel. Quem ndo conhece seus comandos pode se orien-

' Esta versio pode ser obtida no endereco http://andrejv.github.io/wxmaxima/download.html.
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tar pelo menu na parte superior da interface que oferece as ferramentas para fazer os calculos
pretendidos. Vale ressaltar que com uma aula planejada e direcionada aos recursos necessarios

para sua aplicagdo, o professor certamente terd sucesso em introduzir o uso do software.

3.1.1 INTERFACE DO WXMAXIMA

A tela inicial do Maxima € similar a apresentada na Figura 8 a seguir.

Figura 8 — Interface do Maxima

o wahaxima 16.04.2 [ nao salve® | - X

Arquive  Editar View Céula Maxima Equacées Algebra Calculo  Simplficar Grafica Numérico  Ajuda

| Table of Contents. x

Bem-vindo a0 wiMaxima Pronte para entrada do usudrio

Fonte — Autoria propria.

Essa grande parte em branco do Maxima € o local que serdo exibidos os resultados das
operacdes realizadas, utilizando comandos ou as janelas superiores como ja mencionado no

texto.

3.1.2 OPERACOES BASICAS

Para utilizar o programa, precisamos conhecer seus comandos bdsicos, como adi¢ao,

subtracdo, multiplica¢do, divisdo, potenciacao, raiz quadrada e médulo de um nimero real.

Para realizar adicao e subtracao, basta digitar os nimeros e a operacao desejada entre
eles. Na multiplicacdo o simbolo entre os nimeros a serem multiplicados deve ser o asterisco
(*), na divisdo, a barra (/). Para inserir nimeros decimais, usa-se o ponto no lugar da virgula, na
potenciagdo usa-se o acento circunflexo, e para realizar a operacao de raiz quadrada, deve-se
inserir o comando sqrt € o nimero a ser extraido a raiz entre parénteses. Finalmente, para inserir
moddulo, utiliza-se abs e o nimero entre parénteses. Em todos os casos, para obter o resultado
deve-se pressionar simultaneamente shift e enter para indicar que o contetido da célula deve ser

processado (pressionar somente enter indica a inser¢ao de uma nova linha na célula) ou digitar
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ponto e virgula no final da expressdao e em seguida pressionar enter, o resultado aparecerd na

linha abaixo da operacao realizada.

Figura 9 — Operagdes bdsicas com o Maxima

W wxMaxima 16.04.2 [ ndo sahvo™ ] - x

Arquive Editar View Célula Maxima  Equagdes Algebra Cileulo  Simplificar  Gréfico  Numérico  Ajuda

~ | Table of Contents. x
s

3+5;
8

1-2;
-1

6%4;
24

20/4;
5
4~3;
64

sgrt (81) ;
9

abs (-4);
4

“

Bem-vinde a0 wxMaxima Pronto para entrada do usuario

Fonte — Autoria prépria.

3.1.3 FUNCOES NO MAXIMA

Com o Maxima é possivel também trabalhar com fung¢des. No exemplo a seguir, definimos
uma fungdo quadritica, encontramos suas raizes e calculamos alguns valores de f (), na imagem

abaixo, podemos ver os comandos utilizados para realizar tais cdlculos.

Figura 10 — Fun¢do quadratica

@ wxMaxima 16.04.2 [ fungio quadraticawm | - X

Arquive  Editar View Célula Maxima Equagdes Algebra Calculo  Simplificar Grafico  Numérico  Ajuda

f(x):=x"2+2*%x;

f(x) :=X2+2 X

- | Table of Contents x

solve ([f(x)=07, [x]):
[x=-2,x=01

yl:£(3);
y2:£(=-2);
y3:£(0);
ya:f(1/2);

(y1) 15
(y2) 0
(y3) 0

5
(v

Bem-vindo a0 wiMaxima Saving successful.

Fonte — Autoria prépria.
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Podemos também construir graficos das funcdes, o que serd feito na subsecdo 3.1.7.
Lembramos que o objetivo nio € ensinar todos os recursos do software e sim apenas 0s recursos
que iremos utilizar. Manuais do wxMaxima podem ser encontrados online. Nosso trabalho é
voltado ao estudo do Calculo Diferencial e Integral. Nas préximas subse¢des desse capitulo,

vamos conhecer e utilizar os comandos para calcular Limites, Derivadas e Integrais.

3.1.4 CALCULO DE LIMITES NO MAXIMA

Para o célculo de limites o comando bésico € o limit. Para facilitar, podemos usar o menu
na parte superior, e clicar na janela Cdlculo, em seguida clicar em Encontrar limite, entdo abrird
a janela que estd representada na imagem seguinte, onde inserimos as informagdes necessarias
para que o sotware efetue o cdlculo do limite. Através deste comando podemos também calcular
limites especiais, como por exemplo quando a varidvel tende ao infinito, e também podemos

calcular limites laterais.

Figura 11 — Célculo de Limites

Arquive  Editar View Céula Maxima Equacées Algebra Calculo  Simplficar  Grafica Numérico  Ajuda

| Table of Contents. x

Limite x
Varidvel
Ponto: Especial
Direggo: | bilateral v
[ Série de Taylor
Cancelar

Bem-vindo a0 wiMaxima Pronte para entrada do usudrio

Fonte — Autoria propria.

O resultado € dado apds clicar em ok na janela. A Figura 12 ilustra a situacao obtida.
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Figura 12 — Resultado do cdlculo do Limite

Arquive Editar View Célula Maxima Equagdes Algebra Célculo Simplificar Gréfico Numérico Ajuda

| Table of Contents X

limit (x*3-2, %, -2):
-10

2| I

Bem-vinde ae wxMaxima Pronte para entrada do usudrio

Fonte — Autoria prépria.

Segundo Giraldo, Caetano e Mattos (2012), o wxMaxima fornece respostas para o cdlculo
de limites que resultem diferentemente de nimeros reais ou do infinito. Se o Maxima retornar o
termo und, significa que os limites laterais existem, mas sao distintos, e assim o limite global
ndo existe. Se retornar o termo ind significa que o limite ndo existe por outras razdes. Na figura a

seguir ilustramos essas situagoes.

Figura 13 — Outras possiveis respostas no Maxima

limit (x/abs(x), x, 0);
und
limit (sin(1/x), x, 0);
ind

Fonte — Autoria prépria.

Assim, encerramos a pequena demonstragdo de como inserir os comandos para calcular

limites no wxMaxima.

3.1.5 CALCULO DE DERIVADAS NO MAXIMA

Para o célculo de Derivadas, o comando bésico utilizado € o diff, mas novamente
podemos utilizar o menu superior, clicar em Cdlculo, e em seguida clicar em Diferenciar, a

figura a seguir, ilustra a situagdo.
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Figura 14 — Célculo da Derivada

Arquivo  Editar View Célula Maima Equagdes Algebra Calculo Simplificar Grafico Numérico  Ajuda

~ Table of Contents X
Diferenciar X
Expressdo: | x~3+2#x2-1|
Varidvel(is)
oK Cancelar
v
L 1

Bem-vindo ao wxMaxima Pronte para entrada do usudrie

Fonte — Autoria prépria.

Basta inserir a funcdo que desejar, a varidvel, ou varidveis que precisa derivar € o nimero
de derivagdes e clicar em OK. Assim, terd como resposta a func¢do derivada na linha abaixo da

funcao.

Figura 15 — Resultado do calculo da Derivada

Arquive Editar View Célula Maima Equagdes Algebra Cilculo  Simplficar Grifico  Numérico  Ajuda

{ diff (x~342%x~2-1,%,1);

| Table of Contents. X

3x°+4x

) I

Bem-vindo a0 wxMaxima Pronto para entrada do ususric

Fonte — Autoria prépria.

Com o uso constante do Maxima, ficard mais simples utilizar direto os comandos, do que

usar os botdes na parte superior. Encerramos entio o guia de como inserir derivadas no software.
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3.1.6 CALCULO DE INTEGRAIS NO MAXIMA

Para o calculo de Integrais, o comando bdsico € integrate, mas podemos também acessa-

lo no menu superior, clicando em Cdlculo e Integrar. Veja na figura 16.

Figura 16 — Célculo da Integral

Edit Célula Maxima Equases Algebra  Calcul plificar  Grafico N jud
'~ [Table of Contents x
Integrar x
Expressio 3*x"2+4%x
[ Integragdo definida
De: O Especial
Para: 1 Especial
Integragie numérica
Método: | quadpack
oK Cancelar
|
Bem-vindo 20 wxMaxima Pronto para entrada d rio

Fonte — Autoria propria.

Podemos escolher entre integral indefinida e integral definida, basta selecionar na prdpria

aba da integral, caso queira a integral definida, e inserir os limites inferior e superior.

Figura 17 — Célculo de Integral Definida

Arquivo Editar View Célula Maxima Equagdes Algebra Calculo Simplificar Gréfico Numérico  Ajuda

~ | Table of Contents. x

integrate (3*x"2+4%x, x);
x3+2 %%

Integrar x

Integragdo definida

[integragéo numérica

Método: |quadpack

Bem-vinde a0 wadizxima

Fonte — Autoria prépria.
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No primeiro bloco da figura 18 esta representada, a funcdo a ser integrada e sua primitiva
logo abaixo. Ja no segundo bloco, calculamos a integral definida da mesma func¢do, onde na

segunda linha obtemos a resposta, quando os limites de integracdo sdo O e 1.

Figura 18 — Resultado do calculo das Integrais

rquivo Editar View Célula Maima Equages Algebra Calculo Simplificar Grafico Numérico Ajuda

'~ |Table of Contents X

x3+2x2

integrate (3*x"2+4%x, %, 0, 1);

{ integrate (3*x"2+4%x, x);
S

.

Bem-vindo a0 wxMaxima Pronte para entrada do usudrie

Fonte — Autoria prépria.

Encerramos aqui a subsec¢ao sobre como calcular integrais indefinidas e definidas no

Maxima.

3.1.7 PLOTANDO GRAFICOS NO MAXIMA

Para auxiliar na visualizacdo e entendimento das respostas que obtemos no Maxima,
podemos utilizar o recurso grifico que o software oferece. Vale salientar que seus gréficos ndao
tem total precisdo, pois o software ndo € especializado em graficos. Mesmo com essa limitacao,
ele nos oferece um recurso visual, particularmente 1til para que os estudante possam visualizar

as respostas.

Os graficos que o Méxima oferece podem ser em 2 ou 3 dimensdes. Neste trabalho,
iremos utilizar graficos em 2 dimensdes, pois trabalharemos apenas com fun¢des de uma varidvel
real. Neste caso o comando bdsico para plotar o grafico é o wxplot2d. Este comando pode ser
acessado no menu superior do programa, bastando escolher a op¢ao Grdfico e em seguida Grdfico
2d. Veja na figura seguinte, a caixa de entrada para plotar o grafico. Basta inserir a funcao, e
escolher os limites de x e y no plano cartesiano, que definem a janela de visualizagdo. E possivel
deixar os valores sugeridos por padrao, mas caso queira algo especifico, é possivel modificar a

escolha para os eixos.
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Figura 19 — Plotando o gréfico

@ wxMaxima 16.04.2 [ ndo salvo _

Arquivo Editar View Célula Maxima Equagdes Algebra Cilculo Simplificar Grifico Numérico Ajuda

| Table of Contents X

Grafico 2D X

Expressio(@es): ‘ %2 ‘ Especial

Varigvel: De: Para: [ escala logaritmica

oril b5 JPem 1] Dclologurimics
Marcagdes: -

Opgaes: | v

Arquive: | | &=
Cancelar

2| I

Bem-vinde ae wxMaxima Pronte para entrada do usudrio

Fonte — Autoria propria.

Ap6s clicar em OK, o programa levard alguns instantes para mostrar o grafico da funcao

desejada.

Figura 20 — Grafico plotado

) wxMaxima 16.04.2 [ ndo salvo™ ] - X
Arquive Editar View Célula Maxima Equades Algebra Calculo Simplificar Grafico Numérico Ajuda
7 ~ Table of Contents X
wxplot2d ([x~2], [x,-5,5]1)%

25 T T T T T

20 q

15 1

o

10+ q

5k |

0 L L H L L

-4 2 0 2 4
x

2| I

Bem-vinde ae wxMaxima Pronte vara entrada do usudrio

Fonte — Autoria prépria.

Podemos também inserir duas ou mais fun¢des no mesmo gréfico, basta digitar as funcdes

e separd-las com uma virgula.
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Figura 21 — Duas func¢des no mesmo grafico

Arquivo Editer View Céluls Maima Equacdes Algebra Calculo Simplificar Grafico MNumérico Ajuda
~ Table of Contents X
Gréfico 2D X
Expressao(Ges) ‘x“z,z'x | Especial

Bem-vindo ao wxMaxima

o wahaxima 16.04.2 [ nao salve® |

Varivel: De: Para: [ escala logaritmica
Vot [T | e [6 ] pom [0 | Dlescllogarimic
Marcagdes: =
Opgdes: | ~]
Arquive: | | &
Cancelar

| I

Pronte para entrada do usudrio

Fonte — Autoria propria.

Figura 22 — Gréfico das fungdes

- X

Arquive  Editar View Célula Maxima Equacées Algebra Calculo  Simplficar Grafica Numérico  Ajuda

7

wxplot2d([x~2,2*x], [x,-5,5]1)%

| Table of Contents. x

Bem-vindo ao wdMaxima

o I

Pronte para entrada do usudrio

Fonte — Autoria prépria.

E assim encerramos o pequeno guia de instrucdes para conhecer e utilizar os recursos

necessarios do Méxima que utilizaremos nesse trabalho.

3.2 GEOGEBRA

O Geogebra é um software livre de geometria dinamica, dlgebra e cdlculo. Pode ser

instalado também nos principais sistemas operacionais. E de f4cil exploracao pelo usudrio, pois
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tem uma interface mais amigdvel e intuitiva e mais difundido entre os professores de matemadtica.
Neste trabalho, utilizaremos a versdo 5.0.414.0-d 2.

Escolhemos aliar o wxMaxima ao Geogebra, para ter uma melhor visualizacdo grafica
quando necessério. Focaremos na apresentacdo da interface do software, nos recursos bdsicos e

nos recursos necessarios para desenvolver este trabalho.

3.2.1 INTERFACE DO GEOGEBRA

Ao abrirmos o software Geogebra, nos deparamos com a interface mostrada pela figura
23.

Figura 23 — Interface do Geogebra

€ 13824744 - X

Arquive Editar Exibir Opghes Ferramentas Janela Ajuda

(]2~ ol ol lind=]

» Janela de Algebra B¢ | » Janela de Visualizagio X

Entrar.

&

Entrada

Fonte — Autoria prépria.

Na parte inferior da interface, vemos a caixa de entrada, onde podemos definir fungdes,
pontos no plano cartesiano, entre muitos outros comandos que o software é capaz de realizar.
Para trabalhar com geometria dindmica, temos na parte superior, varios botdes que nos trazem

op¢des como ponto, reta, poligonos, inserir texto, e varias outras op¢des para trabalhar com a
geometria.

Para definir um ponto no plano cartesiano de duas dimensoes, basta digitar na caixa
de entrada a letra maiuscula desejada para nomed-lo, digitar “=", abrir parenteses, colocar as
coordenadas entre virgula e por fim digitar enter. O resultado apresentado é semelhante ao
apresentado na Figura 24.

2 Esta versio pode ser obtida no endereco https://www.geogebra.org/.
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Figura 24 — Ponto no Geogebra

¥ GeoGebra - X
Arquivo Editar Exibir Opcdes Feramentas Janela Ajuda Entrar.
A NG oy f-\é o a=2
o / el e A QS o N == ‘%’
» Janela de Algebra ¥ [ » Janela de Visualizagao X
s
5
4 ®
3
2
! 4
o
% 5 2 f o 7 H 3 1 3 ] 7 5 ) o T 2 B T+ & T g T
-
2
3
-4
5
Entrada: A=(1,4) a 4

Fonte — Autoria propria.

Para definir uma fungao, voltamos a caixa de entrada, digita-se o nome da fun¢do, em
seguida “=", e entdo compoe-se a funcdo da maneira que desejar. Um exemplo correspondente a
funcdo f(x) = 22? — 6x + 2 estd mostrado na Figura 25. Ao se compor a fun¢do o Geogebra

imediatamente plota o grafico correspondente.

Figura 25 — Definindo func¢des no Geogebra

7 GeoGebra - X

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

DR S o= P4 NIED S
X

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagio X

Entrada: /(x)=2x*2-6x+2| i

Fonte — Autoria prépria.

Podemos perceber que o Geogebra € ficil utilizar, pois os comandos s3o mais comuns a

nossa escrita.
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3.2.2 INTEGRAL DEFINIDA NO GEOGEBRA

O Geogebra possui algumas ferramentas para trabalhar com integrais indefinidas e
definidas seja a func¢@o f(x) > 0 ou f(x) < 0. Nesse exemplo traremos a integral como a drea
de uma superficie limitada pelo grafico e o eixo = nos limites estabelecidos. Para calcular a
integral definida no Geogebra digita-se na caixa de entrada o comando integral. Abrird varias
opg¢oes para definir sua integral. Utilizaremos a op¢ao em que temos a seguinte ordem: Fungao,

valor inicial de x e valor final de z, veja na figura 26.

Figura 26 — Célculo de Integral Definida no Geogebra

€7 GeoGebra - X

Arquive Editar Exibir Opghes Ferramentas Janela Ajuda

[R][A~1 Ol =] @)

) Janela de Algebra B¢ | » Janela de Visualizagio X

Entrar.

Integral{ <Fungo> ] A
Inte gral[ <Funcio>, <Varidvel>]

Inte grall <Fungio>, <Valor de X Inicial>, <Valor de x Final>]

Integral[ <Fungio=, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final=, <Calcular (true | false)> ]

IntegralEntrel <Fungio>, <Funcéio, <Valor de xInicial=, <Valor de x Final> ]

Inte gralEntre{ <Funcio, <Funciox, <Valor de xInicial=, <Valor de  Final=, <Calcular (irue |false)= ] v

Entrada o i O

Fonte — Autoria prépria.

Ap6s selecionar a op¢do, digita-se a funcdo ou simplesmente digita-se o nome da fungao,
quando ela for pré definida, no valor inicial de = basta inserir o limite inferior da integral e no

valor final, o limite superior.
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Figura 27 — Comandos necessarios na integral Definida

7 GeoGebra
Arquivo Editar Exibir OpcGes Femamentas Janela Ajuda

(R Al £

b Janela de Algebra X
Funcio
® f(x) =x*+4x*
Ponto
@ A=(4,0)
® B=(1,0)

> Janela de Visualizagio

Entrada: Integralff(x), -4, 1]

Fonte — Autoria prépria.

Ap6s digitar enter, teremos a resposta da integral definida, ela serd representada por a no

préprio grafico.

€7 GeoGebra

Figura 28 — Resultado da Integral Definida

Arquivo Editar Exibir OpcBes Femamentas Janela Ajuda

[ ] AL~ Ol O Ll

» Janela de Visualizagio

» Janela de Algebra
Fungio
® f(x) = x*+4x*
Nimero
® a-2292
Ponta

@ A=(4,0)
® B-(1,0)

o a=2

G

- x

Entrar.

Entrada

Fonte — Autoria prépria.

Assim, encerramos o capitulo onde apresentamos os softwares que iremos utilizar para

desenvolver as atividades com os alunos do Ensino Médio.
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4 A UTILIZACAO DOS SOFTWARES NO ENSINO DE CALCULO DI-
FERENCIAL E INTEGRAL

Esse capitulo tem como objetivo apresentar as atividades propostas para serem desen-
volvidas com os estudantes na sala de informatica. Apés algumas aulas abordando as ideias
intuitivas de limite, continuidade, derivadas e integrais (vide planos de aula nos anexos desse
trabalho) propomos exercicios para trabalhar as defini¢des dos pilares do Célculo, utilizando o
Geogebra e para resolver limites mais complexos e aplicagdes de derivadas e integrais usaremos
o wxMaxima. Vale ressaltar que o uso dos softwares ndo é apenas uma fonte para buscar a
resposta, mas serd explorado de tal forma que o aluno possa analisar e entender o porque da
solucdo apresentada na tela do computador. Todas as atividades que foram desenvolvidas para
este trabalho, atividades complementares e planos de aula, estdo disponiveis para download
na pagina http://paginapessoal.utfpr.edu.br/steklain/recursos-computacionais-para-o-ensino-do-

calculo-no-ensino-medio .

4.1 CALCULOS DE LIMITES

Utilizaremos o Geogebra para fazer uma exploragao da defini¢ao de limite em uma funcao
continua. Para isso utilizaremos uma rotina bastante simples. Sabemos que, para uma fungio f
continua em um ponto x4, podemos utilizar a definicdo de limite da seguinte maneira: substituindo
a por xy e L por f(xzq), assim dado ¢ > 0, deve existir § > 0 tal que |f(x) — f(zo)| < € se
|z — x¢| < 0. Isto significa que dentro do intervalo (xy — §,x¢ + ¢) a fungdo f é limitada.

Tomando o supremo sup = a e o infimo in f = b da funcdo neste intervalo, isto €,

sup:%gé{MU’(x)SM,xE(wO—é,x0+5)}, 4.1)

z'nfzrygg}g{mﬁ(x)Zm,xe(xo—é,xo+5)}, 4.2)

temos

o = 0] <fa— f(wo)| + 16— f(x0)] < 2e.

Dada a funcdo f, um ponto x( do seu dominio, e dois valores € e § definidos por dois
controles deslizantes, a rotina traca dois retangulos. O primeiro, de cor vermelha, € definida pelos
pontos (xo+0,a) e (ro+d, b). O segundo, de cor verde, é definida pelos pontos (x¢+4, f(zo)Le).
Para cada valor de ¢ > 0, encontrar um valor 6 > 0 que satisfaca a defini¢do significa encontrar

um valor de ¢ > 0 tal que o retangulo vermelho esteja dentro do retangulo verde.

A seguir vamos trabalhar um exemplo bastante simples, que pode ser demonstrado

formalmente com facilidade, para ilustrar o uso do Geogebra.
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Exemplo 4.1. Dada a funcdo f(x) = 2z + 1 dados os valores de ¢ = 4, 2 e 1, estime o valor &
tal que os retangulos coincidam em xy = 2. Vocé consegue estabelecer uma relagio entre € e §?

Qual a justificativa desta relagao?
Resolucgido

O aluno, terd que fixar € e ajustar o dos respectivos controles deslizantes até que os
retangulos coincidam, e entdo ler o valor de ¢, conforme as Figuras 29 e 30. Ele deve obter as

estimativas da Tabela 1.

o

2

1
0,5

[l \O SN SN e

Tabela 1 — Valores de ¢ e 9 do Exemplo 4.1.

Figura 29 — Exploragdo da interdependéncia entre ¢ e € no Geogebra

Fungéo

L@ f(x) =2x41 B 6=2
Namero -

-® =2

@ =2 8 e=2

Ponto
A=(0,7)

B=(4,7) 7

C=(4,3)

D=(0,3)

E=(0,9) o

F=(4,9)

G=(0,1)

H=(4,1) 5
Max = (4, 9)
Mini = (0, 1)

® P-(2,5
Quadrilitero

@ q1-16

i@ g2=32

Segmento

~o

za
RPN

Enfrada:

Fonte — Autoria prépria.
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Figura 30 — Defini¢ao de limite de uma fun¢@o no Geogebra

........%..E.

oy
NE

.a-z/n1234557aum|112|314
B
1

Fonte — Autoria propria.

O estudante deve perceber a relacdo § = €/2. A justificativa reside na demonstragio
formal da continuidade da fungdo f para o ponto z; = 2. Neste momento o professor podera
explorar a defini¢do de limite, mostrando para os alunos, como provar o limite pela defini¢do,
e porque o ¢ escolhido atendeu a condi¢ao estabelecida inicialmente. Mostrando que, se 0 <
|z —2| < d,entdo |f(x)— f(2)] = |20+ 1—5| = |22 — 4] = 2|x — 2| < 26, ou seja, se 0 = €/2,
temos | f(z) — f(2)] < e.

A 1ideia de trabalhar com a funcao linear € a simplicidade com que € feita a demonstracao

da existéncia dos limites, o que facilita a introdu¢@o da rotina do Geogebra.

4.1.1 LIMITES LATERAIS

Nesta etapa, é importante explorar os limites laterais de uma funcao, usaremos tal
exploracdo para para justificar a inexisténcia de alguns limites, com o auxilio do software

wxMaxima.

O objetivo dessa atividade € apresentar os limites laterais de uma funcio de forma com
que o o aluno possa realizar uma andlise gréifica da funcdo, para poder compreender as solucoes
fornecidas pelo software.

2]

——, se x#0
x

Exemplo 4.2. Dado h(z) = . Utilizando o wxMaxima construa o grafico

1, se =0
de h(x), faca uma andlise do que estd acontecendo em torno do ponto x = 0, apds a conclusdo

da andlise grafica, conjecture lim h(z)e lim h(x), em seguida calcule lim h(x).
z— 0— z— 0+ z— 0

Resolucao
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Figura 31 — Anadlise dos limites laterais de uma fun¢ao no Maxima
r h(x):=1if x # 0 then (-abs(x)/x) else if x=0 then 1;
h(x)::if x#0 then % else if x=0 then 1
wxplot2d ([h(x)], [x,-5,5], [v,-2,2]):

plot2d: expression evaluates to non-numeric value somewhere

-abs{x)x
T
i

Fonte — Autoria prépria.

Para calcular os limites laterais, basta utilizar os comandos que estdo descritos na

Figura 32.

Figura 32 — Limites laterias de uma funciao no Maxima

" limit (h(x), %, 0, minus):
1

- limit (h(x), =, 0, plus);
-1

i N -
limit (h(x), =, 0):
und

Fonte — Autoria prépria.

O professor deve explicar que a resposta und fornecida pelo Maxima, significa ndo
definido, ou seja, ndo se define limite global nesse ponto, pois os limites laterais de i (z), quando
x tende a zero, sdo diferentes, e s6 existird limite de uma fun¢do em determinado ponto, quando

os limites laterais nesse mesmo ponto forem iguais.

Acreditamos que € valido trabalhar com os limites laterais, para que os estudantes possam

ter um olhar mais abrangente sobre a fungdo, estudando o comportamento de seu gréfico.

4.1.2 CALCULO DE LIMITES NAO IMEDIATOS

O calculo de limites ndao imediatos de forma tradicional, € uma tarefa inviavel de se
trabalhar com estudantes de ensino médio, principalmente por falta de tempo para ensinar

técnicas de resolugcdo. Propomos entio explord-los utilizando o Maxima, onde iremos abordar
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dominio da fung¢do, continuidade, andlise gréifica e ainda, as limitacdes que o software apresenta

em algumas situagdes.

245 6
Exemplo 4.3. Dada a fungio f;(z) = m
2 —x—

e calcule os limites de f;(z) nos pontos em que a fungéo é descontinua.

, determine seu dominio, construa seu grafico,

Resolucao

O estudante deve inserir a fung¢do no software e calcular as raizes da expressdo do

denominador, para determinar o dominio da funcdo, conforme a figura 33.
Figura 33 — Funcgdo f;(x)

fl(x):=(x"*2+5%*x+0)/ (x"~2-x-12) ;
x> +5x+6

fl(x): 2 10

f solve ([x*2-x-12=01, [x]) ;
[x=-3,x=4]

Fonte — Autoria prépria.

Plotando o gréafico da funcio como o da figura 34, os estudantes perceberdo que a funcio
€ descontinua em x = 4, porém o software possui limitadores graficos, e acaba ndo fornecendo a
descontinuidade em x = —3, onde a fun¢ao também nao estd definida (previamente calculado
pelos estudantes). Por isso € importante que o professor tome cuidado com as atividades que serdo
realizadas utilizando recursos computacionais e sempre que se deparar com "armadilhas"desse

tipo, deve alertar seus alunos.
Figura 34 — Gréfico de f1(x)

? wxplot2d([£f1l(x)], [x,-5,51, I[y,-100,1001)3
plot2d: some values were clipped.
100 T y

(x5 xB)(x2-x-12)
o
|

50 - ‘

100 I I i

Fonte — Autoria prépria.



60

Olhando apenas para o grafico, da maneira que estd ilustrado no figura 34, provavelmente
os estudantes no irdo concluir quais sdo os limites de f;(z) nos pontos de descontinuidade, por
isso € importante que utilizem os comandos no software para calcular os limites, pois o software

ndo ird falhar nas solu¢des numéricas dos limites.

Figura 35 — Calculos dos limites de f;(z)

limit (f1(x),x,-3);
1

7

limit (£f1(x),x,4);
infinity

Fonte — Autoria prépria.

A partir desse momento € importante discutir sobre as solu¢gdes apresentadas pelo
wxMaxima. Inicialmente, propomos que o professor explore os conceitos de dominio da funcio

e de ponto de acumulagio que estdo envolvidos na primeira solu¢do, quando o software fornece

1

aresposta li =,

posta lim fi(z) =~
Como = = —3 ndo faz parte do dominio de f;(z) mas mesmo assim obtemos uma

resposta numérica para o limite? Isso acontece porque um ponto ndo necessariamente deve
pertencer ao dominio para existir limite, pois existem infinitos pontos tdo préximos de —3 quanto
queiramos (até por isso que existe a falha mencionada anteriormente no gréfico da fungdo), que
quando aplicados em f;(z), estdo tendendo a ;, por isso o ponto (—3, 7) € considerado um

ponto de acumulag@o ou ponto limite de f(x).

Ja na segunda solugdo, onde o software fornece xli_r>n4 fi(z) = oo, o professor pode
explorar a inexisténcia do limite e o conceito de assintota vertical. A principio, pode-se solicitar
aos estudantes que facam uma andlise do comportamento do gréafico em torno do ponto x = 4,
pela esquerda e pela direita, apds as previas conclusdes dos estudantes, o professor deve explicar
que a solugdo "infinity"fornecida pelo software significa que a fung¢ao esta divergindo, ou seja,
ela ndo estd tendendo para nenhum numero, pois ela estd decrescendo infinitamente quando x se
aproxima de 4 pela esquerda e crescendo infinitamente quando x se aproxima de 4 pela direta,
logo ndo existe limite de fi(z) em x = 4, mas em x = 4 existe uma reta, chamada assintota
vertical, pois atende a defini¢do que para existir uma assintota vertical em um ponto, pelo menos

um dos limites laterais deve ser igual a —oo ou +-00.

Concluimos que esse exemplo € vélido ser trabalhado, pois o professor pode explorar
diversos conceitos, até entdo nunca apresentados para os estudantes, e também para mostrar que
existem caminhos a serem seguidos no cédlculo de limites que ndo sdo triviais € que mesmo para

0 Ensino Médio podem ser abordados com o auxilio do wxMaxima.
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4.1.3 CALCULO DE LIMITES NO INFINITO

Os calculos de limites onde x tende ao infinito, também se encaixam em limites nao
imediatos, serd explorado de maneira semelhante ao exemplo 4.3 e além de reforcar os conceitos
trabalhados anteriormente, iremos inserir o conceito de assintota horizontal.

20 — 7
Exemplo 4.4. Dada a fungio g;(z) = ’ g construa seu grifico e responda: a funcgdo é
x

descontinua em algum ponto? Se sim, em qual(is)? Existe assintota vertical? Qual sua equacao?

Por fim, calcule x_lj@oo g1(x), ILHEOO g1(x).
Resolucao

Inicialmente o estudante deve definir a funcao no Maxima e plotar seu grafico, nesta etapa
o professor também deve ficar atento as limitacdes do software, pois o griafico pode apresentar
"falhas"visuais por conta da escala que foi utilizada, por isso € importante que o aluno confirme

suas respostas utilizando os comandos necessdrios para realizar os cdlculos.

Vejamos que no grafico da figura 36, visualmente, parece haver descontinuidade em
x = 0 assim como a assintota vertical, mas vale ressaltar que a descontinuidade € no ponto
x = —8, onde a funcdo ndo estd definida, e a assintota vertical possui equagdo x = —8, por isso

o estudante ndo pode ficar dependente apenas da andlise do grafico.
Figura 36 — Andlise grafica de g1(x)
gl (x) :=(2*x-T) / (x+8) ;

2x-7
9l(x):= 3

I wxplot2d([gl(x)], I[x,-1000,10001,[y,-1,31)5
plot2d: some values were clipped.

3 T 7T T

Q?f; N =
15 1 f i

1k

2*x-7)(x+48)

05

A

05

500 1000

K 1
-1000 500

1
X

Fonte — Autoria prépria.

Ap0s os estudantes calcularem os limites pedidos no exercicio, como na figura 37, pode-

se voltar ao grafico e analisar o comportamento da fun¢do quando x tende ao infinto negativo
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e ao infinito positivo, para compreender a solu¢do fornecida pelo Maxima, nesta etapa final

do exercicio o professor também pode explorar o conceito de assintota horizontal, dada pela

equagdo y = 2, pois lim g1(z) = xllr}rloo g1(z) = 2.

Figura 37 — Limite no infinito

4 limit (gl(x),x,minf) ;
2

4 limit (gl(x), x, inf):;
2

Fonte — Autoria prépria.

Ainda podemos explorar mais um exemplo, para instigar o pensamento abstrato dos

estudantes.

1
Exemplo 4.5. Dada a fungiio go(z) = — + 299!, construa seu grifico e responda qual é
x
i ?
Jim, (o)
Resolucao
Mais um vez, utilizando o Maxima, os estudantes podem resolver essa questao. Veja na

figura 38 o que o software ird fornecer apos inserir os comandos para plotar o grafico e calcular

o limite.
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Figura 38 — Resolu¢ao do exemplo 4.5
" g2 (x) :=1/x+x" (0.001) ;

1
gZ(x):=i;-+x0'001

wxplot2d ([g2(x)], [x,-5,5])53
plot2d: expression evaluates to non-numeric value somewhere in plotting range.

400 T T | T T
350 _
300 - B
250 - _

200 - B

¥0.001+1/%

150 | N
100 N

50 -

L | . | .

" limit (g2 (x),x,inf) ;

rat: replaced 0.001 by 1/1000 = 0.001

o0

Fonte — Autoria prépria.

Comparando o gréfico e a solu¢do do limite, podemos perceber que ha uma contradicao,
pois o grafico da a entender que a funcdo estd convergindo para o zero, porém a solu¢do do limite
¢ o infinito, ou seja, ndo existe limite para essa fun¢do, quando x tende ao infinito. Como relatado
anteriormente, ndo podemos obter conclusdes apenas olhando para o grifico da funcdo, ele é
uma ferramenta para nos auxiliar visualmente, porém podem haver limita¢des, que nos impedem
de obter conclusdes corretas. Nesse exemplo o professor deve explicar que por mais que 1/,
fique cada vez mais préximo de zero quando x vai tendendo ao infinito, o segundo termo %%,
apesar de inicialmente ser muito pequeno, vai aumentando lentamente, conforme x vai crescendo
ilimitadamente, até que consegue superar o primeiro termo e portanto temos wl_i)moo g2(x) = o0,
ou seja essa func¢do acaba divergindo quando x tende ao infinito. O intervalo no eixo x fornecido
pelo Maxima foi muito pequeno, podemos aumentar esse intervalo para ver que a fungdo comeca
a crescer, quando o gréfico € plotado em um intervalo consideravelmente maior. Veja na figura

39 quando inserimos o intervalo de x entre -5 e 100000.
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Figura 39 — Griéfico de g(z)

’ wxplot2d([g2(=x)], [%,-5,100000])5%

_plot2d: expression evaluates to non-numeric value somewhere in plotting range.

1.06 T T T T

1.045 - T

1036 q

1.03 - B

x0.001+1/x

1.025 - 1

1.015 B

1.008 ' ' ' '
0 20000 40000 60000 80000 100000

X

Fonte — Autoria propria.

Os exemplos de limites no infinito foram importantes para abordar novos conceitos,
estimular o pensamento critico e abstrato dos estudantes, e também podemos perceber que o
software € uma ferramenta que facilita o ensino-aprendizagem, mas deve ser utilizado com muita

cautela e previamente planejado pelo professor.

4.1.4 CALCULO DE LIMITES TRIGONOMETRICOS

Entre os limites mais trabalhados, ndo poderiamos deixar os limites trigonométricos
de lado. Pois as funcdes trigonométricas estdo entre as fungdes trabalhadas no Ensino Médio,

portanto sdo velhas conhecidas dos estudantes.

sen(3x)

Exemplo 4.6. Dada a funcdo p;(z) = , construa seu grafico em seguida calcule

lim py(x).

z— 0

Resolucao

Nesse exemplo, trouxemos uma fung¢do trigonométrica, para que os estudantes possam
ter um vislumbre sobre o assunto. Apds inserir os comandos no Maxima e fazer tudo que a
questdo como na figura 40, o professor pode promover apenas uma discussao grafica, pois nesse
caso também existe uma descontinuidade em = = 0, mas por limitadores graficos, o software

ndo nos fornece.
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Figura 40 — Célculo do Limite trigonométrico

_7 pl (=) :=3in(3*x) /=x;
. o sin(3 x}
I pl(x).—f
4 wzplot2d ([pl(x)], [x,-5,5],[y,-2,41)%

_plotZd: expression evaluates to non-numeric value somewhere in plotting range.

4 T

sin(3"¥)fx

limit (pl(x),x,0):
3

Fonte — Autoria prépria.

Concluimos a se¢d@o sobre o calculo de limites e interpretagdes das solugdes, visando
a nossa proposta, onde alunos do ensino médio, que mesmo sem conhecer teoremas, proprie-
dades ou métodos de resolug@o possam conhecer um pouco sobre limites, apenas utilizando os

softwares.

4.2 DERIVADA E ALGUMAS APLICACOES

Nesta secdo, traremos as derivadas e algumas de suas aplicacdes em um nivel que
possa ser trabalhado com estudantes do ensino médio. Utilizaremos o Geogebra para podermos
trabalhar com a parte geométrica de uma forma dinamica, para que os alunos possam manipular
e reforcar o que j4 foi explicado em sala de aula como proposto no anexo B e trabalharemos com

0 wxMaxima, para auxiliar na resolu¢do de problemas.

4.2.1 RETA TANGENTE UTILIZANDO O GEOGEBRA

Para que os estudantes se familiarizem com a ideia de derivada, antes de partirmos para
aplicacdes, utilizaremos o Geogebra para explorar a defini¢do de derivada como reta tangente a

uma fun¢do em determinado ponto, utilizaremos uma rotina facil de ser trabalhada.

Seja f uma fun¢@o quadratica, continua em todo seu dominio, e um ponto fixo A(zy, f(x¢)),
escolhendo um ponto B com coordenadas (z1, f(x1)), sendo ;1 = z( + h, onde h representa a
variagdo em médulo no eixo x de A para B, determinamos assim a reta AB secante a f dada pelos

pontilhados azuis, com inclinag@o conhecida (conhecimentos de geometria analitica, previamente
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estudados), a reta tangente a f que passa pelo ponto A € dada em vermelho. O objetivo dessa
atividade, € instigar o aluno a encontrar a inclinag¢do da reta tangente, partindo da reta secante,
ou seja, fazer com que a reta secante (azul), sobreponha a reta tangente (vermelha), sendo B um

ponto mével sobre a fungdo.

Para ilustrar essa situagdo, vamos utilizar o seguinte exemplo.

1
Exemplo 4.7. Dada a funcdo f(x) = g(x —1)2 40,8, € os pontos A(2,1) e B(5,4), que
determinam a reta secante AB a f, determine a reta tangente a f, que passa por A, a partir da
reta azul, ou seja, que a reta azul sobreponha a reta vermelha. Qual foi a estratégia que vocé

utilizou para realizar o exercicio? Qual a justificativa para seu procedimento ter dado certo?

Como o software é de geometria dindmica, os estudantes poderdo mover o ponto A sobre
a funcdo, onde desejam calcular a reta tangente, assim como o ponto 5 onde passa a reta secante
AB. A ideia é fazer com que os estudantes percebam que quanto mais préximo o ponto B est4
de A, ou seja, quando a distancia h entre A e B tender a zero, a inclinagdo da reta secante tende
a inclinag@o reta tangente. Podemos entdo apresentar a Derivada de f(z) em um ponto a como

um limite especial, onde representa a inclinac@o da reta tangente nesse ponto.

As figuras 41, 42 e 43 ilustram a situacao.

Figura 41 — Retas Tangente e Secante a curva f(z)

25 2 EE E as o 05 P 15 B 25 3 35 4 a5 B B [ a5
ke +h=
/sécame.y-u 4L 5 2+h=4

tangents: y= 0.4x 40

Fonte — https://www.geogebra.org/m/gg3zjkSv

A reta secante estd ilustrada em pontilhados azuis, e o objetivo € fazer com que a secante
se aproxime cada vez mais da reta tangente, ilustrada em vermelho, até que suas inclinacoes

sejam as mesmas.



67

Figura 42 — Retas Tangente e Secante a curva f ()

S (r =1y +08

= (2021
PEY:I

¢ f2+h)f21=0.0170 01

-3 - - -1 - -0.5 o 0s 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5 5.5 8 6.5 7
a — o 2+h=1

s f2+h)-f(2) 1-1 001
y Inclinacao reta secante = T h - ool b0l 0.4

tangentey=0.4x+0.2

f2+h) -f2)

=04
h

18 Inclinagdo reta tangente = f'(2) = II_irnD

Fonte — https://www.geogebra.org/m/gg3zjkSv

Deslizando o ponto B sobre a curva, de modo que ele se aproxime do ponto A, fard com
que a reta secante, tenha inclinagdo cada vez mais préxima da inclinacao da reta tangente. No
momento em que as retas praticamente se sobreporem, os estudantes perceberdo que quando a
distancia entre A e B estd muito préxima de zero, as retas azul e vermelha ficaram com o mesmo

coeficiente angular.

Figura 43 — Reta Tangente a curvaf(z)

05

 favh)f0 M0
-3 -25 -2 -15 =1 -05 o 05 1 15 ; 25 3 a5 4 45 5 55 ] 65 7
4 = p 2=
-05
f(24+h) =f(2 1-1 0
Inclinacio reta secante = u =—=-=7
tangente:y=0.4x+0.2 - h 0 0
) o f(2+h)—f(2
s Inclinagdo reta tangente = f'(2) = I!JmD % =04

Fonte — https://www.geogebra.org/m/gg3zjk5v

No momento em que a distancia entre A e B tornou-se zero, o cdlculo feito pelo software

da inclinacdo da reta secante torna-se indeterminado, entdo € importante que o professor reforce
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que a derivada € um limite especial, que pode ser escrito como:

m = lim
h— 0

f(xo +h) = f(xo)
h

desde que esse limite exista.

Assim ressaltamos que o que ocorre em h=0 ndo é relevante, mas sim o que ocorre em

sua vizinhanga.

Apos esse prévio contato com a parte geométrica da derivada, podemos partir para as

aplicagdes, trazendo também a fun¢do derivada em suas resolucdes.

4.2.2 APLICACOES DE DERIVADAS

Uma das etapas mais importantes da nossa proposta, € apresentar algumas das aplica¢des
do célculo no cotidiano, assim, traremos alguns problemas que sdo compativeis com o nivel de

dificuldade com o qual o Ensino Médio estd habituado a enfrentar.

A derivada pode ser interpretada como taxa de variacdo instantdnea ou simplesmente
como taxa de variagdo, que pelo anexo B o conceito ja foi apresentado aos alunos, e com essa

interpretagcdo, podemos trabalhar com problemas de diversas areas.

Todos os problemas propostos para trabalhar com os alunos foram baseadas na obra
(FLEMMING; GONCALVES, 2006), onde os trabalharemos conceitos de taxa de variacdo média
e instantanea, que serdo resolvidos utilizando o wxMaxima como ferramenta para desenvolver
os calculos. Os alunos deverdo ser capazes de interpretar os problemas para entdo inserir os

comandos necessarios no software para chegar as resolucgoes.

As derivadas resolvem problemas de diversas dreas do conhecimento. Trouxemos aplica-

coes de Fisica, Medicina, Geometria e Engenharia de produgao.

Exemplo 4.8. No instante ¢ = 0 um corpo inicia um movimento em linha reta. Sua posicao é
dada por s(t) = 16t — t2. Determine:

a) a velocidade média do corpo no intervalo de tempo [2, 4];
b) a velocidade do corpo no instante ¢t = 2.
Resolucao

a) Inicialmente o aluno deve lembrar que a velocidade média € dada pela variacdo entre

o deslocamento e o tempo. Temos entdo:

Definimos a fun¢do dada pelo enunciado no Maxima, em seguida basta utilizar os

comandos para realizar os calculos da velocidade média.
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Figura 44 — Velocidade média

i s(t) :=16*t—t~2;

] s(t):=16 t—t2

’ (5(4)-5(2))/(4-2) ;
i 10

Fonte — Autoria propria

b) A velocidade instantanea € dada pela taxa de varicao entre o deslocamento e o tempo,
quando a variagdo do tempo tende a zero. Logo basta derivar a funcdo deslocamento (pois a
derivada da funcao nos fornece a taxa de variagcdo instantanea) e substituir a varidvel t por 2,

assim obteremos a velocidade do corpo no instante ¢ = 2.

Figura 45 — Velocidade Instantanea

4 diff(s(t),t,1);
16-2 t

[ . o
sl (t):=16-2*t;
sl(t):=l6—2 t

- s1(2);
12

Fonte — Autoria propria

Na nossa resolug¢do, definimos a fung@o derivada como s1(t), para facilitar os cdlculos.

Exemplo 4.9. Uma cidade X ¢ atingida por uma moléstia epidémica. Os setores da satide

calculam que o nimero de pessoas atingidas pela moléstia depois de um tempo ¢ (medido em
3

dias a partir do primeiro dia da epidemia) é, aproximadamente, dado por: f(t) = 64t — 3
a) Qual a razdo da expansdo da epidemia no tempo ¢ = 4.
b) Qual a razdo da expansao da epidemia no tempo ¢ = 8.
Resolucao

a) Para resolver essa questdo, o aluno deve determinar que a taxa de expansao da epidemia
¢ dada pela razdo de variacéo da fungdo f(t) em relagdo ao tempo ¢. Assim, para resolver para

qualquer ¢, basta encontrar a fungdo derivada de f(t). E em seguida substituir ¢ por 4.
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Figura 46 — Razao de expansdo da epidemiaem ¢t = 4

4

f(t):=64*t-t"3/3;

t3

£(t):=64t-—

Aiff (f(t),t,1);
64 - 1°

£1(t) :=64-t2;
f1(t):=64-t2

£1(4);
48

Fonte — Autoria prépria

b) Nesse item, basta que o aluno substitua o ¢ por 8 na fun¢ao derivada.

Figura 47 — Razdo de expansao da epidemiaem ¢t = 8

£1(8);
0

Fonte — Autoria prépria

Exemplo 4.10. Sabendo que um prédio possui 50 metros de altura e que o sol incide sobre
ele formando um angulo x de elevacdo. Determine em metros/graus a taxa segundo a qual o

. P . . ~ ™
comprimento da sombra h(z) do prédio estd variando em relacéo a x, quando x = 5
Resolucao

Inicialmente o aluno devera recordar as razdes trigonométricas estudadas no 2° ano do

Ensino Médio para montar a funcdo correspondente a essa situacao.

Em um primeiro momento temos:

tg(x) = )’ mas que pode ser escrito como h(z) = 50.cotg(x), para inserir no
x
Maxima.
Como o problema pede a taxa de variacdo do comprimento da sombra em relagcdo ao
. . ™ . . .
angulo, basta calcular a funcao derivada e substituir x por 5 mas a resposta imediata serd dada

em metros/radiano, entdo basta que o aluno faga a transformacao para metros/grau.
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Figura 48 — Resolugao

h(x) :=50*cot (%) ;
h(x):=50€ot(x)

diff(h(x),x,1);
—SOcsc(x)2

hl(x):=-50*csc(x)"2;

hl(x):=(—50)csc(x)2

h1(%pi/6) ;
-200

z:-200% (%pi/180) ;
- 10w
(z) 5
float(z):
-3.490658503988659

Fonte — Autoria prépria

Obs.: O comando "float"serve para obter o valor decimal, no caso de quando o radiano

foi transformado em graus.

: ™ : .
Portanto conclui-se que quando z = 3 o comprimento da sombra estd decrescendo a

uma taxa de aproximadamente -3,5 m/graus, com o aumento do angulo de elevagao.

Exemplo 4.11. Analistas de producio verificaram que, em uma montadora X, 0 nimero de pecas
5082 +1t), se 0<t<4

produzidas nas primeiras ¢ horas didrias de trabalho é dado por: f(t) =
200(t+1), se 4<t<8
a) Qual a razdo de producio (em unidades por hora) ap6s 3 horas de trabalho? E apds 5

horas?
b) Quantas pecas sdo produzidas na 8" hora de trabalho?
Resolucao

a) Para resolver o item a), o estudante deve perceber que para calcular a razdo de producao
por hora, ou seja, basta calcular a taxa variagdo que é dada pela derivada da funcao f(¢), e esta
estd dividida em duas sentengas, primeiramente deve derivar a primeira sentenca, para poder
calcular a razdo de produgdo apds 3 horas de trabalho, pois ¢ estd entre e 4 e substituir ¢ por 3

na funcao derivada.
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Figura 49 — Razao de produg¢do por hora apés 3 horas

-

£(f) :=50% (£72+t) ;
£(t):=50 (t2+tJ
diff (f(t),t,1);
50(2 t+1)

f1(t) = 50% (2*%t+1);
£1(t):=50(2 t+1)

f1(3):
350

Fonte — Autoria prépria

Assim conclui-se, que apds 3 horas, a razdo de producio € de 350 pecas por hora de
trabalho.

E para responder a segunda parte do item a), deve-se derivar a segunda sentenca, pois ¢

esta entre 4 e 8.

Figura 50 — Razao de produg¢do por hora apds 5 horas

v

£(1) :=200% (t+1) ;
£(t):=200(t+1)

diff(f£(t),t,1);
200

Fonte — Autoria prépria

Logo, ap6s 5 horas, a razdo de produgdo € de 200 pecas por hora de trabalho.

b) Para resolu¢do do item b), basta que o aluno perceba, que o nimero de pecas produzidas
na 8" horas de trabalho, é dada pelo niimero de pecas produzidas até a 8* hora menos o nimero

de pecas produzidas até a 7% hora.
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Figura 51 — Numero de pecas produzidas na 8* hora

v

£(t) :=200% (t+1) ;
£(t):=200(t+1)

£(@8)-£(7);
200

Fonte — Autoria propria

Ainda pode-se salientar que a resposta obtida no item b) foi a mesma obtida no item a)

segunda parte, isso ocorreu porque a razdo de producao permaneceu constante quando 4 < ¢ < 8

Essas sdo as nossas sugestoes de aplicagcdes de derivadas, em um nivel onde os alunos

possam ter compreensao do significado das respostas que o software fornece.

4.2.3 INTEGRAL DEFINIDA

Abordamos nessa secao, algumas sugestdes para trabalhar com os alunos sobre integrais
definidas, para que os mesmos possam ter um vislumbre do que o Célculo é capaz de realizar.
Utilizaremos o Geogebra, para calcular dreas pois ele nos oferece um recurso geométrico visual
que ndo existe no wxMaxima. E utilizaremos o wxMaxima para resolver problemas que envolvem

conceito de trabalho em Fisica.

O recurso visual ird auxiliar o aluno na interpretacdo geométrica do resultado da integral,
apesar do mesmo nao entender a parte algébrica por trds das resolu¢des apresentadas pelo

software, poderad ter ideia do processo de integracdo, impostos pelos limitadores de cada exercicio.

Para inserir a ideia inicial de integral no contexto escolar de alunos de ensino médio,
sugerimos no Anexo C, trabalhar com a drea de uma figura ja conhecida pelos estudantes , mas
utilizando intuitivamente o conceito de integral. Apds esse prévio contato com integral como
area, podemos utilizar o software Geogebra, para inserir a conceito de integral definida, também
como um limite especial, utilizando a soma de Riemann, deixando que o aluno manipule de

forma dinamica esse conceito. Veja no exemplo 4.12.

Exemplo 4.12. Dada a regido S representada na figura a seguir, delimitada pela funggo f(z),
pelo eixo das abscissas e por duas retas x = a ¢ x = b, utilize a Soma de Riemann para se
aproximar do valor real da drea de S. Qual sua conclusdo sobre a relacio entre a Soma de

Riemann e a drea real da regido S?
Resolucao

Inicialmente o professor apresentara no Geogebra a figura da regido S, como na figura
52.
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Figura 52 — Gréfico da drea S

v f

Fonte — Autoria propria. Geogebra

Para encontrar a drea S, o professor deve solicitar aos alunos, que aumentem o nimero

de retangulos inseridos na imagem, através do controle deslizante.

Figura 53 — Gréfico da divisdo de S em retangulos

I T

Fonte — Autoria prépria. Geogebra

Seguindo esse raciocinio, os estudantes perceberdo que quanto maior o nimero de

retangulos inseridos, maior serd a precisdo da aproximagao da area .S, veja na figura 54.
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Figura 54 — Gréfico divisdo de S em n retangulos

¥ f

Fonte — Autoria prépria. Geogebra

O professor ainda pode definir que a drea foi dividida em n retangulos, de altura f(z})
e base Az, e que, se o nimero de retingulos tender ao infinito, o resultado da soma das areas
dos retangulos nos dara a drea S, assim a integral definida € o resultado do limite da soma de

Riemann, que pode ser escrito como o

n

[ e = i 3" f(a) A

Assim conseguimos fazer com que visualmente o aluno entenda o conceito de integral
definida.

Ap06s esse contato com a soma de Riemann, podemos solicitar a resolucio de alguns
problemas, utilizando os comandos de integral que o Geogebra disponibiliza, podendo também
comparar o resultado da soma de Riemann com o resultado da integral que o Geogebra fornece.
Os exemplos a seguir trabalham com curvas conhecidas pelos alunos, para valorizar seus

conhecimentos adquiridos até entdo.

Exemplo 4.13. Encontre a drea delimitada pelo gréfico de f(x) = —z?+9 e 0 eixo das abscissas.
Resolucao

No Geogebra, o aluno deve inserir a fungdo f(x), encontrar seus pontos de intersecc¢do
com o eixo x para na caixa de entrada, inserir o comando Integral( <Fun¢ao>, <Valor de x

Inicial>, <Valor de x Final> ), entdo o software ird calcular a drea pedida na questao.
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Figura 55 — Area da regido delimitada por f(x) e o eixo x

Funcdo

@ f(x) = —x*+0
Nimero

@ a=36

-4 3 -2 -1 [z} 1 2 4 5
-1
1

Fonte — Autoria prépria

Entrada

Como podemos ver na figura 55 o software fornece a drea a = 36 e destaca a regido

onde a area foi calculada.
Podemos também, abordar areas de regidoes delimitadas por duas curvas, como no

exemplo 4.14.

2
Exemplo 4.14. Encontre a drea delimitada pelos grificos de f(x) = x de g(x) = % — 2z
Resolucao
No Geogebra, o aluno deve inserir as fungdes f e g, encontrar seus pontos de intersec¢ao,

inserir o comando IntegralEntre( <Funcio>, <Fun¢do>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final>

), entdo o software ird calcular a 4drea da regido.
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Figura 56 — Area da regido delimitada por f(z) e g(x)

Fungio
® fix) =x

8

Nimero
@ a=18 B
Ponto 6
@ A=(0,0)
@ B=(6,86)

Entrada

Fonte — Autoria propria

Na figura 56, o aluno poderd ver claramente a drea da regido calculada, e ainda com

janela de visualiza¢do quadriculada auxilia no entendimento da resposta fornecida.

Os alunos podem ficar livres para trocar as cores de cada funcdo, da drea, dos pontos
marcados, afim de tornar mais lidico o envolvimento da turma com o software, assim 0s

estudantes poderdo explorar algumas ferramentas que o Geogebra oferece.

O Geogebra pode fornecer a drea como um nimero negativo, mas deve-se lembrar aos
alunos que a drea é dada em valor absoluto, e explicar que isso ocorre, pois depende da ordem

que as fungdes serdo inseridas no momento em que usar o comando da integral.

4.2.4 INTEGRAL COMO TRABALHO - FISICA

Outra aplicacao, entre tantas que podemos utilizar a integral definida, € calcular o
trabalho, definido como produto da for¢a pela distancia, um assunto que estd presente na Fisica

do Ensino Médio.

De um modo geral, os alunos aprendem trabalho com forca constante, porém, quando a

forca for variavel, podemos utilizar a integral definida para encontrar o trabalho.
Quando a forga é constante, a seguinte expressao nos fornece o trabalho:
W = F.d, onde W € o trabalho, F' a for¢a e d a distancia.

Mas suponhamos que a for¢a ndo seja constante, que um objeto se mova ao longo do
eixo x na dire¢do positiva de x = a até = = b, e em cada ponto z entre a e b uma forga f(x) atue

no objeto, com f continua. Dividimos o intervalo [a, b] em n subintervalos com extremidades
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Xo, 1, ..., T, € larguras iguais a Ax. E entdo para chegar a conclusao que o trabalho é dado pela

integral definida, utilizamos novamente a integral da soma de Riemann.

Vamos aos exemplos retirados de (STEWART, 2016), para trabalhar com os alunos na

sala de informatica, utilizando o wxMaxima.

Exemplo 4.15. Quando uma particula esta localizada a uma distincia de = metros da origem,
uma forca z2 4 22 newtons age sobre ela. Quanto trabalho € realizado movendo-a de = = 1 para
x =37

Resolucao
Como o trabalho € dado pela integral definida da for¢a em relagdo a distancia, os alunos

irdo utilizar o wxMaxima para efetuar os célculos.

Figura 57 — Célculo do Trabalho

integrate (x"2+2*x, x, 1, 3);
50
3

Fonte — Autoria prépria

50
Logo, o trabalho realizado é de 3 J.

O préximo exemplo a ser trabalhado com os alunos, utiliza a Lei de Hooke, afirmando
que a forca necessdria para manter uma mola esticada x unidades além do seu comprimento

natural € proporcional a z:

flx)=kx

onde %k € uma constante positiva, chamada de constante da mola, a lei vale desde que x

ndo seja muito grande.

Exemplo 4.16. Uma forca de 40 N é necessdria para segurar uma mola que foi esticada do seu
comprimento natural de 10 cm para o comprimento de 15 cm. Quanto trabalho € feito esticando

amola de 15 cm para 18 cm?
Resolucao

Inicialmente o aluno deve encontrar o valor da constante k, usando a Lei de Hooke,
lembrando que o trabalho deve ser calculado em newton-metro (joule J), entdo deve-se trans-
formar as medidas de centimetros, para metro. Apds as transformagdes necessdrias e encontrar
k, monta-se a fungdo f(x), para entdo integrd-la, no intervalo 0, 05 e 0, 08, pois 0 comprimento

natural da mola € 0, 1 m. Veja os passos da resolu¢d@o na figura 58.
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Figura 58 — Célculo do Trabalho para esticar a mola

0.05*k=40;
0.05 k=40

I solve (0.05*k=40) ;
rat: replaced 0.05 by 1/20 = 0.05
[k=8001]

f(x):=800%*x;
f(x):=800x

I integrate(f(x), x, 0.05, 0.08);
rat: replaced 0.03 by 3/100 = 0.03

rat: replaced 0.05 by 1/20 = 0.05

rat: replaced 0.08 by 2/25 = 0.08

rat: replaced 0.03 by 3/100 = 0.03

rat: replaced 0.13 by 13/100 = 0.13

rat: replaced 0.00125 by 1/800 = 0.00125

rat: replaced 0.0032 by 2/625 = 0.0032
39
25

Fonte — Autoria prépria
Conclui-se entdo que o trabalho necessério para esticar a mola de 15 cm para 18 cm € de

3 3
Obs.: rat: replaced 0,03 by 100 — 0,03, s6 indica que 0, 03 foi substituido por 100’

assim como o0s outros que estdo aparecendo na imagem.

Concluimos nossa proposta de atividades para serem trabalhadas com os estudantes,
envolvendo limites, derivadas em integrais. Tentamos trazer situacdes que se aproximem o
maximo possivel dos conteddo j estudados no Ensino Médio, mas que os estudantes pudessem
olhar pela perspectiva do Calculo, para conhecer o que a matematica € capaz de resolver com

outras ferramentas, além das aprendidas na Educacio Bésica.
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5 CONCLUSOES

Antes mesmo de iniciar esse trabalho, sempre pensei em abordar o Cédlculo Diferencial e
Integral no Ensino Médio, pois muitos alunos queriam saber onde irdo utilizar e para que serve
contetidos aprendidos na escola, e muitas vezes a minha resposta a essas perguntas é: no Célculo
aplicado as Engenharias, Fisica, entre outras. Mas sem poder ensinar de fato o que € o Célculo
pois as limitagdes de tempo e de curriculo inchado, ndo permitiam que isso fosse possivel.
Ap6s uma das disciplinas do Mestrado, MA36 Recursos Computacionais, conheci ferramentas
tecnoldgicas capazes de auxiliar no ensino do Célculo, de uma maneira mais dindmica e diferente
da tradicional, e que fosse vidvel inserir no Ensino Médio, de uma maneira rdpida e com menos

formalismo para nao prolongar o estudo.

Foi de suma importancia o resgate histérico do surgimento e desenvolvimento do Célculo,
para poder entender qual processo fez com que o Célculo chegasse ao nivel de formalismo e
aplicabilidade que temos hoje e de seu ensino na educagao brasileira no ensino secundério, como
era chamado, até ser extinto, para compreender como era abordado e qual era a finalidade em

estar presente no curriculo escolar.

Os softwares wxMaxima e Geogebra, foram escolhidos de maneira a facilitar a vida do
professor de Escola Publica, pois sdo softwares livres e que rodam em praticamente todos os

sistemas operacionais de computadores.

Quando iniciamos o trabalho, as escolas do Estado de Santa Catarina tinham salas de
informadtica, juntamente com professores qualificados que nelas trabalhavam para melhor proveito
dos recursos a serem utilizados nas aulas com os computadores. Infelizmente, no decorrer desse
ano as salas de informética foram fechadas por falta dos professores de informatica, pois o cargo
foi extinto no estado, por falta de verba, segundo a Secretaria do Estado da Educacao, assim por

falta de manuten¢ao nos computadores, nao foi possivel aplicar nosso trabalho.

No desenvolvimento das atividades tivemos que ter um olhar diferenciado para o Calculo,
pois conhecendo a realidade da Educagao Bésica e publica no Brasil, ndo podiamos trabalhar
com atividades muito complexas, que demandassem muito tempo para serem executadas, pois
nossa intencao € que o estudante absorva o que estd sendo ensinado, entendendo cada etapa do

processo ensino-aprendizagem.

Por fim, acreditamos ser valido apresentar o Célculo mesmo que brevemente aos estu-
dantes do 3° ano do ensino médio, para que futuramente, quando cursarem graduacdes onde o
Célculo faz parte do curriculo, ndo cheguem completamente desinformados sobre a existéncia da
disciplina e o que serd estudado. E aliar o estudo do Calculo ao uso de recursos computacionais,
€ valido, afinal a tecnologia estd cada vez mais presente na vida dos nossos jovens, e € muito

importante que possamos utilizd-la também no ambito escolar, para termos um aprendizado mais
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dinidmico e atrativo.
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ANEXO A -PLANO DE AULA I - IDEIA INTUITIVA DE LIMITES

Essa aula tem como principal objetivo, introduzir o assunto de limites de uma maneira
menos formal. Com exemplos sobre cada caso de limite que foi apresentado no capitulo 3, para
que o aluno tenha nocdes bésicas de limite. Assim acreditamos que facilitard o entendimento do
aluno quando utilizarmos os softwares. Todos os exemplos a seguir foram baseados nas obras
Dante (2003), Stewart (2016) e Flemming e Goncalves (2006),

Inicialmente sugerimos ao professor que apresente os exemplos A.1 e A.3 para iniciar o

trabalho com limites.

. . . 1 -
Exemplo A.1. Considere a sequéncia a,, de nimeros com a,, = one € N, explicitado por:

) . . 1
Observe que, a medida que n cresce indefinidamente, o valor de on fica cada vez menor,
mais préximo de zero, ou seja, para qualquer nimero por menor que seja, existe n tal que a,
¢ menor do que este nimero. Podemos concluir entdo, que conforme n aumenta, o valor da

sequéncia tende a zero.

Matematicamente, dizemos que, quando n tende ao infinito, o limite dessa sequéncia é

igual a zero, em simbolos temos que ILm a, =0
n o0

Outro exemplo interessante de ser trabalhado com os estudantes, para mostrar que as
vezes a intuicdo em relagc@o a aproximacdes e percep¢ao do infinito pode falhar, veja no exemplo

a seguir.

Exemplo A.2. Considere a sequéncia b,, de nimeros com b,, = n(Z% —1),neN.

Observe que a medida que n cresce ilimitadamente, podemos ter a percep¢do que o
valor do termo 27 tende a 1, portanto o valor numérico da expressao (2% — 1 seré zero, e zero
multiplicado por qualquer nimero € zero, e assim a sequéncia estd convergindo para zero, € esse
€ seu limite quando n tende ao infinito, o que nio € verdade, pois como utilizamos aproximacdes,
sem trabalhar com os nimeros de fato, nos leva algumas vezes a resultados equivocados, essa
sequéncia na verdade estd convergindo para o valor de logaritmo de 2, onde os estudantes poderdo

verificar a resposta utilizando o wxMaxima.

Exemplo A.3. Considere o grifico da func¢do f : R — R definida por f(x) = z + 2.

Agora, vamos tomar valores para x que se aproximam 3 (sem atingi-lo), pela esquerda e

pela direita.
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Figura 59 — Gréfico da funcao

¥y

Fonte — Autoria prépria.

Tabela 2 — Correlagdo entre x e y.

v f@) A AC)
25 45 3,001 5,001
29 49 301 501
2,99 4,99 31 51

2,999 4,999 35 55

Fonte — Autoria prépria.

Observe que a medida que z aproxima de 3, f(z) se aproxima de 5. Podemos dizer, que

o limite dessa fun¢do, quando x tende a 3 € 5.

Os exemplos A.4, A.6 e A.5 foram elaborados para apresentar aos alunos os limites

laterais de uma funcao.

2%, se x<1

2z, se x>1

Exemplo A.4. Calculeo lim f(x)e lim f(x),sendo f(z) = {
z— 11 x— 1—
Solucdo
Analisando o grifico da fungdo f(x).

Podemos observar que, valores que se aproximam de 1 pela direta, tendem a 2, assim

concluimos que lim+ f(x) = 2 e que valores que se aproximam de 1 pela esquerda tendem a 1,
logo lim f(z) =1.
T— 1-
Exemplo A.5. Determine lim f(z), lim f(z)e lim f(z), sendo f(x) = |x|.
z— 0~ z— 0t z— 0
Vamos analisar graficamente os limites laterais de f.

Podemos afirmar que o limite de f tendendo a 0 pela esquerda € igual a 0 e o limite de
f tendendo a 0 pela direita também é igual a 0, logo lim f(z) = lim f(z), assim lim f(x)
z— 0~ z— 0t z— 0

existe e € igual a 0.



Figura 60 — Grafico da fun¢io f(z)

f
¥

2

Fonte — Autoria propria.

Figura 61 — Gréfico da fungdo f

¥

-

5

Fonte — Autoria prépria.

Exemplo A.6. Determine lim g¢(z), lim g¢(z)e lim g(x),sendo g(z) =

z— 0~ z— 0T z— 0
Solugdo

Vamos analisar graficamente os limites laterais da funcao g.
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Figura 62 — Grafico da funcdo ¢

¥

5

Fonte — Autoria prépria.

Podemos afirmar que o limite de g tendendo a O pela esquerda € igual a 1 e o limite de g

tendendo a 0 pela direita é igual a —1, logo lim g¢(z) # lim g¢(z), assim lim g(x) ndo existe.
z— 0~ z— 0t z— 0

A seguir, os exemplos A.7, A.8 e A.9 foram elaborados para que, de forma simples, os

alunos possam entender a ideia de limite no infinito e limites infinitos.

1
Exemplo A.7. Determine o limite da fungdo f(z) = 2 + — para valores de = que crescem e que
x

decrescem arbitrariamente.
Solucgido

Vamos analisar por meio do grafico da fungdo f, o que acontece com a fun¢do, quando x

torna-se arbitrariamente "pequeno’e quando x torna-se arbitrariamente "grande".

Figura 63 — Grafico da funcao

¥

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz

12

Fonte — Autoria prépria.
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Podemos observar que, quanto menor o valor de x, o valor da funcdo se aproxima de
2, matematicamente escrevemos que lim f(x) = 2, por outro lado, podemos perceber que
Tr——00

quanto maior o valor de x, o valor da f se aproxima de 2, dizemos que lir+n f(z)=2.
T—>+00

Abaixo mostraremos dois exemplos que ilustram essa situagao.

1 ..
Exemplo A.8. Encontre lim —, se existir.
x—0 x2

Solucao

Analisando o gréifico da fun¢do, podemos observar que a medida que os valores de x
se aproximam de zero pela esquerda e pela direita, o valor da fun¢do torna-se arbitrariamente

grande.

1
Figura 64 — Grafico da fungédo —
x

v

Fonte — Autoria prépria.

Para ter uma no¢do numérica dos valores, vamos atribuir alguns valores para x que se

aproximem de 0 pela esquerda e pela direita.

Tabela 3 — Tabela de valores

T
’ 12
+1 I
+0,5 4
+02 25
+0,1 100

+ 0,01 10000
£+ 0,001 1000000

Podemos observar que a medida que os valores de x tornam-se suficientemente proximos
de zero, o valor da fungio fica cada vez maior. Dizemos que quando z tende a zero, f(x) cresce

ilimitadamente.
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Concluimos que ndo existe limite para essa fun¢do, pois podemos tornar f(x) tdo grande

quanto desejarmos. Para indicar esse comportamento escrevemos

.1 . 1
lim — = +o00 ou simplesmente lim — = oo.
z—0 x2 z—0 x2

1
Exemplo A.9. Encontre lim ——,se existir.
z—0
Solugdo

Vamos novamente, usando o grafico e uma tabela de valores, fazer o estudo do com-
portamento dessa fun¢do quando valores de = se aproximam de zero pela esquerda e pela

direita.

1
Figura 65 — Grafico de ——
x

20 -18 18 14 12 -10 k3 & a4

35

Fonte — Autoria propria.

Tabela 4 — Tabela de valores

1
S

+1 -1

+ 0,5 -4
+ 0,2 -25
+ 0,1 -100

£+ 0,01 -10000
£ 0,001 -1000000

Podemos observar que a medida que os valores de = tornam-se suficientemente préximos
de zero, o valor da fun¢@o ficam cada vez menor. Dizemos que quando x tende a zero, f(x)

decresce ilimitadamente.

Concluimos que ndo existe limite para essa fungéo, pois podemos tornar f(z) arbitraria-

mente grandes, porém negativos, quanto desejarmos.
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Para indicar esse comportamento escrevemos

. 1
lim —— = -0
z—0 :L‘Q

E finalmente, podemos apresentar, também por meio de alguns exemplos, a continuidade

e descontinuidade de fungodes.

Exemplo A.10. Seja a fungdo f(x) representada pelo grafico abaixo, podemos verificar que a

fungdo € continua em todo seu dominio.

Figura 66 — Gréfico da fun¢io f(z)

¥

Fonte — Autoria prépria.

Exemplo A.11. Seja g(x) representada pelo grafico a seguir, podemos perceber que a fungio é

descontinua em = = 1, pois seu grafico da um "salto"nesse ponto.

Figura 67 — Grafico da fung@o g(z)

¥

Fonte — Autoria prépria.

-3
Exemplo A.12. Seja h(x) = % representada pelo grafico a seguir, verificamos que no
x —_—

ponto x = 3 a func¢do € descontinua, pois ela ndo estd definida nesse ponto.
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Figura 68 — Grafico da fungdo h(x)

¥

2

Fonte — Autoria prépria.

Exemplo A.13. Seja t(x) representada pelo grafico a seguir, verificamos que em z = 4, ¢(4) = 0,

ou seja, a funcdo estd definida no ponto, o limite em = = 4 existe, porém a funcdo é descontinua,
ois lim ¢ t(4).
pois lim t(z) 7# (4)

Figura 69 — Grifico da fungio ¢(z)

Fonte — Autoria propria.

Assim chegamos ao fim da aula sobre limite e continuidade, de uma forma que o ensino
médio poderd entender, todas as resolu¢des dos exemplos sd@o dadas de maneira intuitiva, sem

exigir calculos pesados e formalismo.
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ANEXO B -PLANO DE AULA II - O CONCEITO DE DERIVADA

Essa aula tem como principal objetivo, introduzir o conceito de derivadas, de uma
maneira rapida, para que, quando o professor fazer uso dos softwares na resolucao de problemas
que envolvam derivadas, o aluno possa ter no¢dao de qual conteiido da matemética estd sendo

abordado e para que o utilizamos.

Iniciaremos a aula apresentando o conceito de reta tangente a uma pardabola em um
ponto determinado, pois € de mais facil o entendimento por parte dos estudantes com exemplos

numéricos.

Exemplo B.1. Para encontrarmos a reta tangente a uma curva dada pela fungdo f(z) = —2% +
4z + 1, no ponto P com coordenadas (1, f(1)), precisamos de um ponto () pertencente a f(z) ,
entdo fazendo Q com coordenadas (2, f(2)), sendo 2 # 1, assim, podemos calcular a inclinagéo
da reta secante a curva, que passa pelos pontos P e (). Sabemos a inclinagio da reta P() é dada

pela variagdo em ¥, sobre a variacdo em z.

f2) - )
21

me: =1

Figura 70 — Reta tangente a f(x) em P e secante a f(x) passando por PQ

Fonte — Autoria prépria. Geogebra

Vamos aproximar o ponto () do ponto P, para verificarmos o que acontece com a

reta secante, vamos chamar esse ponto de (), com coordenadas (5, f (5)) Vamos calcular a

inclinacdo da reta secante a f(x) que passa por PQ’
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RCECEE
2

Figura 71 — Comparando reta tangente a f(z) e secantes

h

Fonte — Autoria propria. Geogebra

Podemos aproximar () de P o quanto quisermos, assim a inclinacio da reta secante ficard
cada vez mais préxima da inclinacao da reta tangente que passa por P, que podemos verificar
com mais alguns cdlculos que as inclinagdes das secantes estdo cada vez mais proximas do
nimero 2, assim a inclinagdo da reta que passa por P e é tangente a f(x) é 2 e sua equacdo é
dada por 2z —y 4+ 2 = 0.

A ideia é fazer com que os alunos percebam que, para descobrir a inclinagdo da reta
tangente a curva e que passa por P, basta fazer com que o ponto () deslize sobre a curva,
aproximando-se cada vez mais de P, ou seja, obrigamos o ponto x tender a a, assim, 0 mpq

tende a inclinacao m da reta tangente que passa por P.

Apoés os alunos compreenderem a ideia intuitiva de derivada, podemos apresentar de
uma maneira breve, as defini¢cdes de derivada de uma fun¢do em um ponto e a derivada de uma

funcdo.

Definicao B.2. A reta tangente a curva representada pela fungcdo y = f(x) em um ponto

P(a, f(a)) é a reta passando por P com inclina¢do

i T = @

Tr— a T —Q

desde que esse limite exista.
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Figura 72 — Reta t tangente a y = f(z) em P

/ \

Fonte — Autoria propria. Geogebra

O limite descrito acima, é conhecido como derivada da fun¢do f no ponto a, representado

por f’(a), dizemos que quando esse o limite existe, f é derivavel em a ou f é diferencidvel em a.

Definicao B.3. A derivada de uma funcdo f(x) é denotada por f'(x), com x € D(f) tal que

o) =t D) ()

h— 0 h

se esse limite existir.

Podemos afirmar que uma funcao s6 e dita derivavel, quando existe derivada em todo

seu dominio.

Também deve-se apresentar a derivada como taxa de variagdo instantdnea, ou apenas

taxa de variagdo.

Pode-se previamente abordar a taxa de variacdo média, conhecida pelos estudantes, como

0 quociente entre a variacdo em y pela variagdo em = dada pela expressao:

Ay flz+Az) — f(z)
Az Ax

Assim explicar que a aplicando o limite na expressdo da taxa de variacdo média quando

a Az tende a zero, € igual a taxa de varia¢do de y em relacdo a = dada por:

o) =t L A) I (@)

Az— 0 Az

Assim, os alunos ja terdo ideia do que € derivada, e que ela também pode ser interpretada

como taxa de variacdo, o que ird auxiliar na aula realizada no laboratério de informaética.
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ANEXO C -PLANO DE AULA III - O CONCEITO DE INTEGRAL

Para concluir as aulas sobre ideia intuitiva e conceitos iniciais do Calculo, propomos
abordar as integrais definidas por meio de um exemplo para calcular a drea de uma figura plana.
Vamos utilizar o tridngulo, pois € de mais facil entendimento e os estudantes do ensino médio ja

estao familiarizados com o calculo de sua area.

Exemplo C.1. Vamos calcular a area do tridngulo da figura a seguir usando aproximacao por

areas de retangulos.

Figura 73 — Area do tridngulo por aproximagdo

8 l
? é;"

aQ
@l

Fonte — Autoria prépria. Geogebra

Cada retangulo inserido no interior do tridngulo, possui 1 unidade de base, e suas alturas
sdo dadas em Progressao Aritmética (assunto que serd relembrado pelos alunos) de razdo 1, com
primeiro termo igual a 1 e o dltimo igual a 7, assim, temos 7 retangulos, e para calcular a area
aproximada do tridngulo, basta somar suas dreas, usando a férmula da soma dos n primeiros
termos de uma P.A.. Obtemos o resultado 28u.a? e a drea real do tridngulo € de 32u.a?, assim os
alunos irdo perceber que o erro foi de apenas 4 unidades, e a nossa intencao é que eles percebam,
que quanto maior o nimero de retangulos inseridos no interior do tridngulo, mais préximo do
valor real da drea serd o resultado. Vale ressaltar que esse exemplo ndo € para o aluno achar
que estamos "complicando"sua vida no cédlculo de areas, e sim para que o estudante entenda
qual processo que nos leva ao conceito de integral para calcular dreas em figuras que nao possui

férmulas definidas.

Assim, o professor pode explicar como a Integral Definida nasceu, utilizando a a Soma

de Riemann que serd trabalhada na sala de informatica.
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Terminamos as aulas expositivas, que preparam os estudantes para poder ter no¢do em

que os softwares irdo nos auxiliar no estudo do Calculo.
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