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RESUMO

FERNANDES, Flavia Mescko. Poligonos e poliedros equidecomponiveis. 116 f. Dissertacio
— Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional PROFMAT, Universidade Tecnolo-
gica Federal do Parana - UTFPR. Curitiba, 2018.

Apresentamos neste trabalho o teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien e o terceiro problema de
Hilbert. Empregamos o primeiro para demonstrar a area de figuras geométricas planas por equi-
composic¢do e, o segundo, para mostrar que a demonstracdo de relagdes para o célculo de volu-
mes nem sempre pode ser feita por equicomposicdo. Ainda, analisamos alguns livros didéticos
da Educagdo Badsica para avaliar o quanto a equicomposicao € utilizada para estabelecer rela-
coes para o cdlculo de dreas e de volumes. Sugerimos também atividades lidico-manipulativas
para o Ensino Fundamental e para o Ensino Médio explorando a equicomposi¢ao em duas e em
trés dimensdes.

Palavras-chave: o teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien; o terceiro problema de Hilbert; iso-
metrias; area; volume.



ABSTRACT

FERNANDES, Flavia Mescko. Polygons and polyhedrons equivalent by decomposition.
116 f. Dissertation — Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional PROFMAT,
Universidade Tecnoldgica Federal do Parana - UTFPR. Curitiba, 2018.

We show in this work the Wallace-Bolyai-Gerwien theorem and Hilbert’s third problem. We use
the first to proof by equicomposition the area of plane geometric figures and the second to show
that the demonstration of relations for volumes can not always be done by equicomposition.
Also, we have analyzed some textbooks of Basic Education to evaluate how much equicompo-
sition is used to establish relations for areas and volumes. We also suggest ludic-manipulative

activities for Elementary and High School by exploring the equicomposition in two and three
dimensions.

Keywords: Wallace-Bolyai-Gerwien theorem; Hilbert’s third problem; isometries; area; vo-
lume.
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1 INTRODUCAO

1.1 JUSTIFICATIVA

O célculo de areas foi uma das necessidades mais antigas das civiliza¢des. Talvez
pelo fato do quadrado ser a figura mais simples, os antigos gedmetras tentaram estudar a area
de outras figuras, como a do circulo por exemplo, relacionando-as com o quadrado. Assim, a
expressao “quadratura” era empregada no sentido de se determinar um quadrado com drea igual

area da figura em estudo, ou seja, de se construir um quadrado equivalente a figura. E nesse

processo, era preciso decompor a figura para recompo-la formando o quadrado.

Sobre a quadratura, a Base Nacional Comum Curricular - BNCC (BRASIL, 2017) diz

0 seguinte:

Assim, a Geometria ndo pode ficar reduzida a mera aplicacdo de férmulas de
célculo de drea e de volume e nem a aplicagdes numéricas imediatas de teo-
remas sobre relacdes de proporcionalidade em situacdes relativas a feixes de
retas paralelas cortadas por retas secantes ou do teorema de Pitdgoras. A equi-
valéncia de dreas, por exemplo, ja praticada hd milhares de anos pelos meso-
potamios e gregos antigos sem utilizar férmulas, permite transformar qualquer
regido poligonal plana em um quadrado com mesma 4rea (€ o que os gregos
chamavam “fazer a quadratura de uma figura”). Isso permite, inclusive, resol-
ver geometricamente problemas que podem ser traduzidos por uma equacio
do 2° grau.

Dois puzzles da antiguidade, o tangram e o Stomachion de Arquimedes, sdo dois bons
exemplos do processo de quadratura, como ilustram as Figuras 1.1 e 1.2. Puzzle € uma palavra
inglesa usada para designar um enigma ou quebra-cabega. O tangram € um quebra-cabega
chinés de sete pecas poligonais que compdem um quadrado; o Stomachion de Arquimedes, um
quebra-cabeca constituido de catorze pecas poligonais que compdem um quadrado. Tanto no
tangram quanto no Stomachion, o quociente entre a area de cada peca e a drea do quadrado

constituido por todas as pecas € um numero racional.

Todas as figuras formadas com as pecas poligonais de cada um desses dois puzzles t€ém

a mesma drea e sdo equidecomponiveis, ou seja, ttm a mesma decomposi¢do. Essa relacao pode
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O

() (b)

Figura 1.1: (a) Tangram (ESCOLAR, 2015); (b) composi¢do com as pecas do Tangram

(a) (b)

Figura 1.2: (a) Stomachion de Arquimedes (LOPEZ, 2016); (b) composi¢do com as pecas do
Stomachion

ser generalizada, isto €, dois poligonos que t€ém a mesma area sao sempre equidecomponiveis?
Mais, essa relacao também vale para figuras tridimensionais, como os poliedros convexos? Fun-
damentados na BNCC e motivados por esses questionamentos, escolhemos o tema Poligonos e

poliedros equidecomponiveis para desenvolver esta dissertaco.

1.2 OBJETIVOS
1.2.1 OBIJETIVO GERAL

Estudar a equicomposicao em duas e trés dimensdes, empregando-a para demonstrar

relacdes para o cdlculo de dreas e de volumes.

1.2.2 OBIJETIVOS ESPECIFICOS

1. Estudar isometrias na reta, no plano e no espaco.

2. Analisar a abordagem da equicomposicao em livros de matemdtica da Educa¢do Bésica

aprovados no Programa Nacional do Livro Didéatico (PNLD) em 2015 e em 2016.
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3. Propor/organizar atividades diddticas sobre equicomposic¢ao para a Educagdo Basica.

4. Apresentar o cubo-tangram, um variante tridimensional do tangram, e emprega-lo na

equicomposicdo de prismas.

5. Construir figuras geométricas bidimensionais e tridimensionais no GeoGebra.

1.3 METODOLOGIA

Para discorrer sobre a equicomposicdo, efetuamos uma ampla revisdo bibliogréfica;
para analisar como a equicomposi¢do € abordada nas aulas de matematica da Educacdo Ba-
sica, analisamos alguns livros didaticos de matematica aprovados no PNLD em 2015 e em 2016
(http://www.fnde.gov.br/programas/livro-didatico/livro-didatico-editais/item/4032-pnld-2015);
para propor/organizar atividades didaticas sobre equicomposicao para a Educacao Basica, ado-
tamos os jogos e a resolugdo de problemas como metodologias de ensino/estratégias de apren-

dizagem.

O jogo tem seu papel no ensino como “provocador’ da aprendizagem, possibilitando
ao estudante a oportunidade de criar planos para resolver problemas, determinar objetivos, exe-
cutar jogadas e avaliar a eficdcia das estratégias adotadas segundo os resultados obtidos. Diante
de situacoes ludicas, o estudante aprende a estrutura légica da brincadeira e, concomitante-

mente, a estrutura matemética da mesma. Moura (MOURA, 1992) afirma que:

O jogo para ensinar matemdtica deve cumprir o papel de auxiliar no ensino
do contetido, propiciar a aquisi¢do de habilidades, permitir o desenvolvimento
operatorio do sujeito e, mais, estar perfeitamente localizado no processo que
leva a crianca do conhecimento primeiro ao conhecimento elaborado.

J4 Petty (PETTY, 1995) destaca que:

Jogar é uma das atividades em que a crianca pode agir e produzir seus pro-
prios conhecimentos. (...) a ideia serd sempre considera-los (os jogos) como
uma possibilidade de exercitar ou estimular a constru¢do de conceitos e no-
coes também exigidos para a realizacdo de tarefas escolares. Neste sentido, o
jogo serve para trabalhar conceitos que, quando excluidos de seu contexto, sdo
muito abstratos, muito complicados para as criancas entenderem.

Outra maneira de desafiar e instigar a curiosidade dos estudantes é trabalhar com a
resolucao de problemas. Segundo Polya (POLYA, 1995):

Uma grande descoberta resolve um grande problema, mas, ha sempre uma pi-
tada de descoberta na resolucio de qualquer problema. O problema pode ser
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modesto, mas se ele desafiar a curiosidade e puser em jogo as faculdades in-
ventivas, quem o resolver por seus proprios meios experimentard a tensio e
gozard o triunfo da descoberta. Experi€ncias tais numa idade suscetivel pode-
rdo gerar o gosto pelo trabalho mental e deixar, por toda a vida, a sua marca na
mente e no carater.

Assim, Polya estabelece quatro passos gerais para a resolu¢c@o de qualquer tipo de pro-
blema: compreensdo do problema, estabelecimento de um plano, execucdo e retrospecto. Em
A arte de resolver problemas: um novo aspecto do método matemadtico, ele apresenta varios
exemplos e discute como aborda-los em sala de aula. Desta maneira, cumpre seu intuito decla-
rado de convencer os leitores de que “a Matematica, além de indispensdvel ao conhecimento
cientifico, pode ser divertida e também descortinar um panorama de atividade mental no mais
profundo nivel”. Contudo, alerta: “o aluno precisa compreender o problema, mas nao soé isto:

deve também desejar resolvé-10”.

Dessa forma, o professor que espera incutir esse desejo nos estudantes deve planejar
atividades nas quais eles possam exercitar a arte de resolver problemas. Além disso, no mo-
mento de propor problemas, o professor deve considerar que “a diferenca entre um problema
facil e outro dificil pode estar em conhecer-se ou ndo um outro problema ja anteriormente resol-
vido, que tenha a mesma incégnita” (POLYA, 1995). Assim, a habilidade de resolver problemas
serd desenvolvida com a prética, seguida das orientacdes e questionamentos rotineiros do pro-
fessor, além daqueles que, com o passar do tempo, o préprio estudante fard, estabelecendo um

roteiro que o auxiliard na resolucdo de novos problemas.

1.4 ESTRUTURA DO TRABALHO

Segundo George Polya: “A primeira regra do ensino € saber o que se deve ensinar. A
segunda, € saber um pouco mais do que aquilo que se deve ensinar”. Foi com este intuito que
organizamos 0s primeiros capitulos deste trabalho: ir um pouco além do minimo necessério
para analisar a equidecomposicao de poligonos e poliedros, exceto no que diz respeito a teoria

das invariantes de Dehn, relevante a equicomposi¢ao em trés dimensoes.

Inicialmente, apresentamos as isometrias na reta, no plano e no espago, com especial
destaque para a reflexdo, a rotacdo e a translacdo. Em seguida, analisamos a equicomposi¢cao
de poligonos com a demonstracao do Teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien. As relacdes para o
calculo da érea de alguns poligonos convexos sdo enunciadas e demonstradas. Na sequéncia,
estendemos a equicomposi¢do para o espago, provando que um prisma reto € sempre equide-
componivel a um paralelepipedo reto retingulo, uma decorréncia direta do Teorema de Wallace-

Bolyai-Gerwien. Este resultado direciona o tema a pergunta feita por Hilbert em um dos seus
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23 problemas: dois poliedros de mesmo volume sdo equidecomponiveis? Provamos ainda a
decomposicao de um prisma triangular em trés tetraedros equivalentes, pré-requisito para de-

monstrarmos o volume de uma piramide convexa qualquer.

Finalizamos analisando livros de matemadtica da Educacdo Bésica, a fim de identificar
como os autores abordam os conceitos de equicomposi¢ao no plano e no espago e também para
propor atividades diferenciadas para a sala de aula empregando materiais manipulativos, como

o tangram e o cubo-tangram, este um variante tridimensional do primeiro.
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2 ISOMETRIAS

Neste capitulo, apresentamos algumas isometrias, transformacgdes que preservem dis-
tancias euclidianas, e as empregamos para definir figuras congruentes. Descrevemos as isome-

trias segundo Lima (LIMA, 2007).

2.1 CONCEITO

Etimologicamente, conforme Oliveira (OLIVEIRA, 1972), a palavra isometria € for-
mada por duas palavras de origem grega: isos, que significa igual, e metron, que significa
medida. Dessa forma, isometria é uma transformagao geométrica que conserva distancias, ou

seja, € uma funcdo que preserva as medidas e a forma das figuras, como ilustra a Figura 2.1.

B c
e ®
® ®
c A
° e
A B
0]

() (b)

Figura 2.1: Transformacdes geométricas que preservam medidas e forma: (a) no plano; (b) no
espaco tridimensional (SILVA, 2005)

De acordo com Tinocoe (TINOCOE, 2012):

Uma transformacdo geométrica é uma fungdo que faz corresponder a cada
ponto do plano, um novo ponto do plano; normalmente exige-se que essa fun-
¢do seja bijetiva (cada ponto do plano é a imagem de um e um sé ponto do



22

plano), e que preserve as figuras geométricas: por exemplo a imagem de um
tridngulo seja ainda um tridngulo, e a imagem de uma reta seja uma reta.

2.2 ISOMETRIAS NA RETA

Definicao 2.1. Uma isometria entre duas retas r e s é uma funcdo T : r — s que preserva a
distancia entre pontos. Assim, se dois pontos quaisquer A,B € r sdo transformados por T nos
pontos A' =T(A) e B =T(B), A',B € s, entdo A'B' = AB < d(A',B') = d(A,B).

2.2.1 REFLEXAO EM TORNO DE UM PONTO

Definicao 2.2. Seja A um ponto pertencente a reta r. A reflexdo em torno de A é a funcdo
Ry : r — 1 que associa a cada ponto X € r seu simétrico X' = Ra(X) relativamente ao ponto A.
Temos, portanto, que Ry(A) = A e, para todo X # A em r, A é o ponto médio do segmento de
reta XX', onde X' = Ry (X).

Assim, X e X’ pertencem a semirretas opostas de origem A e AX = AX'.

Proposicao 2.1. Toda reflexdo em torno de um ponto é uma isometria na reta.

Demonstracdo.

Sejam os pontos X,Y € re X', Y’ seus simétricos em rela¢do ao ponto A. Assim, temos

dois casos para analisar.

1° caso: Se X e Y estao em lados opostos de A, conforme a Figura 2.2, entao

dX')Y)=d(X',A)+d(A,Y)=d(X,A)+d(A,Y)=d(X,Y).

® * o ® ®
Y X A X Y

Figura 2.2: Reflexdo de pontos pertencentes a semirretas opostas

2°caso: Se X e Y estdo no mesmo lado de A, conforme a Figura 2.3, entdo

dX' Y =|dX",A)—d(Y',A)| = |d(X,A) —d(Y,A)| =d(X,Y).
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@ @ @ & @
X Y A Y X

Figura 2.3: Reflexdo de pontos pertencentes a mesma semirreta

Como, em qualquer um dos dois casos, a distAncia de X' =Ry (X) aY' = Ry (Y) é igual

a distancia de X a Y, temos entdo que a funcdo R4 : r — r € uma isometria. 0

Observa-se que o ponto A € o tinico ponto fixo da reflexao Ry, isto é, X = A é a tnica

solugdo da equagdo R4 (X) = X.

2.2.2 TRANSLACAO

Definicao 2.3. Sejam A e B dois pontos distintos pertencentes a reta r. A translacdo Tap : r — r
é a fungdo que faz corresponder a cada ponto X € r o ponto X' = Tyg(X), tal que XX’ = AB e,

além disso, o sentido de percurso de X para X' é o mesmo de A para B.

A noc¢ao de “sentido de percurso” sobre uma reta € intuitivamente clara. Em termos
mateméticos, dizer que d(X,X’) = d(A,B) e que os sentidos de percurso A — B e X — X’
coincidem equivale a afirmar que o ponto médio M do segmento AX’ é também o ponto médio

do segmento BX, conforme podemos observar na Figura 2.4.

\ . \
B M X X=T ,=(X)

re

Figura 2.4: Translacdo na reta

Proposicao 2.2. Toda translacdo na reta é uma isometria na reta.

Demonstracdo.
Sejam X,Y € r, Tag(X) = X" e Typ(Y) =Y'. Assim, d(X,X') =d(Y,Y') =d(A,B).

Devemos mostrar que d(X’,Y’) = d(X,Y). Para tanto, consideremos os casos descritos

a seguir.

1° caso: Se os segmentos XX’ e YY’ ndo tém pontos interiores comuns, conforme a

Figura 2.5, entdo d(X',Y') =d(X",Y)+d(Y,Y) =d(X",Y)+d(X,X') =d(X,Y).
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& @ L g
X X Y Y

Figura 2.5: Translacao na reta: 1° caso

2° caso: Se os segmentos XX’ e YY’ tém pontos interiores comuns, conforme a Figura

2.6, entdo d(X',Y') = d(Y',Y) —d(X',Y) = d(X,X') —d(X',Y) = d(X,Y).

T

o ® ® O
X Y X Y

Figura 2.6: Translag@o na reta: 2° caso

Em ambos os casos, temos que d(X',Y') =d(X,Y). 0O

2.3 ISOMETRIAS NO PLANO

Definicao 2.4. Uma isometria entre dois planos I1 e I é uma funcdo T : 11 — I1' que preserva
distancias. Logo, para dois pontos quaisquer A,B € I1, comA' =T (A) e B =T(B), A',B € 1T,
temos que d(A',B') = d(A,B).

Proposicio 2.3. Toda isometria T : 11 — I1' transforma retas em retas.

Demonstracdo.

Sejam A,Ber,r CII,A'=T(A), B =T(B) e ¥/ C IT areta definida pelos pontos A’
e B'. Dado qualquer X € r, um dos trés pontos A, B e X estd entre os outros dois. Suponhamos

que X esteja entre A e B, ou seja, que X € AB (os outros dois casos sdo andlogos). Assim, AB =

AX +XB. Logo, considerando X' = T'(X), temos que A’B’ = A’X’ + X'B’. Portanto, X' € A'B’.

Dessa forma, temos que os pontos A, B' ¢ X’ sdo colineares. Isto mostraque X € r = X' € r.

Logo, T é uma isometria entre r e 1/, ou seja, T(r) =r'. 0

Proposicao 2.4. Toda isometria T : I1 — I transforma retas perpendiculares em retas perpen-

diculares.

Demonstracdo.

Sejam r,s C I1, com rls e rNs = {A}, os pontos B,C € r, equidistantes de A, e
um ponto D € s, conforme a Figura 2.7. Dessa forma, a isometria 7 transforma a mediana
% n ., . WP/ A - !~ ST
AD do triangulo isésceles BCD na mediana A'D’ do tridngulo isdsceles B'C'D’. Logo, A'D" €

: Yall : / 4 : /
perpendicular a B'C’, ou seja, ' € perpendicular a s'.
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II Ir

Figura 2.7: Retas perpendiculares

O

Proposicio 2.5. Toda isometria T : T1 — II' é uma bijecdo cuja inversa T~ : TI' — I1 é ainda

uma isometria.

Demonstragao.

Precisamos mostrar que toda isometria 7 : IT — IT' injetiva é sobrejetiva. De fato,
T é uma fung¢do injetiva pois X # Y = d(X",Y') =d(X,Y) > 0= X' #Y’'. Para provar a
sobrejetividade, consideremos um ponto arbitrario X’ € IT' e determinemos um ponto X & IT tal
que T(X) = X’. Para tanto, tragemos uma reta r C I1. A imagem de r por T é uma reta ' no
plano IT. Se X’ € ¥/, entdo, por defini¢do de imagem, existe um ponto X € r tal que T(X) = X'.
Caso contrdrio, sejam s" a perpendicular baixada de X’ sobre re {Y'} =/ Ns’. Como Y’ € ¥,
existe Y € rtal que T(Y) =Y'. Seja s a reta perpendicular a r passando por Y. A imagem de s
pela isometria T € perpendicular a ' e contém Y’. Logo, T(s) =s'. Como X' € 5/, existe X € §

tal que T(X) = X'. 0O

2.3.1 SIMETRIA EM TORNO DE UM PONTO

Definicdo 2.5. Seja A € I1. A simetria em torno de A é a fungdo Sy : 11 — Il tal que Sx(A) = A
e, para X # A, SA(X) = X' ¢ o simétrico de X relativamente a A. Em outras palavras, A é o

ponto médio do segmento XX'.

Proposicao 2.6. Toda simetria em torno de um ponto é uma isometria no plano.

Demonstracdo.

Dados X,Y € I, conforme a Figura 2.8, temos que:
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AX = AX', pela defini¢do de simetria;
XAY = X'AY’ , pois sdo angulos opostos pelo vértice;

AY = AY’, pela definicdo de simetria.

Logo, pelo caso LAL (lado-angulo-lado), AAXY = AAX'Y' e XY = X'Y’.

X \4

Y X

Figura 2.8: Simetria em torno de um ponto

2.3.2 REFLEXAO EM TORNO DE UMA RETA

Definicao 2.6. Seja r C I1. A reflexdo do ponto X em torno da reta r é a funcdo R, : 11 — 11

definida como:

i) Re(X)=X,VX €r;

ii) R,(X)=X',VX ¢ r, sendo a reta r a mediatriz do segmento XX', ou seja, se o ponto Y é
o pé da perpendicular baixada de X sobre r, entdo Y é o ponto médio do segmento XX/,

conforme mostra a Figura 2.9.

Figura 2.9: Reflexdo do ponto X em torno da reta r



27
Proposicao 2.7. Toda reflexdo em torno de uma reta é uma isometria no plano.

Demonstracdo.

Precisamos mostrar que XY = X'Y’, onde X e Y sdo dois pontos quaisquer e X' e Y’
sdo, respectivamente, as reflexdes de X e de Y em torno da reta r. Para tanto, analisamos os

quatro casos possiveis, descritos a seguir.
1°caso Se X,Y € r,entio X =X'e Y =Y’ e, portanto, XY = X'Y’.
2° caso: O segmento XY, ou o seu prolongamento, é perpendicular a reta r.

Consideremos os pontos X e Y e a reta r, como na Figura 2.10(a), e o referencial do
sistema como sendo o ponto de interseccao do prolongamento do segmento XY com a reta r.
Asssim, as coordenadas desse ponto sdo (0,0). Designando m como a ordenada de X e n como
a ordenada de Y, temos que d(X,Y) = |m —n|. Pela definicdo de reflexdo, as ordenadas de
X' e Y' sdo, respectivamente, —m e —n. Dessa forma, d(X",Y') = |(—m) — (—n)| = |n—m| =

lm—n|=d(X,Y), ouseja, XY =X'Y'.

Caso um dos pontos X ou Y pertenca a reta r, como na Figura 2.10(b), a demonstra¢ao

¢ andloga.

(@) (b)
Figura 2.10: Reflexdo em torno de uma reta - 2° caso: (a) X,Y ¢ r; (b)Y € r

3° caso: O segmento XY, ou o seu prolongamento, ndo é perpendicular a reta r € o0s

pontos X e Y pertencem ao mesmo semiplano que tem a reta  como origem.

Consideremos os pontos X e Y e a reta r, como na Figura 2.11(a). Tracemos os seg-
mentos XA e X'A’, paralelos a r, onde X’ e Y’ sdo, respectivamente, as reflexdes dos pontos X
e Y em torno da reta r e A,A’ € YY’. Os tridngulos retingulos XAY e X’A’Y’ tém os catetos

congruentes. Logo, pelo caso de congruéncia LAL (lado-angulo-lado), suas hipotenusas sdao
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(b)
Figura 2.11: Reflexdo em torno de uma reta - 3° caso: (a) X,Y ¢ r; (b)) X € r

congruentes, isto é, XY = X'Y’.

Caso um dos pontos X ou Y pertenca a reta r, como na Figura 2.11(b), a demonstracdo
¢ analoga.

4° caso: Os pontos X e Y estdo em lados opostos da reta r.

Sejam A , B e C os pontos de intersec¢io da reta r com os segmentos XY, XX’ e YY',

respectivamente, onde X’ e Y’ sdo, respectivamente, as reflexdes dos pontos X e Y em torno da

reta r, como mostra a Figura 2.12.

I

Figura 2.12: Reflexdao em torno de uma reta - 4° caso

Os triangulos retangulos ABX e ABX' tém o cateto AB comum e BX = BX . Logo,
suas hipotenusas sdo congruentes, ou seja, AX = AX’. Analogamente, AY = AY’. Assim, os

tridngulos AXX’ e AYY’ sdo isosceles. Portanto, as medianas relativas aos lados XX’ e YY’
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sdo também bissetrizes, isto €, XAB = )@ e ﬁl\C = Y/’AE' Por outro lado, XAB = ﬁ?
por serem angulos opostos pelo vértice. Analogamente, X'AB = Y'AC. Entéo, XAB +m =
YAC + Y’AC. Como YAC + Y'AC e XAB —|—m sao suplementos do angulo XAY , entdo os

pontos X', A e Y’/ sdo colineares. Portanto,

XY =X'A'+AY =XA+AY =XY.

O

A reflexdo € uma isometria que fixa os pontos que pertencem ao eixo de reflexao e
inverte o sentido dos angulos. Podemos identificar o eixo de reflexdo como sendo um espelho

que reflete a imagem, conforme ilustra a Figura 2.13.

ﬂ

Figura 2.13: Reflexdo de uma figura

2.3.3 TRANSLACAO

Definicao 2.7. Sejam A e B dois pontos distintos do plano 11. A translacdo Typ : 11 — 11 € a

funcdo definida da seguinte forma:

i) se o ponto X pertence a reta AB, sua imagem X' = T, B(x) € dada pelo ponto X "de j@ tal
que XX' = AB, como ilustra a Figura 2.14(a), e, além disso, o sentido de percurso de X

para X' é o mesmo de A para B;

ii) se o ponto X ¢ AB ¢ qualquer outro ponto do plano 11, sua imagem X' = Typ(X) é o
quarto vértice do paralelogramo que tem AB e AX como lados, como ilustra a Figura
2.14(b).

Assim, qualquer que seja a posicdo de X no plano 11, sua imagem X' por Typ fica caracterizada

pelo fato de que os segmentos AX' e BX tém o mesmo ponto médio M.
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(a) (b)

Figura 2.14: Translacdo no plano: (a) X € AB; (b) X ¢ AB

Na defini¢do da translacdo Typ, a ordem em que os pontos A € B s3o mencionados €
fundamental: no segmento orientado AB, o ponto A € a origem e o ponto B € a extremidade;
no segmento orientado BA, o ponto B € a origem e o ponto A é a extremidade. Dessa forma,

a translac@o Typ é diferente da translagdo Tp4. De fato, uma € inversa da outra, ou seja, Tgs =
-1
(Tag)™ -

Em uma transla¢do ndo hd pontos fixos e a orientacdao dos angulos é preservada.

Proposicao 2.8. Toda translagdo é uma isometria no plano.

Demonstracdo.

Precisamos mostrar que d(X,Y) =d(X',Y’), onde X' = Typ(X) e Y' = Typ(Y). Para

tal, analisamos os dois casos possiveis, descritos a seguir.

1° caso: A reta r definida pelos pontos X e Y € paralela ou coincidente a reta s que

contém AB.

Como Typ(X) =X"e Typ(Y) =Y’ entdo

d(X,X"Y=d(Y,Y')=d(A,B). .1)

Dados X,Y € r, os segmentos XX’ e YY’ ou ndo tem pontos interiores comums, cOmo

na Figura 2.15(a), ou tem pontos interiores comuns, como na Figura 2.15(b).

& ® ® ®
X X N Y

(a) (b)
Figura 2.15: Translagio no plano - 1° caso: (a) XX'NYY’' =0; (b) XX'NYY' = {Y'}

=

® @ ®
N X N
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Para estas duas situagdes, usando (2.1), valem, respectivamente, as seguintes relacoes:

Portanto, nas duas situagdes, d(X,Y) =d(X',Y").

2% caso: A reta r definida pelos pontos X e Y ndo € paralela nem coincidente a reta s

que contém AB.

Os segmentos XX’ e YY"’ sdo lados opostos de um paralelogramo, pois XX’ | AB || YY’
ed(X,X")=d(A,B)=d(Y,Y’), o mesmo ocorrendo com os segmentos XY e X'Y’, como mostra

a Figura 2.16. Portanto, temos que

dX',Y"=d(X,Y).

A

Figura 2.16: Translacdo no plano - 2° caso

De acordo com Lima (LIMA, 2007):

A nocdo de translagdo estd intimamente relacionada com o conceito de vetor
(do Latim ““vehere”= transportar). Na realidade podemos definir vetores do
plano a partir das translagdes.

Dizemos que dois segmentos orientados AB e CD, no plano I1, sdo equipolentes quando
Txp = Tcp (isto ocorre somente quando AB e CD siao paralelos, ttm 0 mesmo comprimento € o
mesmo sentido, o que equivale a afirmar que os pontos médios de AB e CD coincidem). O vetor
V= A—B>, de origem A e extremidade B, € o conjunto dos segmentos orientados equipolentes a

AB. Assim, podemos denotar a translacio por 7T,, a translacdo de vetor v, ao invés de Typ.

Dados o segmento orientado AB e o ponto P, ambos no plano I, existe um tnico

ponto Q em II tal que os segmentos orientados AB e PQ sao equipolentes, isto €, @ = /@ =
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O ponto Q é o quarto vértice do paralelogramo que tem AB e AP como lados. Dessa forma,
Q =P+v="Tu5(P)=T,(P) e dizemos que o vetor v = 1@ transportou o ponto P para a posi¢ao
Q. Além disso, introduzimos o vetor nulo 0 = A_A> para indicar o vetor para o qual a origem
coincide com a extremidade. Isto corresponde a incluir a fun¢do identidade como translacdo,

denotada por 7Tj.

A translacdo estd presente em muitas obras de Escher ! e pode ser observada em traba-
lhos como Three Birds n28, de 1938, ilustrado na Figura 2.17, no qual podemos notar o mesmo

padrdo (desenho) sendo deslocado para os lados, para cima e para baixo.

Figura 2.17: Transla¢des na obra Three Birds n28 de Escher (TESSELLATION, 2017)

2.3.4 ROTACAO

Uma rotagdo pp (O) é caracterizada pelo centro de rotagdo O e pela amplitude c.
Essa transformagdo fixa um unico ponto, o centro de rotagdao O, e preserva a orientagdo dos

angulos. Quanto ao sentido da rotagdo, temos que:

1. se o > 0, arotacdo é feita no sentido positivo ou anti-horario;

2. se o0 < 0, arotacdo € feita no sentido horério.

A rotagdo de amplitude 0°, ou identidade, fixa todos os pontos. A rota¢do de um ponto

P pelo centro de rotacdao O e amplitude o esta ilustrada na Figura 2.18.

"Maurits Cornelis Escher (1898-1972), artista grafico holandés famoso pelo emprego de isometrias em xilogra-
vuras e litografias.
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Figura 2.18: Rotacao
Definicao 2.8. Sejam o ponto O pertencente ao plano 11 e o angulo o0 = AOB, de vértice O. A

rotagdo de dngulo o em torno do ponto O é a fungdo po o : 11 — Il definida como:
i) Po,a(0) = 0;

ii) para todo ponto X # O emI1, pp o(X) = X' é 0 ponto do plano 11 tal que

d(X,0)=d(X',0), XOX' = a,

e o “sentido de rotacdo” de A para B é o mesmo de X para X'.

Geometricamente, a condicdo X OX’ = « significa que se considerarmos os pontos A e
B tais que OA = OB = OX = OX’, entdio AB = XX'. A exigéncia de que o sentido de rotacio de

X para X’ seja 0 mesmo que o de A para B pode ser justificada pelo fato de que os Angulos BOX
e AOX' tém a mesma bissetriz, conforme ilustra a Figura 2.19.

Figura 2.19: Rotacdo de um segmento

Proposicao 2.9. Toda rotacdo é uma isometria no plano.

Demonstracdo.

Precisamos mostrar que XY = X'Y’, onde X' = pp o(X) e Y/ = po.o(Y). Para tanto,
analisamos os dois casos possiveis, descritos a seguir.

33
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1? caso: Os pontos O, X e Y sdo colineares.

Neste caso, dependendo da localizac@o dos pontos X e Y em relagdo a O, podem ocor-

rer duas situagdes distintas, representadas na Figura 2.20.

(@) W

Figura 2.20: Rotacdo de um segmento cujos extremos X e Y sdo colineares ao centro O: (a) X
estientre OeY;(b) Oestientre X e Y

Os segmentos OX e OX’ sdo congruentes, pois sdo raios da mesma circunferéncia de
centro O. Analogamente, OY = OY’. Assim, para as situacdes representadas nas Figuras 2.20(a)

e 2.20(b), respectivamente, temos que:

XY =0Y -0X =0Y'—0X' =X'Y";

XY =XO0+0Y =X'0+0Y' =X'Y'.

2° caso: Os pontos O, X e Y nido sdo colineares.

Neste caso, ilustrado na Figura 2.21, os Angulos X’OY e XOY’ tém a mesma bissetriz.
Assim, XOY = X'0Y' = a.. Como OX = OX' ¢ OY = OY’, temos, pelo caso de congruéncia de

tridngulos LAL (lado-angulo-lado), que AXOY = AX'OY’. Logo, X'Y' = XY .

Figura 2.21: Rotacdo de um segmento cujos extremos X € ¥ ndo sdo colineares ao centro O
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A rotagdo também esta presente nas obras de Escher, como no trabalho Shells and

Starfish, de 1941, representado na Figura 2.22.

Figura 2.22: Rotacdo na obra Shells and Starfish de Escher (TESSELLATION, 2017)

2.3.5 REFLEXAO COM DESLIZAMENTO

Definicao 2.9. Sejam v = zﬁ um vetor ndo nulo e r uma reta paralela a v no plano Il. A reflexdo

com deslizamento, determinada pelo vetor v e pela reta r, é a funcdo composta
T=T,0R,: Il —1II,

obtida fazendo a translacdo T, seguir-se a reflexdo R,.

A reflexdo com deslizamento, como a translacdo 7, ndo possui pontos fixos, como

podemos observar na Figura 2.23.

b— 0 E c’
Ri(X) X’ : \/

(a) (b)

Figura 2.23: (a) Reflexdo com deslizamento; (b) reflexdo com deslizamento de uma figura
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2.4 ISOMETRIAS NO ESPACO

Denotaremos por E o espaco euclidiano tridimensional. Assim como no plano, uma

isometria no espaco preserva a distancia entre dois pontos.

Definicao 2.10. Uma isometria em E é uma fungdo T : E — E que preserva a distdncia entre

dois pontos quaisquer A,B € E, ou seja, d (T (A),T(B)) =d(A,B).

Proposicao 2.10. A imagem de um plano 11 C E por uma isometria T : E — E é um plano
IT CE.

Proposicao 2.11. Seja T : E — E uma isometria. Se a reta r é perpendicular ao plano 11, entdo

sua imagem r' = T (r) é perpendicular ao plano TI' = T (I1).

Proposicio 2.12. Toda isometria T : E — E é uma bijecdo, cuja inversa T~' : E — E também

é uma isometria.

As demonstragdes das Proposi¢des 2.10, 2.11 e 2.12 encontram-se em Lima (LIMA,
2007).

24.1 SIMETRIA EM TORNO DE UM PONTO

Definicao 2.11. Fixado um ponto A no espaco E, a simetria em tornode A é a fun¢do Sy : E — E
que faz corresponder a cada ponto X € E o ponto X' = Sy(X), tal que A é o ponto médio do

segmento XX'.

Proposicao 2.13. Toda simetria em torno de um ponto é uma isometria no espago.

Demonstracdo.

Dados X,Y € E, se X,Y e A forem pontos ndo colineares, entdo X, Y e A determinam

um plano I, restrito ao qual S4 € ainda a simetria em torno de A. Logo, pela Proposicao 2.6,

d(Ss(X),S4(Y)) =d(X,Y).

2.4.2 REFLEXAO EM TORNO DE UM PLANO

Definicao 2.12. Seja I1 C E um plano. A reflexdo em torno de 11 é a fungdo Ryy : E — E que
associa cada ponto X € E o ponto X' = Ryy(X), tal que I1 é o plano mediador* do segmento XX'.

ZPlano mediador de um segmento de reta é o conjunto de pontos de E que equidistam dos extremos do seg-
mento. Esse plano é perpendicular ao segmento de reta e a interseccdo de ambos € o ponto médio do segmento.
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Isto significa que XX' é perpendicular a Il e, além disso, se {A} = XX'NT1, entdo XA = AX'.

Assim, para todo B € IT, temos também que XB = BX'.

Proposicao 2.14. Toda reflexdo em torno de um plano é uma isometria no espaco.

Demonstragdo.

Sejam X,Y € E, com X’ = Rpy(X) e Y/ = Ry(Y). Analisamos a seguir os dois casos

possiveis.
1°caso: Se X,Y €I, entdo X' =X eY' =Y. Logo, d(X".Y') =d(X,Y).

2° caso: Se X ¢ II (demonstrac¢do andloga para Y ¢ IT) - Figura 2.24, consideremos o
A—
plano IT contendo a perpendicular XX’ a IT e o ponto Y. Seja r = IINII'. Assim, restrito ao

plano IT, temos que Ryy coincide com a reflexdo R, : IT' — IT, em torno de r. Da Proposi¢io

2.7, segue que d(X',Y') =d(X,Y).
I X~ -
X Y
\
1
g

1 ~ ; : x

Figura 2.24: Reflexdo em torno de um plano

2.4.3 ROTACAO EM TORNO DE UMA RETA

Definicao 2.13. Sejam a reta r e o dngulo a = AOB cujo vértice O pertence a r e cujos lados
estdo contidos em um plano perpendicular a r. Como na Defini¢cdo 2.8, o angulo o é orientado,
isto é, subentende-se que OA é o primeiro lado e OB é o segundo. Assim, definimos a rotagcdo
de dngulo o em torno da reta r como a fungdo p = pr.q : E — E que faz corresponder a cada
ponto X o ponto X' = p(X), este determinado pelas seguintes condicdes, conforme a Figura

2.25:

1. X' pertece ao plano 11 que passa por X e é perpendicular a r;
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2. se {0} =TINr, entdo OX = 0X';

3. ﬁ é um dngulo orientado, sendo ﬁ =q.

Figura 2.25: Rotagcao em torno de uma reta
Proposicao 2.15. Toda rotagdo em torno de um plano é uma isometria no espago.

Demonstracdo.
Sejam X,Y € E, tais que X’ = p(X) e Y/ = p(Y). Devemos mostrar que X'Y’ = XY .

Seja IT o plano perpendicular a r que passa pelos pontos X e X’. Consideremos 0s
pontos Y e Y, projegdes ortogonais sobre IT dos pontos ¥ e Y, respectivamente, conforme a

Figura 2.26. Temos dois casos possiveis para analisar.

1? caso: Se o segmento de reta XY estd contido em IT ou em um plano paralelo a IT,
recaimos no 1° caso da Proposicdo 2.9, ou seja, a rotacdo restrita ao plano € uma rota¢ao no

plano. Assim, temos que X'Y’' = XY .

2° caso: Se o segmento de reta XY nao estd contido em IT ou em um plano paralelo a
I, temos que XY € a hipotenusa de um tridngulo retingulo cujos catetos sdo XY e YyY, sendo
Yy o pé da perpendicular a IT por Y. Analogamente, XY’ é a hipotenusa do tridngulo retingulo
X'Y'Y}, cujos catetos sdo X’_Y(; e W, onde Y é o pé da perpendicular a IT por Y’, conforme a

Figura 2.26. Assim, temos que:

X'Y] = XYy, pela defini¢do de simetria;
XYpY = X'YJY' = 90°;

YYo=V’ Yy, poisYeY " pertencem a um mesmo plano perpendicular a r.

Logo, pelo caso LAL (lado-angulo-lado), AXYyY = AX'YjY' e, consequentemente,
XYy =X'Y.
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'_\._‘(

Figura 2.26: Rotacdo em torno de uma reta: XY ndo estd contido em IT ou em um plano
paralelo a IT

2.4.4 TRANSLACAO

Definicao 2.14. Sejam A e B dois pontos distintos de E. A translacdo Typ : E — E é a funcdo

— -
que faz corresponder a cada ponto X € E o ponto X' tal que XX' = zﬁ, ou seja, XX' = AB,
sendo que XX' é paralelo a AB e o sentido de percurso X — X' coincide com o sentido de

A — B.

Proposicao 2.16. Toda translagcdo é uma isometria no espago.

Demonstragao.

Sejam X,Y € E,com X' = Typ(X) e X' = Typ(X). Assim, temos que)_(—)?’ —AB= ﬁ
Logo, os segmentos XX’ e YY’ sdo equipolentes, ou seja, os pontos médios de XY’ e X'Y
coincidem, conforme a Figura 2.27. Isto significa que X’Y’ e XY também sdo equipolentes. Em
particular, X'Y' = XY .

B X Y'
.- —o
// \\—:‘M,—“J/ //
A //’_.-"’ \_\ //
*— -8
X Y

Figura 2.27: Translacdo de um segmento no espacgo

As defini¢des a seguir descrevem que a composicao de isometrias € uma isometria.
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2.4.5 REFLEXAO COM DESLIZAMENTO

Definicao 2.15. A reflexdo com deslizamento é uma isometria do tipo R = Tyg o Ry = Ryjo Ty,
onde Ry : E — E é a reflexdo em torno de um plano 11 e Typ e o segmento AB é paralelo ao

plano 11 ou estd contido nele - Figura 2.28.

Rp(X) Vo< = Tan(An(X)

Figura 2.28: Reflexdo com deslizamento no espago

2.4.6 ROTACAO REFLETIDA

Defini¢ao 2.16. Uma rotagdo refletida T : E — E é a fungdo composta T : Rrjo pr.o = Pr.o.© R,
onde Ry € a reflexdo em torno de um plano Il e p, o é a rotagdo de angulo o@ em torno de uma

reta r perpendicular a Il - Figura 2.29.

Quando o = 180°, a rotacdo refletida coincide com a simetria em torno do ponto O,

intersecdo de Il com r.

r

p(X)
Il [ yd /

¢ X'= Ru(p(X))

Figura 2.29: Rotacdo refletida no espago

2.5 FIGURAS CONGRUENTES

Duas figuras geométricas sdo congruentes quando uma delas pode ser transformada

na outra por isometrias, ou seja, uma combinagdo de translagdes, rotacdes e reflexdes. Assim,
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duas figuras geométricas congruentes t€ém o mesmo tamanho e a mesma forma, como ilustram

as Figuras 2.30 e 2.31.

Definicao 2.17. Dois subconjuntos A e B do espaco euclidiano R" sdo ditos congruentes se

existir uma isometria f : R" — R" tal que f(A) = B.

A
[ ]
'—/D
45 c 4 D |
4
135° e
D
135°Q 2 28 ‘
457 o
ol Co ‘ |
B c B 3 A ,
(@) (b)

Figura 2.31: Piramides congruentes: (a) de base triangular (SILVA, 2005); (b) de base hexago-
nal (SILVA, 2005)
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Duas figuras geométricas congruentes podem ou nao ser sobrepostas por movimentos
de rotacdo e/ou translacdo. Os conceitos de isometria propria e isometria impropria, abor-
dados em Lima (LIMA, 2007), esclarecem quando duas figuras geométricas congruentes sao

superponiveis ou nao.

2.6 ISOEDROS

Segundo Bortolossi (BORTOLOSSI, 2009), isoedros sdo poliedros convexos para os
quais qualquer face pode ser levada para qualquer outra face por uma rotagdo, uma reflexao
ou uma composi¢ao de ambas, transformando o poliedro em si mesmo. J4 em (WOLFRAM,
2017):

O isoedro é um poliedro convexo com simetrias que atuam de forma transitiva
em suas faces em relacio ao centro de gravidade. Todo isoedro tem um nimero
par de faces (Griinbaum 1960). O isoedro faz dados justos, e ha 30 deles
(incluindo solidos finitos e infinitas classes de solidos).

Sherman (SHERMAN, 2017) descreve as vinte e cinco classes de isoedros com um
nimero finito de faces (4, 6, 8, 12, 20, 24, 30, 48, 60 ou 120). Nesta classificacdo, estdo
inclusos os cinco poliedros de Platdo e os treze poliedros de Catalan, duais dos poliedros de
Arquimedes. H4 ainda cinco classes de isoedros com uma infinidade de faces possiveis. A

Figura 2.32 ilustra alguns isoedros.
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Begular Tetrahedron Izozceles Tetrahedron Scalene Tetrahedron

Octahedron Regular Dodecahedron

Octahe dral Pentagonal

Tetragonal Pentagonal 5
Dodecahadron Mokt Rhombic Dodecahadron

Trapezoidal Dodeczhedron Triakis Tetrahedron Regular kosahedron

Hexakis Tetrzhedron Tetrakis Hexahedron Triakiz Octzhedron

Trapeznidal Icositetrahedron Pentagonal Icositefrahedron Dhakis Dodecahedron

Figura 2.32: Isoedros MATHPUZZLE, 2017)
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3 POLIGONOS EQUIDECOMPONIVEIS

Neste capitulo, apresentamos, fundamentados em (BOLTIANSKI, 1996), (HILBERT,
2003), (LIMA, 1985) e (MARQUES, 2012), os teoremas sobre equicomposi¢ao de poligonos.

3.1 DEFINICOES

Definicao 3.1 (Poligono). Dada uma sequéncia de n pontos distintos {A1,A,,...,A,} do plano,
com n > 3, onde trés pontos consecutivos ndo sdo colineares, considerando-se consecutivos

An_1, Ay e Ay, assim como Ay, Ay e Ay, denomina-se poligono P = A|A,...A, a reunido dos

segmentos A1A>, ArAs, ..., A_1Ay, ALAL, se estiverem satisfeitas as seguintes condicoes:

* a intesecgdo de dois segmentos ndo consecutivos € vazia,
* dois segmentos quaisquer com uma extremidade comum ndo pertencem a mesma reta.

Definicao 3.2 (Poligono convexo). O poligono P = A1A;...A, € convexo se, e somente se, toda
reta determinada por dois vértices consecutivos deixa os demais (n—2) vértices em um mesmo

semiplano dos dois que ela determina.

A regido poligonal correspondente ao poligono AjA;...A, € a regido do plano delimi-

tada pelos segmentos A1Aj, A2Az, ..., A,_1An, AyA1, ou seja, é a unido do poligono com o seu
interior. Neste trabalho, usaremos frequentemente expressoes do tipo a drea de um poligono,

quando queremos dizer a drea da regido poligonal cuja fronteira é o poligono considerado.

Area é a quantidade de espago bidimensional ocupada por uma figura geométrica plana
(ou uma superficie limitada). Podemos estabelecer uma nocao intuitiva de drea determinando
quantos quadrados unitdrios, isto €, de lado 1u.c. (uma unidade de comprimento), cabem dentro

da figura plana da qual se quer a érea.

Definicdo 3.3 (Area). A drea A de um poligono é um niimero real positivo associado a ele, de

forma que:
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i) poligonos congruentes ' tém dreas iguais;

ii) se dois poligonos Py e P, tém interiores disjuntos, isto é, de interseccdo vazia, entdo
A(P1UDPy) = A(P1) +A(P2);
iii) se um poligono Py estd contido em um poligono P,, entdo
A(P1) < A(Pr);
iv) a drea do quadrado unitdrio (lado de medida 1u.c.) é lu.a. (uma unidade de drea).
Definicao 3.4 (Poligonos equivalentes). Dois poligonos sdo equivalentes se tém a mesma drea.

Um poligono € decomposto quando recortes (subdvisdes) dividem o poligono original

em poligonos menores, como ilustra a Figura 3.1.

Vi &=

Figura 3.1: Decomposi¢iao de um quadrado (MATHEMA, S.d.)

Definicao 3.5 (Triangula¢do de um poligono). Seja P um poligono qualquer. Um segmento
que liga dois vértices ndo consecutivos de P denomina-se diagonal de P. Esta diagonal é
uma diagonal interior de P se, com excecdo de seus extremos, estiver contida no interior de P.
Uma triangulacdo de P é uma colecdo de tridngulos cujos lados sdo lados de P e/ou diagonais
interiores de P, de modo que os tridngulos, quando se intersectam, o fazem em lados comuns ou
em vértices de P, e a reunido desses tridngulos e seus interiores é a regido determinada por P.

A Figura 3.1 apresenta um poligono ndo convexo com duas formas diferentes de triangulagdo.

Figura 3.2: Triangulacdes de um poligono ndo convexo (MARQUES, 2012)

Hilbert (HILBERT, 2003) define poligonos equidecomponiveis da seguinte forma:

"Dois poligonos P e Q sdo congruentes se existe uma isometria f tal que f (P) = Q, ou seja, dois poligonos sio
ditos congruentes quando um deles pode ser deslocado no plano, sem deforma-lo, até coincidir com o outro.
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Dois poligonos simples dizem-se equidecomponiveis, quando se puderem de-
compor em um nimero finito de tridngulos congruentes entre si dois a dois.
Na tentativa de explicar o conceito de equicomposi¢do de uma forma mais simples,
Souza (SOUZA, 1973) define figuras equidecomponiveis da seguinte forma:

Duas figuras sdo equidecomponiveis quando podem ser decomponiveis em
partes respectivamente iguais.

Defini¢io 3.6 (Poligonos equidecomponiveis). Dois poligonos P e P’ sdo equidecomponiveis
quando existem decomposi¢bes P =P1UP,UP3U...UP, e P =PLUP,UPLU...UP,, de tal
modo que cada poligono P; é congruente ao poligono P, com 1 <i < n. Além disso, exige-se
que o poligono P tenha suas particées disjuntas?, exceto suas fronteiras, o mesmo ocorrendo

com o poligono P’

Segundo Boltianski (BOLTIANSKI, 1996):

Duas figuras sdo equicompostas (ou equidecomponiveis) se € possivel decom-
por uma das figuras em um ntimero finito de partes, e, por meio de um rearranjo
dessas partes, compor a outra figura.

Os rearranjos possibilitam a composi¢ao da nova figura por meio de rotagdes, transla-

coes e reflexdes, isometrias apresentadas no Capitulo 2.
3.2 EQUICOMPOSICAO

Proposicao 3.1. Todo poligono de n lados, n > 4, admite uma triangulacdo.
Demonstracdo.

a) P € um poligono convexo

Seja P =AA,...A, um poligono convexo. Para todo 1 < j <n—1, sejam IT; o semiplano
determinado por A ;A ;| que contém pontos de P e IT, o semiplano determinado por A,A|
que contém pontos de P. As diagonais AjA3, AjAy,..., AjA,—1 estdo, com excecdo de
seus extremos, contidas em todos esses semiplanos. Logo, sdo diagonais interiores de
P. Consideremos os tridngulos A} = A1AA3, Ay = A1A3Ay,..., Ny—2 = A1A,_1A,. O
poligono P esta contido na reunido desses tridngulos e o interior de P esta contido na
reunido dos interiores desses tridngulos e dos lados que estdo no interior de P. Portanto,

os tridngulos A;, 1 < j < n—2, formam uma triangulagio de P.

’Intersecgdo vazia.
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b) P € um poligono qualquer

Suponhamos, por absurdo, que a tese ndo seja verdadeira. Entdo, podemos obter um
poligono P de n lados que ndo pode ser decomposto em tridngulos. Escolhemos P de
modo que n seja 0 menor possivel (para que a tese nao seja valida). Consideremos uma
reta r que ndo intersecta P e que ndo seja paralela a nenhum dos lados de P. Sejam ainda
B o vértice do poligono P localizado a menor distancia de r, e A e C os vértices adjacentes

a B, conforme ilustra a Figura 3.3. Temos dois casos para analisar.

C

Figura 3.3: Triangulacdo de um poligono qualquer: 1° caso

1° caso: Os pontos A, B e C sdo os Unicos vértices de P que pertencem a regido triangular
ABC. O poligono P, obtido do poligono P substituindo-se os lados AB e BC por AC -
Figura 3.3, tem (n— 1) lados. No entanto, por hipdtese, n é o menor nimero de lados para
o0 qual a tese ndo vale. Assim, P’ pode ser decomposto em tridngulos adjacentes. Juntando

a P’ o tridngulo ABC, obtemos uma decomposic¢io de P em triAngulos justapostos.

2° caso: O tridngulo ABC contém outros vértices do poligono P. Dentre estes vértices,
seja D o mais distante do lado AC, como mostra a Figura 3.4. Dessa forma, a diagonal
BD nio intersecta nenhum lado de P fora dos pontos B e D. O segmento BD divide P
em dois poligonos adjacentes, P’ ¢ P”, ambos com um nimero de lados menor do que o
nimero de lados de P. Como, novamente, n € o0 menor nimero de lados para o qual a tese
ndo vale, os poligonos P’ e P” podem ser decompostos em tridngulos adjacentes. Unindo

estas decomposi¢des, temos uma triangulacio para P.
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Figura 3.4: Triangulacio de um poligono qualquer: 2° caso

Teorema 3.1. Todo poligono de n lados, n > 4, pode ser decomposto em (n —2) tridngulos

justapostos cujos vértices sdo vértices do poligono.

Demonstracdo.

Pela Proposi¢do 3.1, sabemos que todo poligono admite uma triangulagdo. Assim,
provaremos por indugio finita sobre o nimero de lados (ou de vértices) que, dado um poligono
P de n lados, com n > 4, em qualquer triangulacdo de P o nimero de tridngulos € finito e igual
a(n—2).

1) Base de indugdo
Para n = 4, temos que um quadrilatero pode ser dividido em n —2 =4 —2 = 2 tridngulos,
o que € verdade (basta tracar uma diagonal interior de P).

1) Passo de indugdo

Suponhamos que a tese é valida para todo poligono P com k lados, com k < n (hipdtese
de indugdo). Acrescentando um lado (ou um vértice) ao poligono P, temos que n =k + 1.
Escolhemos uma diagonal d que divide P em dois poligonos P; e P, com kj e k;, lados,

respectivamente, kj,k, < (k+ 1). Sabemos que
ki+ky=(k+1)+2, 3.1

pois a diagonal d € um lado comum a P; e a P,, sendo contado duas vezes. A hipétese in-

dutiva implica que P; é decomponivel em (k; — 2) tridngulos e P, em (kp —2) tridngulos.
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Entao,

ki —24+ky—2=k +ky—4

Okt 1)+2-4
= (k+1)-2

€ o numero de tridngulos que compdem P.

Assim, o poligono P de k+ 1 lados pode ser decomposto em (k+ 1) — 2 tridngulos.

O

Lema 3.1. Se P, Q e R sdo poligonos equidecomponiveis, entdo as seguintes relacdes sdo

satisfeitas:
i) Reflexiva: P é equidecomponivel a P;
ii) Simétrica: se P é equidecomponivel a Q, entdo Q é equidecomponivel a P;

iii) Transitiva: se P é equidecomponivel a Q e Q é equidecomponivel a R, entdo P é equide-

componivel a R.

Demonstracdo.

Segundo o Teorema 3.1, um poligono sempre é decomponivel em um nimero finito de

tridngulos. Suponhamos entdo que os poligonos P, Q e R sdo decomponiveis em tridngulos
:PI,:PQ, ?37 "'7ipnv Q17 927 Q37 ey Qn € IRI;IRZaIR% "'afRn;

n € N*, respectivamente.

i) Como todo tridngulo P;, i = 1,2,3,...,n, é congruente a si mesmo, temos que

P=PiUP,UP3U...UP, ="D.

ii) Suponhamos P equidecomponivel a Q. Assim, por defini¢do, temos que
P=P1UP,UP3U..UP,e Q=9,UQUQ3U...UQ,,

com P; congruente a Q; para todo i = 1,2,3,...,n. Como a congruéncia de tridngulos é
simétrica, entdo Q; € congruente a P; paratodo i = 1,2,3, ..., n. Portanto, Q é equidecom-

ponivel a P.
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iii) Suponhamos P equidecomponivel a Q e Q equidecomponivel a R. Dessa forma, por

defini¢do, temos que
P=PUP,UP3U...UP,, =0, UQUABU..UQ, e R=RIURUR3U...UR,,

com P; congruente a Q; e Q; congruente a R; paratodoi=1,2,3,...,n. Como a congruén-
cia de tridngulos € transitiva, se P; é congruente a Q; e Q; € congruente a R;, entdo P; é

congruente a R; para todo i =1,2,3,...,n. Portanto, P é equidecomponivel a R.

Proposicao 3.2. Dois poligonos equidecomponiveis tém a mesma drea.

Dois poligonos P e P’ sdo equidecomponiveis quando € possivel dividir cada um deles
em um mesmo nimero de partes, com interiores disjuntos, € congruentes entre si. Este conceito
esta implicito na teoria de drea de Euclides (EUCLIDES, 2009), ou seja, dois poligonos equi-
decomponiveis t€ém a mesma drea. A reciproca desta proposicao é conhecida como Teorema de
Wallace-Bolyai-Gerwein. Assim, para calcularmos a drea de uma figura basta decompormos
a mesma em um ndmero finito de partes, de tal modo que essas partes possam ser rearranja-
das para formar uma figura cuja drea seja conhecida ou o seu calculo seja vidvel. Antes de

demonstrarmos o Teorema de Wallace-Bolyai-Gerwein, provaremos alguns lemas.

Lema 3.2. Todo tridngulo é equicomposto a um retangulo.

Demonstracdo.

Sejam AB o maior lado do tridingulo ABC, ilustrado na Figura 3.5, e CD a altura relativa
a AB. O ponto D, proje¢io ortogonal do ponto C sobre o lado AB, encontra-se entre A e B, pois

caso contrario um dos angulos, A ou B, seria obtuso e, entdo, AB ndo seria o maior lado.

Figura 3.5: Triangulo ABC equicomposto ao retangulo ABFE

Pelo ponto médio M da altura CD, tracemos uma reta paralela a AB. Esta intersecta

AC e BC nos seus respectivos pontos médios, P e Q. Baixemos agora as perpendiculares AE
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e BF a essa reta. Pelo caso ALA, (angulo-lado-angulo oposto), temos que AAPE = ACPM e
ABQF = ACQM. Assim, o tridngulo ABC e o retangulo ABFE sdao compostos pelo trapézio
ABQP e pelos triangulos CPM e CQM. Portanto, o tridngulo ABC é equicomposto ao retangulo
ABFE.

O

Lema 3.3. Se dois paralelogramos tém dreas iguais e uma base comum, entdo eles sdo equi-

compostos.

Demonstracdo.

Sem perda de generalidade, consideremos os parelelogramos ABCD e ABC'D’ de base

comum AB e alturas congruentes. Temos entdo trés casos para analisar.

1° caso: Os segmentos CD e C'D’ ttm um segmento comum D'C, como mostra a

Figura 3.6.

117

A B

Figura 3.6: Paralelogramos equicompostos: 1° caso

Neste caso, temos que CD = CD’ +D'D e C'D' = C'C+CD’'. Como CD = C'D/, entio
C'C=DD. Logo, pelo caso LLL (lado-lado-lado), AADD' = ABCC' (I = III). Portanto, ABCD
(I +1I) é equicomposto a ABC'D'(III +1I = I +1I).

2° caso: Os segmentos CD e C'D’ tém somente um ponto comum, como ilustra a

Figura 3.7.

117

I7

A B

Figura 3.7: Paralelogramos equicompostos: 2° caso
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Os tridngulos ADD’ e BCC' sdo congruentes pelo caso LLL (I = I1I), uma vez que:

DD’ =CC' = AB, por construgao;
AD' = BC', pois sio lados opostos do paralelogramo ABC’D’;
AD = BC, pois sdo lados opostos do paralelogramo ABCD.

Entdo, temos que ABCD (I + II) é equidecomposto a ABC'D' (111 + 11 = I +11).
3° caso: Os segmentos CD e C'D’ ndo tém pontos comuns, como mostra a Figura 3.8.

D D" C "= D" c'=D' c

A B

Figura 3.8: Paralelogramos equicompostos: 3° caso

Empregando o postulado de Arquimedes - que diz que “se CD e C'D’ sdo segmen-
tos quaisquer, entdo existe um nimero natural n tal que a unido de n segmentos congruentes
a C'D’, construidos continuamente a partir de D’ sobre a semirreta CD, conterd o ponto C”,
tracamos a partir do ponto D’ esses segmentos. Assim, construimos paralelogramos auxiliares,
como mostra a Figura 3.8. Cada um desses paralelogramos serd equicomposto ao outro pelo
1° caso ou pelo 2° caso. Dessa forma, pela propriedade transitiva da equicomposicdo, ABCD é

equicomposto a ABC'D’3. 0

Lema 3.4. Dois retdngulos que tém dreas iguais sao equicompostos.

Demonstragao.

Sejam os retangulos ABCD e AEJI, ilustrados na Figura 3.20, sobrepostos e de mesma
area, ou seja,
AB-BC =AI-AE. (3.2)

Seja ainda o segmento BI, que intersecta CD em F e E_Em G,isto é, F=BINCD e

- AB
G = BINEJ. Sem perda de generalidade, podemos supor que 5 < AE < AB. Temos entdo

trés situacdes distintas para analisar.

_ >
3Todos os paralelogramos da Figura 3.8 tém base comum AB e alturas congruentes iguais 2 1 = d B,C’ D).

Portanto, esses paralelogramos t€ém a mesma 4rea, ou seja, sdo equivalentes. E o teorema de Wallace-Bolyai-
Gerwien estabelece que poligonos que tém areas iguais sdo equicompostos.
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e

Figura 3.9: Retangulos equicompostos

(i) Se AE = AB, entio os dois retangulos sdo coincidentes e, portanto, equicompostos.

—_ _AB
(ii) Se AE = - ou seja, FF = H = G, os tridangulos EBG e DFI sao congruentes pelo
caso ALA (4ngulo-lado-angulo), uma vez que:
GEB = IDF = 90°;
— — . __ AB
EB=DF =AB—AE = -

—

EBG =DFI , pois sdo angulos correspondentes.
Analogamente, AJIF = ACGB (F = G). Portanto, os retingulos ABCD e AEJI sdo
equicompostos.

AB . __
(iii) Se > < AE < AB, temos que os tridngulos ABI e CF B sao semelhantes pelo caso

AA (angulo-angulo), uma vez que IAB = BCF =90° e ABI e BFC sio angulos alternos internos.

Assim:
AB CF.
Al  BC’
AB-BC = AI-CF. (3.3)

Comparando (3.2) e (3.3), concluimos que AE = CF e, consequentemente, que EB =
DF e IJ = CF. Dessa forma, temos, pelo caso ALA (angulo-lado-angulo), que AIDF = AGEB
e AIJG = AFCB. Portanto, os retangulos ABCD e AE1J sdo equicompostos.
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Lema 3.5. Todo poligono é equicomposto a um retdngulo.

Demonstragdo.

Segundo o Teorema 3.1, todo poligono pode ser decomposto em um nimero finito de
triangulos. Cada um destes tridngulos, conforme o Lema 3.2, € equicomposto a um retangulo.
Mas, de acordo com o Lema 3.4, cada um desses retangulos € equicomposto a um retangulo
de mesma drea. Suponhamos entdo que b seja a medida da base de cada um desses retangu-
los. Dessa forma, por transitividade, os tridangulos 1,2,3,4,5,... nos quais foi decomposto o
poligono original sdo equicompostos, respectivamente, aos retangulos 1,11,111,1V,V, ... de base
b. Empilhando estes retangulos uns sobre os outros, obtemos um retangulo de base b, o qual é

equicomposto ao poligono original, como ilustra a Figura 3.10.

4 5 v
ja%
111

2
11
I

b

Figura 3.10: Poligono equicomposto a um retangulo

Agora estamos em condicdes de provar o teorema seguinte.
3.3 O TEOREMA DE WALLACE-BOLYAI-GERWIEN

Dois poligonos quaisquer, de mesma drea, sao equidecomponiveis, como mostra a Fi-

gura 3.11. Este teorema foi demonstrado por Farkas Bolyai* em 1832 e, independentemente, em

“Farkas Wolfgang Bolyai (1775-1856), matemético hiingaro, interessado nos fundamentos da geometria e no
axioma das paralelas. Seu trabalho principal, o Tentamen, foi uma tentativa de estabelecer uma base rigorosa e
sistemadtica para a geometria, a aritmética, a dlgebra e a andlise. Pai do famoso matemaético Janos Bolyai, um dos
criadores da geometria hiperbdlica (juntamente com Lobatchevski e Gauss).
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1833 por Paul Gerwien®. No entanto, Ian Stewart acrescenta que William Wallace® apresentou

a prova em 1807.

Figura 3.11: Quadrado e tridngulo equicompostos (WIKIPEDIA, 2017)

Teorema 3.2 (Wallace-Bolyai-Gerwien). Dois poligonos que tém dreas iguais sdo equicom-

postos.

Demonstragao.

Pelo Teorema 3.1, cada um dos poligonos pode ser decomposto em tridngulos, os quais
sdo, de acordo com o Lema 3.2, equicompostos a retangulos. Os dois retangulos obtidos da de-
composicao dos dois poligonos t€m dreas iguais e, portanto, pelo Lema 3.4, sdo equicompostos.

Logo, os dois poligonos sd@ao equicompostos.

O

O Teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien abre um leque de possibilidades a serem inves-
tigadas. Dentre elas, temos a seguinte: E possivel impormos condi¢des extras sobre o nimero
ou a disposi¢do das partes com as quais se compdem os poligonos equivalentes? Em 1951,
mais de um século depois da demonstragdo original, os matematicos suicos H. Hadwiger e
P. Glur refinaram o Teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien e o enunciaram do seguinte modo,
conforme (LIMA, 1985).

Teorema 3.3 (Hadwiger-Glur). Dois poligonos P e P' sdo TR-equidecomponiveis quando ad-
mitem decomposi¢oes P =Py, ..., P, e P =P\, ..., P, tais que, parai=1,2,....n, pode-se obter
P a partir de P; por meio de uma translagdo ou de uma rotagdo de 180° (com centro em um

ponto qualquer do plano).

SPaul Gerwien, matemético alemao amador.

SWilliam Wallace (1768-1843), matematico e astrdonomo escocés, inventor do pantégrafo, um instrumento ge-
ralmente feito de madeira utilizado para reproduzir desenhos em diferentes escalas. Entre 1801 e 1810, contribuiu
com artigos sobre dlgebra, secdes cOnicas e trigonometria, dentre outros, para a quarta edicdo da Enciclopédia
Britanica.
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O Teorema de Hadwiger-Glur diz que dois poligonos com 4reas iguais sdo sempre
TR-equidecomponiveis. A demostracdo do Teorema 3.3 pode ser encontrada em (LIMA, 1985)
e (BOLTIANSKI, 1996).

3.4 ALGUMAS DECOMPOSICOES

Apresentamos nesta se¢io alguns poligonos equidecomponiveis a quadrados de mesma
area. As construcdes foram baseadas em (KAGOIKI, 2001) e (SALLUM, S.d.).

Teorema 3.4. Todo retangulo pode ser decomposto em um quadrado de mesma drea.

Demonstracdo.

Vamos demonstrar que todo retangulo de lados a e b pode ser transformado em um
quadrado de lado ¢, decompondo-o com um nimero finito de cortes retilineos e justapondo as

pecas. Como o quadrado deve ter drea
= ab, (3.4

o lado do quadrado a ser formado deve medir ¢ = v/ ab. De fato, este quadrado existe e pode ser

construido com régua e compasso, como mostra a Figura 3.12, pois ¢ é a média geométrica de

aeb.
=== _P P N
- . N p
~ 7/ -
C D Y ;‘, ,.-—[' \‘\\
/ e vabl N\
bI Iu:> =/ NS
° *—o < . ®
| 1 2
A B A a B bD Al 0 B /P B g M
\ f!
\\ ’

Figura 3.12: Construcio do quadrado equidecomponivel ao retangulo de lados a e b

Sejam o retangulo ABCD, de lados AB=CD=aeAD=BC=bh,eo quadrado AEJI,
de lado ¢ = v ab, sobrepostos, como ilustra a parte a esquerda da Figura 3.13. Suponhamos,

sem perda de generalidade, que a > b, F =BINCD e G = BINEJ.

Para mostrar que ABCD € equicomposto a AEJI, temos que mostrar que AIJG =AFCB
e que AIDF = AGEB .

1) Como IDF = IAB = 90° ¢ DIF ¢ angulo comum, pelo caso AA (angulo-angulo) temos
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I=F J=C
D e C D
A E B A e A E

Figura 3.13: Decomposi¢cao de um retangulo em um quadrado

que AIDF ~ AIAB. Logo:

D 1A
DF AB’
c—b_c
DF d’
3.4) —
ac—ab =" ¢DF;
ac—czzcﬁ;

c(a—c) = cDF;
DF =a—c.

Mas, como DF = AB—CF = a—c, entdo CF = c.

Dessa forma:

GlJ = B/ﬁ?, pois sdo angulos correspondentes;
IJ=CF =g

1JG = FCB = 90°.

Assim, AIJG = AFCB pelo caso ALA (angulo-lado-angulo).

i1) Como:

GEB = IDF = 90°:

EB=DF,umavezqueEB=AB—AE=a—c e DF=DC—CF =a—c;

EBG = DFI , pois s@o angulos correspondentes,

temos pelo caso ALA (angulo-lado-angulo) que AIDF = AGEB.

Portanto, o quadrado e o retingulo de mesma érea sdao equidecomponiveis.
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Teorema 3.5. Todo tridngulo equildtero pode ser decomposto em um quadrado de mesma drea.

Demonstragao.

Pelo Lema 3.2, o tridngulo € equicomposto a um retangulo; segundo o Teorema 3.4, o

retangulo é equicomposto a um quadrado. A Figura 3.14 ilustra as decomposicoes.

Figura 3.14: Equicomposi¢do de um triangulo equildtero e um quadrado

O

Henry Dudeney (1857-1930), famoso inventor inglés de puzzles, publicou pela pri-
meira vez em 1902 a decomposicao cldssica do tridngulo equildtero em apenas 4 pecas para
compor o quadrado (KAGOIKI, 2001). A equicomposicao de Dudeney estd representada na
Figura 3.15.

s TV A

Figura 3.15: Equicomposicao de um tridngulo equildtero e um quadrado segundo Dude-
ney (KAGOIKI, 2001)

Teorema 3.6. Dois quadrados sdo equidecomponiveis a um quadrado cuja drea é igual a soma

das dreas dos outros dois.

Demonstragao.

Sejam os quadrados ABCD e DEGF , ilustrados na Figura 3.16. Tracemos BH, tal que
HcAD e AH =FG =k, HG e as retas r e s, perpendiculares a BH e HG nos pontos B e G,

respectivamente. Seja I = rNs.



Figura 3.16: Quadrados ABCD e DEGF, equicompostos ao quadrado BIGH

Como

AF =AD+DF = AH+HF = FG+AB = HF = AB:;
B?l?—]szF\G:%";
AH=FG =k,

ABAH = AHF G pelo caso LAL (lado-angulo-lado). Portanto:

ABH = FHG;
AHB = FGH,

Temos ainda que
AHB+BHG+FHG = 180°

e, empregando (3.5), que
AHB = 90° — ABH = 90° — FHG.

Substituindo (3.7) em (3.6), concluimos que

BHG = 90°.

59

(3.5)

(3.6)

(3.7
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Assim, como BH = HG ¢ Ig-I\G = HBI = HGI = 90, BIGH ¢ um quadrado.

Temos também, pelo caso LAL, (lado-angulo-lado oposto) para tridngulos retangulos,
que ABAH = ABCI e AGFH = AGEI. Logo, o quadrado BIGH é equicomposto aos quadrados
ABCD e DEGF, sendo sua édrea dada por

A(BIGH) =BH =AB" +AH =AB +FG . (3.8)

A expressdo (3.8), na qual utilizamos o teorema de Pitdgoras, estabelece que 4 area do
quadrado BIGH € a soma das dreas dos quadrados ABCD e DEGF'.

O

Podemos empregar o Teorema 3.6 para demonstrar o teorema de Pitdgoras por equi-
composi¢ao, como ilustram as Figuras 3.17 e 3.18. O professor e mateméatico americano Elisha
Scott Loomis (1852-1940) era apaixonado pelo teorema de Pitagoras. No periodo de 1907 a
1927, ele colecionou demonstracdes do teorema, agrupando-as em um livro denominado The
Pythagorean Proposition (A proposi¢ao de Pitdgoras). A primeira edi¢cdo, publicada em 1927,
continha 230 demonstracdes; ja a segunda edi¢do, publicada em 1940, continha 370 demonstra-
coes. Loomis (LOOMIS, 1968) classificou as demonstracdes em dois grupos: no primeiro, as
demonstracdes algébricas; no segundo, as demonstragdes geométricas. Dentre estas, hd muitas

demonstracdes por equicomposi¢ao de quadrados.

Figura 3.17: Demonstrag¢do do teorema de Pitdgoras por equicomposi¢@o: a prova de Euclides
ou a cadeira da noiva ou o moinho de vento (BOYER, 1974)
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(a) (b)

Figura 3.18: Prova do teorema de Pitdgoras por equicomposi¢do: (a) com o Tangram; (b)
usando o Lema 3.5 (WIKIBOOKS, 2017)

3.4.1 A EQUICOMPOSICAO DE PERIGAL PARA O TEOREMA DE PITAGORAS

Conforme (WAGNER, 2015), Henry Perigal (1801-1898) publicou em 1873 a demons-
tracdo do teorema de Pitdgoras indicada na Figura 3.19. A equicomposi¢do de Perigal ¢ uma
equicomposicao mais elaborada entre os quadrados construidos sobre os catetos e o quadrado

construido sobre a hipotenusa de um triangulo retangulo.

Perigal seccionou o quadrado ACFG, construido sobre o maior cateto AC, por duas

— _ i __
retas 1?2 e MN passando pelo seu centro J, de tal forma que KL € paralelo a hipotenusa BC e

perpendicular A MN (KL e MN sdo as diagonais do losando KMLN, portanto perpendiculares).
Dessa forma, o quadrado ACF G ¢ dividido em quatro quadrildteros congruentes. Essas quatro
partes, mais o quadrado construido sobre o menor cateto, quando rotacionadas e transladadas,
preenchem completamente o quadrado construido sobre a hipotenusa, como mostra a Figura
3.19.

Demonstragao.
Sejam AF e CG as diagonais do quadrado ACFG. Temos entdo, pelo caso ALA

(angulo-lado-angulo), que ANGJ = AMCJ, pois:

NGJ = MCJ = 45°, pois sdo angulos alternos internos e CG é a bissetriz de ACF = 907;
GJ =CJ, pois ] = CGNAF,

GJN =CJM = o, pois sdo opostos pelo vértice.

Portanto, NG = MC. Analogamente, AKAJ = ALFJ e KA =LF.
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Figura 3.19: Demonstracdo de Perigal para o teorema de Pitdgoras por equicomposi¢cdo de
quadrados

Como, por constru¢do, KJ LJN e GJN = o, entdo e KJG =90° — q. Logo, pelo caso
ALA (angulo-lado-angulo), ANGJ = AKAJ e, por transitividade,

AKAJ = AMCJ = ALFJ,
NG=MC=KA=LF =nx.

Portanto, ANJF = ALJC = AMJA = AKJG e os quadrilateros AKJM, GNJK, FLIN
e CMJL sao congruentes. Ao reagruparmos estes quadrilateros para formar o quadrado BCH1,
como ilustra a Figura 3.19, constatamos que:

- - . . BC

VB=CV=UC=HU=TH=IT=SI=BS=KJ=NJ=LJ=MJ = 7;

NG=MC=KA=LF=0S=RT =QU =PV =x;

KB = LC (KLCB ¢ um paralelogramo por construgio);

KB=0V. (3.9
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Como KB=AB+KA =AB+xe OV = OP+ PV = OP + x, de (3.9) temos que

OP = AB.

Aplicando a mesma ideia para os segmentos PU, QT e RS (KB = PU = QT = RS),
concluimos que o quadrildtero OPQR tem lados medindo AB, isto é, a medida do lado do
quadrado construido sobre o cateto AB, e &, portanto, um quadrado, pois POR ¢ suplementar de

POS = 90, o mesmo valendo para os demais angulos internos de OPQR.

3.5 AREA

Provaremos a area do retangulo e depois demonstraremos, por equicomposicao, o cal-

culo da area de alguns poligonos convexos.

3.5.1 RETANGULO

Proposicao 3.3. A razdo entre as dreas de dois retdngulos de bases congruentes equivale a

razdo entre as suas alturas.

Demonstragdo.

Sejam Ry (b,h;) e Ry(b,hy) as dreas de dois retdngulos de alturas i e hy, respectiva-

mente, e bases de medida b. Precisamos mostrar que

Ri(b,h1) I

Ry(b,hy)  hy

Dividiremos a prova em duas etapas.
1° caso : as alturas h; € hy sdo comensuraveis.
Neste caso, como ilustra a Figura 3.20, existe um segmento de medida x tal que:

hy =px,peN; (3.10)
hy = gx, g € N. (3.11)

Dividindo (3.10) por (3.11), obtemos

(3.12)
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R
x T R
1 1
a X hy a X ho
a a
+

b b

Figura 3.20: Retangulos de bases congruentes

Considerando o retangulo X (b, x), temos que:

Rl(b,hl):pX(b,X),pEN; (3.13)
Ra(b,hs) = X (b,x), g € N. (3.14)

Dividindo (3.13) por (3.14), obtemos

(3.15)

Comparando (3.12) e (3.15), concluimos que Lt it A
2

2° caso : as alturas h; e hy sdo incomensuraveis.

Consideremos um segmento de medida y tal que

hy =ny,n € N. (3.16)

Como h; e hy sdo incomensurdveis, y ndo cabe um nimero inteiro de vezes em /; (mas

cabe um ndmero inteiro de vezes em Ay, pela propriedade Arquimediana em R). Assim,

my < h; < (m+1)y,méeN. (3.17)

Dividindo (3.17) por (3.16), obtemos
m h m+1
< < .

- < — 3.18
n  h n ( )
Considerando o retdngulo Y (b,y), pela Defini¢do 3.3 temos que:
Ry(b,hy) =nY (b,y),n € N; (3.19)

mY (b,y) <R(b,h1) < (m+1)Y(b,y), m € N. (3.20)
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Dividindo (3.20) por (3.19), obtemos

Rl(b,hl) < m—+1

(3.21)

Como y € uma medida arbitrdria, podemos escolher y tdo pequeno quanto quisermos.

Assim:

y—=0=n— oo

1 m+1 m 1 m
n—o=-—-0= = —
n

n n n n

Dessa forma, comparando (3.18) e (3.21), concluimos que, no limite (y — 0 ou n — o),

Ri(b,h1) _h
Ry(b,hy)  hy

Teorema 3.7. A drea do retangulo de dimensées a e b é ab.

Demonstragao.

Sejam os retangulos R} (a,b), Ry(a, 1) e R3(1,1), sendo este dltimo o quadrado unitério

conforme a Defini¢do 3.3.

Como a Proposicao 3.3 estabelece que a razao entre dois retangulos de bases congru-

entes equivale a razdo entre as alturas, temos que:

Rl(a7 ) _ é .

Ry(a,1) 1 =b; (3.22)
RZ(Cl,l) . Rz(l,a) _ g B

Ry(I,1) Ry(1,1) 1 _© (3.23)

Multiplicando membro a membro (3.22) e (3.23), concluimos que:

Rl(a7b) . RZ(aa 1) — ba:
R2(a71) R3(171> -
R1<aab) o
(D) = (3.24)

Pela noc¢do intuitiva de drea, a igualdade (3.24) estabelece que o quadrado unitério

“cabe” ab vezes no retangulo de dimensdes a e b. Logo,

A(Rl) = ab.
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3.5.2 TRIANGULO

bxh
Teorema 3.8. A drea do triangulo de base de medida b e altura de medida h é . .

Demonstracdo.
. . — — CD h )
Sejam, na Figura 3.5, AB=5b,CD =he BF = — = —. Pelo Teorema 3.7, a area do
retangulo ABFE ¢é
- —— bxh
A(ABFE) =AB x BF = >

Como, pelo Lema 3.2, o tridngulo ABC é equicomposto ao retaingulo ABFE, temos

que

A(AABC) = A(ABFE) = 2 >2< h

3.5.3 PARALELOGRAMO

Teorema 3.9. A drea do paralelogramo de base de medida b e altura de medida h é b x h.

Demonstragao.

Seja o paralelogramo ABCD, de base AB = b e altura DG = BF = h, ilustrado na Figura
3.21. Conforme o Lema 3.5, o paralelogramo ABCD ¢é equicomposto ao retangulo GECD, de

base CD = AB = b e altura GD = h. Portanto, pelo Teorema 3.7, concluimos que:

A(ABCD) = A(GECD) =CD x DG = AB x DG = b x h.

P-------mmmm-

m
M

Figura 3.21: Paralelogramo equicomposto a um retangulo
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As areas dos demais poligonos convexos sdo decorréncia direta do Lema 3.5. No
entanto, faremos as demonstracdes do célculo das dreas dos seguintes poligonos convexos: lo-

sango, trapézio e hexdgono regular.

3.5.4 LOSANGO

D xd
Teorema 3.10. A drea do losango de diagonais de medida D e d é 7

Demonstracdo.

Seja o losango ABCD, onde AC = D é a diagonal maior e BD = d é a diagonal menor,

como mostra a Figura 3.22.

D
//"*"‘-.\
/ I Ny
e | N
A‘fj ------ ,;]p‘-"“j:‘c

Figura 3.22: Losango equicomposto a um retangulo

Sabemos que as diagonais AC e BD sido perpendiculares e se intersectam no ponto M.
Sabemos também, pelo caso LAL (lado-angulo-lado), que AAMD = AAMB = ACMB = ACMD.
Tracando perpendiculares a diagonal AC pelos pontos A e C e uma paralela 2 AC passando por B,
concluimos, pelo caso LAL (lado-angulo-lado), que AAEB = AAME = AAMD e, analogamente,
que ACFB = ACMB = ACMD. Assim, temos que BM = AE = BTD e que o losango ABCD ¢é

equicomposto ao retangulo AEFC. Logo, pelo Teorema 3.7, temos que:

__ BD ACxBD D
A(ABCD) = A(AEFC) = AC x — = C; - ;d.
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3.5.5 TRAPEZIO

B+b

Teorema 3.11. A drea do trapézio de bases de medida B e b e altura de medida h é h.

Demonstracdo.

Seja o trapézio ABCD, tal que AB = B é a base maior e CD = b é a base menor,

conforme ilustra a Figura 3.23.

Figura 3.23: Trapézio equicomposto a um retangulo

Sejam M e N os pontos médios dos lados ndo paralelos AD e BC, respectivamente.

Marcamos os pontos P, O, R e S tal que AP, D_Q, CR e BS sio perpendiculares a ?Wv . Além
o _ _—— _——  h

disso, construimos ST =BU =CD=RQ =b,comTU 1LBU e TU = > onde h é a medida da

altura do trapézio.

Assim, constatamos pelo caso ALA, (angulo-lado-angulo oposto) para triangulos re-
tangulos, que AAPM = ADQM, pois:

AMP = DM/\Q, pois sdo angulos opostos pelo vértice;
AM = DM, pois M é ponto médio de AD;
APM = @ =90, por construgio.

Analogamente, comprovamos que ACRN = ABSN.

Como, por construcdo, os retangulos CDQR e TSBU siao congruentes, o trapézio
ABCD ¢ equicomposto ao retingulo AUTP, de base de medida (B + b) e altura de medida
5 Assim, empregando o Teorema 3.7, obtemos para a area do trapézio:

h  B+b

AMMEU:AMUﬂﬂ:ZUXTﬁz%B+MX§ S h



3.5.6 HEXAGONO REGULAR

3\/§€2
=

Teorema 3.12. A drea do hexdgono regular de lado de medida { é

Demonstracdo.

Seja o hexdgono regular ABCDEF, de lado AB = / e apétema

i 3
a = = —_—,
2
como mostra a Figura 3.24.
E D
. 7
F |
] \ ]
(L E
° ® : ®
© A B H

[

Figura 3.24: Hexdgono equicomposto a um paralelogramo
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(3.25)

Em fﬁ, marcamos os pontos G e H tais que GA = BH = ( e, em C<7, o ponto / tal que
CI =/{. Assim, pelo caso LAL (lado-angulo-lado), temos que AGAF = AFJE, ABCH = AJDC e
ACHI = AEJD. Logo, o hexagono regular ABCDEF € equicomposto ao paralelogramo FGHI.

Portanto, pelo Teorema 3.7, temos que:

A(ABCDEF) = A(FGHI) = GH x JM = 3( x a.

Substituindo (3.25) em (3.26), concluimos que:

A(ABCDEF) = 30 x @ = %1&2.

(3.26)
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4 POLIEDROS EQUIDECOMPONIVEIS

Neste capitulo, discutimos a decomposi¢cdo de poliedros equivalentes com base em
(BOLTIANSKI, 1996) e apresentamos o terceiro problema de Hilbert conforme Dias (DIAS,
2013).

4.1 DEFINICOES

Definicao 4.1 (Poliedro convexo). Consideremos um niimero finito n, n > 4, de poligonos pla-
nos convexos (ou regioes poligonais convexas) tais que:

i) dois poligonos ndo sdo coplanares,

ii) cada lado de poligono é comum a dois e somente dois poligonos;

iii) o plano de cada poligono deixa os demais poligonos em um mesmo semiespago.

Nestas condicoes, ficam determinados n semiespagos, cada um dos quais tem origem no plano
de um poligono e contém os demais. A intersec¢do desses semiespacos é denominada poliedro

convexo, conforme ilustra a Figura 4.1.

(a) (b) (c)

Figura 4.1: Poliedros convexos: (a) tetraedro triakis (poliedro de Catalan); (b) dodecaedro trun-
cado (poliedro de Arquimedes); (c) bipiramide quadrada giroalongada (poliedro de Johnson)

Defini¢ao 4.2 (Prisma convexo). Um prisma convexo de bases ABC...MN e A'B'C’...M'N’
€ a por¢do limitada do espaco tridimensional delimitada pelos poligonos ABC...MN C o e
A'B'C'...M'N' C B, com a || B, e pelos paralelogramos AA'B'B, BB'C'C, ..., NN'A’A, como
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ilustra a Figura 4.2. O prisma serd reto quando as retas suportes dos segmentos AA’, BB, ...,

NN’ forem perpendiculares aos planos & e B que contém as bases.

(83

Figura 4.2: Prisma convexo de bases paralelas

Definicao 4.3 (Paralelepipedo). Paralelepipedo é um prisma cujas bases sdo paralelogramos. A
superficie total de um paralelepipedo é a reunido de seis paralelogramos. Um paralelelepipedo

€ reto retangulo quando as seis faces sdo retangulares.

Volume € a quantidade de espaco tridimensional ocupada por uma figura geométrica
espacial (ou um sélido). Podemos estabelecer uma nog¢do intuitiva de volume por meio de

algumas comparacdes:

* quantos cubos de aresta unitdria cabem dentro do s6lido do qual se quer determinar o

volume;

* a capacidade ou volume liquido do sélido (este método pode ser usado para verificar que

o volume de uma piramide é um ter¢o do volume de um prisma de mesma base e altura);

* a quantidade de dgua deslocada apds a imersdao do s6lido em um recipiente graduado

contendo 4gua (Principio de Arquimedes!).

Definicao 4.4 (Volume). O volume V de um poliedro é um niimero real positivo associado a

ele, de forma que:

i) poliedros congruentes® tém volumes iguais;

I"Todo corpo mergulhado (completamente submerso) em um fluido (liquido ou gas) sofre, por parte do fluido,
uma forca vertical para cima, cuja intensidade € igual ao peso do fuido deslocado pelo corpo.

Dois poliedros P e Q sio congruentes se existe uma isometria f tal que f (P) = Q, ou seja, dois poliedros sio
ditos congruentes quando um deles pode ser deslocado no espago tridimensional, sem deforma-lo, até coincidir
com O outro.
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ii) se dois poliedros P e P, tém interiores disjuntos, ou seja, de interseccdo vazia, entdo

V(PLUP,) = V(P1) +V(P2);

iii) se um poliedro Py estd contido em um poliedro P,, entdo

'\7(?1) < V('Pz);

iv) o volume do cubo unitdrio (aresta de medida lu.c.) é 1u.v. (uma unidade de volume).

Definicao 4.5 (Poliedros equivalentes). Dois poliedros sdo equivalentes se tém o mesmo vo-

lume.

Definicao 4.6 (Decomposi¢do de um poliedro). Um poliedro P é composto pelos poliedros
P1, P2, ..., Py, ou pode ser decomposto neles, se P =P, UP,U...UDP, e os interiores de P,

1 <i < n, forem disjuntos.

Defini¢do 4.7 (Poliedros equidecomponiveis). Dois poliedros P e P’ sdo equidecomponiveis
quando existem decomposi¢coes P =P UP, UP3U...UP, e P =PUP,UPLU...UP,, de tal
modo que cada poliedro P; é congruente ao poliedro P!, com 1 <i < n. Além disso, exige-se
que o poliedro P tenha suas particées com os interiores disjuntos, o mesmo ocorrendo com o

poliedro P'.

4.2  VOLUME DO PRISMA CONVEXO

4.2.1 VOLUME FUNDAMENTAL

Proposicao 4.1. A razdo entre os volumes de dois paralelepipedos reto retdngulos de bases

congruentes equivale a razdo entre as suas alturas.

Demonstracdo.

Sejam P (a,b,hy) e Py(a,b,h;) os volumes de dois paralelepipedos reto retdngulos de

alturas h; e hy, respectivamente, e bases com dimensoes a € b. Precisamos mostrar que

P](Cl,b,hl) _ hl
PZ(CLb,hZ) - h2'

Dividiremos a prova em duas etapas.

1° caso : as alturas hj e hy sdo comensuraveis.
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Neste caso, como ilustra a Figura 4.3, existe um segmento de medida x tal que:

hy=px,peN; “4.1)
hy = gx, g € N. “4.2)
Dividindo (4.1) por (4.2), obtemos
hy p
— ==, 4.3)
hy q
1 h T ha
T X T X
T L
b b

a a

Pi(a,b, hy) Py(a,b, ha)
Figura 4.3: Paralelepipedos reto retangulos de bases congruentes

Considerando o paralelepipedo reto retdngulo X (a,b,x), temos que:
Pl(a7b7h1):pX(aabac)ap€N; (44)

Pi(a,b,hy) = gX(a,b,c), g € N. 4.5)

Dividindo (4.4) por (4.5), obtemos
Pi(a,b,h;) p

—_—t == (4.6)
Py(a,b,hy) ¢
Pi(a,b,h h
Comparando (4.3) e (4.6), concluimos que }% = h—;
2° caso : as alturas h; e hy sdo incomensuraveis.
Consideremos um segmento de medida y tal que
hy =ny,n € N. 4.7

Como hy e hy sdo incomensuraveis, y ndo cabe um nimero inteiro de vezes em /| (mas

cabe um ndmero inteiro de vezes em hy, pela propriedade Arquimediana em R). Assim,

my < hy < (m+1)y,meN. (4.8)
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Dividindo (4.8) por (4.7), obtemos
m h m+1
< < .

n  h n

4.9)

Considerando o paralelepipedo reto retingulo Y (a,b,y), pela Defini¢do 4.4 temos que:

Py(a,b,hy) =nY(a,b,y),n €N, (4.10)
mY (a,b,y) <Pi(a,b,hy) < (m+1)Y(a,b,y), m € N. 4.11)

Dividindo (4.11) por (4.10), obtemos

m _ Pi(a,b,hy) - m+ 1

— 4.12
n s Py(a,b,hy) n (4+12)

Como y € uma medida arbitraria, podemos escolher y tdo pequeno quanto quisermos.

Assim:

y—=>0=n— oo

m+1_m 1 m

1
n—o=-—=0=
n n n n n

Dessa forma, comparando (4.9) e (4.12), concluimos que, no limite (y — 0 ou n — o),

Pl(d,b,]’ll) _ ﬁ
Py(a,b,hy)  hy'

4.2.2  VOLUME DO PARALELEPIPEDO RETO RETANGULO

Teorema 4.1. O volume do paralelepipedo reto retdngulo de dimensées a, b e c é abc.

Demonstragao.

Sejam os paralelepipedos reto retingulos P (a,b,c),Ps(a,b,1),P3(a,1,1) e P4(1,1,1),

sendo este dltimo o cubo unitario.

Como a Proposicao 4.1 estabelece que a razao entre dois paralelepipedos reto retdngu-

los de bases congruentes equivale a razao entre as alturas, temos que:



75

Pi(a,b,c) ¢

_ ‘. 4.13
P(ab1) 1€ @19
Py(a,b,1)  Pla,1
2ab,1) _ Plalb) b, (4.14)
Ps(a,1,1)  P(a,1,1) 1
P3(a7171) P3(1,17Cl) a

_ _4_. 415
ALY BEOLD) 1 ¢ (19

P(abe) Pabl) Pall)
Py(a,b,1) P3(a,1,1) P4(1,1,1) ’
Pl(a,bac)
— abe. 4.1
Py(1,1,1) abe (4.16)

Pela nocdo intuitiva de volume, a igualdade (4.16) estabelece que o cubo unitirio

“cabe” abc vezes no paralelepipedo reto retangulo de dimensdes a, b e c. Logo,
V(P;) = abc = Ah,

sendo & = c a altura e A = ab a drea da base do paralelepipedo reto retangulo. 0

4.2.3 PRINCIPIO DE CAVALIERI

Segunda Lima (LIMA, 2011), trés estratégias podem ser empregadas quando precisa-

mos justificar as relacdes para o volume dos s6lidos mais conhecidos:

1. adotar a apresentagdo cldssica de Euclides e Arquimedes;
2. usar o calculo infinitesimal;

3. utilizar o principio de Cavalieri’.

Para Lima (LIMA, 2011), o principio de Cavalieri permite uma simplificacdo notéavel
nos argumentos que conduzem as férmulas classicas de volume; apresentado sob a forma de

postulado, € intuitivamente aceitdvel e permite estabelecer resultados de forma concisa.

Definicao 4.8 (Principio de Cavalieri I). Um sélido S é mensurdvel (volume) se SN a for um

conjunto de drea A mensurdvel para todo plano a que intersecte Int(S).

3Francesco Bonaventura Cavalieri (1598-1647), matematico italiano, discipulo de Galileu, que criou um mé-
todo simples para determinar areas e volumes, denominado principio de Cavalieri.
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Definicao 4.9 (Principio de Cavalieri II). Se S| e S, sdo sélidos mensurdveis e o é um plano tal

que, para todo plano o || a,
A(SNWO/) =A (Szﬂa,),

entdo
V($1) =V(S2).

As Definicdes 4.8 e 4.9 para o principio de Cavalieri podem ser sintetizadas para poli-

edros na Definicado 4.10.

Definicao 4.10. Dois poliedros, nos quais todo plano secante, paralelo a um dado plano, deter-
mina poligonos de dreas iguais (poligonos equivalentes), tém volumes iguais (poliedros equi-

valentes), conforme ilustra a Figura 4.4.

W
'

7
(

-
<=
=
<=
-~
S
=
=
==
-
o<

AR
W

\

Figura 4.4: Poliedros equivalentes segundo o principio de Cavalieri (LEONI, 2017)

A Figura 4.5 também ilustra o principio de Cavalieri. Nela, observamos uma cole¢ao
finita de folhas de papel sulfite formando trés sélidos de bases e alturas congruentes. Esses

s6lidos sdo equivalentes, pois o ndmero de folhas usadas em cada sélido € o mesmo.

Figura 4.5: Sélidos equivalentes formados por folhas de papel sulfite



77

4.2.4 VOLUME DO PRISMA

Teorema 4.2. O volume do prisma P é V(P) = Ah, onde A é a drea da base e h é a altura do

prisma.

Demonstragdo.

Sejam o prisma Py, de altura i e drea da base A1, e o paralelepipedo reto retangulo P,
de altura & e 4rea da base B; = A. Assim, P; e P, tém bases equivalentes e alturas congruentes.
Seja ainda um plano 3, paralelo ao plano o que contém as bases de P; e P>, como na Figura
4.6.

.
N
)

- - -

h

y=-=-=
L]
]
I

Figura 4.6: Prismas equivalentes

Pela defini¢do de prisma de bases paralelas, o plano  determina em P; uma secgao
poligonal convexa, de drea A,, congruente a base de drea A; em P>, determina um retangulo de

area B,, congruente a base de area B .
Como Ay = Ay, B, =B1 e A| = By, temos que Ay = B;.

Desta forma, as secdes de P; e P> paralelas as bases sdo equivalentes, isto €, t€ém a

mesma area. Logo, pelo Principio de Cavalieri, P e P> sdo equivalentes, ou seja,

V(P) =V(P),
V(Pl) = B h,
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4.3 EQUICOMPOSICAO DE PRISMAS

Segundo Boltianski (BOLTTIANSKI, 1996), dois poliedros sd@o equidecomponiveis se,
ao se cortar de um certo modo um deles em um nimero finito de partes, pode-se compor com
estas partes o segundo poliedro. Estes rearranjos ocorrem por meio de rotacodes, translacdes e
reflexdes, isometrias estudadas no Capitulo 2. Esses poliedros equidecomponiveis sdo equiva-

lentes, ou seja, ttm 0 mesmo volume.

No Teorema 4.2, provamos a férmula para o volume do prisma convexo usando o
principio de Cavalieri e o volume do paralelepipedo reto retangulo, este provado no Teorema
4.1. Os Teoremas 4.3 e 4.4 nos permitem estabelecer novamente o volume do prisma convexo

a partir do volume do paralelepipedo reto retangulo.

Teorema 4.3. Todo prisma reto é equicomposto a um paralelepipedo reto retangulo.

Demonstragao.

Seja P um prisma reto qualquer. Pelo Lema 3.5, a base poligonal do prisma P € equi-
composta a um retangulo. Consideremos este retangulo como base de um paralelepipedo reto
retangulo R cuja altura é congruente a altura de P. Como P e R t€m alturas congruentes e bases

equicompostas, temos que que P € equivalente a R. Assim, P e R sdo equidecomponiveis.

A Figura 4.7 ilustra a equicomposicao para um prisma triangular reto.

Figura 4.7: Prisma triangular reto equicomposto a um paralelepipedo reto retangulo

Teorema 4.4. Se a secdo reta de um prisma obliquo estd contida nele, entdo o prisma obliquo

€ equicomposto a um paralelepipedo reto retangulo.
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Demonstragdo.

Seja P/ um prisma obliquo qualquer de bases S| e S». Seja S} a se¢do reta ou se¢do
normal do prisma (se¢do perpendicular as arestas laterais), com S" C P/, tal que o plano IT
que contém S’ divide P’ em dois sélidos: P{, o sélido inferior, € P,, o s6lido superior. Com
movimentos de translagdo no espago, podemos mover P; de modo a colocé-lo sobreposto a P},
formando um prisma reto P. Como provado no Teorema 4.3, esse prisma reto P € equicom-
posto a um paralelepipedo reto retingulo R. Logo, P’ é equivalente a P e, por transitividade,

equicomposto a um paralelepipedo reto retangulo R. 0O

A Figura 4.8 ilustra a equicomposi¢ao para um prisma pentagonal obliquo.

o

S1

Figura 4.8: Prisma pentagonal obliquo equicomposto a um prisma pentagonal reto

4.4 O TERCEIRO PROBLEMA DE HILBERT

A equicomposi¢ao provada no Teorema 4.3 € extensivel a outros poliedros equivalen-
tes, isto é, dois poliedros equivalentes sdo equidecomponiveis? Esta pergunta estd relacionada
com o terceiro dos vinte e trés problemas propostos por Hilbert em 1900, no Congresso Inter-
nacional de Matemadticos, em Paris. Varios matematicos se empenharam no estudo da decom-

posi¢ao de poliedros:

Legendre em uma nota de seus Eléments de Géométrie (1794), ja havia de-
monstrado que dois poliedros simétricos sdo equidecomponiveis com partes
que tém a mesma orientacdo. Hill, professor na Universidade de Londres,
fornece, em 1895, exemplos de tetraedros equidecomponiveis com um cubo.
Bricard, professor de Matemadtica em Paris, fornece em 1896 uma condigdo
para que dois poliedros de mesmo volume sejam equidecomponiveis, mas sua
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demonstra¢do ¢ incompleta. Max Dehn, aluno de Hilbert, prova, em 1900,
poucos meses apds o congresso de Paris, que existem poliedros com o mesmo
volume que ndo sdo equidecomponiveis. Em particular, Dehn mostra que um
tetraedro regular e um cubo, ambos com o mesmo volume, ndo podem ser equi-
decomponiveis. Hadwiger, na década de 1950, simplificou a demonstragdo de
Dehn, empregando o chamado invariante de Dehn, que € igual para poliedros
equidecomponiveis. Ora, a decomposi¢do de um prisma em trés pirdmides
pode fazer surgir piramides de mesmo volume, mas com invariantes de Dehn
diferentes. Em 1965, o matematico suigo J. P. Sydler consegue, enfim, provar
que as condi¢des de Dehn sdo necessdrias e suficientes para que dois poliedros
de mesmo volume sejam equidecomponiveis (GUIMARAES et al., 2011).

Um dos alunos de Hilbert, Max Dehn, estudou o problema proposto pelo professor e
deu a resposta negativa. O ponto importante de sua demonstracao € construir invariantes que

depois foram chamadas de invariantes de Dehn.

Teorema 4.5. (Dehn) O tetraedro regular ndo é equicomposto por corte a um cubo.

A demostracio da solucdo do terceiro problema de Hilbert pode ser encontrada em
Dias (DIAS, 2013) e Conde (CONDE, 2003). Um tetraedro regular 7' de aresta a ndo € equi-
composto por corte a um cubo C de mesmo volume, pois ndo tem as mesmas invariantes de
Dehn, ou seja, D(T') # D(C). Estas invariantes dependem do tamanho de todas as arestas e dos
angulos diedros. Assim, o teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien, valido em R2, ndo é extensivel

para R3.

4.5 VOLUME DA PIRAMIDE CONVEXA

E usual compararmos uma pirdmide e um prisma de bases e alturas congruentes. Po-
rém, essa comparacdo permite estabelecer a relacdo para o volume da piramide a partir da
relacdo para o volume do prisma provada no Teorema 4.2? Para tanto, o prisma deve ser de-
composto em trés piramides equivalentes. Contudo, Guimaraes et al. (GUIMARAES et al.,
2011) afirma na citagdo acima que essas piramides nao t€ém os mesmos invariantes de Dehn.

Logo, o volume da pirimide convexa deve ser demonstrado de outra maneira.

Teorema 4.6. Se T é um tetraedro de base B e altura h e o' é um plano paralelo ao plano o
que contém B, situado a distancia h' do vértice V de T, com h' < h, entdo o' intersecta T em

um tridngulo B, semelhante a B, tal que




Demonstragdo.
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Sejam o tetraedro T = VMNP, B=AMNP C oo e B = AM'N'P' C o/, comV, M e

M',V,NeN eV, Pe P colineares, conforme a Figura 4.9. Sejam ainda O e O’ os pés das

perpendiculares baixadas de V a o e o/, respectivamente, e H e H' os pés das perpendiculares

baixadas de P a MN e de P’ a M'N’, respectivamente.

-

x

Figura 4.9: Secdo paralela a base de um tetraedro
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h

— —— —— ——
Sendo « || o, temos quem | M'N', MP I MP NP | N'P e PH | P’H’. Assim, pelo

caso AA (angulo-angulo):

AVMN ~ AVM'N’;

AVMP ~ AVM'P’;

AVNP ~ AVN'P';

AMNP ~ AM'N'P’.

Logo,

MN VM VO PH K

MN VM VO PH h

1

.A(Bl) A(AM/N/PI) E'M/N/'P/H/
= = l —

A(B) ~ A(AMNP) L NP
1) MN' PH W W (H\?
~ MN PH h h \h

(4.17)
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Teorema 4.7. Dois tetraedros de bases equivalentes e alturas congruentes sdo equivalentes.

Demonstragdo.

Sejam os tetraedros 77 e T, de bases B e B», respectivamente, e de altura 4. Seja ainda
B um plano paralelo ao plano « das bases T; e T> (By,B2 C o). O plano B intersecta T} e T»
em dois tridngulos B e B), respectivamente, a uma distancia #’, com i’ < h, dos vértices de T

e T», conforme ilustra a Figura 4.10.

X

Figura 4.10: Tetraedros equivalentes

Sendo B’1 e B’2 secgOes paralelas as bases By e B, de 71 e 1>, respectivamente, pelo

W\ 2

— (E) : (4.18)
W\ 2

A5~ (Z) . (4.19)

Comparando (4.18) e (4.19), concluimos que

Teorema 4.6 temos que:

A(BY)  A(By)
A6 = AG (4.20)

Como, por hipétese, as bases de 7} e de T, sdo equivalentes, ou seja, A(By) = A(B2),
temos em (4.20) que A(B}) = A(B)), isto é, as secgdes sdo equivalentes. Como 7} e T» tém
seccOes equivalentes e alturas congruentes, entdo, pelo Principio de Cavalieri, 77 e T, sdo equi-
valentes. Portanto:

V(T) =V(T2).

Teorema 4.8. Todo prisma triangular é decomponivel em trés tetraedros equivalentes.
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Demonstragdo.

Seja o prisma triangular ABCDEF, decomposto nos tetraedros 7} : T(ABC)E, T :
T(DEF)CeT;:T(ACD)E, como ilustra a Figura 4.11.

Figura 4.11: Decomposi¢do de um prisma triangular em trés tetraedros equivalentes (PAIVA,
2013)

Pela defini¢do de prisma de bases paralelas, os triangulos ABC e DEF s@o congruen-
tes. Assim, os tetraedros 77 e 7> t€ém bases congruentes as bases do prisma ABCDEF e altura

congruente a altura do prisma ABCDEF . Logo, pelo Teorema 4.7, T1 e T> sdo equivalentes.

No paralelogramo ACF D, os tridngulos ACD e CDF sao congruentes. Dessa forma,
considerando no tetraedro 75 o tridngulo CDF como base e a medida d (ACDF, E) como altura,

temos que os tetraedros 7> e T3 sdo equivalentes.

Como T € equivalente a 7> e T, € equivalente a T3, entdo, por transitividade, 77 €
equivalente a 73. Portanto, o prisma triangular ABCDEF é decomponivel em trés tetraedros

equivalentes, ou seja, de mesmo volume. 0

Corolario 4.1. Se T é um tetraedro de base B e altura h, entdo

V(T) = %A(B)h.

Demonstracdo.

Seja o prisma triangular P, de base B e altura /h, decomposto em trés tetraedros equi-
valentes 77, T> e T3. Como B e h também sdo a base e a altura, respectivamente, de 7 (ou de 7>

ou de 73), temos que:
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V(P) = V(Ty) + V(Ty) + V(T3):
V(P) = 3V(Ty);

V(1) = %V(P);

V(1) = %A(B)h.

Teorema 4.9 (Volume da Piramide). Se P é uma piramide de base B e altura h, entdo

Demonstracdo.

Como todo poligono convexo de n lados é decomponivel, a partir de um vértice, em
(n—2) tridingulos, temos que toda pirdmide convexa é decomponivel, a partir do vértice V, em

(n—2) tetraedros.

Seja entdo P a piramide VAA;...A, de base B = AA,...A, e altura h, decomposta em
(n—2) tetraedros Ty = VA1AAy de bases By = AjA Ari1, 2 < k <n—1, como ilustra a
Figura 4.12.

Figura 4.12: Piramide decomposta em tetraedros de alturas congruentes



Como os (n — 2) tetraedros t€ém a mesma altura & da pirdmide P, temos que:
V(P) =V(T2) + V(T3) + -+ V(Tp-1);
1 1 1
V(P) = g-A(BZ)h + §A<B3)h +...+ g‘A(anl)h;

V(P) = %h(A(Bz) FAB) £+ ABy 1)

85
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5 ANALISE DE LIVROS DIDATICOS

Neste capitulo, analisamos a abordagem da equicomposi¢do em alguns livros didaticos

de matemadtica para a Educagdo Bésica aprovados no PNLD em 2015 e em 2016.
5.1 POLIGONOS EQUIDECOMPONIVEIS

Uma agdo proposta por Centurién e Jakubovic (CENTURION; JAKUBOVIC, 2015)
para os alunos do sexto ano do Ensino Fundamental, na secdo sobre composicdo e decom-
posicdo de figuras planas, paginas 75 e 76, € a particio de um retangulo pela sua diagonal,
decompondo-o em dois tridngulos cuja drea € a metade da drea do retangulo inicial. Esses trian-
gulos sdo usados posteriormente para compor outros poligonos com a mesma édrea. A segunda
etapa da atividade consiste na particdo do retangulo inicial em quatro poligonos para compor
com essas pecas um tridngulo, um trapézio e um paralelogramo, como mostra a Figura 5.1. Na
secdo, os autores sugerem atividades de decomposicdo e composi¢cao de poligonos de mesma

area, sem contudo mencionar o conceito de area e de figuras equivalentes.

Bigode (BIGODE, 2015) aborda, na pdgina 163 do livro para o sexto ano do Ensino
Fundamental, algumas figuras geométricas obtidas por meio de composi¢des empregando trés
pecas do Tangram (os dois tridngulos menores e o paralelogramo) - Figura 5.2. Em seguida, o
autor inicia uma secao de atividades orientando o aluno a construir figuras utilizando determi-
nada quantidade de pegas do Tangram - Figura 5.3, sem discutir a ideia de equivaléncia, apenas

com o objetivo de identificar as formas geométricas solicitadas.

No capitulo 10 do livro proposto aos alunos do sétimo ano do Ensino Fundamental,
sobre dreas de regides poligonais, Bianchini (BIANCHINI, 2015) define figuras equivalentes
ap6s compor algumas figuras com trés pecas poligonais - Figura 5.4(a). Depois da defini¢cdo, na
secdo exercicios propostos, solicita que o aluno identifique figuras equivalentes em malhas qua-
driculadas ou compostas por quadrados e tridngulos - Figura 5.4(b). Destaque para o exercicio
10, no qual solicita que o aluno construa outros poligonos com a mesma area que a do poligono

dado, e para o exercicio 12, cuja proposta € usar todas as pecas do problema, que possuem a
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[ PS4 FIQI‘-'IO @l@ « Agora, pegue outra folha e faga duas dobras seguidas. A primeira em uma diagonal, e a segunda uni-
—_— . . do os extremos dessa diagonal. Assim:
sobre composicao e decomposicio de figuras planas

Quebra-Cabega ==
= Dobre uma folha de tamanho A4 bem na diagonal e corte-a seguindo a dobra. \ )
A o
i : /
9 /
3 N \ /
/

- Dobre, sobrepondo ssses pontos.

\ Desdobre tudo.

Depois, recorte as quatro partes. Elas serdo as pegas do quebra-cabega.
Teremos entdo dois pedagos de papel, iguais e triangulares: eles serdo as duas pegas do quebra-
~cabega. i
Juntando essas duas pecas, forme estas figuras: 8

. N \ / (\ /
. X | Vv |
/ \ // b — / \ |

£

Juntando as quatro pegas, forme as figuras a seguir. Observe que no paralelogramo, hi o comeco!

// // ﬁ\\ /\ / //'
£ y \ \3 d \ // \\\ y y

y y A \ y / /

y \

Depois, registre a montagem fazendo um desenho. Abaixo do desenho, escreva o nome de cada figura Registre a montagem fazendo um desenho. Abaixo do desenho, escreva o nome de cada figura mon-
montada. No caso dos tridngulos, classifique-os de acordo com a medida dos lados e dos angulos. tada e classifique o triangulo.

(a) b)

Figura 5.1: Particio de um retingulo: (a) em duas pecas; (b) em 4 pecas (CENTURION;
JAKUBOVIC, 2015)

Veja algumas das formas gue obtemos quando usamos dois tridngulos peguenos € o
paralelogramo do Tangram para fazer composicdes.

H

-

]

2

A

Z

5

4

sa 3
triangulo paralelogramo g
H

g

g

&

:

B

paralelogramo =

retangulo trapézio
Figura 5.2: Figuras geométricas formadas por pe¢as do Tangram (BIGODE, 2015)

mesma drea, para formar um quadrado.

Gay (GAY, 2014), no livro voltado para alunos do nono ano do Ensino Fundamental,
apresenta na pagina 178 a definicdo de figuras equidecomponiveis como figuras equivalentes -
Figura 5.5. A autora faz isso por meio do uso de uma malha quadriculada, conforme a ideia
sugerida por Souza (SOUZA, 1973). Na borda esquerda da pagina (borda inferior da Figura 5.5)

ha a ilustracdo de um puzzle, o Stomachion de Arquimedes (essa denominacao nio € utilizada),



[[3135. Feca aos aluncs que sobreponham as peg;
angulo meno : d

trianguls pe s coincide com
triangulo médic que o lade malor do o3 lados
grande; que o lade menar do tridngulo grands ¢ igual a 2 vezes o lada de quads
malur AJu\\wHuk-g'a:luaf Iyual a 2 vezes o lado malor dos Ulanguios peguenus

Compare 0s angulos e os lados das pecas do Tangram gue voce construiu. 462 Z & =9 é
Usando apenas duas pecas do Tangram, construa: sh N

£

faga no seu caderno

ATIVID

a) um quadrado; o quedmda pede ser conctruido com oc 2 triangules menores ou o3 2 tridngulas maleres
b} um tridngulo; o snguio pads ser constiuite com s 2 tiangulas merores ou 6s  maiores.

¢) um quadrildtero que ndo seja um quadrado, © sudilitero pode serformado com es 2 trangules

menares oucam os 2tnangulos maiores,

Bl Com o quadrado e o tridngulo pequeno, forme um quadrildtero com dois angulos retos e apenas dois

lados paralelos. [Fzendocoincidirum ladomenor do izngulo com um laco do quadrado, 05 alunos vao construlr um trapezo
. retangulo. Se eles solicitarem mais dados sobre a construcao da nova figura, explique-lhes que se trata de um tapézio.

Com os dois triangulos pequenos e o quadrade, farme:

a) um quadrado; weoepossivel. =m papel quadriculado.
= 2 3 Depois, cole as construcoes
b) um reténgulo,ndo guadrado; |Z| Sepo ks

€) um tridngulo. |-

a) um quadrado; [] b um tridngulo. AN
B8 A partir do tridgngulo da atividade anterior, mova apenas uma pega para construir um retangulo. [~/
B A partir do retangulo da atividade anterior, mova apenas uma peca para formar um paralelogramo. /T”

EA Com o tridngule médio e os dois tridngulos pequenaos, forme um quadrildtero que néo seja nem o re-
tangulo nem o paralelogramo. afigurs e um trapézio isesceles), que serd estudadoaseguir. "] 7

I 4= atividades 52 a 55 exploram ideias intuitivas do concelio de drea, que serioaprofundadas ne Capitilo 10

BBl Quantos tridngulos peguenes sao necessérios para formar;
a) otriangulo MEdIo? 2wisnguies peauenos LTS €] © quadrado? fiinr e B
b} o trifingulo grande? swingules peauenos

Quantos tridngulos pequenss sao necessarios para formar:
a) o tidngulo médio? 2uinguospeauencs TN b} © paralelogramo? 2wangulos peauenos £S5

EB Usando apenas os dois tidngulos pegquenos e o quadrado do Tangram, componha:

a) um trapézio; A:B b) um paralelograme. 7

88

Figura 5.3: Atividades com figuras geométricas formadas por pecas do Tangram (BIGODE,

2015)

10 Desenhe em um papel quadriculado trés
figuras equivalentes & figura pintada de verde
a seguir.

11 Entre as figuras abaixo, quais séo equivalentes?

B " " Figura 1
Figuras equivalentes
—
Considere estas figuras. i _
] 4B N T o
| 3 / QR
Figura 2
Com elas podemos compor diversas outras, como estas:
P
|
Figura 3
< 4
y
l— = 12 Reuna-se comum colega e fagam o que se pede
/ 2
A &% Reproduzam em uma folha de papel quadri-

culado as figuras a seguir, de acordo com a

Duas figuras sdo equivalentes quando tém 4reas iguais na mesma unidade quantidade indicada

(a) (b)

(duas)

(duas)

(trés)

Notem que essas figuras tém 8 cm? de area
Recortem-nas e, usando todas, construam um
quadrado com 8 cm de lado. Vocés podem
colar as figuras em uma cartolina para facilitar
a montagem do quebra-cabeca.

Criem outro quebra-cabeca com figuras que
tenham mesma area e entreguem as pegas
para outra dupla montar

Figura 5.4: Figuras equivalentes (BIANCHINI, 2015)
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onde um pentdgono é decomposto em um quadrado, iniciando assim o processo de transformar

um poligono em outro equivalente para facilitar o calculo de areas.

3. Figuras equidecomponiveis Compare as formas dessas figuras e, depois, suas areas. O que

Observe as figuras coloridas abaixo. vocé percebeu?

1em Apesar de essas figuras terem formatos diferentes, podemos

— decompo-las em 5 quadradinhos e, com eles, formar cada uma das

outras figuras da malha quadriculada. Por essa razao, dizemos que
essas figuras sao equidecomponiveis.

Além disso, os quadradinhos tém 1 cm’, de modo que todas as
figuras acima tém 5 cm® de drea. Portanto, essas figuras sd0 equi-
valentes.

Sempre que conseguirmos decompor um poligono em pegas e,
com elas, formar um segundo poligono, esse poligono tera a mesma
drea que o primeiro. Ou seja:

‘ Se dois poligonos sao equidecomponiveis, eles sao equivalentes.

Por isso, quando o célculo da drea de uma figura for muito
complicado, poderemos decompd-la e formar uma figura cuja drea
sabemos calcular.

Veja ao lado, por exemplo, a transformagido de um pentdgono
em um quadrado. Para saber a drea do pentdgono, basta calcular a
drea do quadrado, formado por pegas do pentdgono.

Figura 5.5: Poligonos equivalentes e o Stomachion de Arquimedes (GAY, 2014)

No livro voltado para alunos do nono ano do Ensino Fundamental, Silveira (SIL-
VEIRA, 2015) define figuras equivalentes utilizando o conceito de decomposic¢ao - Figura 5.6.
Posteriormente, o autor apresenta atividades utilizando malhas quadriculadas e a comparacao

entre areas.

Figuras equivalentes Com esses poligonos podemos compor diferentes figuras, veja:
Considere os poligonos A, B, Ce D: :
A A 8
D n D
8 8
c c ¢ D c
A
figural figura2 figura3

Figura 5.6: Figuras equivalentes (SILVEIRA, 2015)
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52 AREA
52.1 PARALELOGRAMO

Bianchini (BIANCHINI, 2015), no livro para o sétimo ano do Ensino Fundamental,
deduz a drea do paralelogramo empregando uma malha quadriculada e a decomposi¢do e com-
posicdo do mesmo em um retangulo - Figura 5.7. O autor enfatiza a equivaléncia de poligonos
e uma atividade interessante proposta por ele estd na secao “Pense mais um pouco”, onde so-
licita que o aluno identifique quais dos paralelogramos podem formar um retangulo segundo

decomposicoes dadas, conforme ilustrado na Figura 5.8.

Vamos estudar a drea de um paralelogramo, consi-
derando o paralelogramo ABCD ao lado. D e
Qualquer segmento perpendicular a uma base, /./_ TR
com uma extremidade nela e outra extremidade na y durs

reta suporte da base oposta, & chamado de altura do
paralelogramo. Vamos considerar os lados paralelos
AB e CD como bases. O segmento CH, por exemplo,
€ uma altura do paralelogramo ABCD.

Agora, observe o paralelogramo RSTU e o retangulo MNPQ abaixo.

Considerando . unidade de comprimento e l“_] unidade de &rea, temos:

paralelogramo RSTU retangulo MNPQ

+ medidadabase =6 u « medida da base = 6 u
» medida da altura = 4 u » medida da altura=4u
e drea = 24 12 e drea = 24 U

Note que as duas figuras (o paralelogramo e o retangulo) sdo equivalentes.

Isso acontecera sempre que um paralelogramo e um reténgulo tiverem as medidas das
bases iguais (b) e as medidas das alturas também iguais (h), pois nesse caso sempre temos
a possibilidade de decompor o paralelogramo em figuras que, rearranjadas, compdem o re-

tangulo. Observe.
C > : h

Figura 5.7: Area do paralelogramo (BIANCHINI, 2015)
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e ——  FAC A B ATIVIDADE NO CADERNO
P Pense mais um pouco...

Se cada uma das figuras abaixo fosse recortada nas linhas tracejadas e as pegas obtidas fossem rear
ranjadas, em que casos seria possivel montar uma regido retangular? Por qué?

s / Ay P

L SRR AL
Figura 1

Figura 2 Figura 3

Figura 5.8: Decomposicdo do paralelogramo em um retangulo (BIANCHINI, 2015)

No livro para o nono ano do Ensino Fundamental, na questdo 2 da se¢do ‘“Vamos
fazer” - Figura 5.9, Gay (GAY, 2014) instiga o estudante a formar um retangulo usando a

decomposicao de um paralelogramo. A equicomposicdo é explicada na sec@o posterior.

VAMOS FAZER FACA AS ATIVIDADES NO CADERNO

Bl Vocé sabe como transformar um quadrado em um retan- - el de resposta:

gulo de mesma area? Construa um guadrado em uma
folha colorida, recorte-a e cole no caderno para responder
3 questao.

FAUSTING

Fl Copie o paralelogramo ao lade no caderno,

Como podemos transfermar o paralelogramo em um
retangulo de mesma area?

3. Examplo da resposta:

El Crie no caderno uma figura que possa ser transformada

E , em um retangulo de mesma area. Em sequida, trogue de 5 £ §
H = caderno comum colega, decomponha a figura criada por i /Dl g
ele e compaonha um retangulo. z
E] Junte-se a um colega, copiem os quadrados 2o lado em o H
uma folha e os transformem em um (inico quadrado que o .
’ tenha areaigual a soma das areas desses quadrados. = c /M

Figura 5.9: Equicomposi¢do do paralelogramo (GAY, 2014)

Souza e Pataro (SOUZA; PATARO, 2015), no livro para o oitavo ano do Ensino Fun-
damental, utilizam ilustragdes para mostrar que um paralelogramo € equivalente a um retangulo

- Figura 5.10, usando também o conceito de decomposicao de uma figura.
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/1IMOS que O pare

paralelos, e que os

lente
Va1 ~AE PO P e d A~ —
Veja como podemos calcular a drea de um paralelogramc
b
h e
Podemos decompor esse pa- Deslocando un es triangulos con
ralelogramo em um retangulo forme indicado. obteremos um retangulo
e dois triangulos retangulos cujas medidas da base e da altura sao
cohgruentes. Jals as do paralelogramo ini

g

Como o retangulo obtido e o paralelogramo inic

a area do paralelogramo multiplicando as medi

Calculamos a area de

um paralelogramo

multiplicando as . A
medidas de sua base b: m

e de sua altura.

Figura 5.10: Area do paralelogramo (SOUZA; PATARO, 2015)

5.2.2 TRIANGULO

Gay (GAY, 2014) apresenta por meio de ilustracdes, na secdo “Transformacdo de um
triangulo em um retangulo” do livro para o nono ano do Ensino Fundamental, a decomposi¢ao
de um tridngulo em um retangulo - Figura 5.11. A autora demonstra a equicomposi¢do como
fizemos no Lema 3.2 e define a drea do tridngulo como a metade da drea de um paralelogramo
e assim, por transitividade, como a metade da drea de um retangulo - Figura 5.12. Autores
como Silveira (SILVEIRA, 2015), Bianchini (BIANCHINI, 2015) e Souza e Pataro (SOUZA;
PATARO, 2015) apresentam a mesma defini¢ao.

Ainda sobre a drea do triangulo, Silveira (SILVEIRA, 2015) deduz, no livro para o

nono ano do Ensino Fundamental, a 4rea do tridngulo equildtero a partir da drea de um tria-



Transformacdo de um tridngulo em um reténgulo

Observe o triangulo ABC abaixo. Se considerarmos os pontos H e E, pon-
tos médios dos lados AB e AC, respectivamente, podemos decompor esse
triangulo em trés poligonos - os triangulos AHG e AGE e o trapézio BCEH
— e com esses poligonos compor um retingulo BCFD, de modo que o trién-
gulo ABC e o retangulo BCFD sejam equivalentes.

A
.’\.

) H E [
G . [ / \
B C
e

H

=

i g

Observe que os triangulos AHG e AGE, obtidos na decomposicio do §
tridangulo ABC, sdo congruentes aos tridngulos BHD e CFE que compdem =
o retangulo BCFD, g
:

AH tem a mesma medida de BH, pois H é ponto médio do lado AB.
Os tridngulos AHG e BHD séo tridngulos retingulos, e os angulos assinalados
sd0 opostos pelo vértice, entdo tém a mesma medida. Logo, os triangulos
AHG e BHD sao congruentes pelo caso LAA,. Da mesma maneira, verifi-
camos que o tridangulo AGE ¢é congruente ao triangulo CFE.

Portanto, decompondo o tridngulo ABC podemos compor um retin-
gulo BCFD de mesma area.

Figura 5.11: Transformag¢ao de um tridangulo em um retangulo (GAY, 2014)

5. Area do tridngulo

Observe os triangulos congruentes ABD e CDB a seguir, com base de

medida b e altura de medida a. Podemos usar esses dois tridngulos para 8 o
< -
compor o paralelogramo ABCD, conforme o esquema: \ \
al \ \ .
1 \
J ‘\ v
b € )

- Portanto:

Apos a composi¢ido do paralelograma ABCD, € possivel observar que: A R

” ; . medida da base medida da altura relativa & base
* os triangulos e o paralelogramo tém altura de mesma medida (a);
= o5 tridngulos e o paralelogrameo tém base de mesma medida (b); beg

i ) % R A
* adrea do paralelogramo ¢ igual a soma das areas dos dois tridngulos.

& 2

Como os dois triangulos sao congruentes, a drea de cada um ¢ igual a
metade da area do paralelogramo.

Figura 5.12: Area do tridngulo (GAY, 2014)
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gulo qualquer usando o teorema de Pitdgoras para calcular a medida da altura. Entretanto, as

atividades do livro s@o de aplicagdo de férmulas e conceitos apresentados anteriormente. Ja

Bianchini (BIANCHINI, 2015), no livro para o sétimo ano do Ensino Fundamental, discute
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a equivaléncia de dois tridngulos utilizando material de apoio em uma atividade investigativa,

como mostra a Figura 5.13.

1

IX]

FAGA AS ATIVIDADES NO CADERNO

Retna-se com um colega ¢
De uma fo
e de alture

tridngulos

Agora, respondam.
a) Para cada par de tridngulos assim obtidc

b) Se a area de um desses retingulos fosse 18, qu e um dos tridngul
obtido?

¢) Se x € a area de um dos tridngulus obtidos pelo corte de uma das diagonais de u
qual é a area desse retangulo?

. De outra folha de papel quadriculado, recortern dois paralelogramos néo re

que vamos chamar de I e Il. Em seguida, cortem I pela diagona
obtendo pares de tridngulos.

&

Respondam.

a) E possivel sobrepor um triangulo de [ ao outro triangulo de I? Eles séo equivalentes

b) E possivel sobrepor um tridngulo de I1 ao outro tridngulo de 117 Eles sdo equivalentes?

c) E possivel sobrepor um triéngulo de I a um tridngulo de I1? na

d) Se a area do paralelogramo I é igual a x, qual é a area do paralelogramo 1I? E a 4rea de um
dos tridngulos de 17 E a 4rea de um dos tringulos de I1I?

€) Um tridngulo de I € equivalente a um tridngulo de 11?7

Figura 5.13: Equivaléncia de triangulos (BIANCHINI, 2015)

5.2.3 TRAPEZIO E LOSANGO

Finalizando o contetido de areas dos principais poligonos, Gay (GAY, 2014) define,

no livro para o nono ano do Ensino Fundamental, a drea do trapézio e do losango como a soma

das areas de dois tridngulos de mesma altura, como mostra a Figura 5.14. Além disso, a autora

sempre destaca conceitos importantes em caixas de texto na borda da pagina. Dessa forma, o

aluno pode relembrar conceitos apresentados anteriormente que facilitardo o entendimento do

conteudo em discussio.

Os demais autores, Bianchini (BIANCHINI, 2015), Souza e Pataro (SOUZA; PA-
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6. Area do trapézio

Observe que o trapézio ABCD abaixo pode ser decomposto em dois

tridngulos com bases de medidas b, e b, ealtura de mesma medida a. 7 A'rea do Iﬂsangﬂ
i .
.3 /5 i Observe que o losango ABCD abaixo pode ser decomposto em
o d
G)/// dois triangulos congruentes com base de medida d, ¢ altura %
a
@ 2 Como o losango € um
D 2 paralelogramo de lados de
D i z ¢ i
3 b, 2 mesma medida, os triangu-
i los ABC e ADC, obtidos com
Calculando as dreas desses tridngulos, temos: g a decomposi¢io do losango
= b +a - b+ a H ABCD, sao congruentes pelo
) ¢ An, =5 o caso LLL.
A drea do trapézio ¢ igual 2 soma das dreas dos tridngulos. A drea do losango € igual & soma das dreas dos tridngulos ABC
A= Ap, T+ Ay, e ADC.
b | A=Ay + Ay,
‘@ b, * a v :
A= =5t =5 (b + b)) d d,
) - diry diry ged dyoed, 2edycd, dyed,
csim: = = + = =
Assim: A 7 + P 4 ! 3 4 2
A drea de um trapézio é dada por: Portanto:
medidada
e base maner S A drea de um losango é dada por:
fecidade st ak, AL e medida da diagonal menor —— _—— medida da diagonal maior
ar (h, + by) dy + dy
s e A==

() (b)

Figura 5.14: (a) Area do trapézio; (b) drea do losango (GAY, 2014)

TARO, 2015) e Silveira (SILVEIRA, 2015), apresentam a drea do trapézio e do losango como

a metade da drea de um paralelogramo, conforme Figura 5.15.

v < o i
Area do trapézio e do losango Areado losango

Considere o losango EFGH de diagonais com medidas De d:

Area do trapézio

Considere os trapézios congruentes COEF e FGHC de medidas combase Be bealtura h.

i o P D —» meddadadiagonal
Compondo um paralelogramo com esses dois trapézios, temos: maior

d —» medidadadiagonal
0 L

£, medida dabase

b, . B ok A
ElE B G G 3 o
B maior
5 b medidadabase
menor . 5 : 5 j
b, 5 - Construimos o retangulo /KLM cujos lados contém os . F (3
L ! h
= ,

FraTa—

Q cLH LH > medidadaaltura vértices dolosango EFGH. Veja aolado.
b’ B " b
Observe gue o retangulo obtido é formado por oito |, -
Observe que dois trapézios congruentes formam o paralelogramo DEGH com base de medida triangulos congruentes, sendo que quatro deles formam
(B+ b) e altura, relativa a essa base, de medida h. Portanto, a drea de cada um desses trapézios olosango. |
€igual a metade da drea do paralelogramo EGHD. Assim, 3 drea do losango EFGH corresponde a metade M H B
da areado retdngulo [KLM. D

A &rea de um trapézio com bases de medida Be be altura de me-
dida h é igual a metade da area de um paralelogramo com base de
medida (B + b) e altura, relativa a essa base, de medida h.

A drea de um losanga com diagonais de medidas De d é igual a metade
da drea de um retangulo com base de medida D e altura de medida d.

Portanto, a dreade um losango é dada por:
_(B+b-h

trapézio — 2

D-d

Portanto, a drea de um trapézia é dada por: A A =
bosango = — 5

(a) (b)

Figura 5.15: (a) Area do trapézio; (b) area do losango (SILVEIRA, 2015)

5.2.4 OUTRAS DECOMPOSICOES

E importante salientar que vrios autores, como Gay (GAY, 2014) por exemplo, uti-
lizam as ideias das demonstragdes que fizemos neste trabalho para sugerir atividades nos ma-
teriais didaticos, colocando o aluno em contato com conceitos mais elaborados. As demons-

tracOes formais geralmente ndo sdo apresentadas, mas os conceitos e ideias utilizados nelas
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sdo abordados na solucdo das atividades propostas. Destacamos em Gay (GAY, 2014) a se¢ao
“Vamos fazer”, onde as propostas de atividades apresentam ideias utilizadas nas demonstra-
coes, como por exemplo a atividade 4 que utiliza outra maneira de demonstrar a Proposi¢c@o
3.6, ilustrada na Figura 5.16. Nas orientacdes metodologicas, Gay (GAY, 2014) apresenta para
o professor todos os passos para a constru¢do da solu¢do dos problemas propostos aos alunos,

com as demonstragcdes de cada etapa.

* Na atividade & (p. 179), precisamos transformar dois

i ; : Logo, sao congruentes pelo caso LAAD.
quadrados em um unico quadrado, de area equivalente,

como na transformagao a seguir; ° '\JI:AB k E Ml
A partir do segmento de Ee oF BfDE IJG, pois _5"5‘_0 éhgulps retos.
medida £8, construimos 4 D] ABL = JIM, pois AB// Jl e EB 7 HI
um quadrado cujos lados | AB = i, pois A JBl = ACEB (por LAL), ou seja,
tenham essa medida e B=JlLeAB=CB=J
§ cuja drea seja equivalente
::-; asomadas dreas dos dois B G . .\r!:fGMe:lEDL:
E quadrados iniciais. HGM = EDL, pois sao dngulos retos.
¢ Para provar que as areas MHG = LED, pois EB /# Hl e ED # HG
sao equivalentes, precisa- EL = HM, pois EL = EB — LB = Hf — M = HM

ILLISTRACOE

mos mostrara congruén-
cia de alguns tridngulos:

* AFEH e AJBI:
EH = B, pois sdo me-
didas de lado de um
mesmo quadrado.
EFH = B8], pois sdo an-
gulos retos.
FEH = JB!, pois FE // 1B
e EH /7 Bl

Portanto, o quadrado £BH! tem drea equivalente a area
dos quadrados iniciais.

Figura 5.16: Demonstragdes nas orientagdes para o professor (GAY, 2014)

5.3 VOLUME DA PIRAMIDE

Paiva (PAIVA, 2013), no livro para o segundo ano do Ensino Médio, inicia a se¢ao
sobre o volume de uma piramide demonstrando duas propriedades auxiliares:
1. A razdo entre as areas de dois triangulos semelhantes € igual ao quadrado da razdo de
semelhanca;
2. Duas piramides tridangulares de mesma altura e bases de mesma 4rea tétm o mesmo vo-

lume.

Posteriormente, apresenta o volume de uma pirdmide triangular que € demonstrado
a partir da decomposi¢do do prisma de base triangular, como mostra a Figura 5.17. Entdo,
finalmente o conceito de decomposicao e equivaléncia € estendido para uma piramide de base
qualquer. Na questao 6 da se¢ao Roteiro de Trabalho - Figura 5.18, Paiva propde que o estudante

construa o prisma triangular e seccione-o para comprovar a equivaléncia.



Volume de uma piramide triangular

S - o] ;
Vamos demonstrar que o volume de uma piramide triangular & 5 do volume de um prisma

que tem a mesma base e a mesma altura da pirdmide. Para isso, basta provar que um pris-
ma triangular pode ser decompaosto em trés piramides triangulares de mesmo volume, conforme

mostra a figura a seqguir.

Nomeando os vértices de um prisma triangular qualquer e, consequentemente, os correspon-
dentes vértices das piramides triangulares obtidas pela decomposicdo indicada na figura acima,

temos:

/ , /_/’ 22|
/ 7y |
f’/’/ | M Lo i P
ML ——p '“'-H’"

(1) As piramides LMNP e PLQR tém volumes iguais, pois:
o AMNP = ARLQ (sdo bases do prisma MNPLQR).

* A altura do prisma MNPLQR é também altura de cada uma dessas pirdmides em relagéo as

bases MNP e RLQ.

Assim, as piramides LMNP e PLQR tém a mesma altura em relagdo as bases equivalentes MNP

e RQL, portanto possuem volumes iguais.

(2) As piramides LRQP e LRMP t&m volumes iguais, pois:

e RP é diagonal do paralelogramo MRQP e, portanto, ARPQ = ARPM.
e Suas alturas relativas as bases RPQ e RPM sio iguais a distincia do ponto L ao plano do

paralelogramo MRQP.

Assim, as piramides LRQP e LRMP tém a mesma altura em relac&do as bases equivalentes RPQ e

RPM e, portanto, tém volumes iguais.

Por (1) e (2), concluimos que as pirdmides LMNP, PLQR e LRMP possuem o mesmo volume V.

Demonstramos, desse modo, que o prisma triangular MNPLQR é composto de trés piramides
de volumes iguais. Sendo H a altura do prisma e B a area de sua base, concluimos que o volume

V de cada uma dessas pirdmides é dado por:

1
V—E‘BH

Portanto:

O volume de uma piramide triangular € igual a % do produto da area de sua base por

sua altura.

Figura 5.17: Volume de uma pirdmide triangular (PAIVA, 2013)

FALISTING:

FALSTING
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9 Emduplas, escrevam com suas palavras como se calcula

o volume de uma pirdmide. :
O volume de uma pirdmide qualguer é igual a — do produto
da area da base por sua altura. 3

6 Reuna-se com um ou mais colegas e adquiram em uma

papelaria um bloco retangular de isopor. Na casade um
de vocés, recortem esse bloco em dois, na forma deum
prisma triangular, e depois recortem um desses prismas
em trés pirdmides, conforme mostrado na figura abaixo.
Em seguida, estudando a demonstracio da pigina 247,

constatem que as trés piramides assim obtidas tém o
mesmo volume.

FOLIS TG

(Nota: Em vez de isopor, vocés podem usar sabdo em
pedra.)

Figura 5.18: Tetraedros equivalentes na decomposicao do prisma triangular (PAIVA, 2013)

No livro para o segundo ano do Ensino Médio, Dante (DANTE, 2010) apresenta a
mesma demostracdo para o volume da piramide utilizada por Paiva, contudo usando uma lin-
guagem menos formal. O autor inicia com a propriedade de que “Piramides com érea das bases
iguais e com a mesma altura t€ém volumes iguais.” Em seguida, mostra que o cdlculo do volume
de um tetraedro se da pela decomposi¢do de um prisma de base triangular em trés tetraedros

equivalentes. Nesta etapa, propde um experimento para comprovar a relacao - Figura 5.19.
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Calculo do volume da pirdmide triangular

Vamos agora decompor um prisma triangular em trés pirémides, como indicam as figuras:

E E F E F

-

- =) Y, 4
@ =]
& o

A
]
[al

Observagoes:

12) As piramides I e Il tém bases congruentes e alturas iguais. De fato, os triangulos ABC e DEF séo congruentes e a
distancia de D ao plano (ABC) é igual 4 distancia de € ao plano (DEF) - altura de prisma original. Logo, I e Il tém
mesmo volume.

22) As piramides Il e Ill também tém bases congruentes e alturas iguais. De fato, o triangulo CEF é congruente ao
tridngulo BCE, pois cada um deles é a metade do paralelogramo BCFE, e a altura de cada uma dessas piramides
é a distancia de D ao plano (BCFE). Logo, Il e lll tém o mesmo volume. Assim, V, = VeV, = V,, & portanto, os
trés volumes sao iguais.

Lembrandoque V=V, +V, +V,efazendoV, =V, =V, = V, temos que:
v
g — prisma
Vprlsma =3V=V= _..3_
ComoV, . ., = drea da base - altura, temos:

_ érea da base - altura
piramide triangular ~ 3

i

VouV

32) A propriedade citada na 22 observacao pode ser verificada experimentalmente. Se quiséssemos encher de dgua
uma vasilha em forma de prisma usando um recipiente em forma de piramide, com mesma base e mesma
altura, seria necessario usé-lo trés vezes para encher a vasilha.

e

Figura 5.19: Volume da pirimide (DANTE, 2010)



100

6 PROPOSTAS DE ATIVIDADES

Neste capitulo, apresentamos duas propostas de atividades para a Educa¢do Basica que
abordam o conceito de equicomposi¢iao de poligonos e poliedros. Essas propostas utilizam o

jogo e a resolucdo de problemas como estratégias de aprendizagem.

* Atividade 1: proposta para o Ensino Fundamental, explora o lidico e os conceitos ma-
temadticos associados a equicomposicao no plano por meio de puzzles e de problemas

propostos a partir deles.

* Atividade 2: proposta para o Ensino Médio, explora a decomposicao de s6lidos em puzz-

les tridimensionais para estabelecer a relacdo entre o volume de prismas e de piramides.

6.1 ATIVIDADE 1: POLIGONOS EQUIDECOMPONIVEIS

1¢ parte: equicomposigcdes com o tangram

O tangram € um jogo chinés formado por sete pecas: 5 tridngulos retangulos isosceles
(2 grandes, 1 médio e 2 pequenos), 1 quadrado e 1 paralelogramo. Nao se sabe exatamente a
sua origem. Embora existam muitas lendas sobre sua criagdo, a mais conhecida € a que atribui

as formas do tangram a um espelho quebrado por um principe chinés.

i) Construcao do tangram

Em papel quadriculado, construa um tangram 4 x 4, conforme a Figura 6.1, seguindo os
seguintes passos:

1°. No quadrado ABCD 4 x 4, trace a diagonal DB, marque o ponto médio O de DB e
trace uma perpendicular a DB em O passando por A;

2°. Marque os pontos médios M de DO e N de OB;

3°. Marque os pontos médios P de DC e Q de CB;

4°. Trace o segmento PQ e marque o ponto médio R de PQ;

5°. Trace MR, OR e NQ.
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Figura 6.1: Construcao do tangram

ii) Roteiro

6.2.1

6.2.2

6.2.3

6.2.4

6.2.5

Munido com as pecas do Tangram:

a) Construa retangulos usando 3, 4, 5 e 6 pecas;

b) Construa poligonos convexos utilizando todas as pecas. Desenhe esses poligonos
em seu caderno, nomeie cada um deles e escreva suas caracteristicas;

¢) Compare o perimetro e a drea dos poligonos convexos construidos no item b com

o perimetro e a drea do quadrado composto pelas sete pecas.

Considerando o quadrado formado com as sete pecas do tangram:

a) Determine a fracdo da drea que representa cada uma das sete pecas;

b) Calcule a drea do tridngulo retangulo isdsceles menor de duas maneiras diferen-
tes;

c¢) Explique como calcular a drea de cada poligono convexo construido na questao
6.2.1.

Usando as pecas do tangram, construa poligonos convexos cuja drea seja a metade

da 4rea do quadrado inicial (composto pelas sete pegas).

Utilizando todas as pecas de dois jogos de tangram, construa trés quadrados tais
que a soma das dreas dos dois primeiros seja igual a drea do terceiro. Utilize esses

quadrados para comprovar o teorema de Pitdgoras.

(ENEM - 2008) O tangram é um jogo oriental antigo, uma espécie de quebra-

cabeca, constituido de sete pecas: 5 tridngulos retangulos e isOsceles, 1 paralelo-
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gramo e 1 quadrado. Essas pecas sdo obtidas recortando-se um quadrado de acordo
com o esquema da Figura 1. Utilizando-se todas as sete pecas, € possivel represen-

tar uma grande diversidade de formas, como as exemplificadas nas Figuras 2 e 3 -

Figura 6.2.

p

VN
I

)4

Figura 1 Figura 2 Figura 3

$/

AN

Figura 6.2: ENEM 2008

Se o lado AB do hexdgono mostrado na Figura 2 mede 2¢m, entdo a drea da Figura

3, que representa uma “casinha”, € igual a
a)dem?  b)8cm?  ¢) 12em®  d) l4em?*  e) 16cm®

24 parte: outras equicomposicoes

6.2.6 O Q. C. Quadrado é um puzzle de cinco pegas, ilustrado na Figura 6.3, que corretamente

encaixadas formam um quadrado.

Figura 6.3: Q. C. Quadrado (VIEGAS et al., 2017)

Utilizando as pecas do Q. C. Quadrado, construa dois quadrados: um com quatro pecas
(sem usar o quadrado Q) e outro com as cinco pegas (usando o quadrado Q). Em seguida,

compare a drea de cada um desses quadrados com a drea do quadrado Q.
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6.2.7 (Banco de questoes da OBMEP 2016) Cortando a escada para formar um quadrado
A figura a seguir mostra uma “escadinha” formada por dois quadrados, um de lado 8cm
e um de lado 6¢m. A tarefa € cortar a figura em trés pedagos e reagrupa-los para formar

um quadrado sem buracos.

8cm

Gem

Figura 6.4: Questao 24 do Banco de questdes da OBMEP 2016

a) Qual € a medida do lado do quadrado que devera ser formado no final?
b) Utilizando apenas um lapis, uma régua de 20 cm, com marcacdes de 1 cmem 1 cm, e

uma tesoura, indique como realizar a tarefa desejada.

6.2.8 Os retangulos AMPR e COPN da Figura 6.5 sdo equivalentes? Justifique.

D, Q c
R P N
A" UI B

Figura 6.5: Retangulos equivalentes - Adaptado de (DOLCE; POMPEO, 2013b)

6.1.1 ANALISE DA ATIVIDADE 1: POLIGONOS EQUIDECOMPONIVEIS

Neste modelo de atividade, quebra-cabecas como o tangram ou o Q. C. Quadrado
podem ser utilizados nos diversos niveis de ensino. Ao acrescentarmos ou retirarmos questdes
da atividade proposta, podemos trabalhar diversos conceitos matemdticos, como por exemplo,
fragdes e equacdes do 1° e 2° graus. Questdes envolvendo a construgdo geométrica, tais como o
tracado de perpendiculares e a determinacao dos pontos médios, podem ser discutidas no inicio

da atividade.
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O cdélculo da drea pode ser feito de duas maneiras:

¢ preenchendo a superficie do poligono com os quadrados da malha quadriculada;

¢ comparando a drea de uma peca com a drea da figura construida.

Ressaltamos que, na questdo 6.2.3, podemos construir poligonos convexos com a me-

1
tade da area do quadrado inicial empregando as fracdes 13 e T Ainda, o teorema de Pita-
goras é explorado conforme Almeida (ALMEIDA, 2016) na questdo 6.2.4 e o Teorema 3.6 é

aplicado na solugdo da questdo 6.2.7.

6.2 ATIVIDADE 2: POLIEDROS EQUIDECOMPONIVEIS

6.3.1 Utilizando 8 cubos de aresta a:
a) Quantos paralelepipedos reto retangulos distintos podem ser construidos? Desenhe
esses paraelelepipedos.

b) Compare a édrea total e o volume desses paralelepipedos.

6.3.2 Os puzzles de madeira sdo jogos de l6gica e estratégia. A piramide de 4 pecas congruentes

¢ um deles, como mostra a Figura 6.6.

Figura 6.6: Puzzle tridimensional: pirimide de 4 pecas congruentes

a) Construa um tetraedro regular com as 4 pecas congruentes;

b) Sabendo que as arestas do tetraedro regular t¢ém medida a, determine o volume de cada

peca.
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6.3.3 Assista ao video Cubic Kaleidocycle Disney, ilustrado na Figura 6.7 e disponivel em

https://www.youtube.com/watch ?v=mP4XoFNf-a8.

Figura 6.7: Cubic Kaleidocycle Disney

a) Quais poliedros convexos sdo formados na manipulac¢io do caleidociclo?

b) O que podemos concluir sobre o volume de cada um desses poliedros convexos?

6.3.4 Um cubo de 6¢m de aresta foi decomposto em seis pirdmides congruentes, com vértices
no centro do cubo e cada uma tendo uma das faces do cubo como base.
a) Desenhe o cubo e as seis piramides congruentes.

b) Calcule o volume da piramide de duas maneiras diferentes.

6.3.5 Seja um cubo de volume C, cuja base quadrada € seccionada como o tangram - Figura
6.8.

Figura 6.8: Cubo-tangram

a) Componha 2 prismas convexos distintos com as seguintes pecas: o paralelepipedo de
base quadrada e os dois prismas triangulares cujas bases sdo os dois triangulos retangulos
isosceles menores. Para construir prismas equivalentes aos prismas compostos anterior-

mente, podemos substituir o paralelepipedo de base quadrada por qual peca? Justifique.
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b) Usando as pecas do cubo-tangram, construa 3 prismas distintos tal que o volume de

cada um deles é EC'

, ) . .3 .
¢) E possivel compor um prisma convexo cujo volume é ZC? Justifique.

6.3.6 O caixote ¢ um brinquedo de madeira, produzido pela Oficina do Aprendiz, que consiste
de uma caixa de dimensdes 7,5 X 7,5 x 6,5cm contendo 9 pecas de madeira com dois

tamanhos distintos: 2 X 2 X 2cm e 4 X 4 X 2cm, como mostra a Figura 6.9.

Figura 6.9: Caixote (VIEGAS et al., 2017)

O objetivo da brincadeira € encaixar as nove pecas sem deixar buracos e sem que as pegas
ultrapassem a face superior da caixa. E possivel compor um poliedro convexo com as 9

pecas que seja distinto do paralelepipedo reto retangulo que constitui a caixa?

6.2.1 ANALISE DA ATIVIDADE 2: POLIEDROS EQUIDECOMPONIVEIS

O intuito da atividade proposta € analisar a equicomposi¢cao de sélidos, associando-a
a equivaléncia. Isto é possivel particularmente para prismas, em decorréncia direta da decom-
posicdo de poligonos, ou seja, do teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien. Assim, os conceitos de
equicomposicao explorados em duas dimensdes com o uso do tangram foram estendidos para

trés dimensdes com o cubo-tangram.

Propomos a questdo 6.3.6 para discutir o terceiro problema de Hilbert com os estudan-
tes, ou seja, o fato de que dois sélidos de mesmo volume nao sao necessariamente equicompos-

tos.

Materiais manipulativos sao imprescindiveis para aprimorar as concepcdes geométri-
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cas espaciais. H4 uma série de puzzles tridimensionais, dois deles ilustrados na Figura 6.10,
que o professor de matemadtica pode empregar em sala de aula para abordar a equicomposi¢ao

em trés dimensdes e, consequentemente, melhorar a concepg¢ao espacial dos sélidos estudados.

() (b)

Figura 6.10: Puzzles tridimensionais: (a) cubo (YAROSLAVSKIY, 2008); (b) prisma (YA-
ROSLAVSKIY, 2008)
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7 CONCLUSOES

Analisamos neste trabalho a equicomposic¢do de poligonos e de poliedros. Em duas
dimensdes, demonstramos o teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien e o empregamos, juntamente
com a relacdo para a drea do retangulo, para estabelecer as relacdes para o calculo da area de
alguns poligonos convexos. Em trés dimensodes, demonstramos a equicomposicao de prismas e
apresentamos o terceiro problema de Hilbert para justificar que ndo € possivel determinar, por
equicomposi¢do, o volume de uma piramide comparando-a com um prisma de base e altura
congruentes a base e a altura da piramide. Analisamos ainda livros didaticos de matematica da
Educacio Basica, aprovados no PNLD em 2015 e em 2016, para verificar como a equicompo-
sicdo € apresentada aos estudantes. Essa andlise nos forneceu subsidios para propor e organizar

atividades didaticas sobre a equicomposicao para a Educacdo Bésica.

Quanto aos livros didédticos de matematica para a Educacao Bésica, constatamos que
todas as obras para o Ensino Fundamental analisadas abordam de alguma forma a equicom-
posicdo no plano para o calculo da drea de poligonos convexos. Essa abordagem € pictorica
ou formal. Os autores exploram malhas quadriculadas, materiais manipulativos e puzzles em
atividades ludicas. O mesmo ndo observamos nas obras analisadas para o Ensino Médio. A
equicomposi¢io de poliedros ndo € discutida e somente a decomposicao do prisma triangular

em tetraedros equivalentes € apresentada.

Quanto as atividades didaticas sobre equicomposicdo que propomos, exploramos o
tangram na atividade para o Ensino Fundamental e o cubo-tangram na atividade para o Ensino
Meédio. O cubo-tangram, da forma como apresentado, € uma proposta da autora deste trabalho
para aplicar o teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien, valido no plano, na equicomposi¢do de

prismas.

Finalizando, acreditamos que este trabalho pode ser ttil para os professores de mate-
matica da Educagdo Basica, servindo como estimulo/suporte para a organizagao e aplicacio de
atividades diferenciadas sobre dreas e volumes. E, principalmente, no sentido de valorizar a

geometria enquanto componente do curriculo de matematica.
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APENDICE A - RESPOSTAS DAS ATIVIDADES PROPOSTAS

A.l1 ATIVIDADE 1: POLIGONOS EQUIDECOMPONIVEIS

6.2.1 a)eb)

Ne de Retangulo

Pegas

: K 4,
5 »

6 -
() (b)

Figura A.1: Possiveis construgdes geométricas: (a) retdngulos; (b) poligonos convexos com
todas as pecas

¢) Problema aberto, com vdrias solugdes possiveis dependendo da resposta do item b.
6.2.2 a)
" R . . 1
*Triangulos retangulos isdsceles maiores: 1

. : 1
*Triangulos retangulos isésceles menores: T

. . . .1
*Triangulo retdngulo isosceles intermediario: 3

1

*Paralelogramo: 3
1
*Quadrado: 3

6.2.3 A Figura A.2 mostra algumas construcdes possiveis.



POt

Figura A.2: Exemplos de poligonos convexos com metade da drea do quadrado inicial

6.2.4 A Figura A.3 mostra o uso das pegas de dois jogos de tangram para verificar a validade

do teorema de Pitdgoras em um tridngulo retangulo isésceles.

Figura A.3: O tangram e o teorema de Pitdgoras

6.2.5 As Figuras 1, 2 e 3 sdo equivalentes (t€m a mesma area) pois sao formadas por todas
as pecas do tangram. Assim, a drea da casinha (Figura 3) € igual a area do quadrado
(Figura 1). Como o lado do quadrado mede 2v/2c¢m, temos que a 4rea da casinha é

2
(2\/§> — 8c¢m?. Portanto, a resposta correta € a alternativa (b).

6.2.6 O quadrado construido com 4 pecas € 8 vezes maior do que a peca quadrada Q; o

construido com 5 pecas € 9 vezes maior do que a peca quadrada Q.

6.2.7 a) Como o quadrado ndo deve ter buracos, a drea final deve ser igual a drea original,

isto é, a soma das areas dos dois quadrados. Denotando por / o lado do quadrado, temos



que:

b)

Sem

8em

Gem

10em

Figura A.4: Primeira decomposicdo para a questdo 6.2.7(b)

10em

10em
Gem

10em

10em

Gem
10em.
10cm

Gem

R

(a)

8cm

R

(b)
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Figura A.S: Segunda decomposicdo para a questdo 6.2.7(b) - Banco de questdes da OBMEP

6.2.8 O retangulo ABCD ¢ dividido ao meio pela diagonal BD. Logo, os triangulos retangu-

los BAD e BCD sao congruentes. Como os triangulos retangulos DRP e DQP ¢ BMP e

BNP também sdo congruentes, temos que as areas dos retangulos AMPR e COPN devem

ser iguais. Logo, os retangulos AMPR e COPN siao equivalentes.
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A2 ATIVIDADE 2: POLIEDROS EQUIDECOMPONIVEIS

6.3.1 a) Sdo 3 paralelepipedos reto retangulos distintos, como mostra a Figura A.6.

Figura A.6: Paralelepipedos reto retdingulos compostos por 8 cubos

b) Os paralelepipedos reto retingulos tm dreas iguais a 24a” (cubo), 284 e 34ad?,

respectivamente. Os trés sélidos sdo equivalentes de volume igual a 84°.

6.3.2 a) Figura 6.6.

1 a? 3a\/6_\/§3. 1 1ﬁ3—£a3

b) Vietraedro = 374 3 Ea 5 Vpeca = ZVtetraedro = ZEa I8

6.3.3 a) Sdo formados 6 sélidos distintos: 2 prismas de base triangular e 4 paralelepipedos

reto retdngulos, sendo um destes 4 um cubo.

b) Os seis solidos sdo equivalentes, ou seja, t€m o mesmo volume.

6.3.4 a)Figura A.7.

Figura A.7: Cubo decomposto em 6 piramides congruentes

1 1 1
b) Vpirﬁmide = 6 cubo — 663 = 36cm3; Vpirﬁmide = 5623 = 36cm?>.

6.3.5 a) Podemos compor um paralelepipedo reto retdngulo e prismas retos cuja base é um

paralelogramo, um trapézio ou um tridngulo, como mostra a Figura A.8.
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Figura A.8: Construcdes possiveis na questdo 6.3.5(a)

Podemos substituir o paralelepipedo reto retangulo pelo prisma reto cuja base € o trian-
gulo retangulo is6sceles intermedidrio na decomposi¢do do tangram, ou pelo prisma reto
cuja base € o paralelogramo na decomposi¢@o do tangram. Os dois prismas sdo equiva-

lentes (t€m o mesmo volume).

b) A Figura A.9 mostra algumas constru¢cdes possiveis.

b

Figura A.9: Prismas cujo volume é a metade do volume do cubo-tangram

c) Sim, € possivel. E preciso descartar um dos prismas retos cuja base € o tridngulo
retangulo isOsceles maior na decomposicao do tangram e utilizar as demais pecas para

compor um prisma.

6.3.6 Nao € possivel.



