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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo sugerir conteddos e questdes sobre frages, num
aspecto além do trivial visto nos ensinos fundamental e medio. Apesar disso, pretende-se
que tais assuntos e suas respectivas atividades sejam exploradas a partir do 7° ano do
ensino fundamental. As questdes abordadas, em sua maioria, foram retiradas de
Olimpiadas de Matematica.

Palavras—chave: Numeros Racionais, Sequéncias de Farey, Olimpiadas de
Matematica



ABSTRACT

This work aims to suggest contents and questions of fractions, in na aspect beyoun the
trivial seen in elementar, middle school and high schools. Nevertheless, it is intended that
such subjects and their respective actities are explored from the 7" year of elementary
school. Most of the issues raised were taken from the Mathematics Olympiads.

Keywords: Rational Numbers, Farey Sequences, Mathematics Olympiads.
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1. Introducéo

O presente trabalho visa mostrar, além da teoria classica, aspectos mais
sofisticados relacionados a fragdes. Abordaremos uma matematica em nivel mais elevado
e interessante, em problemas envolvendo o assunto, bem diferente do que é visto na
educacdo basica. Apesar disso, algumas das questdes serdo voltadas para o ensino médio,
procurando-se mostrar ser possivel iniciar este trabalho com tais alunos, além de inserir
questdes mais elementares, voltadas para o ensino fundamental, com o intuito de despertar

a curiosidade e o interesse por um estudo mais aprofundado da matematica.

Para isso, em um primeiro momento no capitulo 2, faremos um breve historico
sobre fracOes e citaremos alguns topicos do assunto, presentes nos Parametros Curriculares
Nacionais e nos Descritores para a Prova Brasil. Além disso, no mesmo capitulo, falaremos
um pouco sobre Fragbes Equivalentes e FragGes Irredutiveis, numa abordagem formal. S&o
topicos necessarios aos contetidos dos demais capitulos e consideraremos que os alunos ja
operem com as fracdes de maneira satisfatoria. No capitulo 3, daremos énfase ao conjunto
dos numeros racionais, onde serdo abordados itens mais aprofundados, tais como as
Sequéncias de Farey, Circunferéncias de Ford e Arvore de Stern-Brocot. No capitulo 4,
serdo vistas as Fracdes Continuas e a expansdo de numeros racionais de tais fraces. Por
fim, nos capitulos 5 e 6, problemas envolvendo tais questdes e as consideracdes finais,

respectivamente.

2. Fracoes

2.1 Aideia de fracdo

O significado do termo fragdo é

1. Ato ou efeito de dividir, romper, partir, quebrar: a fracdo do
péo.

2. Porcéo de um todo, em relacéo a ele.



E em relacdo a Matematica: “Expressdo que indica uma ou mais partes da unidade

ou inteiro dividido em partes”.

2.1.1. Breve histérico das fracdes

De acordo com diversas fontes histéricas, as fracdes surgiram ha mais de 3000
anos, no antigo Egito, em decorréncia de problemas do dia a dia que envolviam medidas.

Segundo Boyer (1998), os homens da Idade da Pedra ndo faziam uso de fragdes,
mas com 0 avango das culturas na Idade do Bronze, parece ter surgido a necessidade tanto
do conceito como de uma notacdo para as fracGes.

Muito provavelmente, tal necessidade possa ter decorrido devido as enchentes do
rio Nilo, que levavam as marcagfes das terras a sua margem. Para remarca-las, usavam-se
cordas e registravam-se quantas vezes essa unidade de medida estava contida no terreno.
Na maioria das vezes essa medida ndo era um numero inteiro, o que fez surgir um novo
conceito de nimero, no caso, o nimero fracionario.

No mais extenso papiro egipcio de natureza matematica, conhecido por Papiro
Rhind e por vezes, de Papiro Ahmes, em honra ao escriba que o copiou por volta de 1650

A.C, tem-se uma noc¢do de como lidavam com as fragdes.

Figura 1 — Papiro Rhind

Fonte: http://www.mat.uc.pt/~mat0703/PEZ/antigoegito2%20.htm. Acesso em: 08/12/2017.

1 ACADEMIA BRASILEIRA DE LETRAS. Dicionario Escolar da Lingua Portuguesa. 2 ed. Sdo Paulo:
Companhia Editora Nacional, 2008. p.604.


http://www.mat.uc.pt/~mat0703/PEZ/antigoegito2%20.htm
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Os egipcios esforcaram-se para evitar algumas das dificuldades computacionais
encontradas com fragdes representando-as, com excecdo de 2/3, como soma das
fracbes chamadas unitarias, ou seja, aquelas de numerador igual a 1. Essa
reducdo tornava-se possivel gracas ao emprego de tdbuas que davam a

representacdo desejada para fragdes do tipo 2/ N, as Unicas necessarias devido a

natureza diadica da multiplicacdo egipcia. Os problemas do papiro Rhind sdo
precedidos de uma dessas tdbuas para todos os impares n de 5 a 101. Assim,

encontramos 2/Texpresso ~ como 1/4+1/28, 2/97 como
1/56 +1/679 + 1776 e 2/99 como 1/66 + 1/198 . (EVES, 1997, p.73)

2.1.2. Parametros Curriculares Nacionais e Descritores da Prova Brasil

Os Parametros Curriculares Nacionais de Matematica do Ensino Fundamental 3° e
4° ciclos sugerem o uso de problemas histéricos envolvendo medidas no ensino dos

ndmeros racionais.

Pode-se discutir com os alunos, por exemplo, que os egipcios ja usavam a fracdo
por volta de 2000 a.C. para operar com seus sistemas de pesos e medidas e para
exprimir resultados. Eles utilizavam apenas fragdes unitérias (fragdes de

2 3 . :
numerador 1), com exce¢do de 5 e Z Assim, numa situacdo em que
precisavam dividir 19 por 8 eles utilizavam um procedimento que na nossa

11
notacdo pode ser expresso por 2+Z+§. A partir dessa situagdo pode-se

propor aos alunos que mostrem que essa soma € E’ gue encontrem outras

divisdes que podem ser determinadas por soma de fragBes unitarias e que
pesquisem outros problemas histéricos envolvendo os nilmeros racionais.
(BRASIL, 1998, p. 101-102)

Ainda segundo os PCN’s, no célculo com os nimeros racionais € na comparagao
de tais numeros, € fundamental ter-se o conceito de equivaléncia e conhecimento sobre 0s

procedimentos para a obtencdo de fracdes equivalentes.

(PDE, 2011, p.153) Dentre os descritores de matematica na Matriz de Referéncia

da Prova Brasil, as fracfes aparecem na prova do 9° ano da seguinte forma

D22 — Identificar fragdo como representacdo que pode estar
associada a diferentes significados.

D23 — Identificar fragdes equivalentes.
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2.2 FragOes Equivalentes

Duas ou mais fracGes sdo ditas equivalentes quando representam a mesma
quantidade de um todo. E uma das grandes dificuldades que os alunos apresentam, é
justamente a de perceber que existem infinitas representacGes fracionérias para indicar uma
mesma quantidade e como escrevé-las.

Vejamos abaixo formalmente, uma abordagem do assunto, a partir da construcao
dos nimeros racionais.

Seja Z" ={me Z/m =0} e consideremos sobre ZxZ ={(m,n)/meZ,neZ’}
a relacdo ~ definida por

Para quaisquer (m,n), (p,q) € ZxZ", (m,n) ~ (p,q) se e somente se, mq = np.

A relacdo ~ definida acima é uma relacio de equivaléncia sobre Z xZ", ou seja,

elaé

Reflexiva: (m,n) ~ (m,n)
Simétrica: (m,n) ~ (p,q) = (p,q) ~ (M,n)
Transitiva: (m,n) ~ (p,q) e (p,q) ~ (s,t) = (M,n) ~ (s,t)

Prova: Reflexiva: Seja (m,n) € ZxZ". E claro que (m,n) ~ (m,n), pois m.n = n.m, de

acordo com a propriedade comutativa da multiplicagdo em Z.

Simétrica: Sejam (m,n), (p,q) € ZxZ". Se (m,n) ~ (p,q) entdo, por hipotese, m.q = n.p.
Pela propriedade simétrica dos numeros inteiros, podemos escrever n.p = m.gq e pela

propriedade comutativa, que p.n = g.m. Logo, (p,q) ~ (m,n).

Transitiva: Sejam (m,n), (p,q) e (s,t) € ZxZ" tais que (m,n) ~ (p,q) e (p,q) ~ (s,t). Ento,
por hipotese, m.q = n.p (1) e p.t = g.s (I1). Multiplicando (I) por s e (Il) por m, obtemos
m.g.s =n.p.s e m.p.t =m.g.s. Sendo assim, n.p.s =m.p.t Comop € Z~, seque, pela lei do

cancelamento da multiplicagéo, que n.s = m.t. Portanto, (m,n) ~ (s,t).
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A relacio ~ determina em Z xZ" uma particio® em classes de equivaléncia. Um

. . o m
elemento (m,n) € ZxZ pertencera a classe de equivaléncia representada por — , como
n

exposto abaixo

(m,n) e %: {(x, y)eZxZ [ (x,y)~ (m, n)} :{(x, y) e ZxZ*/nx:my}

Por  exemplo: % = {(x, Y)eZxZ 1 (x,y)~ (1,3)}: {(x, Y)eZxZ |3x= y}:
L(_1-3):(26): (—2-6): ip 1_-1_2_-2_
{09 (-1-2: 26y (-2.-6)1. ) ousefa, S = ===

O conjunto formado por todas as classes de equivaléncia determinadas pela

relagdo ~ sobre Z xZ", nada mais é que o conjunto dos nimeros racionais Q definido a

seguir Q = {m/(m,n)erZ*}. Desse modo, cada numero racional pertencente a Q
n

L., ~. M *
possui inimeras formas de representacdo —,comme Z ene Z".
n

2.3. Fracdes Irredutiveis

L oomo oo ] : :
Definigdo: Uma fragdo — é dita irredutivel quando m e n forem relativamente primos.
n

Lema: A Gnica maneira de duas fragdes irredutiveis e de denominadores positivos serem

equivalentes é serem idénticas.

Prova: Sendo — = B, com ambas irredutiveis e de denominador positivo, a equivaléncia
n q

nos da mg = np, e como m é relativamente primo com n, o Teorema Basico da

2 Qualquer colecdo C de subconjuntos ndo vazios de um conjunto X, que possui a seguinte propriedade: todo
elemento de X pertence a um e apenas um dos elementos de C.
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Divisibilidade® nos da que p divide m. Como ambos n e q s&o positivos, segue entdo que m

= p e isso implica que n = q.

. : m : - «
Teorema: Todo numero racional —, pode ser escrito, de modo unico como uma fragéo
n

irredutivel, ou seja, na forma P ,onde mde(p,q)=1e q>0.
q

.m . : : -
Prova: Seja — >0 um numero racional. Considerando as decomposi¢fes em fatores
n

primos dos nUmeros naturais m e n, tomemos o produto dos fatores comuns em tais

decomposi¢des. Chamemos de k tal produto. Dessa forma, m_ I;m, = m_ m
n n n n

, com

-

m” e n” primos entre si. Portanto, — é uma frag&o irredutivel.
n

. a . m m
Suponhamos que exista outra fragdo irredutivel B, com P_ —. P_ -

q g n g n
gm=pn. Assim, q|pn=q|n (pois mdc(p,q)=1) e n|gm=n’|q (pois

=

mdc(m’,n")=1) . Logo, g=n".

3. Numeros Racionais

3.1. Definicao.

Chamamos de numero racional a classe de todas as fragdes equivalentes a uma
dada fracdo. O conjunto de todos os nimeros racionais é simbolizado por Q

= {m/(m,n) e ZxZ*}.
n

x . : Aoa . .

Observacgdo: Um numero racional r dado por uma fragéo ™ é igual a um racional s dado
£ C . . .

por uma fracdo 9 se, e somente se, tivermos que essas duas fracdes sao equivalentes.

rzscgzgcad:bc
b d

3 clab e mde(a,c)=1=c|o
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3.2. Sequéncias de Farey

Definicdo: Uma sequéncia de Farey de ordem n, denotada por Fn, € a sequéncia finita de
todas as fragdes irredutiveis do intervalo fechado [0,1], ordenadas de forma crescente,

cujos denominadores sdao menores ou iguais a n. Numa linguagem matematica, Fn é a

sequéncia de todas as fracOes irredutiveis % tais que Os%sl; 0<b<n, em ordem

crescente.
01 1 1 n-22 2 1
n'n'n-1'n-2"n-1'n"n-1""

Alguns exemplos

0

1

0 1

1 2

0 1 1 2

1 3 2 3

0 1 1 1 2 3

1 4 3 2 3 4

0 1 1 1 2 1 3 2 3 4

1 5 4 3 5 2 5 3 4 5

0 11 12 1 3 9 3 4 5

1 6 5 1 3 5 2 5 3 1 5 6

o 1 1 1 1 2 1 2 3 1 4 3 2 5 3 4 5 6

i 7 6 5 4 7 3 5 7 2 7 5 3 17 4 5 6 7

Imagem feita no geogebra

Algumas observagdes podem ser feitas a partir desta visualizacdo das primeiras sete
sequéncias de Farey.

e Primeiro: nota-se que o termo central em qualquer uma das sequéncias é sempre
. 1
igual a —.
2
Isto deve-se ao proprio modo de construcdo da sequéncia, fazendo com que tenhamos o

. T 1
mesmo numero de elementos a direita e a esquerda de —.

el B B Bl B e i
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e Segundo: O que podemos notar em relagéo a fragcdes equidistantes do termo central

1y

2

Pode-se reparar que os pares de fracdes equidistantes de % possuem O mesmo

denominador e a soma de tais fracdes é sempre igual a 1.

Em ng{gllgl} S0 e %saoeqwdlstantesde 1 e sua soma e 0 }=}=1
13231 1 1 2 111
1 e 2 sdo equidistantes de 1 e sua soma é 1 g=§=1
3 3 2 3 3 3
F, = 9 l 1 l 3 E L 9 e %sao equidistantes de 1 e sua soma e 0 }:}:1
1'4'3'2'3'4"1 1 1 2 111
1 e 2 sdo equidistantes de 1 e sua soma é 1 g=§=1
3 3 2 3 3 3
1 e 3 sdo equidistantes de 1 e sua soma é 1 §=f=1
4 4 2 4 4 4

. N a 1 C oA
De fato, seja % um termo de uma sequéncia onde ™ < > A distancia entre essas

duas fracdes é dada por %—% = b 2lfa Tomando uma fracéo % a direita de 1 , devemos

c 1, a 1 . ¢ 1 b-2a

ter que a distancia entre — e = € a mesma entre — e =, ouU seja, — =—+

d 2 b d 2 2b
c_2(b-a)_b-a

2b b
b — 2a
2b
O @

[N

@
[

Somando 2 e &: §+b—a: a+b—a:9:1_

d b b b b

Portanto, a soma de quaisquer duas fracdes equidistantes de % é sempre 1.
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Terceiro: Serd que existe uma forma de calcular a soma de todas as fracdes de uma certa
sequéncia, sem enumerar seus elementos?

. . A 1
Do que foi visto acima, em qualquer sequéncia F,, temos > como termo central e
a sua direita e a sua esquerda, 0 mesmo numero de termos. Além disso, sabemos que
- 1 . . L
termos equidistantes de > tém soma igual a 1. Logo, a soma dos n termos de F, sera igual
L1 N 1N,
2 2 2

Com isso, nos vem mais uma pergunta: Como saber o nimero de termos de uma
sequéncia? Vejamos a seguir.

3.2.1 NuUmero de Termos

Abaixo, temos uma propriedade que nos permite encontrar o nimero total de
fracdes de uma sequéncia de Farey. Ela ndo é indicada para valores muito grandes de N,
mas, para o0 proposto no trabalho, com alunos de Ensino Fundamental e Médio, sera o
suficiente.

Consideremos N, 0 nimero de termos de uma sequéncia de Farey F.

Como o nimero de termos a direita de — € 0 mesmo que a esquerda, concluimos
que o numero total de fragcdes serd um nimero impar.
o . oa . a
Além disso, sabendo-se que todas as fracbes o tais que 0< o <le0<b<n

pertencentes a tal sequéncia estdo na forma irredutivel, podemos concluir que MDC(a,b) =
1. Portanto, para saber o numero de fracbes de uma dada sequéncia de ordem n, basta
determinar, para cada denominador b < n, quantos sdo os numeradores a, onde 1 <a<b

e tal que MDC(a,b) = 1. Designando por ¢(b) essa quantidade, podemos escrever

o(b) = |{1s i <b:md.c(i,b) = 1}| , onde, para um conjunto X, |X| representa o seu cardinal.

Exemplificando para o caso de n = 5, obteremos

(1) =1,

¢(2) = 1 pois m.d.c(1,2) = 1;

¢(3) =2 pois m.d.c(i,3) =2 onde 1 <i < 3, ou seja, apenas 1 e 2 sdo primos com 3;
¢(4) =2 poism.d.c(i,4) =2 onde 1 <i <4, ou seja, apenas 1 e 3 sdo primos com 4;
¢(5) =4 pois m.d.c(i,5) =4 onde 1 <i <5, ou seja, temos 1, 2, 3 e 4 primos com 5;

Assim,Ns=1+ (1) +0(2) +o(3) +9(4) +o(5)=1+1+1+2+2+4 =11
Emgeral, paran>1, N, =1+ o(b).

b=1
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n—o0 n2

Nota: E possivel provar que N, é, assintoticamente, %-nz , ouU seja, lim —=~ :%. Veja
T T

[7], Proposicéo 5.27.

3.2.2. Construcao

Antes de enunciar o processo de construcdo, vejamos uma defini¢do para o termo
mediante.

Definicdo 1. Dadas duas fracdes irredutiveis % e % com 0<%<§, chamaremos de

mediante a fracao arc
b+d

. ] : N 1
As sequéncias podem ser construidas partindo-se das fragoes % e 1 que formam a

primeira sequéncia de Farey. A partir dai, deve-se introduzir a fracdo mediante de cada par
de fracBGes consecutivas, tendo o cuidado de nédo incluir fragdes em que o denominador
ultrapasse a ordem da sequéncia.

a+c
b+d

Propriedade 1: Se 0<%<§ sdo fracBes irredutiveis entdo a fracdo mediante

a+c ¢
<—.
b+d d

. .. a
satisfaz a condigdo — <

Prova: Sejam % e % fracOes irredutiveis, com a,b,c,d € Z; e suponhamos que %<§.

Devemos mostrar que valem as duas desigualdades,
a a+c _a+c ¢
—<——28 <—
b b+d b+d d

a_b(a+c)—a(b+d) _ab

a+c a +bc—ab—-ad bc-ad
Temos que - —
b+d b b(b+d) b(b+d) b(b+d)

>0 pois

c
<_
d

oo

Do mesmo modo

a+c a _ b(a+c)—-a(b+d) ab+bc-ab-ad bc-ad

b+rd b b(b+d) blo+d)  blo+d)
Portanto, a < atc ¢ .
b b+d d
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3.2.3. Teorema (termos consecutivos)

Se % e © si0 termos consecutivos numa sequéncia de Farey entdo
c_a_bhc-ad :i, isto é, bc—ad =1.
d b bd bd
Prova: Seja a sequéncia de Farey 9, 1,...,3,...,3, £L1 }, com
1 n 2 g s n 1
mdc(p, q) =mdc(r,s) =1. Tomemos as fragcdes consecutivas P el Queremos provar que
q s
L—Ezi, isto &, qr—ps=1.
s g g0s
i .o.u u p 1 .
Para isso, devemos encontrar racionais — com ——-—=-—, 0 que equivale a
v v g qV

qu—pv=1.

Sendo mdc(p,q)=1 = 3IX,,Y,€Z tal que gx,—py,=1. Entdo,
qu-pv=1<qu-pv=0x, — pY, < au—X,)=p(v-Y,). Dai, q|p(v-y,) e como
mdc(p,q)=1, q|(v-Y,), ou seja, v-y, =k-q=v=Yy,+k-q. Sendo assim, I keZ,
donde q(u—X,)=p(v—-Y,)=p-kg =u-x,=k-peu=x,+k-p.

Logo, as solucdes de qu— pv=1 devem ser da forma (u,v) = (X, +k-p,y, +k-q),
keZ.

Existe um (Unico) keZ tal que O<y,+k-q<q. Seja v=y,+k-q, O<v<q;

qu—-pv=1l=qu=1+pv<(p+DYv<qv (pois,comoap<££1,p<q].
S
Sabemos que qu—pv=1;se v=0 entdo qu=1, donde q=u=1. ABSURDO! ,
pois q >1. Sendo assim, devemos ter O<v<q, O<u<q.
p_uu p 1

T Z_F_ =

g v v q qv
Seja (u,v) solugéo de E—E:i. Entéo, u—,—B:i,, uVv>0 <u=u+r-p,
v g qv V. g qv
V=v+r-q, r=0.
Como s>0, 3JteN talque v+ (t—-1)g<s<v+tq.

£<£;seqr—ps:d>l

q s

r_P_ar-p.,

s q s
£_£=i,onded=qr—ps>0.
s g gs

Suponha, por absurdo, que d = 1.
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Se t=0, temos s<v, donde £—E:i>i2izﬂ—£,logo £>E>£,e
s g g5 gs qv VvV (¢ s v (
v<q<n, ABSURDO!
Assim, t>1les>v+(t-1)g>v.
r p d

s d gs

E—B:i,e,como£<£<E,temosi>i,dondes>dv.
v q Qqv q S Vv qQv Qs

Temos que gr—ps=d =d-1. Mas qu- pv=1, entdo, substituindo 1 por qu — pv
obtemos qr—ps=d-(qu-pv)=q-(d-u)—p-(d-v). Logo, q-(r—d-u)=p-(s—d-v),
e, portanto, s—d-v=m-ge r—-d-u=m-p.

Entdo, s=d-v+m-ger=d-u+m-p,comm>1; s>v+m-q

p_r u
q S Vv
s=d-v+m-g<n
Considere 2™ Py i m.g<s<n
vV+m-q
u+m-p p_qu+m-p)-p(v+m-q)  qu-pv _ 1
v+m-q q q(v+m-q) qv+m-q) q(v+m-q)
Afirmagdo; 2 <YM P T

q v+m-q s
Bastaprovarquei=£—£> 1 _u+mp p
gs s g qg(v+m-q) v+m-gq ¢

Mas isso equivalea d(v+m-q) >s=dv+m-q<d-m-g>m-qg<d >1.

A afirmacéo esta provada, e logo temos uma contradi¢do, o que termina a prova.

3.3 Circulos de Ford
: (z,y) € RE/ —0 ] 1 1
Sejam £ areta |7+ Y Y C, o circulo centrado em O’E de raio 3 e

1 1
C, o circulo centrado em (1, Ej de raio >
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Q
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AN
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SR
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Seja F o conjunto dos circulos em R? com as seguintes propriedades:

i) {C,.C,}cF

i) Se C e C' pertencem a F, sdo tangentes entre si e tangentes a ¢ entdo o
circulo C tangente aos dois circulos C e C’ eareta ¢ pertencea F .

iii) Se F é um conjunto de circulos satisfazendo as propriedades i) e ii) acima

entio F c F.
Vamos provar que o conjunto dos pontos de tangéncia dos circulos C € F com

areta / é o conjunto {(x,0),xe QN[0,1]}.

Prova: Representemos cada racional x €[0,1] por ap onde p é inteiro, g € inteiro positivo

e mdc(p,q) =1. Mostraremos os seguintes fatos por inducdo:

i) O circulo tangente em (goj teré raio Elz

. . ro. N
ii) Se os circulos tangentes em Pl a0 tangentes entre si entdo |ps—qr| =1.
q s

Para isso, notemos que dois circulos centrados em (x,r,) e (y,r, ) sdo tangentes
areta / e tangentes entre si entdo (r, —r,)> +d* =(r, +1,)*> =d* =4nr, =d =2,rr,,

onde d =|x-y].
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As afirmacdes i) e ii) sdo verdadeiras para os circulos iniciais C, e C,. Se o circulo

1 . )
C é tangente a / e tem centro (52?] o circulo C' é tangente a ¢ e tem centro

&F) e gr— ps=1 entdo, se o circulo C tangente a C e C’' e areta / tem centro
s
(x,y) com 2 <x<' entso, se d'=x—2 e d"="—x, devemos ter d’=z\/z e
q S q S q\V2
d":g X1 e dl+d”:£_£:i’ donde M\/E:i:y:;z
sV2 s g Qs gs 2 Qs 2(q+Ss)
d'= ! :X:£+d,=p(q+s)+1=p+r (pois qr—ps=1). Assim, C ¢
q(q +59) q q(@+s)  q+s
tangente em P¥T 0| e tem raio —
q+s 2(q+59)

Como q(p+r)—p(g+s)=qr—ps=1e (Q+sS)r—(p+r)s=qr—ps=1 vemos
que C satisfaz i) eii).
Esses fatos implicam que todos os circulos criados terdo centro em pontos

racionais. Basta provar agora que para todo racional Epe [0,1], o ponto (goj é ponto de

tangéncia de algum dos circulos. Faremos isto por inducdo em q (para g = 1 o resultado é
6bvio); basta mostrar que se mdc(p,q) =1 e g=>2, é possivel escrever p=p'+p" e
g=q9'+9" com p’,p",q,q" inteiros, p’,p" >0, ¢',q">0e qp"—p'q" =1.

Estas equagdes podem ser escritas como q'(p—p’)—-p'(—q’)=1, ou seja,
gp-p'g=1,onde 0<qg'<qe 0< p'<p.Como mde(p,q) =1, existem x,y € Z, com
px—qy=1.Logo, Vk e Z, p(x+kq)+q(y—kp)=1.

Certamente podemos escolher k de modo que 0< x+kg<q (note que x ndo é
maltiplo de g, sendo 1= px+qy também seria), e entdo tomamos q'=Xx-kq e
pg'-1

q

p'=kp-y (temos p' = ,mas 1<q'<q,donde 0< p’'< p).
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Pelo exposto acima, temos uma notacao para os circulos definidos desta forma.

N . : : ., a .
Definicdo: Dado um namero racional irredutivel o’ o0 circulo de Ford correspondente a

esta fracdo é denotado por C(a,b), tem raio iz e centro (—izj :
2b b 2b

(SN

Abaixo temos os circulos correspondentes aos racionais 1 e-.

/01
c (1-5)

[N

— =

Em seguida, o circulo tangente aos dois iniciais e ao eixo das abscissas, com centro

de abscissa 1 e raio 1 )
2 8

o(t-)

|
| =
—

.. , r.
Observemos que o fato ii) “Se os circulos tangentes em P e — sao tangentes entre
q S

si entdo |ps—qr|=1", nos remete ao contetido anterior, das fragdes de Farey, onde temos

r. : . .
que se P & T 0 termos consecutivos numa sequéncia de Farey entdo |ps—qr| =1.
q s

Logo, circulos de Ford tangentes correspondem a fracdes de Farey consecutivas.
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01121
Circulos de Ford tangentes, correspondentes a sequéncia de Farey Fg = {—,—,—,—,-} .
13231

O célculo dos pontos de tangéncia sera visto no teorema seguinte.

Teorema: Sejam %< E <§ trés fracOes de Farey de ordem n consecutivas. Os pontos de

tangéncia dos circulos C(a,b) e C(h,k) e dos circulos C(h,k) e C(c,d) sdo, respectivamente,

o, = D— b ! ea, = h+ d 1
Yolk k(k?+Db?) k2 +b? 2k k(k?+d?)'k?+d?
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Prova: Conforme a figura acima, tem-se o, = (E — p,% - qj .

Através da semelhanca dos triangulos retangulos, determina-se p e g. Primeiro

1

P 2k b
h a 1 1  k24+b?
7_'_7

k b 2k? 2b?

Portanto p = m

Usando de novo a semelhanca, chega-se a

1 1
g _ 2k* 2p® _b*-k?
1 1 R 1  p?+k?
2k?  2k? 2p?

b? —k?

Portanto = —————
q 2k 2 (b2+k2)

Substituindo os valores de p e qna expresséo de ¢, , chega-se na formula desejada.
De modo analogo obtem-se a formula para ¢, .

3.4. Arvore de Stern-Brocot

A chamada Arvore de Stern-Brocot foi descoberta primeiramente por Moritz
Stern (1858), um professor alemédo na area de teoria dos numeros. Anos mais tarde, Achille
Brocot (1861), um relojoeiro francés, desenvolveu um algoritmo capaz de gerar tais
nlmeros que compdem a arvore.

x 2 . . . , . . a C
Sua construcao se da a partir de quaisquer dois nimeros racionais, E e —, ¢

d

a+c
entre eles o termo

b d’ chamado de mediante. O processo continua com a obtencdo da
+

mediante entre o primeiro e 0 segundo nimero e entre o segundo e o terceiro. E assim

sucessivamente.
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[

(1

b i

\ /

a—+c ¢

\/”’\/

i} 2a+¢c a+c a-+2c _
b 2b+d b4+d b+ 2d uT

A construcdo da arvore de Stern-Brocot € muito semelhante a da sequéncia de
Farey, diferindo em alguns aspectos. A arvore inclui todos os racionais positivos, nao
necessariamente no intervalo [0,1] e no n-ésimo passo todas as mediantes estdo incluidas,
ndo somente com denominadores menores ou iguais a n.

Vejamos a sua construcao.

« ~ 0 1 .
Tomemos entao, as frac;oes I € 6 (usando-a, convenlientemente para representar

o infinito). No primeiro passo sera gerada a mediante fio = % No segundo passo teremos
_+_

0 acréscimo de duas outras mediantes, 0+1 1 e —— 1+l 2 . Abaixo, temos um esquema
1+1 2 140

inicial da arvore, com os primeiros racionais gerados e na figura seguinte a localizagdo de
tais racionais na reta numerica.

0 1
0 1 1
1 1 0
0 1 1 2 1
1 2 1 1 0
0 1 L 2 1 3 2 3 1
1 /%\ 2 /E\ 1 /5\ 1 /I\ 0
o1 1 2 1 3 2 3 1 4 3 5 2 5 3 4 1
1 1 3 5 2 5 3 4 1 3 2 3 1 2 1 1 0
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4. Fracdes Continuas

O algoritmo de Euclides, em que se usa o metodo das divisdes sucessivas para se
encontrar o maximo divisor comum de dois numeros, é usado para se converter uma fracao
em fracdo continua. No caso, para o célculo do MDC de dois nimeros inteiros, fazemos
sucessivas divisdes até que o resto seja zero.

Vejamos:

Dados dois numeros inteiros a € b, com a>b, temos a=b-gq+r, com
0<r<b-1onde a éodividendo, b o divisor, qo quociente e r o resto.

Sendo a,b e N, com a>b >0, segundo o algoritmo de Euclides temos
a=0,-b+r, (O<r,<b);
b=q,-r,+r, (0<r <r);
=0, - +r, (0<r,<r);

rn=0g,-r,+r, (0<r,<r,);

rs=0,,T,+r, (0<r_,<r,.);
2 =0n Ty
Segue, que se r, =0, o processo termina, seja na primeira equacdo ou apés certo
numero de passos, e MDC(a,b)=r, ;.

Cada igualdade (exceto a ultima) contém a representacdo de uma soma de um

namero inteiro com uma fracéo propria. Fazendo as devidas substitui¢cdes, obtemos

a 1 1 1 1
B:qO+F:qO+—r1:q0+—1:q0+ 1
. q1+r ql+7r ql+—1
’ ’ a9+ ° a, +
! Oy +
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: . a
Continuando o processo, obteremos o desenvolvimento de ™ sob a forma de uma

fracdo continua.
Portanto, dizemos que uma fra¢do continua simples de ordem n é toda expressédo da

forma:

q0+ 1
q, +
g+

qn—2 +
qn— +—
t g

n

onde g, é um ndmero inteiro e g; é um inteiro positivo, para i =12,...,n.

Sejaa fragéo% . Vamos usar 0 método para calcular m.d.c(83,18).

83 =4 x 18 + 11
18 =1 x 11 + 7
11 =1 x 7 + 4
7=1x 4+ 3
4 =1 x 3+ 1
3=3x 1+ 0

Assim, m.d.c(83,18) = 1 e podemos expressar ;3—8 como uma fracéo continua, onde

9, =4,0,=10,=109,=1q,=1e a; =3.

§:4+ 11
18 14 =
1+ !
1

1+ —
1+1
3

Sendo assim, os nimeros d,,0;,d,,... S40 chamados de quocientes parciais, pois

nada mais sdo do que os quocientes encontrados nas divisdes sucessivas.
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5. Problemas

Fracdes Equivalentes

Problema 1 (COMPETICAO MATEMATICA DO RIO GRANDE DO NORTE* - 8¢ 9°
ano —2015)

. . L 124 124124 1240124
Considere 0s nimeros racionais a = —— = ec=

, b= c=
421 421421 4210421
que a=b=c? Justifique a sua resposta!

. E correto afirmar

124124 _124 1001 1240124 _124 10001

= c= = ,lo
421421 421 1001 4210421 421 10001 J
a=b=c pois b e c sdo equivalentes a a.

Solugdo: Temos que b=

Questdes sobre Sequéncia de Farey®

Problema 2

Sejam a, b, c, d inteiros ndo nulos tais que ad — bc = 1. Prove que aLz é uma fracdo
c+

irredutivel.

Solucdo: Seja f =mdc(a+b,c+d). Assim, f/a+b, f/c+d.

Temos que ad—bc=1. Somando e subtraindo bdao primeiro membro da
equacdo, obtemos ad +bd —bc—bd =1.

ad+bd—-bc—bd =1 = d(a+b)—b(c+d)=1.

Como f/a+be f/c+d,teremosque f /1. Assim, f =1.

Problema 3.

A . A . .. a
A sequéncia F, de Farey é a sequéncia de todas as fragcOes irredutiveis b com

0<a<b<n arranjados em ordem crescente.

4 http://www.olimpiada.ccet.ufrn.br/wp-content/uploads/2015/10/Prova_N2.pdf

% Problemas 2, 3 e 4 foram retirados de POTI — Polo Olimpico de Treinamento - Nivel 2, Aula 3. Disponivel
em: <http://poti.impa.br/uploads/material_teorico/c6aeewhejio8g.pdf >. Acesso em 02/01/2017.

Problemas 5 e 6 : Mddulo de Potenciacédo e dizimas peridédicas. NUmeros irracionais e reais, oitavo ano.
Portal da Matematica. Disponivel em: < https://matematica.obmep.org.br/uploads/material/irracionais.pdf>.
Acesso em 02/01/2017.
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F ={0/1 1/%}

F, ={0/1 1/2,1/%}

F,={0/1,1/3,1/2, 2/3,1/1}

F, ={0/1, 1/4, 1/3,1/2, 2/3, 3/4, 1/1}

F. ={0/1, 15, 14, 1/3, 2/5, 1/2, 3/5, 2/3, 3/4, 4/5, 1/1}

F. ={0/1, 1/6, 1/5, 1/4, 1/3, 2/5, 1/2, 3/5, 213, 3/4, 4/5, 5/6, 1/1}

Claramente, toda fracdo % <1 com mdc(a,b) = 1, estd em algum F,. Mostre que se m/n e

m’/n” sdo fragBes consecutivas em F, temos [mn” —nm’| = 1.

Solucéo: (Considerando-se que é conhecido o Teoremal)

7

mm N . « <
Se —,— séo fragOes consecutivas, entdo elas formam um par de Farey e enté&o,
nn

m m . .
Sendo — < —, teremos mn—mn'=1.
n n

4

m m ., , ,
Ou, sendo — < —, teremos mn—mn=1= mn-mn'=-1.
n n

Sendo assim, |mn—m'n|=1.

Problema 4. (Revista Quantum — Jornal Kvant)

Todas as fragdes irredutiveis cujos denominadores ndo excedem 99 sdo escritas em ordem
crescente da esquerda para a direita:

1 1 5

99'98""

E
g
Quais sdo as fra(;(”)es —b € _; em cada lado de —8 ?

a
"b7

Solucéo: Ao listarmos todas as fragdes irredutiveis no intervalo [0,1) com denominadores

. . ~ . r r ~ .
menores ou iguais a n = 99, duas fragoes consecutivas B e - (B < —J sao tals que
S

q s\q
N 1 . .
gr— ps=1, ou seja, re_-, Quanto maiores forem os denominadores g e s, menor
s g 0s

ficara i

gs

Vamos fixar a fragdo Ezg. Assim, T estara mais proximo a sua direita e

q S

correspondera ao maior s possivel e menor que 99 tal que existe rcom gr—ps=1, ou
seja, 8r —5s =1.
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Temos que r=2 e s=23¢é uma solugdo inteira de tal equacdo. Logo, a solucao
inteira geral serd dada por r =2+5t (I) e s=3+8t(ll), com t inteiro.

Como devemos ter s=3+8t<99, a solucdo da inequagdo nos da t<12.

Substituindo t=12em (1) e (Il), obtemos r=2+5-12=62e s=3+8-12=99.

r 62
Logo, —=—.
s 99
L r 5 P ) .
Além disso, com — = g’ 0 — mais proximo a sua esquerda correspondera ao maior
S q

g possivel menor ou igual a 99 tal que existe p com 5g—-8p=1. Como q=5¢€¢ p=3 ¢
solucéo inteira de 59 —8p =1, a solucéo inteira geral serd dada por g=5+8t e p=3+5t,
com t inteiro. Para termos 5+8t<99, t devera ser menor ou igual a 11. Logo,

q=5+8-11=93 ¢ p=3+5-11="58. Portanto, B:%.
q
Porfimlgzizge§:£:5_8.
d s 9 b q 93

Problema 5.

A sequéncia F, de Farey € uma sequéncia de conjuntos formados pelas fragdes

irredutiveis % com 0<a<b<n arranjados em ordem crescente. Exibimos abaixo 0s
quatro primeiros termos da sequéncia de Farey.

F ={0/1 1/1}

F,={0/1,1/2,1/1}

F,={0/1,1/3,1/2, 2/3,1/1}
F, ={0/1, 1/4, 1/3, 1/2, 2/3, 3/4, 1/1}

Qual deve ser o conjunto F,?

Solugdo: F, ={0/1, 1/5, 1/4, 1/3,2/5, 1/2, 3/5, 2/3, 3/4, 4/5, 1/1}

Problema 6.

. . L~ a C o n .. A
E possivel mostrar que se duas fragoes o e 3 sdo vizinhas na sequéncia de Farey F,

(veja o exercicio anterior) entdo ad — bc = +1. Sabendo disso, vocé consegue determinar

£ a - : . 5
que a fracdo o estd imediatamente a esquerda de - em F, sem calcular todos os seus

elementos?

Solucéo: A partir do enunciado, devemos ter
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5b-7a=1() ou 5b-7a=-1=7a-5b=1(ll).
Para (I) temosb =3 ea=2comoumasolucdioeem (Il)a=3eb =4.

a . S .. « o2
Como ™ deve ser menor ou igual a ex a unica solucdo possivel é 3

Problema 7 (X ORM?® — 22 fase de 2007, nivel 3)

A sequéncia de Farey é uma sequéncia de fracdes entre 0 e 1 construida com as seguintes
etapas:

0 1
1) = =
1) 1 1
0 1 1
2y 2 = =
@) 1 2 1
0o 1 1 2 1
@ 3 = =
1 3 2 3 1
0 1 1 21 3 2 31
W= 2 =55 >0
1 4 3 52 5 3 41
e assim por diante, sempre tomando duas frac6es vizinhas E, T & inserindo-se entre elas
q s
a fracdo M. Mostre que em qualquer etapa da construcdo da sequéncia de Farey
g+s
quaisquer duas fragdes vizinhas P T satistazem ps—qgr=-1.
q s

Nota: Aqui a definicdo de sequéncia de Farey € diferente da usual, correspondendo a um
nivel da arvore de Stern-Brocot.

Solucdo: A afirmacdo é verdadeirana linhal: 1.1 -10=1enalinha2:1.1-02=1 e
21-11=1.
Suponhamos que ela seja verdadeira para quaisquer duas fragdes vizinhas da linha

n.
Tomemos entédo, duas fragOes vizinhas da linha n + 1. Elas serdo da forma Po e
a,
+r +r r r.. . .
Po * 1y ou Po * 1y e —, onde Pn e — sdo duas fracBes vizinhas da linha n.
g, +S, g, +S, S, q, S,

® Olimpiada Regional de Matemética de Santa Catarina. http://www.orm.mtm.ufsc.br/provas.php



http://www.orm.mtm.ufsc.br/provas.php

32

- . « « +r,
Pela hipotese de inducdo vale p,s, —d,r, =—1. Entdo, no caso de Po e Potla
qn qn + Sn
serem vizinhas, obtemos p,(q, +S,)—4d,(p, +1,) = P,S, —q,r, =—1.
+r r .
Da mesma forma, se Pty e — forem vizinhas, obtemos
qn + Sn Sn

Sn(pn + rn)_rn(qn +Sn) = PaSy — Uy =-1.
Portanto, por inducdo, a afirmacéo é valida para qualquer linha n.

Questoes sobre Circulos de Ford

Problema 8 (OPM’ — 12 e 22 séries do Ensino Médio - 2004)

Chamamos de sequéncia de Farey de ordem n a sequéncia obtida quando escrevemos em

ordem crescente as fracGes irredutiveis, com denominador menor ou igual a n, localizadas

no intervalo [0,1]. Por exemplo, a sequéncia de Farey de ordem 6 é
0111121323451

Ia6a§121§$§1§15$§72ag$6’
Lester R. Ford criou uma interpretacdo geométrica para as sequéncias de Farey:

tangenciando cada ndmero racional ndo negativo B, sendo p e g primos entre si,
q

. . A i 1 . A x
construimos uma circunferéncia de diametro — - Algumas dessas circunferéncias, gue Sao
g

denominadas circunferéncias de Ford, sdo mostradas na figura a seguir.

/ N N N
/ \\__ 7 A 4 ; \
| |
\ pi \ f—\\ /
/ _ /

. ) i

] 1 1 2 1 4 3 5 2

1 3 2 3 1 3 2 3 1

. . A 1 1
(a) Verifique que as circunferéncias que tocam os pontos > e 1 sdo tangentes.

7 www.opm.mat.br/provas
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Solucdo: Pelo enunciado, temos que a circunferéncia que toca o ponto %tem raio %e

centro Cl[%%j e a que toca o ponto % tem raio %e centro C{%%) Basta mostrar que

a distancia D entre os centros é igual a soma S dos raios.

2 2
DZ:[LEJ +(1_1j ~pr-1,2_25_p.>
1 2) (278 1 64 64 8
g-1,1_5
278 8

Logo, S = D, como queriamos mostrar.

. - 1 . N
(b) Mostre que as circunferéncias que tocam os pontos da forma — s&o tangentes a
q

: - 0
circunferéncia gue toca o ponto I .

Solugdo: Para que as circunferéncias sejam tangentes, a distancia entre os centros
devera ser igual a soma dos raios.
2 2 4 2 2 2
D? [1 1 J {o 1} _pr i 111 gt+29’+l (@7 +D)°

2 2¢° 1 q 4 29> 49" o 4q* 4q°
2
Logo, D=4 *1
29
2
Asomadosraiosé8=1+i2=q—tl.
2 2 2q

Entdo, D = S, como queriamos mostrar.

Problema 9 (Vestibular de Inverno UEM® — 2011).

Dados numeros inteiros p e g de forma que a fragéo P seja irredutivel, e considerando um
q

p

. i ] 1 :
sistema de coordenadas cartesianas xOy, o circulo de centro no ponto az—z e raio
q

2% é chamado de circulo de Ford e é representado por C[p,q]. Com base no exposto,

assinale o que for correto.

8 http://www.vestibular.uem.br/2011-1/uemli2011p3glMatematica.pdf
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01) A area de C[p,q] é

16q*
02) Nenhum circulo de Ford tangencia o eixo das abscissas.
04) A equacéo cartesiana da circunferéncia que delimita C[1,2] pode ser escrita como

2 2 y 1
X“4+y —x—==-=.
y 4 4
08) Se dois circulos de Ford, com centros nos pontos M e N, com M # N, sdo tangentes
no ponto T, entdo, os pontos M, N e T sdo colineares.

16) Os circulos C[1,2] e C[1,3] sdo tangentes entre si.

2
Solucédo: 01) Falso. A area de C[p,q] é 7z~( 12j = 7[4 .
29 4q

02) Falso. Ver pagina 20 do presente trabalho.

04) Verdadeiro. Pela definicdo do problema o centro da circunferéncia é (%lj Além

disso, sabendo que a forma geral de wuma circunferéncia é dada por
(x=x, ) +(y—y,)* =r?, onde (x,,Y,) é o centro da circunferéncia e ré o raio, teremos
0 seguinte: A equacdo da circunferéncia que delimita C[1,2] sera
1

x—+ 2+ y—l T 1 2:>x2—x+1+y2—lyjti—i:>x2+y2—x—1y———
2 8 8 4 47 64 64 4 4
08) Verdadeiro. Suponha que M, N e T ndo sejam colineares. Entdo, se T é o ponto

simétrico de T em relacdo a reta W, teremos que MT" = MT e NT" = NT (por
congruéncia de triangulos). Logo T~ seria ponto comum, distinto de T, aos dois circulos, e
esses circulos ndo seriam tangentes.

M N

16) Verdadeiro. Para que os circulos sejam tangentes, devemos ter a distancia entre
seus centros igual a soma de seus raios. De fato, seja D a distancia entre os centros e S a
soma dos raios.

, (1 1) (1 1) (1) (5)Y 1 25 144+25 169 13
D =|-—Z| +|s—=| =|=| t==| =5t = —=-,=>D==—
2 3 8 18 6 72) 36 712 72 72 72

1 9+4 13

1,1 _9+4_13
g8 18 72 712
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Problema 10 (Desafio em Matematica® — PUC-Rio out 2015)

Inscrevemos dentro do circulo unitario (de equacio x? + y? = 1) trés circulos menores, de
mesmo raio, tangentes dois a dois e tangentes ao circulo unitario nos pontos (0,—1) e

(\/51

i?'i]' Dentro de cada tridngulo curvilineo formado junto ao circulo unitario

inscrevemos um novo circulo. Repetimos o processo indefinidamente, conforme sugerido
na figura.

/\

Determine se em algum momento construimos um circulo tangente ao circulo unitario no
ponto (1,0).

Solugdo: A resposta é que NAO: nunca construiremos um circulo tangente ao circulo
unitario em (1,0). Mais geralmente, se um circulo é construido tangenciando o circulo

unitario em (Xo, Yo) # (0,-1) entéo \/g%Jr y ) é racional.
0

Para demonstrar este fato fagamos uma inversdo com centro no ponto (0,-1) para obter a
figura abaixo, conhecida como a dos circulos de Ford.

Mais precisamente, suponhamos que a imagem do circulo unitario pela inversdo seja o eixo
horizontal.

9 http://www.puc-rio.br/desafios/download/resolucao prova desafio-matematica 2015.pdf
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e O circulo tangente ao circulo unitario em (0,-1) € levado em uma reta horizontal.

e Os circulos tangentes ao circulo unitario em (Jr—,—J sdo levados em circulos

gue tangenciam o eixo horizontal em [ ,OJ indicados na figura por 1 e O (para

obtermos a figura usual).

e Os circulos tangentes ao circulo unitario em ( — ——] sdo levados em circulos

que tangenciam o eixo horizontal em (+\/_ 3,0), que seriam indicados na figura por
2e—1.
e Os circulos tangentes ao circulo unitario em (0,1) é levado no circulo menor que

tangencia o eixo horizontal na origem, indicado por %

Resta provar que na nova figura, todos os circulos tangenciam o eixo horizontal em um
ponto indicado por um racional. Para isto, basta provar recursivamente as seguintes
afirmagdes do proximo paragrafo.

Po < P tangentes entre si e portanto formando com
o Ui

0 eixo horizontal um tridngulo curvilineo. Temos p,g, — P,d;, =1 e os circulos tém

Sejam dois circulos em posi¢oes

1 1 . . . . n -
raios — e F, respectivamente. O novo circulo inscrito neste trlangulo curvilineo
205 0,

tem posicao = com p = p,+ P, G =0, +, € seu raio & Ziz
q q

Questdes sobre Fracoes Eqipcias

Problema 11 (OPM?° - 60 e 70 anos - 2011)

No Egito Antigo, as fracdes eram expressas principalmente como soma de fragdes distintas
com numerador igual a 1. Por isso, fragdes com numerador igual a 1 s&o chamadas fracgdes

. . 11 8 . .
egipcias. Por exemplo, eles utilizavam §+§ no lugar de = (mais precisamente, eles

: o 1 1
escreviam hierdglifos que representam 3 e g).

Os matematicos questionaram se era possivel representar todo nimero racional B, com

q
1< p<q, como soma de fracBes egipcias distintas. A resposta é sim, e foi encontrada por

Fibonacci (o mesmo da sequéncial).

10 www.opm.mat.br/provas
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Para isso, pode-se utilizar o algoritmo guloso, que funciona da seguinte forma: subtraimos
s P : s 1 ) P . :
da fracdo a maior fracdo — que € menor do que e depois continuamos 0 processo
q n q
com a fracdo que sobrar. Por exemplo:
4 1 ( 4 1j 1 3 1 1 2 1 1 1 1

— =S| S | =S =S ——— =+ +
17 5 \17 5) 5 8 5 29 2465 5 29 1233 3039345

3 N o
a) Escreva - como soma de fragOes egipcias distintas.

b) O problema do algoritmo guloso é que ele gera fracbes com denominadores muito
grandes ( como 3039345 no exemplo acima). O préprio Fibonacci sugeriu outro
1 1

a
ab—1 b b(ab—1)’

8 .. 8 1 1 1 1
guloso gera, para —, a eXpansio — = — 4+ = + — + ——
11 11 2 5 37 4070

i - . . 8 ~ .
Para aplicarmos a ideia de Fibonacci, escrevemos 1 como soma de fragGes cujos

método, baseado na identidade Por exemplo, o algoritmo

numeradores sdo divisores distintos do sucessor do denominador, ou seja, de 11 + 1
=12, e utilizamos a identidade acima:
8 2 6 1 1 1 1 1 1 1 1

—=—t— =4t —— = —+—+—
11 11 11 6 611 2 211 6 66 2 22
Tendo essa ideia em mente, escreva % como soma de fracGes egipcias distintas,

todas com denominadores menores que 2011.

~ .. 3 1 (3 1 1 2 1 1 2 1 1 1 1
Solugdo:a) —==+|=—-=|==+—==+—+| ——— |==+—+—
7 3 \7 3) 3 21 3 11 (21 11) 3 11 231
33 15 10 8 15 1 1 10 1 1
b) = + + Temosque —==4+——, —=—+——€
119 119 119 119 119 8 8.119 119 12 12.119
8 1 1 .33 1 1 1 1 1 1

— = . Assim, — == —+ +—+ =
119 15 15.119 119 8 8.119 12 12119 15 15.119

1.1 1 11

= —_—— e —
8 952 12 1428 15 1785
Problema 12 (OPM* - 80 e 90 anos do Ensino Fundamental - 2011)

No Egito Antigo, as fracdes eram expressas principalmente como soma de fragdes distintas
com numerador igual a 1. Por isso, fragdes com numerador igual a 1 sdo chamadas fracgdes

11 www.opm.mat.br/provas
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L - 11 8 . .
egipcias. Por exemplo, eles utilizavam §+§ no lugar de o (mais precisamente, eles

. T 1 1
escreviam hieroglifos que representam 3 e g).

Os matematicos questionaram se era possivel representar todo ndmero racional B, com

q
1< p<q, como soma de fragcdes egipcias distintas. A resposta € sim, e foi encontrada por

Fibonacci (0 mesmo da sequéncial).
Para isso, pode-se utilizar o algoritmo guloso, que funciona da seguinte forma: subtraimos
s P : £ 1 . P . :
da fracdo a maior fracdo — que é menor do que e depois continuamos 0 processo
q n q

com a fragdo que sobrar. Por exemplo:

4 1 ( 4 1) 1 3 1 1 2 1 1 1 1

==+ = = + =—+—+

— =t =S =t =+ —— =+ — +
17 5 \17 5) 5 8 5 29 2465 5 29 1233 3039345

a) Escreva % como soma de fragdes egipcias distintas.

b) A cada passo do algoritmo guloso, determinamos a maior fracdo egipcia menor do

que uma fracdo (ndo egipcia) P como B:% , devemos tomar como
q q 4
p
. o . . q 4 1 1
denominador o menor inteiro maior ou igual a —. Por exemplo, — =-— = ——
17 17 425
4

e devemos tomar 5 como denominador.
Considerando a fungéo teto de x, denotada por [x], tal que [x]= menor inteiro
maior ou igual a x, a cada passo do algoritmo guloso tomamos a fracdo egipcia

B

Sendogq=pl+r,0<r<p,emquelé o quociente e r é o resto da divisdo

. Note que, no exemplo inicial, {%} = [4,25]=5.

euclidiana de g e p, calcule {%} em funcéo de .

c) Mostre que, a cada passo do algoritmo guloso, 0 numerador da fragdo que sobra

diminui e conclua que toda fragédo P é a soma de, no maximo, p fragdes egipcias

distintas.

~ . 51 (15 1y 1 11 1 1 (11 1y 1 1 3 1 1 1
Solucao: o P e R S i e i ks
19 2 19 2) 2 38 2 4 \38 4) 2 4 76 2 4 26

3 1 1 1 1 1
o el e e e
7% 26) 2 4 26 988
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b) {%} = {M} =1+1 porque p_I =| e LA 1, entdo, 0 menor inteiro maior ou
Y
: r .
igual a — serd 1.
p
c) Suponhaque g=p-l+r,0<r<p.Ser=0,entdo E:%, e a demonstracdo esta
q

terminada. Podemos, portanto, supor que r = 0. Entdo

g:I+L,dondeI<&<I+1,ouseja,}>£>i
p p p I g I+1
Assim,B—i= p=r

g I+1 q(I+2

Mas, como p—r < p, os numeradores das diferencas sucessivas sao estritamente
decrescentes quando r = 0.

Obs.: Note que P=r L , € logo as préximas fracdes egipcias terdo
ql+1) I+1

denominadores maiores que | +1. Assim, todas as fragdes egipcias obtidas serdo
distintas.

Solucdo retirada de RPM 17, pég. 8.

Problema 13 (OLIMPIADA CEARENSE DE MATEMATICA?'? — Nivel 1 - 2015)

Um inteiro positivo n diz-se invocado se existem n inteiros positivos a,,..,a, , dois a dois
1

distintos, tais que L ot —=1.
a1 a‘n

O inteiro positivo 3, por exemplo, é invocado, porque 1= % - % + %

Mostre que os inteiros 4, 5, 6 e 7 séo invocados.
Solucéo: 4 é invocado: 1=1+1=1+1.1=1+1. l+1+1 =1+1+1+i
2 2 2 2 2 4 6

- 1 1 11 1 1(1 1 1 1 1 11
5éinvocado: l==+==—+4+=-l=—4+=| —+-+-+— |=—4+—4+=-+—+—
2 2 2 2 2 2\2 4 6 12) 2 4 8 12 24

12 http://www.mat.ufc.br/ocm/arquivos/Nivel 1 2015.pdf
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- 11 11 1 1(1 11 1 1 111 1 1 1
6éinvocado: l==—+===4+=1l==+=| S+ 4+-4+—+— |=—+"+-+—+—+—
2 2 2 2 2 2\2 4 8 12 24) 2 4 8 16 24 48
7 é invocado:
11 11 111 11 1 1 1 111 1 1 1 1
l=—4—==+=-1=—+—| —+—+—+—+—+— |[=—+—+—-+—+—+—+—
2 2 2 2 2 2( 4 8 16 24 48) 2 4 8 16 32 48 96

Problema 14 (OMERJ*® — 6° e 7° anos 2016)

No intervalo das competicdes de judd da Rio-2016, alguns atletas japoneses divertiram-se
resolvendo questbes de Matematica. Eles pesquisaram em alguns sites de Olimpiadas de
Matematica e viram que um inteiro positivo n é chamado de invocado quando existem
inteiros positivos a,,a,,...,a, dois a dois distintos, tais que

1 1 1

—+—+..+—=1.
a a, a

n

O inteiro positivo 3, por exemplo, é invocado, porque
1= 1 + 1 + 1
2 3 6

O desafio maior para os japoneses foi confirmar que o 8 também é invocado. Mostre que
eles estavam certos.

x 11 11 1 1(1 1 1) 1 1 1 1
Solugdo: 1==+===+=1l==+=| +=+= |[==+"+-+—
2 2 2 2 2 2\2 3 6) 2 4 6 12
11 11 1 1(1 1 1 1 111 1 1
l=—+—=—4+=-l=—+=-|—+—+—+— |=—+—+-+—+—
2 2 2 2 2 2\2 4 6 12) 2 4 8 12 24
11 11 1 11 11 1 1 111 1 1 1
l=—F—==+=-1=—4+=|—+—F+—F+—+—|=—+—F+=-+—+—+—
2 2 2 2 2 2\2 4 8 12 24] 2 4 8 16 24 48
11 11 1 1111 1 1 1 111 1 1 1 1
l=—+—=—4+=-l=—4+—-| —+—+-4+—+—+—|=—F+—F+—+—+—+—+—
2 2 2 2 2 2\2 4 8 16 24 48) 2 4 8 16 32 48 96
11 1 1, 1 1(1 11 1 1 1 1} 1111 1 1 1 1
l=—+—=—+=-l=—4+=|+—+—-+—+—F+—+—|==F+—F+—+—+—+—+—+—
2 2 2 2 2 22 4 8 16 32 48 9) 2 4 8 16 32 64 96 192

Problema 15 (OLIMPIADA CEARENSE DE MATEMATICA — Nivel 3 — 2015).

13 Olimpiada de Matematica do Estado do Rio de Janeiro. http://www.omerj.org/provas-e-
gabaritos
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Um inteiro positivo n diz-se invocado se existem n inteiros positivos a,,...,a,, dois a dois

distintos, tais que S + ot 1 1.
a, a

O inteiro positivo 3, por exemplo, é invocado, visto que 1= % +%+%.

Mostre que todo inteiro n > 2 é invocado.

Solucéo: Pelo exemplo do enunciado, o nimero 3 é invocado.
Suponha que k >3é invocado, ou seja, suponha que existem inteiros positivos

a,,...,a, , dois a dois distintos, tais que 1= i+...+i. m
a

1 ak
Tem-se que &, =2 para todo i e{l,...,k} pois, caso contrario, o lado direito de (I)
seria maior que 1. Assim, os k + 1 inteiros positivos 2,2a,,2a,,...,2a, sdo dois a dois
distintos. Além disso, l+i+...+i = l+l i+...+i L —+= L =1.
2 2a 2a, 2 2\aq a, 2 2

Mostramos entao que k =3 é invocado e que se k >3 é invocado, entdo k +1
também é invocado. Logo, pelo principio da inducéo finita, todo inteiro n > 2 € invocado.

Fracdes em geral

Problema 16 (OPM4)

O grande matematico John Horton Conway ( ja presente em outras OPMs) criou uma
linguagem de programacdo baseada em sequéncia de nimeros racionais positivos, a
FRACTAN. Vamos conhecé-la.
E dada uma sequéncia de racionais positivos. Em cada passo da execucdo de um programa
FRACTAN, a entrada é um inteiro positivo que deve ser multiplicado pelo primeiro
namero da sequéncia tal que o produto seja inteiro. Esse produto é a entrada do préximo
passo.
Para o primeiro passo sempre se toma uma poténcia de 2, isto ¢, N, = 2", para n inteiro
positivo. O programa termina quando obtemos novamente uma poténcia de 2. Dizemos que
tal poténcia de 2 € a saida de nosso programa. Complicado? Um exemplo deve ajudar.

52 4 1 1 3

Considere a sequéncia A= (f,; f; f.;f,; f.; f —;—;—:;—:—11|.Paraaentrada
q (123456)(333911132j

2°, 0s passos Sao:
N, =2°

N, = N, f, =2°.5=3.22

N

www.opm.mat.br/provas
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N, =N,f, =311

N, =N, f, =3° 11222973213
33

N, =N f, =22.3° -13-%:24-3-11

N, =N, f, =2¢.3.11. 22 = 28 .13
33

1
N, =N, f, =2°.13. — =2°
8 8la 13

A saida €, portanto, 2°. Para facilitar o entendimento do processo, 0s passos foram
escritos explicitando-se as fatorag6es em primos das entradas.
Pode-se provar que, para a sequéncia A, se a entrada ¢ 2", a saida ¢ 2°".
a) Considerando novamente a sequéncia A, escreva todos 0s passos para a entrada
N = 2. Sabemos que a saida é 2*, mas vocé deve listar todos os passos
intermediarios.
b) Seja n inteiro positivo. Apresente uma sequéncia de racionais positivos B tal que,

seaentrada é 2", asaida é 2°"*.
Solucdo: a) N, = 2°
N, =N, f, =22-5-2.3
2
3

N,=N,f, :2-33:32

N,=N,f, =311

N, =N, f, =32 .11.22 ~3.22 .13
33
N, = N, f, =3.22.13. 24 9419
39

1
Ny =N fy =24 10~ =2".

. 104 88 2 2 .3
b) Considere B=(f,; f,;f.;f,;f.;f)=|—;—;—;—;=:11]|.
) (i f2i Toi fai fsi o) (333911132}

Verificaremos que para N, = 2", teremos a saida 2°"*.

42
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N, =2"

n 3 n-1
N,=N,f, =2"-2=3.2"".

2
(..)

n-1 3 n
N,,=N_f =3 2:5=3
Nn+2 n+1f _3n 11

A partir dai alternamos

% — 3n—j—l . 23(j+1) 13
33
88

f _3n j-1 23(J+l) 13
39

N,,=N,f =3"7.2%.11.

N. . =N =3"12.230+2) 11

i+2 i+l

E, finalmente,

2

2
N,,=N f,=2".11.—
k+1 k '3 11

=21ou N, . =N,f, =2°".13.- =
k+1 k "4 13

_ 23n+1

Problema 17 (OPM® 2011 - 12 ¢ 22 séries do Ensino Médio)

O grande matematico John Horton Conway ( ja presente em outras OPMs) criou uma
linguagem de programacdo baseada em sequéncia de nimeros racionais positivos, a
FRACTAN. Vamos conhecé-la.

Seja (f,, f,,..., T, ) uma sequéncia de nimeros racionais positivos. No k-ésimo passo da
execucdo do nosso programa FRACTAN a entrada é um inteiro positivo Nk que deve ser
multiplicado pelo primeiro f; tal que N, f; € um ndmero inteiro. Tal produto N, f, éa
entrada do préximo passo, ou seja, N,,; =N, f;.

Para o primeiro passo sempre se toma uma poténcia de 2, isto ¢, N, = 2", para n inteiro
positivo. O programa termina quando obtemos novamente uma poténcia de 2. Dizemos que
tal poténcia de 2 é a saida de nosso programa. Complicado? Um exemplo deve ajudar.

52 44 1 1 3

Considere a sequéncia A= (f,; f ;f.; f,;f.; f ——;—:;—:=11|. Paraaentrada
q (123456)(333911132j

2% 0s passos Sao:
N, =2°

N, =N, f :23-223-22

wZ
I
=z

U‘I_h
I

3-22-g=32-2

15 www.opm.mat.br/provas
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N, =N, f, :32.2;:33

N, =N,f, =311

N, =N, f, =3° 112229732 13
33

N, =N f, =22.3° -13-%:24-3-11

N, =N, f, =2¢.3.11. 22 = 28 .13
33
1
Ny =N, f, =2°.13. = =2°
8 8 "4 13

A saida é, portanto, 2°. Para facilitar o entendimento do processo, os passos foram
escritos explicitando-se as fatorag6es em primos das entradas.

Pode-se provar que, para a sequéncia A, se a entrada é 2", a saida é 2*".

Suponha que uma dada sequéncia S de racionais positivos fornece para as entradas 2", n
inteiro positivo, saidas 2™ . Dizemos que a sequéncia S computa a funcdo f(n). A
intencdo dessa questdo € ensinar as ideias basicas da programacdo FRACTAN. Vocé ira
aprender a construir uma sequéncia que computa a funcdo f(n) que vocé desejar. (Assim
esperamos!)

Primeiro escrevemos um programa, em uma linguagem que denominaremaos pré-
FRACTAN, no qual cada linha tem a seguinte forma:

linha n: > nl;& - n2;...;& —n,

q, qa, Ay

Sendo que a acdo a ser realizada na linha n é trocar o inteiro N por

P N para o primeiro

i (1<1<k) parao qual tal resultado € inteiro e ir para a linha n,. Como no FRACTAN, a

entrada é uma poténcia de 2 e o programa termina quando obtemos uma nova poténcia de
2. Por exemplo, considere o programa P1 a seguir:

linha 0:%—)0;1—>1

22
linha 1: ? -1

Para a entrada 2°, o programa P1 executa 0s seguintes passos:

linha 0 $22.3 linha 0 $2.32 linha 0 538 linha 0 533 linha 1 502 .32 linha 1 5243 linha 1 526

7 7

(j& viu esse passos hoje?) E termina.
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Para chegarmos as fracGes propriamente ditas, excetuando-se a linha 0, tiramos as
referéncias de uma linha a ela mesma. Por exemplo, a partir de P1 obtemos um novo
programa P2:

linha 0:%—)0;1—>1

22
linha 1:? -2

22
linha 2:?—>1

Agora falta pouco. Atribuimos a cada linha, exceto a 0, um nimero primo grande (maior
do que qualquer um que tenha aparecido no numerador ou denominador de uma fracao
utilizada no programa pré-FRACTAN original) e, entdo, a linha

P: % - Q;% — R;% — S;... em que P,Q, R e S sdo os tais primos grandes,

correspondentes as fragdes:

ﬂ;ﬁ;ﬁ nessa ordem. Assim, a nossa sequéncia A= 2;ﬂ;i;i;ﬁ;ll foi
bP dP fP 3339 1113 2
construida a partir do programa P1, utilizando as ideias mostradas (e algumas outras, que
voceé tera que descobrir!).

a) Escreva um programa pré-FRACTAN, nos moldes de P1, que dada a entrada 2"

tenha como saida 2" .
b) Faca um programa em FRACTAN que computa a funcdo f(n)=n?, ou seja,
apresente uma sequéncia de racionais positivos F adequada.

Né&o apresentaremos aqui a solucdo deste problema. Uma solucdo para o item b) pode ser
encontrada na Revista Eureka 39 — solucdo do problema proposto n° 156, paginas 57-60.

Problema 18 (elaborada pela autora)

A 1, ]
Em qualquer sequéncia de Farey temos que > é seu termo central e também que a soma

dos termos equidistantes a % é sempre igual a 1. Sabendo-se disso, complete a sequéncia

q =

011111212132341 1
1'9'8'7'6'5'9'4'7'3'8'5'7'9'2 1
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Solucdo: Como a soma dos termos equidistantes a % é sempre igual a 1, basta fazer a

diferenga entre 1 e o termo conhecido. Por exemplo, 1—i =§. Procedendo desta forma,

obteremos
_{01111121213234154352537456781}

0 T ) T o T T o T e o e o I o e e e o e e D T T T S D T

1'9'8'7'6'5'9'4'7'3'8'5'79'2'9'7'5'8'3'74'9'5'6'7'89'1

Fracdes Continuas

Problema 19 (CMRJ' 2008-2009)

A fracdo i—; pode ser escrita sob a forma 2 + ;1 , onde (x,y,z) é igual a:
X+

1
y+-
Z

(A) (11, 2, 5) (B) (1, 2, 5) (C)(1,52)  (D)(13,11,2)  (E)(5 2, 11)

Solugdo: Temosque 37=2.13+11

13=1.11+2
11=5.2 +1
2=2.1+0

Assim,x=1,y=5ez=2

Problema 20 (Torneio das Cidades®’)

Calcule
1 1

2+ 1 1+ 1
1 1
3+ —— 1+
4+# 3_{.;
1 1
ot —— it ——
2005 2005

16 https://www.youtube.com/watch?v=wdzaXU2GjTs

17 https://www.youtube.com/watch?v=kyCst6 X FB94. Acesso em 10/01/2018.
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. 1 1
Solucéo: + =
1 1
2+ 1+
1 1
3+ 1+
4+ 1 3+ 1
1 1
et —— +—
2005 2005
1 . 1
1+1+ 1 1+ 1
1 1
3+ 1+
4+71 3+71
1 1
4+ et ——
2005 2005

Repare que a expressao destacada em vermelho é a mesma. Vamos representa-la

por X.
1 1
T w— 1
141+ R S—
1 |
34— 1+ —
FU 34!
1 1
2008 2005
Entao, L + 1 =
1 1
2+ 1+
1 1
3+ 1+
4+ 1 3+ !
1 1
e —— e —
2005 2005
1 1 1 1 1 X 1+X
+ = + = + = =1.
Iex g 1 Tax x4l 14x x+41 14X
X X

Problema 21 (OPM*® — 6° e 7° anos do EF — 2017)

18 www.opm.mat.br/provas
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Nesse problema vamos estudar a Arvore de Euclides. Essa arvore é construida a partir da

fragéo 1 e cada fracdo P gera duas novas fracGes P e P*a A seguir temos 0s
1 q pP+q q
termos iniciais dessa arvore.
1
1 2
2 1
LN 2 T
3 2 3 1
/N /N /N /N
1 4 3 5 2 5 3 4
14 3 5 2 5 3 4 1
/N /N /N /N /N /N /N /N
1 E 4 7 3 § 51 7 2 7 5 3 7 4 5
5 4 7 3 8 5 7 2 7 5 8 3 7 4 5 1

. x m . £ 1
Para fazer o caminho de volta de uma fracdo qualquer —, com m=n, até a fracdo 1
n

usamos 0s seguintes passos:

m m-n m
<« sem>n € —
n n n n—m

se m<n

5 .
Por exemplo, comecando de o temos 0s seguintes passos:

Como 5<12 a fracdo veio de

:%. Como 5<7 essa fragdo foi gerada por

5

7-5
. 5 5 5 3 1 1
passos chegamos no caminho — ¢ — «— — < — < — <~
2 7 2 2 2 1

=g. Agora temos 5> 2, entdo a fracdo foi gerada por 5;22 =g. Seguindo esses

. : « . L 1 N
a) Determine o caminho voltando da fracéo % até a fracao 1 escrevendo as fracoes

obtidas em cada passo.

Solugéo: 2r . 27> 17 entdo essa fragdo foi gerada por 2r-1r 10
17 17 17
10 : 10< 17 entdo essa fracéo foi gerada por 0 _10
17 17-10 7
10 10-7

7: 10>7 entéo essa fracéo foi gerada por . =$
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RlwhMlw

. 3< 7 entdo essa fracdo foi gerada por

~
w | | W
w

. 3< 4 entdo essa fracdo foi gerada por

w

|

R RPIN

3>1 entdo essa fracdo foi gerada por

| =

N
[N

RPINRFRPIWAWN|W

. 2>1 entdo essa fracdo foi gerada por -

Logo, o caminho de volta é

2r 10 10 3 3 3 2 1

— =«
17 17 7 7 4 1 1 1

Vamos atribuir a cada fracdo um ndmero inteiro positivo que representa sua posicao
. N . . - . o .
na arvore. A fracéo 1 esta na posicéo 1, % esta na posicao 2, % esta na posicao 3, % esta

na posicao 4, e assim por diante. Como cada fracdo gera duas fragdes, podemos observar

que se uma fracao P possui posicdo N as fracOes P e P+q
q P+q q

posicOes 2N e 2N + 1, respectivamente. Dessa forma, para achar o termo que ocupa a
posicdo t vamos dividindo por 2 até obter quociente 1. Depois devemos fazer 0s passos no
sentido contrario, multiplicando por 2, ou multiplicando por 2 e somando 1, de acordo com
0s restos obtidos nas divisdes por 2.

Por exemplo, para encontrar a fracdo que ocupa a posi¢éo 88 dividimos 88 por 2,
obtendo quociente 44 e resto 0, ou seja, 88 =2 .44 + 0.

Agora, dividimos 44 por 2, obtendo quociente 22 e resto 0, ou seja, 44 =2 .22 + 0.

Continuando o processo, obtemos

geradas dela ocupardo as

22=2.11+0
11=2.5+1
5=2.2+1
2=2.1+0
e paramos aqui, pois obtivemos quociente 1.
Os restos obtidos, de baixo para cima, séo 0, 1, 1, 0, 0, 0. Logo, fazemos uma soma
no denominador, duas no numerador e, finalmente, trés somas no denominador. A
ramificagdo da arvore €, entdo,
1 1 1 1+2 3 3+2 5 5 5 5 5 5 5
S>—=———=—D—=—>>——==—">——=——> =—
1 1+1 2 2 2 2 2 245 7 7+5 12 12+5 17
Ou em resumo
1 1 3 5 5 5 5

DD D> — > —.
1 2 2 2 7 12 17

Portanto a fracdo na posicao 88 é % :

b) Usando os passos anteriores, determine a fragdo que esta na posicao 114.
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Solucao: 114=2.57 +0

57=2.28 +1
286=2.14 +0
14=2. 7 +0
7=2. 3 +1
3=2. 1 +1

Os restos obtidos sdo: 1, 1, 0, 0, 1, 0. Assim, fazemos duas somas no numerador, duas no
denominador, uma no numerador e por ultimo, uma no denominador. A ramificacao da
arvore seré entdo

1 1+1

2+1

2 3 3 3 3
S e == = 5=
1 1 4 7

3+7 10 10 10
N —

3
11 1 3+1 3+4 7 7 10+7 17

A fracdo na 1142 posicao é g .

Problema 22 (OPM*® — 8° e 9° anos do EF — 2013)

Os numeros reais podem ser expressos na forma de fracdes continuas, isto €, na forma:

a, +

a, +

emque a, éinteiroe a,,a,,a,,... S0 inteiros positivos. Utiliza-se a notagéo
[a,.8,,8,,8;,...].

2013 « . L
Por exemplo, para escrever 37 na forma de fracdo continua, inicialmente, calculamos o

maior inteiro menor ou igual a esse racional. Esse € 0 a,. Assim:

%:54+E:54+i
37 37 37
15

. 37 . .
E repetimos 0 processo agora para I e, assim por diante, obtendo a,,a,,a,,...

%:54+E:54+i:54+ L =54 + ! :54+;

37 37 37 7 1 1
— 2+ — 2+E 2+ 1
15 15 e o4t

19 www.opm.mat.br/provas



http://www.opm.mat.br/provas

51

Temos entdo que %:[54,2,2,7]. Pode-se demonstrar que todo racional tem uma
representacéo finita (com um numero finito de a,’s) como fragéo continua.

As coisas ficam ainda mais interessantes quando consideramos 0s ndmeros irracionais.
Cada irracional possui uma representacdo Unica como fracdo continua a qual é infinita. E,
quando a truncamos, ela fornece as melhores aproximacdes racionais para ele.

Por exemplo, 7 =314159265...=[3;7,15,1,292,11,1,2,1,3,...]. Adotando
! 7 - iig = 3,14159292 ... obtemos uma excelente aproximagéo!

15+}
1

7 =~[37151] =3+

7+

Uma questdo extremamente interessante da teoria de fracGes continuas €: quais numeros
tém uma representacao periodica quando escritos dessa maneira? Por exemplo, qual

nimero real tem a representacdo [1:111...]=[11]?

Seja x =1+

1+1

1+,i

< - 1
Ent&o podemos observar que (verifique) X =1+ =< x* -x-1=0< x = e, Como
X

, . 1+ .
X € positivo, X = , a razdo aurea!

E como é a representacao de /32 Fazemos 0 procedimento usual. O maior inteiro menor
do que /3 é 1. Assim:

V3=1+(3-1) =1+ LS P S PN S JUN SR JU
1 J3+1 v3-1 T, 1 1
1+ — + 1+
J3-1 2 2 2 J3+1
J3-1
=1+ 1
1
1+ —
2+(\3-1)
Repetindo as passagens acima:
J3=1+ 11
1+
1
2+
1
1+
2+(v/3-1)

E assim por diante. Ou seja, /3 =[1;1,21,2...]=[112].
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a) Escreva a representacdo de TE como fracao continua.
199

b) Escreva a representacao de V11 como fracdo continua e conclua que v11 ~ 50

Solucéo: a) Aplicando o algoritmo de Euclides, encontramos

2017=49.41+8

41=5. 8 +1
8=8. 1+0
Assim, 20i=49+i
41 !
+i
8
b)
1-3+(1-3)=3+—+ 34 L+ _g, L g 1 g 1
1 J11+3 J11-3 1 1
3+ 3+ 3+
Vi1-3 2 2 2 N
J11-3
1
=3+ T

3+6+(\/ﬁ—3)

Repetindo as passagens acima:
1

\/ﬁ=3+ 1
3+

6+ 1

1

3’+«5+(\/ﬁ—3)

E assim por diante. Ou seja, +/11 = [3:3,6,3,6,...]=[3;3,6].

199= 3.60 +19
60=3.19 +3

19=6.3 +1
3=3.1 +0

1

N W
60 3, 1
AT

6+~
3

(observamos que, com efeito, /11 = 3,31662479...

. e % = 3,3166666. .. € uma boa

aproximacdo de V11, com quatro casas decimais corretas depois da virgula).
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7. Conclusotes

Neste trabalho foram propostas questdes envolvendo o assunto fragdes, com a
intencdo de despertar o interesse pelo estudo da Matemética, mas com conteldos nédo
triviais do ensino basico.

Os assuntos tratados e suas referidas questes foram escolhidos de forma a buscar o
questionamento e a investigacdo na busca de solugdes. Os topicos selecionados, apesar de
ndo fazerem parte do contetdo bésico dos ensinos fundamental e médio, incluem questdes
possiveis de serem resolvidas com conhecimentos mais elementares. No entanto, em
alguns casos, requer-se um desenvolvimento mais aprofundado, sendo mais adequada sua
aplicacdo em turmas preparatorias para olimpiadas.

Para turmas de Ensino Fundamental, nas questdes sobre sequéncias de Farey, pode-
se pedir para que escrevam 0s proximos conjuntos, que tentem descobrir o “segredo” da
sequéncia, ou seja, que o termo intermediario é a soma dos numeradores sobre a soma dos
denominadores das fracOes extremas. Pode-se fazer o experimento de, calculando a
diferenca entre termos consecutivos de uma sequéncia, verificar que o denominador de tal
resultado serd sempre igual a 1.

As questbes sobre Circulos de Ford sdo mais adequadas ao ensino médio, pois
necessitam de conhecimentos de geometria, podendo ser trabalhada em algumas turmas de
9° ano.

Por fim, que este trabalho incentive tanto professores e alunos e que busquem
outras possibilidades de relagdo com o contetudo, como o célculo de areas e o teorema de
Pick, ndo deixando de notar o qudo incrivel é o estudo da Matematica e as diversas
possibilidades de relacdo entre seus contetidos.
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