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Resumo:

Este trabalho tem como objetivo transmitir um pouco do conhecimento
basico de como surgiu a Teoria dos Grafos, o que vem a ser uma Arvore, e
em particular, o que é uma Arvore Geradora Minima (AGM), os algoritmos
de obtencao de AGMs, além de sua aplicagao no auxilio do desenvolvimento
do raciocinio estruturado no Ensino Fundamental II.

Além da apresentacao dos dados acima citados, ele encerra um estudo
de caso, com a descricao e anélise do comportamento dos alunos ao utilizar-se
de um dos algoritmos de obtencao de AGMs que foram mostrados.

Palavras Chaves: Grafos, Arvores, AGMs, Educacéo

Abstract:

This work aims to transmit a little of the basic knowledge of how the
Theory of Graphs came to be, which becomes a Tree, and in particular, what
is a Minimum Spanning Tree (MST), the algorithms of obtaining MSTs, in
addition of its application in support of the development of structured rea-
soning in Elementary School II.

In addition to presenting the above data, it closes a case study, descri-

bing and analyzing student behavior using one of the algorithms for obtaining
AGMs that were shown.

Keywords: Graphs, Trees, MSTs, Education
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Capitulo 1

Teoria dos Grafos:
O que é, de onde vem?

1.1 Introducao

Pode-se dizer que teoria dos grafos nasceu na cidade de Konigsberg da
antiga Prussia, hoje chamada Kaliningrado, na atual Rissia.

Foi um tipico desafio logico, ja que consistia em fazer um passeio pas-
sando pelas sete pontes, porém uma vez sobre cada pontes que interligavam
as partes da cidade que era cortadas por vertentes do rio Pregel, formando
uma ilha na parte central.

O matemaético suigo Leonhard Euler, em 1736, nao s6 conseguiu elu-
cidar o problema como acabou por criar uma teoria que se aplica a varios
problemas deste tipo.

Ele usou um modelo simplificado das ligacoes entre as regioes e esta-
beleceu um teorema que diz em que condi¢oes sao possiveis percorrer cada
linha exatamente uma vez e voltar ao ponto inicial. E este foi o primeiro
teorema da Teoria dos Grafos, e o modelo usado para resolver o problema o
primeiro exemplo de grafo documentado.

Os grafos sao usados na area de TI na criacao de fluxogramas, redes de
comunicagao (como redes Lan e WLan) modelos de fluxo de dados, algoritmos
de escalonamento, layout de circuitos, algoritmos de pesquisa e ordenagao e
modelos de maquinas de estado. Infelizmente, naquela época, era tudo
muito tedrico, com pouca visao pratica da disciplina.

No Brasil, praticamente nao havia literatura em portugués, que pudesse
ser considerada como livro texto basico para o assunto.

O livro de Paulo Osvaldo Boaventura (cuja primeira edi¢ao é de 1973),
por exemplo, ainda nao havia se firmado como um dos guias da disciplina, o
que explica a disciplina nao ser cogitada até bem pouco tempo como sendo
parte integrante do curriculo de formacao de professores de matematica.

Durante muitos anos, apenas alguns cursos de Matematica apresenta-
vam a disciplina a seus graduandos de bacharelado, e assim mesmo, apo6s o



periodo de disciplinas obrigatorias.

Apenas os itens mais famosos, como o problema das pontes de Konigs-
berg, ou o problema das quatro cores, eram questoes habitualmente citadas
nos textos basicos, a maioria apostilas feitas pelos proprios professores da
cadeira.

E isso, apesar do boom da computagao no Brasil nos anos 1980 e 1990,
algoritmos como o de Kruskall, Prim ou Dijkstra (todos da década de 1960),
nao faziam parte da teoria vista normalmente, uma vez que computadores
ainda nao era comuns (Informética, como um curso de nivel superior, ainda
estava se firmando. Era a época em que se devia entrar num curso de Mate-
mética, para depois migrar para Informatica).

Deste modo, a ideia de se aplicar conceitos para o ensino de topicos
de Matemética, ou para se estruturar o raciocinio dos alunos, nao era vista
como viavel para esse tipo de trabalho



1.2 Notas Historicas

1.2.1 Introducao Histoérica

Como todos os ramos da Matematica, a Teoria dos Grafos teve seu ini-
cio por conta da curiosidade humana, na sua eterna busca na resolugao de
um problema.

A diferenca é que, enquanto os outros ramos tiveram sua origem em
problemas praticos, ligados ao trabalho diario da pessoa, a Teoria dos Grafos
tem o seu inicio determinado pela resolugao de problemas (um em particu-
lar), que mais parecem passatempos, além de nao ter tido sua teoria unificada
logo de inicio.

Diversos resultados esparsos foram obtidos, em diversas situacoes des-
conectas, e que somente séculos depois foram percebidos como sendo partes
de um mesmo assunto.

Como vemos em [Lloyd], foi Leonard Euler o primeiro a utilizar os
conceitos basicos para resolver o problema das pontes de Konigsberg.

Pela importancia do método utiizado por Euler em mostrar que o pro-
blema nao tinha solucao, e ainda, demonstrar as condi¢oes necessarias para
que tal tipo de problema pudesse ser resolvido, ele é considerado o Pai da
Teoria dos Grafos.

Figura 1.1: Leonard Euler

Euler ainda escreveu alguns resultados da teoria, mas como ele proprio
nao acreditava que fosse se tornar uma coisa séria, suas anotacoes ficaram
escondidas, no meio de sua enorme producao.

Esses resultados ficaram perdidos por décadas, s6 sendo redescober-
tos ap0s outros estudiosos trabalharem na Teoria dos Grafos.

Temos ainda os resultados de Gustav Robert Kirchhoff, nascido na
mesma Konigsberg (1824 - 1877), cujo trabalho com circuitos elétricos utili-
zou os conceitos de grafos, e em particular, arvores.



Esses resultados serviram de incentivo para que outros pesquisadores
e cientistas, das mais diversas areas, utilizassem desses conceitos em seus
trabalhos.

Isso aconteceu com o trabalho de Arthur Cayley (1821 - 1895), que

utilizou os conceitos de arvores em seu trabalho como quimico orgéanico, es-
pecificamente, isdmeros de hidrocarbonetos alifaticos saturados.

Arthur Cayley

https:/en.wikipedia.org/wiki/File: Arthur_Cayley.jpg

Figura 1.2: Arthur Cayley

A teoria dos grafos contou ainda com a importante contribuicao de
William Rowan Hamilton (1805 - 1865) - matemaético, fisico e astronomo -
que ao inventar um jogo simples, consistindo na busca de um percurso fe-
chado envolvendo todos os vértices de um dodecaedro regular, de tal modo
que cada um deles fosse visitado uma tnica vez, deu origem ao estudo de
grafos Hamiltonianos, que tém por problema-base encontrar um caminho fe-
chado, que passasse por todos os vértices do dodecaedro.

Ja no século XX, o trabalho de William Thomas Tutte (1917 - 2002),
criptologista, foi de grande importancia no desenho de grafos. A introdugao
do uso de técnicas da algebra linear (matrizes) para desenhar grafos facilitou
o manuseio e armazenamento das informagoes em computadores.

Por conta do crescente poder dos computadores em manipulacao de
dados, alguns problemas (que seriam meros passatempos, pois eram impos-
siveis de serem trabalhados em grande escala) passaram a ser resolvidos, tais
como tragado de rotas de entregas, fluxo de mercadorias, entre outros.

A partir de 1970, a teoria dos grafos teve um grande salto com o desen-
volvimento acelerado dos computadores, os quais, apds a 2a guerra mundial
alcangaram seu apogeu, com a criagao do primeiro software para microcom-



putador criado pelos estudantes William (Bill) Gates e Paul Allen, o qual
era uma adaptcao do BASIC (Beginners All-Purpose Symbolic Instruction
Code, ou "Codigo de Instrucgoes Simbolicas para todos os Propositos dos
Principiantes") para o ALTAIR (computador pessoal projetado em 1975).

Anos mais tarde, Gates e Allen fundaram a Microsoft, uma das mais
bem sucedidas companhias de softwares para microcomputadores.

Foi entao que surgiram publicacoes referentes a algoritmos de grafos,
abrindo assim possibilidades para utilizacao aplicada da teoria dos grafos.

No Brasil a teoria dos grafos chegou, segundo [Boaventura| (p.3), no
ano de 1968 com a apresentacao de trabalhos sobre esta teoria no I Simpoésio
Brasileiro de Pesquisa Operacional.

Desde entao, algumas universidades como UFRJ, UFF, USP, UNESP
e UNICAMP, comecaram a realizar trabalhos de pesquisa sobre teoria dos
grafos, sendo que hoje em dia essas mesmas universidades possuem em seus
quadros de docentes, pesquisadores em teoria dos grafos e aplicagoes.



1.2.2 As Pontes de Konigsberg

Konigsberg (atualmente Kaliningrad), no ano de 1776, possuia 7 pontes
ligando as diversas partes da cidade, cortada pelo rio Pregel, e com partes
da cidade situadas em duas ilhas deste rio, além das margens do rio.

Pelo fato da cidade se espalhar por essas regioes, a populagao comegou
a se perguntar se era possivel estabelecer um trajeto que passasse por todas
as areas da cidade, de forma a passar apenas uma vez por cada ponte.

Figura 1.3: Mapa de Konigsberg, com fontes destacadas

Apesar dos diversos trajetos propostos, a populacao sempre se via obri-
gada a passar por uma das pontes mais de uma vez. Mas, apesar de nao
conseguirem encontrar um trajeto, nao conseguiam também afirmar que tal
trajeto seria impossivel.

Leonhard Euler (1707-1783), em 1736 analisou o problema, e utilizando
elementos de Teoria dos Grafos, demonstrou em um artigo que, tal trajeto s6
seria possivel, se em cada regiao, o numero de pontes que chegam a ela for par.

Embora os elementos e, nem mesmo a propria Teoria dos Grafos ainda
nao estivessem determinados, o raciocinio utilizado por ele é a base dos pro-
blemas de trajeto minimo.

Observe que a ponte 7 nao foi usada no trajeto, apesar de todas
as regioes de Konigsberg ja terem sido percorridas
Euler separou a cidade em regides (vértices), trabalhou as pontes como
sendo as ligagoes entre as regioes (arestas), e trabalhou em cima de combina-
toria para demonstrar a impossibilidade de tal trajeto, além de estabelecer
as condigoes em que tal trajeto seria possivel.

Este problema é considerado como sendo o pontapé inicial da Teoria dos
Grafos, embora o estabelecimento da mesma como um ramo da Matematica



Figura 1.4: Um dos caminhos propostos por Euler

s6 ocorreu décadas depois, quando foi observado que uma série de resultados
obtidos isoladamente, para problemas distintos, continham elementos em co-
mum.
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Figura 1.5: Grafo representando as regides e as pontes da cidades



1.3 Teoria dos Grafos e a Educacao Matema-
tica

O desenvolvimento de teorias matemaéticas que relacionam elementos
de conjuntos discretos é bastante recente se comparado a historia da “ma-
temética continua”’. Exemplo disso, a Teoria dos Grafos, formulada ja no
século XVIII e que ainda assim foi “redescoberta muitas vezes” (HARARY,
1973, apud |Boaventural, p. 2).

Nas ultimas décadas, pesquisas da area de Educacgao e Educacao Mate-
mética (BRIA, COSENZA, CAMPOS, 2000; MUNIZ JUNIOR, 2007; MALTA,
2008; DEGGERONI, 2010) sugerem a abordagem da Teoria dos Grafos no
Ensino Fundamental e Médio, como viés para discussao de problemas de ma-
tematica aplicada ao cotidiano escolar.

Muitos pesquisadores e educadores tem apresentado trabalhos e cur-
sos, mostrando a viabilidade da inclusao de conceitos em nivel de ensino
médio, uma vez que a Teoria dos Grafos é uma excelente ferramenta para a
modelagem de muitas situagoes.

De acordo com a situagao proposta, podemos verificar seu nivel de
dificuldade, e a partir dai, observa-se que vérias delas se referem a questoes
apresentadas em nivel de Ensino Médio, e até nivel de Ensino Fundamental II.

O nivel dessas atividades pode ser classificado de acordo com a fina-
lidade e a area de destino, de forma a separarmos o que pode ser feito em
nivel estudantil basico, médio ou em nivel superior.

Quanto a finalidade, a classificacao se faz entre atividades que usam
modelos discretos e atividades de modelagem. Enquanto estas requerem in-
terpretagao, formulagao e analise de um problema, aquelas ja apresentam
modelos prontos a serem analisados pelos alunos.

Quanto a area de destinagao , as atividades dividem-se de acordo com
a dificuldade na interpretacao do enunciado ou na resolu¢ao do problema.
Este trabalho também apresenta atividades mais complexas, pois ¢ impor-
tante que os alunos do curso de matemaética conhecam essa teoria desde um
nivel mais acessivel & Educacao Bésica até em niveis mais aprofundados,
como aplicagoes de Engenharia.

Observe que os problemas da Educagao Basica, sao problemas que nor-
malmente se dao como desafio 16gico aos alunos. Embora eles nao tenham um
embasamento teérico para explicar o porque de suas solugoes, eles chegam



Quanto 4 finalidade

Atividades que usam Atividades de
modelos discretos modelagem
| Educaciio Bisica Desenhando na O Problema das
Quanto 2 § ponta do lpis Pontes de Konisherg

area de
destinagio | poino S Froblemas defluxo | O problema de destinagdo

méximo em rede de funciondrios

Quadro 1: Classificagio dos problemas apresentados, de acordo com a finalidade e com a area de destinagio.

Figura 1.6: Quadro comparativo

a estas através de caminhos que sao passiveis de receber essas explicacgoes,
baseadas na teoria.

No caso do "Desenhando na ponta do lapis” resume-se na construgao
de determinados desenhos sem que a ponta do lapis seja retirada do papel. A
Teoria dos Grafos surge neste problema como uma ferramenta que permita
ao aluno estudar a possibilidade de desenhar uma figura.

Como as figuras sao, normalmente, apresentadas prontas, esta ativi-
dade caracteriza-se como uso de modelo discreto, ja que o objetivo principal
é fazer uma analise dos desenhos propostos.

O mesmo raciocinio foi usado no problema das pontes de Konigsberg.



1.4 Grafos - De onde veio esse conceito 7

1.4.1 Definicao

Um GRAFO é um ente matematico, formado por vértices e arestas, re-
presentando uma situacao-problema, onde cada vértice representa um objeto
e/ou pessoa; e as arestas representam as relagoes entre dois destes vértices.

Por conta disso, um grafo G é representado através de seu conjunto
de vértice V; e de seu conjunto E de arestas, tendo assim a notagao G(V,E),
conforme define [Jurk01].
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Figura 1.7: Mapa das regioes

Figura 1.8: Grafo correspondente ao problema das regices

A figura a seguir ilustra um conjunto de terras separadas por muros.
Supondo que todas sao cheias de agua, como podemos esvaziar todas, fu-
rando um nimero minimo de buracos nos muros?

Se cada terra e a area exterior formam o conjuntos de vértices, e se
cada muro separando duas areas é representado por uma aresta, obtemos o
grafo ilustrado na figura.

A solucdo para esse problema passa pela aplicacdo do conceito de AR-
VORE, mas para definirmos o que vem a ser um grafo deste tipo, precisamos
antes caracterizar o que vem a ser VIZINHANCA e MATRIZ DE ADJACEN-
CIA, o que é um GRAFO CONEXO, e o conceito de CICLO ou CIRCUITO

em um grafo.
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1.4.2 Vizinhanca de um Vértice

Em teoria dos grafos, diz-se que um vértice é adjacente de um vértice
v, em um Grafo G, quando este vértice que esta ligado a v por uma aresta.

A vizinhanga ou adjacéncia de um vértice v em um grafo G pode ser
representado por um subgrafo de G, constituido por todos os vértices adja-
centes a v e todas as arestas ligando esses vértices ao vértice v.

No caso de um vértice precisar ser ligado a ele mesmo, chamamos isso
de laco. Essa situacao nao é do interesse do nosso estudo, e por isso nao seré
abordada as suas utilizacoes.

Por exemplo, a imagem abaixo mostra um grafico G(V,E) de 6 vér-
tices e 7 arestas.

O vértice 5 é adjacente aos vértices 1, 2 e 4, mas nao é adjacente aos
vértices 3 e 6.

A vizinhanca do vértice 5 é o grafo com trés vértices, 1, 2 e 4, e uma
aresta conectando os vértices 1 e 2.

Isso nos permite estabelecer uma relagao entre os vértices, o que faz
com que possa ser montada o que se chama de MATRIZ DE ADJACEN-
CIA de um grafo.

Essa matriz nos permite montar uma imagem algébrica do grafo, per-
mitindo assim um trabalho com o mesmo, sem precisarmos ter a imagem do
grafo.
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Com isso, o uso dessa abordagem também permitiu que os algoritmos
computacionais de manipulacao dos grafos fossem criados, como os algorit-
mos de Dijkstra, Prim e Kruskal que, apesar de terem uma facil manipulacao
intuitiva no grafo, a implementagao do mesmo num computador nao é tao
simples sem o uso de matrizes.

No caso do grafo G dado como exemplo anteriormente, se assumirmos
que uma aresta existente é representada pelo valor "1"; e que uma aresta
inexistente é representada pelo valor "0", teremos a seguinte matriz de adja-
céncia:

010010
101010
010100
A=1001011
110100

(000100

Observe que nossa matriz de adjacéncia é uma matriz QUADRADA e
SIMETRICA, com n(V), por conta de cada vértice poder estar ou nao ligado
aos demais.

Desta forma, uma aresta ligando o vértice i ao vértice j, é representada
pelo valor (1) no lugar do elemento (a(i, 7)), onde i seré o vértice de partida,
e o j sera vértice de chegada da aresta.

Verifique também que, a nao ser que algum vértice tenha um laco, a
diagonal principal desta matriz serd composta, exclusivamente, por elementos
iguais a (0).
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1.4.3 Conexidade

Segundo [Jurk01] (p.26-31), podemos descrever a conexidade como
sendo a propriedade inerente aos vértices de um grafo em que, partindo de
um vértice O qualquer, sempre é possivel alcancar qualquer outro vértice D
deste grafo, usando um grupo qualquer de arestas. Este caminho de arestas
entre esses vértices é chamado de CADEIA.

Desta forma, qualquer grafo que apresente essa propriedade ¢ dito como
sendo CONEXO, enquanto que os que nao possuem sao chamados de NAO-
CONEXOS ou DESCONEXOS.

Assim, basta que se apresente um par de vértices que nao possua qual-
quer cadeia interligando-os para se mostrar que o grafo é desconexo.

Grafo 1

Grafo 2

Podemos observar que, no GRAFO 1, sempre existe um caminho entre
quaisquer dois vértices do grafo, seja qual for o critério de escolha destes.
Exemplo:

Entre os vértice B e D temos os caminhos: B-A-D; B-C-D; B-C-A-D e
B-A-C-D.

Observe que nao existe uma exigéncia de que o caminho seja tinico, ou
o de menor distancia. Basta exibir um caminho.

Ja no GRAFO 2, nao existe qualquer aresta ligando um vértice do
conjunto E.F,G a um vértice do conjunto H,I.

Por exemplo, nao é possivel estabelecer um caminho entre os vértices
Eel

14



1.4.4 Ciclo ou Circuito
Um CICLO ou CIRCUITO, como vemos em [Boaventural, é qual-

quer caminho em que, partindo de um vértice qualquer pertencente a ele,
pode-se retornar a este, apds percorrer todo o caminho, sem ter de passar
novamente pelos vértices percorridos.

Exemplos de Grafos, com e sem Ciclo, respectivamente

G
B

B D
Grafo 1 Grafo 2

No exemplo dado acima temos, no GRAFO 1, um exemplo de grafo

com um circuito entre os vértices C,D,E (destacado em verde).
Observe que, escolhido qualquer um dos trés vértices, é possivel retor-
nar a ele, passando apenas uma vez pelos outros vértices que compoe o ciclo.

Ja no GRAFO 2, nao é possivel partir de um ponto e retornar a ele,
sem ter de passar novamente pelos vértices percorridos.

A ideia do ciclo é muito utilizada em situagoes que todos os vértices (ou
arestas) do grafo precisam ser percorridos, retornando ao ponto de partida.

As defini¢oes de Grafo Euleriano e de Grafo Hamiltoniano sao
feitas utilizando-se dessas nogoes.

Um Grafo Fuleriano é aquele que percorre todas as arestas do grafo,
sem repeticao destas.

O problema das pontes de Konigsberg é demonstrado como sendo im-
possivel, justamente por ser necessario passar por uma ponte (fazendo o papel
de aresta, neste caso) mais de uma vez.

Observe que um grafo s6 pode ser chamado de EULERIANO (ou seja
ter um caminho que passe por todas as suas arestas sem repeticao) se todos
os vértices tiverem um numero par de arestas incidentes, ou no maximo dois
vértices terem nimero impar de arestas (a razao do problema das pontes nao
ter solugdo).

15



b c

Grafo Euleriano

Figura 1.9: Grafo Euleriano

Ja um grafo que possua um Caminho Hamiltoniano é aquele em que se
percorre todos 0s seus vértices, sem que seja preciso passar por um vértice
mais de uma vez.

Repare que, na figura abaixo, os dois exemplos de caminhos nao utili-
zam todas as arestas do grafo (na realidade, sdo complementares), mas estes
dois caminhos nao sao os nicos possiveis.

o c
Caminho Hamiltoniano 01 Caminho Hamiltoniano 02

Figura 1.10: Caminhos Hamiltonianos

Além do caminho A-B-C-D-E-A, e do caminho A-C-E-B-D-A, apresen-
tados nos grafos da figura, poderiamos ter o caminho A-C-D-E-B-A, que usa
arestas dos dois caminhos anteriores, formando assim um terceiro caminho.

Essa ideia, somada ao conceito de arvore, seré a origem dos algoritmos
utilizados na construcio das chamadas ARVORES MINIMAS GERA-
DORAS.

16



1.4.5 Conceitos Adicionais

Alguns conceitos estao apresentados nesta secao pois, apesar de nao
serem imprescindiveis para o trabalho desenvolvido, ajudam a expressar me-
lhor o contetido. Sao eles:

1 - Grafo Rotulado

E o grafo em que os vértices recebem nomes (ou outra designagao qual-
quer), diferentes das letras maiusculas habituais.

Exemplo de Grafo Rotulado

Teresopolis

Petropolis

Cabo Frio

Rio de Janeiro Niteroi

17



2 - Grafo Valorado

E o grafo em que suas arestas tem valores atribuidos a elas.
Em geral, este grafo trabalha em conjunto com o anterior.

Exemplo de Grafo Rotulado e Valorado

Teresopolis

Petropolis 135

Cabo Frio
60

110

Rio de Janeiro Niteroi

Embora o conceito Arvore nao dependa do grafo ser valorado, a maior
parte das situagoes onde a estrutura se aplica envolve valores, o que acaba
forcando o uso de grafos valorados.

18



Capitulo 2

Arvores

2.1 Conceitos Basicos

Definicao

Podemos definir uma ARVORE como sendo um grafo conexo, sem ci-
clos.

Figura 2.1: Exemplo de Arvore
Como nem todo grafo é uma arvore, podemos afirmar que um grafo

serd uma arvore se e somente se existir um tnico caminho entre dois vértices
quaisquer deste grafo.
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Jurkiewicz define, em [Jurk02] (p67-68), as seguintes correlagoes, que
podem ser utilizadas como defini¢oes alternativas para o conceito de AR-
VORE, na forma de um teorema:

Teorema Seja T um grafo com n vértices.
As seguintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) T é uma arvore.
(ii) T nao contém ciclos e tem (n - 1) arestas.
(iii) T é conexo e tem (n - 1) arestas.
(iv) T é conexo e toda aresta ¢ uma ponte'.
(v) Todo par de vértices de T é ligado por um tnico caminho.
(vi) T nao contém ciclos, mas a adi¢ao de uma aresta produz um

unico ciclo.

A demonstragao feita por Jurkiewicz segue o esquema de (se entdo),
indo de um item para o seguinte, retornando ao item inicial no fim.

Apenas acrescentei imagens elucidativas a4 cada passagem da demons-
tragao, tornando o entendimento mais facil ao leitor.

Demonstracgao:
Seja um grafo T(V,E), com os vértices u,v € V(T), e uv a aresta que
os liga, uv € E(T).

(i) = (ii): Pela definigdo de arvore, T nao contém ciclos.

Portanto, a retirada de uma aresta uv separa u de v e o grafo é separado
em um par de arvores T} e 15 com n; e ny vértices, respectivamente, tais que
n = ny + No.

Por indugao, o nimero de arestas de T} é (ny — 1) e o numero de arestas
de T2 é (ng — 1)

Acrescentando a aresta uv, concluimos que o nimero de arestas de T
é, portanto, (ny — 1)+ (ne—1)+1=n—1.

uv

Figura 2.2: (i) ==> (ii)

Ponte: Aresta que, se for retirada, desconecta o grafo. Também chamada de "Aresta
de Corte"ou "Istmo".
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(ii) = (iii): Se T fosse desconexo, cada componente seria uma ar-
vore.
Por inducao, o nimero de arestas em cada componente é inferior em
uma unidade ao ntimero de vértices e o niimero total de arestas seria inferior
an—1.

Figura 2.3: (i) ==> (iii)

(iii) = (iv): A retirada de qualquer aresta separa o grafo, pois n - 2
arestas sao insuficientes para conectar o grafo.

RN

Figura 2.4: (iii) ==> (iv)

(iv) = (v): Se existisse mais de um caminho entre dois vértices, o grafo
teria um ciclo e haveria uma aresta que nao separaria o grafo.

Figura 2.5: (iv) ==> (v)
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(v) = (vi): Se T contivesse um ciclo, haveria um par de vértices ligado
por mais de um caminho. Sejam u, v esses vértices.

A adicao de uma aresta uv’, inexistente nesta suposicao, concatenada
com o caminho (tinico) entre u e v, produz um ciclo.

Se este ciclo nao fosse tnico, a retirada da aresta uv’ deixaria dois ca-
minhos distintos entre u e v.

uv'

Figura 2.6: (v) ==> (vi)

(vi) = (i): Basta mostrar que T é conexo. Se T fosse desconexo, uma
aresta ligando duas componentes nao produziria um ciclo.

SR

Figura 2.7: (vi) ==> (i)

No caso do grafo nao ser conexo, temos a chamada FLORESTA, grafo
desconexo formado por duas ou mais arvores.

O grafo da figura 2.3 é um bom exemplo de FLORESTA, onde cada
um de seus componentes é uma arvore.

Todo grafo conexo possui, pelo menos, uma arvore de extensao associ-
ada a ele (formada por todos os seus vértice, e algumas de suas arestas).
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Figura 2.8: Exemplo de Grafo e sua Arvore associada

Essa figura ¢ um 6timo exemplo do que ¢ uma ARVORE GERA-
DORA MINIMA, préximo assunto a ser abordado.
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2.2 Arvore Geradora Minima

Uma Arvore Geradora Minima (de agora em diante, AGM - em inglés:
Minimum Spanning Tree, ou MST), é uma arvore que contém todos os vér-
tices do grafo original, de forma que a soma de todos os valores das arestas
usadas para alcangar todos eles seja o menor possivel.

Uma AGM nao é necessariamente tnica para um grafo, embora em
grafos pequenos esse fendmeno aconteca.

2.2.1 Algoritmos Gulosos
Um ALGORITMO GULOSO (em inglés: greedy algorithm) é um algo-

ritmo que parte da técnica de conseguir uma solu¢cao em um local do grafo,
tentando obter assim uma solucao 6tima para o grafo todo, juntando as so-
lugoes obtidas localmente., conforme vemos em [AGuloso|.

Em geral, sao algoritmos simples, e que podem fornecer a melhor so-
lugao. Existe o risco de nao serem bem executados, se deixarem fechar um
ciclo, o que geraria loops em sua implementacao em programas de computa-
dor.

Um algoritmo guloso é usado, normalmente, em problemas de otimiza-
¢ao. O objetivo é achar um conjunto de candidatos que possuam o melhor
valor para uma situagao objetiva, procedendo um algoritmo passo a passo.

1. Inicialmente, assume-se que a resposta é um conjunto vazio. A cada
passo, o algoritmo seleciona um candidato a ser acrescentado no con-
junto.

2. Ele tenta selecionar o melhor elemento do conjunto de candidatos. Se o
acréscimo desse elemento no conjunto solugao é viavel, ele sera colocado
no conjunto, senao ele sera rejeitado e nunca mais seré considerado.

3. Se ele é viavel, o algoritmo testa se esse conjunto é uma solucao. Se é,
o algoritmo péra e retorna essa solucao. Senao, ele continua:
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Um exemplo geral de algoritmo guloso:
fungao guloso(C: conjunto) : conjunto
{C é o congunto de todos os candidatos}
;= {} (Congunto que constitui a solugao, inicialmente vazio)

Enquanto S nao € uma solucao e C nao vazio

x := Melhor elemento de C

C:=0C-{z}

Se x ¢ vidvel entao S := S U {x}

Se S ¢ uma solu¢ao entao retornar S

Senao retornar Nao encontrei uma solu¢ao

fim enquanto
fim guloso

Esse tipo de algoritmo é dito guloso porque ele sempre tenta pegar o
melhor pedaco, sem considerar as consequéncias no futuro.

Uma vez um candidato incluido no conjunto de solucao, ele fica sempre.
Isso significa que, para retornar uma solucao 6tima, a funcao de selecao do
proximo candidato é crucial.

Eis um exemplo de algoritmo guloso para dar o troco de 90 centa-
vos, visto em [Arvore|.
fungao TROCO(C: conjunto de moedas) : conjunto de moedas
C € o conjunto de todos os candidatos
S {)
Enquanto (Soma das moedas em S < 90) e (C nao vazio)
x := Moeda de maior valor em C
= C - {z}
Se (Soma dos valores em S+ x < 90) entao S := S U {z}
Se Soma dos valores em S = 90 entao retornar S
Senao retornar Nao encontrei uma solu¢do
fim Enquanto
fim TROCO

Note que o algoritmo pode retornar uma solugao que nao é 6tima:
TROCO({50, 50, 25, 25, 10, 10, 10, 10, 1, 1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1, 1})
Retorna: {50,25,10,1,1,1,1,1}

Pior, pode nao retornar uma solugao, quando na verdade existe uma:
TROCO({50, 50, 25, 25, 10, 10, 10, 10, 1, 1, 1, 1})

Retorna: Nao encontrei uma solucao

Ezemplos retirados do site (http://www.professeurs.polymtl.ca/michel.gagnon/

Disciplinas/Bac/Grafos/Arvores/arvores.html, em 11/07/2017)
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Pelo seu modo de trabalho, esses algoritmos sao a base para o processo
de geragao de arvores minimas. Por isso, problemas de caminho minimo, de
fluxo de rede, sao resolvidos através destes algoritmos.

Os principais algoritmos gulosos para a geragao de arvores minimas sao
os de Primm e de Kruskal. Sao algoritmos muito semelhantes, com
diferencas apenas na maneira de se implementar a escolha das arestas.

Esses algoritmos nao garantem a unicidade do caminho encontrado,
mas a solugao encontrada é sempre 6tima.

2.2.2 Algoritmo de Primm

O algoritmo de Prim é um algoritmo guloso, empregado para encontrar
uma arvore geradora minima num grafo conectado, valorado e nao direcio-
nado, conforme vemos em |[Prim)].

Isso significa que o algoritmo encontra um subgrafo do grafo original
no qual a soma total das arestas é minimizada e todos os vértices estao in-
terligados.

O algoritmo foi desenvolvido em 1930 pelo matematico Vojtéch Jarnik
e depois pelo cientista da computacao Robert Clay Prim em 1957 e redesco-
berto por Edsger Dijkstra em 1959.

Outros algoritmos conhecidos para encontrar arvores geradoras mini-
mas sao o algoritmo de Kruskal (estudaremos a seguir) e algoritmo de Bo-
ruvka (nao vamos analisd-lo neste trabalho). No entanto estes algoritmos
podem ser empregados em grafos desconexos, enquanto o algoritmo de Prim
precisa de um grafo conexo.

O algoritmo de Prim encontra uma &arvore geradora minima para um
grafo desde que ele seja valorado e nao direcionado.

Por exemplo, se os vértices deste grafo representassem cidades e as
arestas fossem estradas de terra que interligassem estas cidades, como pode-
rfamos determinar quais estradas asfaltar gastando a menor quantidade de
asfalto possivel para interligar todas as cidades?

O algoritmo de Prim, neste caso, fornecera uma resposta 6tima para
este problema, que nao necessariamente é tnica.
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Algoritmo genérico
Um algoritmo genérico para o algoritmo de Prim é dado da seguinte
forma:

Escolha um vértice S para iniciar o subgrafo
enquanto houver vértices que nao estao no subgrafo
selecione uma aresta segura
insira a aresta segura e seu vértice no subgrafo

Esse algoritmo comeca com a escolha da aresta de menor peso do grafo.

A partir dela, sempre usando arestas ligadas a vértices que ja estejam
conectados & arvore em formacao, escolhe-se a proxima aresta de menor
valor possivel, desde que esta nao feche um circuito.

O algoritmo encerra-se quando o ultimo vértice for conectado & arvore.

Exemplo de Codificagao do Algoritmo
fungao prim(G) G é grafo
Escolhe qualquer vértice do grafo como vértice inicial de partida
V(G) = Vértices de G
s := seleciona um elemento v € V(G)

Para(v € V(Q))

m[v] == nulo
Q= {(073)}
S =g

Enquanto(Q #¢)
v := extrair-min(Q)
S =S U{v}
Para.cada..u..adjacente..v
se((u # S).e.((pesoDaAresta(n[u] = u) > pesoDaAresta(v =

Q := Q{(pesoDaAresta(m[u] = u),u)}
Q = Q U{(pesoDaAresta(v = u),u)}
mlu] == v
retorna..{(n[v],v)|v € V(G)..e..w[v] # nulo
fimPrim
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Vamos verificar a aplicagao do algoritmo em um grafo-exemplo:

Modelo de um Grafo - Algoritmo de Prim

A

Como devemos escolher um vértice para comecar, podemos escolher en-
tre os vértices B ou C, uma vez que estes sao as extremidades da aresta de
menor valor do grafo G
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Algoritmo de Prim - 1° Passo

Como estamos com a aresta BC destacada, pelo algoritmo devemos pe-
gar a aresta de menor valor que tenha extremidade em B ou em C.

Essa necessidade faz com que o algoritmo acabe limitado a grafos cone-
X0s, uma vez que apenas arestas conectadas a vértices ja utilizados poderiam
ser escolhidas.
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Algoritmo de Prim - 2° Passo

A partir deste ponto, seguimos o mesmo raciocinio do passo anterior,
até que todos os vértices do grafo tenham sido conectados a nossa AGM.
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Algoritmo de Prim - 3° Passo

Observe que, apesar de o grafo ter arestas com valores menores, a li-
mitagao de utilizar apenas arestas ligadas a vértice ja conectados a AGM
impede o uso destas.
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Algoritmo de Prim - 4° Passo
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Algoritmo de Prim - 5° Passo

Neste ponto, falta apenas conectar o vértice G, para completar a AGM.
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Algoritmo de Prim - 6° Passo

Neste ponto, temos nossa AGM construida. Nao podemos garantir que
essa serd a arvore obtida, se escolhermos outro vértice para ponto de par-
tida.

Apo6s a analise do algoritmo de Kruskal com o mesmo grafo, vamos
comparar as AGMs para verificar se as diferengas existem ou nao.
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2.2.3 Algoritmo de Kruskal

O algoritmo de Kruskal é um algoritmo em teoria dos grafos que busca
uma arvore geradora minima para um grafo conexo com pesos.

Isto significa que ele encontra um subconjunto das arestas que forma
uma arvore que inclui todos os vértices, onde o peso total, dado pela soma
dos pesos das arestas da arvore, é minimizado.

Se o grafo nao for conexo, entao ele encontra uma floresta geradora mi-
nima (uma arvore geradora minima para cada componente conexo do grafo).

Esse algoritmo funciona nos mesmos moldes que o algoritmo de Primm,
com a diferenca de que a proxima aresta a ser escolhida nao precisa estar co-
nectada a arvore que esta se formando, vencendo inclusive a limitagao do
grafo ter de ser conexo, que o algoritmo de Prim exige.

A condigao da aresta escolhida nao fechar um circuito também faz parte
deste algoritmo.

Seu funcionamento é mostrado a seguir:

1. crie uma floresta F' (um conjunto de arvores), onde cada vértice no
grafo é uma arvore separada.

2. crie um conjunto S contendo todas as arestas do grafo

3. enquanto S for nao-vazio, faca:
remova uma aresta com peso minimo de S,
se essa aresta conecta duas arvores diferentes,
adicione-a & floresta, combinando duas arvores numa tnica
arvore parcial,
do contrario, descarte a aresta
fim enquanto.

Ao fim do algoritmo, a floresta tem apenas um componente e forma
uma arvore geradora minima do grafo.

Com o uso de uma estrutura de dados eficiente, o algoritmo de Krus-
kal possui complexidade de tempo igual a O(mlog(n)), onde m representa o
namero de arestas e n o ntimero de vértices, como visto em [Kruskal].

Devemos observar que uma estrutura de dados s6 é necessaria para
sua implementacao computacional. o algoritmo de Primm possui a mesma
complexidade de tempo e necessidade de uso de estrutura de dados para sua
implementagao computacional.

A seguir, temos a sequéncia de passos necessarios para se encontrar
a AGM relativa ao grafo utilizado no exemplo.
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Modelo de um Grafo

Como a aresta BC é a que apresenta o menor valor fixado, comegamos
por escolhe-la para iniciar a construcao da nossa arvore.
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Arvore Gradora - 2° passo

Observe que a proxima aresta escolhida foi a aresta EG, que nao pos-
sui qualquer conexao com a aresta BC. A escolha foi baseada apenas no seu
valor, e no fato de nao fechar um ciclo na arvore construida até o momento.

Do quarto passo até o final, mostra-se a construcao da arvore pro-
curada, através do algoritmo.
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Arvore Geradora - 3° passo
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Arvore Geradora - 5° passo

A

Arvore Geradora - 6° passo

eNao pode ser usada, pois,fecha um ciclo entre os vertices E, F e G
A
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Arvore Geradora Minima - Resultado

Podemos observar a AGM deste grafo destacada em vermelho, e em
preto estao as arestas do grafo original que nao foram utilizadas na montagem
da mesma.
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2.2.4 Comparacao das AGMs

Agora que ja trabalhamos os dois algoritmos, podemos comparar seus
resultados

AGM Kruskal

AGM Prim

Figura 2.9: Comparagao de AGMs

Podemos observar que as arvores obtidas pelos dois algoritmos sao
idénticas. Desse modo, apenas a facilidade de manipulagao manual de Krus-
kal em relagao a Primm (o fato da proxima aresta nao ter de estar ligada a
um dos vértices ja atingidos) pesa a seu favor.

Em termos computacionais, a implementacao é quase a mesma, mas
esse topico nao faz parte do nosso objetivo, e por isso, nao aprofudaremos o

assunto.

Se tivermos de utilizar algum algoritmo para introduzir o assunto no
ensino fundamental, Kruskal é o mais indicado por ser o mais intuitivo.
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Capitulo 3

Analise de Caso

3.1 Apresentacao

O caso analisado foi feito, utilizando-se uma proposic¢ao de uso do algo-
ritmo de Kruskal, em uma turma de 8° ano da Escola Municipal Benevenuta
Ribeiro, no Méier - Rio de Janeiro.

A tarefa consiste em duas etapas:

12 Etapa

1# - Apresentacao de um mapa de rotas entre algumas cidades, e pede-
se para que se encontre a rota com menor gasto para empresa, sem fechar
um volta entre cidades; e que todas as cidades sejam atingidas.

A questao é colocada para os alunos como sendo um desfio logico, em
que apoés encontrar a rota pedida, os alunos descrevam como conseguiram
chegar a tal resposta.

Apos analise dos raciocinios obtidos, sugere-se aos alunos tentarem ob-
ter a mesma resposta, utilizando-se do raciocinio mais votado.

2% - Apresentagao da nogao de grafos em geral; e do algoritmo de Krus-
kal, em particular, seguida da aplicagao do algoritmo no mesmo grafo mos-
trado anteriormente na primeira etapa.

22 Etapa

1* - Realizacao de exercicio utilizando o algoritmo de Kruskal, num
grafo de maior complexidade.
2% - Comparacao dos resultados obtidos na 1* e 2% etapas
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3.2 12 Etapa

Foi apresentado aos alunos um grafo (sem que se use o termo), repre-
sentando uma rede de estradas entre algumas cidades do estado do Rio de
Janeiro.

A ideia é tentar construir uma rota que passe por todas as cidades do
grafo. O exercicio é apresentado como sendo um exercicio de raciocinio 16-
gico.

A turma participante estava com 24 alunos no momento.

Exercicio:

"Dado as rotas entre as cidades do esquema abaixo, encontre uma rota
que passe por TODAS as cidades deste, sem repeti¢ao. Assuma que todas as
estradas sao em mao-dupla. Destaque com um lapis de cor a rota escolhida"

257

Trés Rios

Macaé

125

Duque de Caxias

155

Rio de Janeiro Cabo Frio

Figura 3.1: Rede de Estradas

Apo6s um periodo de 10 minutos, foi perguntado sobre as possiveis so-
lugoes para o problema proposto. Surgiram 3 solugoes, com as seguintes
frequéncias:

Solucao Opcaol Opcao2 Opcao3
Alunos 10 9 5

A opcao 1 foi a tnica que nao apresentou um ciclo, embora nao hou-
vesse sido dito que nao poderiam ser feitos ciclos.

Os alunos aparentam ver uma necessidade de que seja possivel fazer
este tipo de tracado, mesmo que este apenas acrescente mais uma estrada, e
que todas as cidades poderiam ser atingidas da mesma forma, se esta fosse
retirada.
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257

Trs Rios Macaé Macaé

257

N

'
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125";| \\7\59\ T
| -
".‘ Duque de Caviag /)<\

¥ ™

Cabo Frio Caba Fria Rio de Jangire

Rio de Janeira

Rio de Janeire

OPCAQ 1 OPCAQ2 OPCAO3

Figura 3.2: Solucoes Sugeridas

Continuando com a atividade, foi pedido que os alunos encontrassem
um trajeto, sem voltas (ciclos), de forma que o trajeto fosse o menor possivel.

Exercicio:

"Usando o esquema da atividade anterior, encontre agora uma rota nas
mesma condi¢oes anteriores, mas sem que exista uma volta ou lago no tra-
jeto."

Neste caso, apenas uma solugao foi encontrada, embora os caminhos
para chegarem a ela tenham sido diversificados.

Alguns alunos alegaram terem usado as rotas com menor valor, inde-
pendentemente de as cidades estarem todas ligadas inicialmente.

Outros alunos disseram terem pego as rotas a medida que chegavam
numa cidade do mapa, tentando construir a rota de forma direta.

Apenas dois alunos apresentaram uma solucao diferente desta, mas nao
era a de menor distancia, uma vez que o trajeto até Macaé era feito a partir
de Trés Rios, e nao a partir de Duque de Caxias, aumentando assim a rota
estabelecida.
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Trés Rios 257 Macaé
@—

Cabo Frio

Rio de Janeiro

Figura 3.3: Solugao Menor Rota

Trés Rios 257 Macaé
@ Py

155

Rio de Janeiro Cabo Frio

Figura 3.4: Solugao Rota Discordante
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3.3 22 Etapa

Nesta etapa, foi proposto aos alunos encontrarem uma solucao para o
problema dado numa folha a parte, com uma explicacao um pouco mais de-
talhada sobre o algoritmo de Kruskall.

A AGM solucao é mais complexa do que a proposta no exercicio ante-
rior, mas também é encontrada sem maiores dificuldades.

Nesta etapa, os alunos apresentaram uma maior resisténcia ao trabalho,
por conta do desenho da malha, mas ap6s comecarem a manipular a malha
proposta, perceberam nao ser mais dificil.

Apos a aplicagdao do algoritmo, a maioria obteve a AGM abaixo. Ape-
nas um dos grupos nao conseguiu chegar ao mesmo resultado, em virtude de
ser uma malha com maior nimero de componentes, e por conta da limitacao
do tempo de aula.

BRASILIA

BELO HORIZONTE VITORIA

CAMPO GRANDE

RIO DE JANEIRO

CURITIEA

Figura 3.5: AGM Vobo entre as Capitais

Observe que a AGM (em azul) em si é bastante simples, mas como
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existem vérias arestas com peso baixo que nao podem ser utilizadas, por for-
marem ciclos (duas estao destacadas em vermelho), isso fez com que alguns
alunos sentissem uma maior dificuldade em encontrar rapidamente a AGM.

Apobs o encerramento do trabalho, recebi sugestoes de utilizar varia-
¢oes do tema para as etapas iniciais, sem usar a palavra "rota", uma vez que
esta traz a nocao de locais pré-determinados para se passar.

Ao invés disso, foi sugerido que se usasse um exercicio com termos do
tipo "gasto minimo para construgao de uma estrada interligando cidades"ou
"rede elétrica/telefonica". As ideias sdo analogas, e nao tem a ideia de rota
embutida.

Apos as conclusoes, segue uma copia em anexo do trabalho proposto &
turma.
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Capitulo 4

Conclusoes

Apos observar os resultados obtidos nos trabalhos realizados pelos alu-

nos da turma em que apliquei os exercicios, pude tirar algumas conclusoes:

IT

I1T

IV

Existe um bom campo de trabalho para a Teoria dos Grafos, tanto
no Ensino Fundamental II como no Médio, apesar da insisténcia dos
cursos de formagao (Licenciatura) nao colocarem o uso da Teoria dos
Grafos como ferramenta para ensino de Matematica.

No Ensino Fundamental II (8° e 9° anos), seu uso sera na cons-
trugao do processo de raciocinio, de elaboracao de estratégias para a
resolucao de problemas, uma vez que um algoritmo nada mais é do que
uma sequéncia de passos que nos levam a resposta procurada.

A descoberta desses passos vird numa etapa posterior do trabalho,
uma vez que muitos deles nao conseguem seguir um roteiro de forma
eficiente.

O trabalho com algoritmos como esse pode ajudar nessa etapa.

No 6° e 7° anos, as estruturas de AGMs podem ajudar como pro-
blemas de contextualizacao para situagoes de uso de adi¢ao de naturais
(6° ano) e inteiros (7° ano); além dos conceitos de comparagao de ni-
meros naturais e inteiros

Ainda nos 6° e 7° anos, em virtude da mé construgao da estrutura
em que as operagoes devem ser realizadas (muitos alunos mal sabem
armar a conta), a ideia de seguir algoritmos pode ajudar a reconstrugao
deste topico, uma vez que identificar os passos a serem seguidos para a
realizacao de um calculo é uma dificuldade visivel em muitos alunos.

Exemplo: Muitos nao sabem se devem comecar a operar um cal-
culo de adi¢ao (ou subtragao / multiplica¢ao) da direita para a esquerda,
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ou vice-versa.

\Y Também podemos usar essa estrutura de raciocinio algoritmizado,
para fazer os alunos de 8° ano saberem (e compreenderem) as proprie-
dades de diversas figuras planas, e saber diferencia-las corretamente.

Um exemplo é quando se pergunta "Como definir um quadrado?".
A resposta obtida, em 95 por cento dos casos é "Quatro lados iguais".
Mas nao entendem quando se deseja um losango e afirma-se que aquilo
foi o que eles descreveram.

O uso deste modelo de raciocinio, em conjunto com um software
de Geometria Dindmica, como o GEOGEBRA, pode ajudar a melhorar
essa situacgao, além de servir de base para a construcao de estrutura se-
melhante ao chegarem na Geometria Euclidiana Espacial.

Deste modo, podemos finalizar verificando que sdo poucas (ou ne-
nhuma) as razoes, para que alguns topicos de Teoria dos Grafos nao sejam
utilizados no ensino de Matematica nos niveis Fundamental e Médio e, por
consequéncia, passem a fazer parte do curriculo obrigatério da formacgao de
professores, em nivel de curso superior.
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ANEXO

TEORIA DOS GRAFOS
ALGORITMO DE KRUSKALL

Trabalho com a malha aerovidria brasileira, com alunos do sequndo
segmento do ensino fundamental

Esse trabalho mostra a aplicabilidade do algoritmo de Kruskall em turmas
do Ensino Fundamental - 2° segmento.

Uma vez que a explicacao do algoritmo seja passada a eles, o processo em
si torna-se simples, reduzindo o problema a um desafio de raciocinio l6gico-
matematico.

A ideia é encontrar o que chamamos de ARVORE GERADORA MINIMA,
que é uma representagao do roteiro de menor custo/distancia/gasto de uma
determinada situacao.

Algoritmo de KRUSKALL

1 - Escolha a aresta de menor valor.

2 - Verifique se esta aresta nao fecha uma volta entre as cidades jé atendidas.
Se fechar um circuito, escolha nova arresta.

3 - Verifique se todas as cidades foram atendidas.

Se sim, o trabalho acabou. Se nao, voltar ao passo 1.
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Agora, aplique o algoritmo a malha aeroviaria abaixo desenhada, e monte
a AGM correspondente.
Use um lapis verde para destacar a rota tracada.
Apos a conclusao da rota, some os valores correspondentes para dizer qual a
distancia percorrida nesta rota.
Na sua opiniao (baseando-se na rota estabelecida acima), qual cidade seria a

mais indicada para se colocar a sede de uma empresa que atenda todas essas
cidades?

BRASILIA

.MPO GRANDE

CURITIBA
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