Teorema Fundamental da Algebra para o
Ensino Médio

Diego de Souza Scaramella

25 de fevereiro de 2018






i
Y ol

IMPA- INSTITUTO NACIONAL DE MATEMATICA PURA E APLICADA

Teorema Fundamental da Algebra
para o Ensino Médio

Diego de Souza Scaramella

Prof. Dr. Carlos Gustavo Tamm de Aratjo Moreira

Rio de Janeiro, 25 de fevereiro de 2018



Esse trabalho é dedicado ao meu avo Antonio Cardoso de Souza Filho que
mesmo nao estando entre nés me deu muita forga para prosseguir no curso.
E a minha Filha Cecilia Monteiro Scaramella, simplesmente por existir.

E por vocé que vivo.



Agradecimentos

Aos meus pais por me proporcionarem a melhor criagdo que poderiam me
dar.

Ao meu irmao e sua esposa por me apoiarem de uma maneira que nem
mesmo eles sabem como foi decisiva para que eu continuasse no curso.

A minha esposa por suportar essa batalha comigo.

Ao orientador Prof. Dr. Carlos Gustavo Tamm de Araijo Moreira, pela
otima orientacao, dedicacao e muita paciéncia.

Aos meus companheiros de curso, pela ajuda, amizade e estudos, em
especial ao meu hoje irmao Flavio Verdugo.






Sumario

Lista de Figuras i
1 Resumo 1
2 Um pouco da histéria 2
2.1 Conjuntos Numéricos . . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 2
2.1.1 Conjunto dos Numeros Complexos (C) . . . . ... .. 6

3 O Teorema Fundamental da Algebra 9
3.1 Demostracao 1: A mais recente . . . . .. ... ... ..., .. 9
3.2 Demonstracdo 2 . . . . . . ... 12

4 O T.F.A. no Ensino Médio 16
4.1 Usando o GeoGebra . . . . .. ... .. .. ... ....... 17

Propostas para apresentar o T.F.A. nos Livros do Ensino
Médio 18



Lista de Figuras

2.1 Tlustragao do Conjunto dos nimeros naturais
2.2 Tlustragao do Conjunto dos nimeros inteiros
2.3 Iustracao do Conjunto dos nimeros racionais
2.4 Tustragao do Conjunto dos nimeros reais . .

2.5 Tlustragao do Conjunto dos nimeros complexos . . . . .. . .

3.1 r=1/2er=3 ... ... ... ... ...
3.2 Raizdep(z) . ....... ... .. .....

11



Capitulo 1

Resumo

Atualmente o Teorema Fundamental da Algebra (T.F.A) nao é abordado
no ensino médio na grande maioria das escolas desse segmento em todo Bra-
sil, visto que muitos livros didaticos simplesmente tomam como verdadeiro
esse teorema tao importante, pois sua demonstracao ainda requer conheci-
mento de nivel superior. Mas entao, por que recebe o nome de Fundamental?
Por que devemos tomar como verdade tal afirmacao, sem nenhuma aborda-
gem sobre sua veracidade? Serd que os alunos nao estao preparados para tal
conhecimento? Essas sao algumas das perguntas que motivaram esse traba-
lho. Entao vamos fazer uma analise do T.F.A. e um estudo pratico com os
verdadeiros favorecidos, os alunos, e assim chegar a uma possivel abordagem
pratica desse importante teorema nas salas de aula do ensino médio, e desse
modo preencher essa lacuna ainda existente, e chegar a uma conclusao sobre
se uma demostragao do T.F.A. (ou um esbogco de suas ideias principais) deve
aparecer nos livros didaticos.

Alguns livros usados em sala de aula e outros nao tao convencionais
serao citados nesse trabalho. Embora discutamos a conveniéncia de os li-
vros didéaticos fornecerem mais informacao sobre o T.F.A., ndo pretendemos
realizar uma avaliacao detalhada de material didatico neste trabalho.



Capitulo 2

Um pouco da histdria

2.1 Conjuntos Numéricos

A nocao informal de conjunto se refere a uma colecao de objetos, usu-
almente com alguma propriedade ou caracterfstica comum. E no primeiro
ano de escolaridade do ensino médio que os alunos vao aprender com mais
precisao quais sao os principais conjuntos numéricos, com os quais eles ja
vinham trabalhando ha anos no ensino fundamental. Entao vamos a eles:

Conjunto dos Nimeros Naturais (N)

Com a necessidade basica da contagem usava-se pedras na antiguidade
para efeito de comparacdo, dai o nome calculo!. Por volta de 3.000 a.C. nas-
ceram os algarismos sumérios (os mais antigos da Histéria). Com a evolugao,
até os algarismos passaram por modificagoes até chegar nos que usamos hoje
em dia. O Conjunto dos Numeros Naturais é o conjunto dos ntimeros que
usamos para contar. Denotamos esse conjunto por N = {0, 1,2, 3,4, ...}

Nesse conjunto é possivel resolver equacoes do tipo x +4 =17, 20 + 3 =
3, mas ele nao supre toda necessidade da humanidade e muito menos da
Matematica. Afinal, como seria representado numericamente o resultado
de uma barganha se uma das partes ficasse ”"devendo” para outra? E como
resolver numericamente equagoes do tipo x + 5 = 27

la palavra calculus em latim significa ”pedrinha”
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Figura 2.1: Tlustracao do Conjunto dos niimeros naturais

Conjunto dos Nimeros Inteiros (7Z)

Para responder as questoes mencionadas anteriormente cria-se o conjunto
dos Numeros Inteiros Z = {—..., =3, -2, —1,0,1,2,3, ...}, que vem para resol-
ver esses problemas. Esse conjunto permite hoje em dia por exemplo marcar
as horas em todo o mundo de forma sincronizada utilizando os fusos horarios,
usando uma escala que vai de -12 a 12. Temos N C Z. Qualquer equacao do
tipo x +a = b, com a,b € Z tem solucao em 7, mas nao é o caso de equagoes
como 2x = 3.
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Figura 2.2: Tlustracao do Conjunto dos ntimeros inteiros

Conjunto dos Nimeros Racionais (Q)

O conjunto dos ntimeros Racionais é estabelecido da seguinte maneira:
r

Q={x= P com p € Z,q € Z*}, em que p_T se, e somente se, ps = qr.
q s

Identificando 1—1) com p, temos N C Z C Q. Qualquer equagao do primeiro

grau, ou seja, do tipo ax +b = 0, com a,b € Q, a # 0, tem solucao em Q,
mas esse nao ¢ o caso de equacoes como x? = 2.
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Q

Figura 2.3: Tlustracao do Conjunto dos niimeros racionais

Conjunto dos Nimeros Reais (R)

Os numeros reais sao resultado de medigoes de grandezas continuas.
Toda representacao decimal infinita corresponde a um unico numero real,
e vice-versa (com a ressalva de que nimeros que admitem uma representagao
decimal finita admitem duas representagoes decimais; por exemplo, 1 =
0,9999...). O conjunto dos Nimeros Irracionais I é o conjunto dos nimeros
reais que nao sio racionais, ou seja, I = R\ Q. Assim, R = QUI, e INQ = 0.

No conjunto dos ntimeros reais podemos resolver equacoes do tipo % = 2
(que nao tém solugao nos racionais); a area de um circulo de raio 1, denotada
por 7 (que também é igual a razdo entre o comprimento de um circulo qual-
quer e seu diametro), também é um numero real que nao é racional, ou seja,
pertence a I. Por outro lado, equacoes como 22 4+ 1 = 0 nao tém solucao em
R. Mais geralmente, nao é possivel calcular raizes de indice par de radicando
negativo nos nimeros reais.

Agora temos

NCcZcQcCRDI
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Figura 2.4: ITlustracao do Conjunto dos niimeros reais

2.1.1 Conjunto dos Niimeros Complexos (C)

Apenas no ultimo ano de escolaridade no ensino médio é ensinado o con-
junto dos nimeros complexos €, definindo o niimero ¢ como unidade ima-
gindria, que satisfaz a igualdade > = —1. Temos C = {a + bila,b € R} (a
é chamada a parte real e b a parte imagindria do nimero complexo a + bi).
Dado um nimero complexo z = a + bi,a,b € R, definimos seu conjugado
Z = a — bi. Em C torna-se possivel resolver equacoes do tipo 22 +4 = 0 ,e,
mais geralmente, torna-se possivel descobrir as raizes de todas as equagoes
do tipo az? + bz + ¢ = 0,a # 0 através da férmula

b= Vb?% — 4ac

2a

xz

Equagoes do segundo grau como acima com coeficientes reais so terao raizes
complexas nao reais caso o valor de b?> — 4ac seja negativo; nesse caso, temos
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— b? — 4ac
que b é a parte real e :|:2— a parte imaginéria. Nesse caso, teremos:
a a

—b n Vb?% — 4dac

2a 2a
—b b2 — 4ac
€T e P —
2 2a 2a
I = .7_32

Assim, numa equagao do segundo grau, quando uma de suas raizes for
um numero complexo da forma z = a 4 bi,a,b € R, teremos seu conjugado
Z = a—bi como outra raiz. Isso é um caso particular de um fato mais real: se
um numero complexo z for raiz de uma equacao polinomial com coeficientes
reais de qualquer grau, seu conjugado zZ também seré.

C

Figura 2.5: Ilustracao do Conjunto dos nimeros complexos

Dada a discussao anterior sobre conjuntos numéricos, notamos que, cada
vez que introduziamos um novo conjunto, algumas equacoes polinomiais que
nao tinham solugao no conjunto anterior passavam a ter solucao, mas outras
equagcoes polinomiais mais complicadas continuavam sem solucao, motivando
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a introdugao de um conjunto maior. Vamos ver na préxima secao que, sur-
preendentemente, isso nao acontece no conjunto dos nimeros complexos, que
nao precisa ser “ampliado” por razoes desse tipo.



Capitulo 3

O Teorema Fundamental da
Algebra

Nesse capitulo serda enunciado o T.F.A. e também serao apresentadas
algumas provas desse teorema. Em todas essas provas, em algum momento,
serd preciso recorrer a um conhecimento de nivel superior para formalizar a
demonstracao, mas pretendemos discutir as ideias fundamentais envolvidas.

O Teorema diz que:

Teorema Fundamental da Algebra: Todo polinomio complexo, de grau
maior ou igual a um, possui pelo menos uma raiz complexa

Observacao: O T.F.A. implica que todo polinomio complexo nao nulo
pode ser fatorado como produto de polindmios complexos de grau 1. E
possivel enunciar um resultado equivalente ao T.F.A. sem mencionar niimeros
complexos: todo polindmio real nao nulo pode ser fatorado como produto de
polinomios reais de graus 1 ou 2 (tendo os fatores de grau 2 discriminante
negativo).

3.1 Demostracao 1: A mais recente

Em 1891, Karl Weierstrass (1815-1897) levantou pela primeira vez a
questao de se encontrar uma demonstragao construtiva para o T.F.A.. Em
1940 uma tal demostragao foi obtida por Hellmuth Kneser (1898-1973) ( [1]),
e simplificada mais tarde por seu filho Martin Kneser (1928-2004) em 1981
( 12]). E uma das demostracoes que apresento neste trabalho. Ela é baseada
no seguinte Lema:
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Lema: Para todo n € IN*, existe uma constante ¢ = ¢, com 0 < ¢ < 1 tal
que, dados C' > 0 e um polinémio ménico® f(r) = 2" +a,_ 12" ' +...+a1x+ag
com |ag| < C,3x € C,|z| < CY" com |f(z)] < ¢q-C.

Vejamos inicialmente que o Lema acima implica o T.F.A., usando nogoes
de continuidade. De fato, dado um polinomio monico com coeficientes com-
plexos g(z) = ™ + b, 12" + ... + bix + by e um real positivo Cy > |bo],
construimos recursivamente uma sequéncia (z,,)m,>0 de nimeros complexos
em que xg =0 e |g(zy)| < Cp- ¢ = Cp,: dados m € N e z,,, € C, aplicamos
o Lema para f(z) = g(x + z,,), que (por hipdtese de indugao) tem termo
constante g(z,,) com médulo limitado por C,,, = Cy- ¢, obtendo w € C com

w| < Cal™ = Cy" - g™ com |g(w + x,)| = |f(W)] < g - Cr = Co - g =

. N 1
Crns1- Definimos entao 11 = @, +w. Temos que |Z,11 — Tp| < C’O/n-qzl/n

e |lg(zm)| < Co-qg". Como 0 < ¢, < 1, C’S/n g™ e Oy - q™ tendem a 0
exponencialmente rdpido quando m tende a infinito, e logo a sequéncia ()
converge (exponencialmente rapido) a um certo & € C, e |g(z,,)| tende (ex-

ponencialmente rapido) a 0, donde, pela continuidade do polinomio g¢(z),
9(z) = 0.

Vamos agora provar o Lema:

Se |ag| < C/2, tomamos x = 0 (e f(z) = ap satisfaz |f(z)| = |ao| <
C/2 < q.C para todo ¢ € [1/2,1)). Vamos supor, a partir de agora, que
lag] > C/2 > 0.

A ideia é escolher convenientemente um inteiro &k com 1 < k < n e um
nimero complexo z cujo argumento seja tal que aiz* e ay tenham sentidos

. agT . . . , .
opostos (i.e., tal que seja real negativo), e cujo médulo |z| = r seja

pequeno (mas ndo muito), de modo que |a,z¥| seja maior que a soma dos
mddulos dos termos ajz/ com 1 < j <n, j# k.

Para isso, consideremos a fungao m : [0, +00) — [0, +00),
m(s) = max{|a;|s’,1 < i < n}, a qual é uma fungao continua, crescente e
sobrejetiva.

Temos uma decomposicao [0, +oc) = I; U I U ... U I,, em intervalos, com
LY < 7L <7<, (le, i< j,x€l,yel;, = =z <y, alguns

intervalos I; podem ser vazios) tal que, para s em Iy, m(s) = |az|s".
1

De fato, sei<j,|ai’3i < |aj|sj — g7t > ||al|| — 5> (||ai||)ﬁl.
Q; aj

Definimos ¢ > 0 como a tunica solucdo de m(t) = |ag|. Note que t" <

I Polinémio ménico é o polinémio que tem o coeficiente do termo de maior grau igual a
1.
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m(t) = |ao| < C, donde t < CV/".

Para cada i > —1 tomamos o inteiro k; de modo que 37t € I;,. Note que
(k;) é uma sequéncia monétona nao-crescente de inteiros positivos.

Temos n > k_y > kg > ... > 1, e logo existe j > 0 tal que k;_; = k; =
kji1; tome j minimo com essa propriedade. Entao kg1 < n —i para ¢ > 0,
2i—1 < j,eassim j < 2(n—k;) (caso contrario terfamos 2(n—k;+1)—1 < je
Kotn—i;+1)-1 < n—(n—k;+1) = k;j—1 < kj, absurdo, pois i — k; ¢ mondtona
nao-crescente). Em particular, temos j < 2n — 2.

Tomamos k := k;j e r :== 377 - . Temos m(r) = m(377t) > 37"m(t)
comh<n+2n—-1)+2n+2)+..4+2k+1)+k =n?—k* De fato,
como 37 € Ij,,m(s) = |ay,|s" para s em I}, e assim, pela definigao dos
I;, no intervalo de 37 até 37°"'¢, m(s) diminui no pior caso como uma
poténcia k;-ésima: se 0 < a < b < 37% entdo 1 < m(b)/m(a) < (b/a)ki,
donde 1 < m(37%)/m(37" 1) < 3%. Assim, h < ko + ki + ... + kj1 <
n+2n—1)+ .. +2(k+1)+k.

Como kji1 = k, temos

m(s) = |ag|s* (3.1)
t, donde |a;|(r/3)" = |a;|s’ < |ap|s® = |ag|(r/3)F e |a;|rt <

37k |ag|r® para 1 <i < k. Assim,

com s =

w

. . 1
Z |ag|r® < Z 3Ry |t = 51— 31F) g | (3.2)
1<i<k 1<i<k
Como também temos m(3r) = |ag| - (3r)*, para i > k temos |a;|r’ =
37 ay|(3r) < 37 ag|(3r)% = 3*~|ay|r*, donde

. 1
D ailr® < aglr® Y 3 = 5(1—3k_”)|ak|rk. (3.3)

k<i<n k<i<n

Assim, escolhendo x complexo com |z| = 7 tal que tal que axz”* e ag
tenham sentidos opostos, temos |z| =7 =377t <t < C'/" e, por 3.2 e 3.3,

|f(2)] < ao+ara®|+ Z |a;a’ |+ Z |a;x"] = |ao|—|ax|r*+ Z ||+ Z Ja;lrt <

1<i<k k<i<n 1<i<k k<i<n

1 1 1
< |ao| — |ak|rk + 5(1 — 31_k)|ak|rk + 5(1 — 3/’“_”)|a,y€|7"7C < |ag| — 531_k|ak|7"7C =

1 1 1
— |CL0| o §3l—km(r) S |a0| o §3l—k . 3k2_n2m(t) _ |a0| o 531—1c i 3k2_n2|a0| _
1 1—k+k%2—n?2 1 1—-n2 1 1—n?
= laol(1 - 53 ) < laol(1 = 53" < €1 - 5317,
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1
o que prova o Lema com ¢ = ¢, = 1 — 531_"2 <1 O

3.2 Demonstracao 2

A demonstracao a seguir foi encontrada no livro [3].

Aqui empregaremos também a ideia de continuidade, mas de um modo
mais sofisticado.

Considere uma func¢ao polinomial p : C — C, dada por

p(Z) = anzn + anflznil + ...+ a1z + ao

onde ay, a,_1,...a1,ay sao complexos. Note que agora estamos olhando p
como uma fungao definida no conjunto dos complexos (isto é, como uma
transformacao que associa a cada ponto do plano complexo com a sua ima-
gem, que também é um ponto no plano complexo). Queremos demonstrar
que existe um complexo zy tal que sua imagem p(zy) seja igual a zero (ou seja,
que existe um ponto do plano complexo cuja imagem por p seja a origem).

A fim de poder explorar a continuidade das funcoes polinomiais complexas
(vista aqui de modo intuitivo, mas que pode ser tornado matematicamente
preciso), vamos considerar as imagens, através de p, de circulos do plano
complexo de centro na origem. Como ¢é a imagem de um tal circulo? Devido
a continuidade de p, a imagem de uma curva continua e fechada ( isto é, que
volta ao ponto de partida)deve ser uma outra curva continua e fechada. No
entanto, a curva imagem nao é necessariamente uma curva simples (ou seja,
ela pode cruzar a si propria).

Para ilustrar, vejamos qual é a imagem do circulo |z| = r (circulo de
centro na origem e raio r) através do polinomio

p(z) =22 +z2+2.
Exprimindo z na forma polar z = (cosf + isenf), temos
p(2) = (r(cosf + isenf)))® + r(cosd + isenf)) + 2

= 1?(c0s20 + isen20) + r(cosd + isenf) + 2

Quando z percorre o circulo de raio r, seu argumento 6 varia de 0 a 2.
Em consequéncia, 260 varia de 0 a 47. Assim enquanto z percorre uma vez o
circulo anterior,

2* = 1r*(cos20 + isen20)

percorre duas vezes o circulo de centro na origem e raio 72.
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Dessa forma, p(z) é a soma de trés complexos: 2, o préprio z, que percorre
um circulo de centro na origem e raio r, e 22 que percorre (duas vezes)
o circulo de centro na origem e raio 2. A questao é: qual é o efeito de
somar as contribuicoes de z e 22?7 Embora nao seja muito simples descrever
o comportamento dessa soma, ¢ facil ver o que ocorre nos casos extremos,
em que 7 é muito grande ou muito pequeno.

Quando 7 tem valor préximo de zero, 72 é muito menor que r. Por esse
motivo, o comportamento de p(z) é ditado essencialmente por z. Assim a
trajetéria descrita por p(z) é um circulo de centro 2, ligeiramente perturbado
pelo termo 22

A medida que r cresce, o efeito de z? torna-se maior. Para valores grandes
de r, o comportamento de p(z) passa a ser ditado por z2. Isso fica mais claro
escrevendo

1 2
pl(=) = 1* |(cos20 + isen20) + ~(cosd + isenf) +

Para valores grandes de r, a trajetéria de p(z) vai ser, portanto, um circulo
de centro na origem e raio r? (percorrido duas vezes enquanto z percorre
o circulo original), ligeiramente perturbado pelas contribui¢oes das outras
parcelas.

A figura 3.1 mostra a curva descrita por p(z) em dois casos: r =
r=3.

N | —

Figura 3.1: r=1/2 e r=3

Note que, para valores de r préximos de zero, a curva descrita por p(z) é
uma curva fechada em torno do complexo 2 4 0i e arbitrariamente proxima
desde complexo. Assim, para valores pequenos de r, a origem fica no exterior
da curva descrita por p(z). Ja para valores grandes de r, a curva descrita
por p(z) se comporta essencialmente, como um circulo de centro na origem;
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logo, a origem fica no interior da curva . Mas a curva descrita por p(z) evolui
continuamente a medida que r aumenta.. Logo concluimos que, de modo
a passar do exterior para o interior, a origem tem que pertencer a curva
para algum valor de r. No caso da equacio dada, isso ocorre para r = v/2,
conforme ilustrado na figura 3.2. Isso significa que existe um complexo (de
médulo v/2) z cuja imagem p(z) é a origem e, portanto, que a equacio p(z) =
0 tem uma solucao. De fato, as raizes de p sdao os complexos

—1+i/7
2 b

que tém médulo /2.

Figura 3.2: Raiz de p(z)

O mesmo argumento acima pode ser empregado para
p(z) = a’nzn + an—lzn_l + ...+ a1z + ag.

Quando ag = 0 fica facil ver que temos x = 0 como uma raiz de p(z).

Quando ay # 0 temos que para r pequeno, z descreve um circulo de centro
na origem e raio r, entdo a curva descrita por p(z) é uma curva fechada, em
torno do complexo ag, e tendo a origem em seu exterior. Para r grande,
a curva descrita por p(z) dd n voltas em torno da origem (assim como a
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curva descrita pelo termo dominante a,,2"). Para passar da primeira situagao
(origem exterior), para a segunda (origem interior), é necessario que que, em
algum momento, a curva contenha a origem e, assim, que p(z) = 0 possua
uma raiz complexa. Logo toda equacao polinomial possui pelo menos uma
raiz complexa.



Capitulo 4

O T.F.A. no Ensino Médio

E cada vez mais comum encontrar nos livros did4ticos referentes ao ter-
ceiro ano de escolaridade do Ensino Médio o Teorema Fundamental da Algebra
sem uma demonstracao, dizendo apenas para admitirmos a sua validade. E
fato que a demonstracao do T.F.A., para ser completamente compreendida,
necessita de um conhecimento que nao esta na alcada do ensino médio, mas
dar argumentos para mostrar sua veracidade nao é algo tao impraticavel ou
assustador.

Nos meses de agosto e setembro do ano de 2017 foram realizadas aulas
com alunos do Ensino Médio de escolas Particular e Publica no Estado do
Rio de Janeiro, com o intuito de se fazer um estudo com os verdadeiros
interessados no tema desse trabalho, os alunos. As aulas foram ministradas
no contra-turno, como uma forma de oficina, com alunos que se mostraram
interessados durante as aulas.

Nessas aulas, comecei falando do Conjunto dos Numeros Complexos, seus
elementos, suas operagoes e propriedades (médulo, argumento, conjugado e
forma trigonométrica), e também sua representagao no plano complexo. Falei
sobre o Teorema Fundamental da Algebra, e da sua importancia para o estudo
de polinomios, observacao essa que foi muito bem aceita entre os alunos do
terceiro ano, visto que esses ja haviam estudado tal assunto.

Comecei explicando aos alunos o conceito de continuidade de uma funcao,
e foi bem aceito por todos os alunos de todas as séries, quando falado da
importancia desse conceito, alguns alunos me questionaram se seriam feitas
as demostragoes dos resultados apresentados, mas logo foi mostrado que para
realiza-las com rigor, necessitariamos de um conhecimento de nivel superior,
tal como limites (que ja foi considerado assunto de ensino médio no passado),
mas que nao os impediria de entender o conceito.

A demonstracao 2 desse trabalho foi a escolhida para ser apresentada aos
alunos, a demonstracao correu de maneira bem aceitavel, com alunos enten-
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dendo bem a explicacao no quadro, mas o apice dessas aulas deu-se quando
essa demostracao foi feita de forma dinamica pelo programa GeoGebra, com
a participacao e opiniao e escolha de valores por eles, onde todos os alunos
ficaram bem atentos a construcao e toda explicagao tedrica do quadro fez
sentido, até mesmo para os que ainda nao tinham compreendido substanci-
almente a demostracao.

4.1 Usando o GeoGebra

Com a utilizagao do programa fica clara a visualizagao de que qualquer
que seja o polinomio de grau impar, o seu grafico sempre interceptard o eixo
das abscissas em pelo menos um ponto, e que, se o grau for par, o que torna
possivel essa intersecao é uma simples mudanca do termo independente.

A demostragao 2 desse trabalho, que se encontra no livro [3], fica muito
mais clara para os alunos, quando a ideia é mostrada por meio do programa,
pois uma construcao dinamica fica mais agradavel e intuitiva até mesmo para
os alunos que nao se interessam pela disciplina. A tnica ressalva que deve
ser feita é o fato de se utilizar o conceito de continuidade, como ja foi falado
na demostracao aqui nesse trabalho.

Para essa demostragao, seguimos os seguintes passos:

I. Seleciona a posi¢ao niimero complexo.

II. Cria a circunferéncia 22 + y? = r? (onde r é o médulo dos complexos
b
junto com o ”controle deslizante” referente a 7.

2

I11. Cria o ponto z; € 2? + y?> = r?, simplesmente clicando sobre cada

circunferéncia ja criada.
IV. No campo de entrada criamos 2z, onde 2o = (21)? + (21) + 2.
V. Habilita-se o rastro em zy
VI. Selecione “animar”em z;
VII. “Esconda’”a circunferéncia e o ponto z;

VIII. Para alterar o valor de r no controle deslizante, lembre-se de desabilitar
o rastro e a animagao em z, e 21, altere o valor e habilite-os novamente.



Capitulo 5

Propostas para apresentar o
T.F.A. nos Livros do Ensino

Médio

E perfeitamente plausivel esbocar uma demonstracao do T.F.A. nos livros
didaticos do terceiro ano do Ensino Médio. Essas experiéncias vividas em
sala de aula mostraram que uma demostragao tal qual estd no livro [3] pode,
e deve, estar presente na vida estudantil, com algumas ressalvas e adequacoes
para o publico mais jovem e com uma “intimidade” menor com a linguagem
matematica.

Com o avango tecnoldgico é possivel ir muito além dos livros impressos,
pois, nas plataformas digitais das editoras, exatamente nessa secao do livro
pode-se ter um link para um video oficial da editora/autor explicando a
demostragao que se encontra na versao impressa, como ja acontece com outras
areas do conhecimento em algumas editoras do Pais.
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Conclusao

Com esse trabalho pude perceber que os alunos do ensino médio hoje estao
preparados para conhecimentos mais avancados do que os que lhes sao ofe-
recidos nesse ciclo. O curriculo de Matematica na educacao basica fica cada
vez menos abrangente, porém, com um pouco de dedicacao do professor e
dos alunos, é possivel fazer avancos consideraveis no ensino da matemaética,
tais como uma melhor apresentacao do T.F.A. do que simplesmente fazer
com que os alunos o aceitem como verdade. Com experiencias praticas nas
salas de aulas os alunos se mostraram mais interessados quando foi mos-
trada (ainda que sem uma demonstracao rigorosa) a veracidade do T.F.A.,
ficando evidente que os livros podem sim falar sobre a demostragao desse
teorema, uma vez que, como mostrado nesse trabalho, existem provas que,
em grande parte, sao bem acessiveis aos alunos do ensino médio, desde que se
faca uma ressalva nas poucas partes onde o conhecimento necessario corres-
ponde ao ensino superior. Isso estimulard os alunos a, em algum momento,
se dedicarem mais tempo a Matematica do que se tem em sala de aula, e
também contribuird para desfazer a ideia, lamentavelmente muito difundida
na educacao brasileira, de que “Matematica é um bicho de sete cabecas”ou
que “quem gosta de Matematica é maluco”.

Com o auxilio do GeoGebra, pode-se mostrar que claramente o grafico
de qualquer polinomio real de grau impar sempre intercepta o eixo x em
algum ponto, o que implica a existéncia de ao menos uma raiz real para
qualquer polinémio de grau impar. Grande parte da demostracao do T.F.A.
é sim acessivel ao ensino médio, entao por que privar os alunos de tal conhe-
cimento? Os livros podem sim esbocar alguma demostracao, fazendo uma
ressalva na parte onde se necessita de um conhecimento mais avancado, pois
assim, além de contemplar esse assunto nesse ciclo, faz-se mengao a um as-
sunto mais avancado, despertando a curiosidade do aluno mais interessado
em Matematica, e desmistificando mais um teorema usualmente visto como
avancado demais e completamente inacessivel a alunos do ensino médio.
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