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Resumo

Abordamos, neste trabalho, o estudo das equacdes de diferencas lineares de segunda ordem
com coeficientes constantes. Sao estudados o caso homogéneo e alguns casos de equagbes
nao homogéneas. Objetivando uma melhor compreensao do que sao tais equacdes é apre-
sentada uma situacao problema que envolve Geometria Euclidiana Plana. Acreditamos que tal
abordagem possa ser trabalhada com alunos de Ensino Médio. No desenvolvimento do trabalho
sao apresentados resultados que possibilitam escrever a solugdo geral das equacoes estudas.
Uma aplicagdo a Biologia também é apresentada: crescimento populacional de plantas anuais.
Simulacoes dessa aplicacao sao apresentadas utilizando-se o software Excel.

Palavras-chave: Equagbes de Diferencas Lineares, Solu¢cdo Geral, Unicidade de Solugao,
Plantas Anuais.



Abstract

In this work, this researcher studied the equations of second order linear differences with cons-
tant coefficients. This study looked at both the homogeneous case and nonhomogeneous equati-
ons. Aiming for a better understanding of what these equations, a problem situation is presented
that involves Flat Euclidean Geometry. This research showed that such an approach can be
worked on with high school students. In the development of the work presented here, the results
show that it is possible to write the general solution of the studied equations. An application to
biology is also presented: where the example of population growth of annual plants was used.
Simulations of this application are presented using Excel software

Keywords: Linear Difference Equations, General Solution, Uniqueness of Solution, Annual
Plants.
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1 Introducao

Neste trabalho faremos o estudo de equacgdes de diferengas, também denominadas equa-
¢cOes de recorréncia (conceito que €, geralmente, apresentado para os alunos do Ensino Médio
ao iniciar-se o estudo das progressdes). As equagOes de diferencas tem sido abordadas em
alguns Trabalhos de Conclusao de Curso do PROFMAT (veja, por exemplo, [9], [5], [10], [12]);
entretanto ndo encontramos na base de dados do PROFMAT um trabalho com abordagem si-
milar a que apresentamos aqui.

No Capitulo 2 sera apresentada uma conceituacao inicial acerca das equacoes de dife-
rencas, em seguida, uma formalizacdo desse conceito e como sao classificadas as equacoes
de diferencas.

Os Capitulos 3 e 4 sao dedicados ao estudo das equacgdes de diferencas lineares e homo-
géneas com coeficientes constantes de primeira e de segunda ordem, sendo que, abordaremos
as equacgdes de primeira ordem no Capitulo 3 e o estudo referente as equacdes de segunda
ordem sera desenvolvido no Capitulo 4. Em ambos os capitulos apresentaremos a forma das
respectivas equacdes e a determinacao da referente solugéo.

No Capitulo 5 aborda-se um problema bioldgico relacionado a processos discretos. Tal
problema, apresentado no livro [7], refere-se a propagag¢do de uma determinada espécie de
plantas. O modelo obtido na resolucao do problema é uma equacao com a forma das equacgoes
a serem estudadas no Capitulo 4 e, ainda com relacdo ao problema, mostra-se uma condicao
sobre os parametros da equagao-modelo para que se possa garantir a sobrevivéncia da espécie
e duas simulacgdes utilizando-se o software Excel.

No Capitulo 6 mostra-se casos bem especificos de ndo homogeneidade das equacodes
de diferengas lineares e ndo homogéneas de segunda ordem com coeficientes constantes. Ou
seja, faz-se uma pequena introducao ao estudo das equacdes de diferencas lineares € nao ho-
mogéneas de segunda ordem com coeficientes constantes.

No apéndice apresenta-se a definicdo de conjunto discreto, a resolugao de uma equagao
de diferengas linear e ndo homogénea de primeira ordem com coeficientes constantes e a forma
trigonométrica dos numeros complexos.
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2 Equacoes de diferencas

Neste capitulo, apresenta-se na Secdo 2.1 um conceito inicial de uma estrutura Mate-
mética através de um problema simples que torna possivel sua proposicao para uma classe
de alunos do Ensino Médio instigando-os a determinagao da solugéo do problema, o que evi-
dencia o conceito: equacoes de diferencas. Na Secado 2.2 faz-se a apresentacdo do conceito
formal dessas estruturas Matematicas e na Secao 2.3 mostra-se algumas classificagbes que
tais estruturas recebem de acordo com a forma que possuem.

As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram [1], [4] e [6].

2.1 Conceito inicial de equacoes de diferencas

As Equacoées de diferencas ou Equacoes de recorréncia sdo equagdes com variagdes
discretas (ver definicao de Conjunto Discreto no Capitulo 8, Definicdo 8.1.1). Para uma melhor
compreensao desse conceito, vamos analisar a seguinte situacdo: considere uma superficie
retangular de dimensdes 2 X n (n inteiro positivo maior ou igual a 1) em que 2 é a alturaen a
base (veja Figura 2.1).
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Figura 2.1: Superficie retangular de dimensées 2 X n.

Problema 1. De quantas maneiras podemos colocar, de forma justaposta (ou seja, sem que
haja sobreposigcdo), n "laminas” retangulares indistinguiveis de dimensées 2 x 1 para obtermos
uma cobertura exata da superficie retangular de dimensoées 2 x n, da Figura 2.17?

Resolucao. No caso n = 1, a fronteira da superficie obtida é o retangulo de dimensdes 2 x 1.
E facil notar a existéncia de apenas uma maneira para colocar essa Unica lamina de modo a
obtermos a cobertura solicitada. No entanto, para n > 2, o nimero de maneiras de se colocar
as n laminas para obtermos a cobertura solicitada nao é unico. Inicialmente notemos que n > 2
possibilita a colocagdo da primeira lamina tanto na diregdo da fronteira de dimenséao n (que
iremos expressar como dire¢ao horizontal), quanto na direcao da fronteira de dimenséao 2 (que
indicaremos como direcdo vertical) e, para uma melhor visualizacdo desse fato considere, por
exemplo, n = 5 e vejamos algumas formas de obtermos a cobertura da superficie cuja fronteira
sera um retangulo de dimensdes 2 x 5:

1) aprimeira lamina colocada na direg&o vertical, em seguida duas laminas justapostas
na direcao horizontal e finalizando com as duas ultimas IAminas também justapostas
na diregéo horizontal (veja Figura 2.2);

|
|

|
|

Figura 2.2: Cobertura da superficie retangular 2 x 5 (possibilidade 1).

2) as duas primeiras laminas colocadas justapostas na diregéo horizontal, em seguida
uma lamina na direcao vertical e finalizando com as duas ultimas laminas justapostas

na direcao horizontal (veja Figura 2.3);
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|
|

|
|

Figura 2.3: Cobertura da superficie retangular 2 x 5 (possibilidade 2).

3) asduas primeiras laminas colocadas justapostas na diregdo horizontal e, em seguida,
trés laminas na diregao vertical (veja Figura 2.4).

>
-
>

|

Figura 2.4: Cobertura da superficie retangular 2 x 5 (possibilidade 3).

Outras maneiras podem ser obtidas, com raciocinios semelhantes.

Antes de buscarmos a solugao do problema proposto é interessante observar a existén-
cia de duas quantidades que assumem valores varidveis nessa situagcao, mas apenas valores

inteiros positivos:

(i) adimenséao variavel da superficie retangular (variavel independente), sera denotada

por n;

(ii) o numero de maneiras que podemos colocar as n laminas retangulares (variavel de-

pendente), sera denotada por M,,.

Assim, é razoavel notar que M, é funcédo de n. Também, como n pode assumir apenas
valores na sequéncia (x,) = (1,2,3,4,--- ,n,---), conclui-se que as variagdes entre quaisquer
termos de (x,) s&o discretas e, consequentemente, também sao discretas as variagdes entre
os termos da imagem dos termos de (x;,).

Com o objetivo de determinar a solucdo do problema proposto, iniciemos a resolucao do
mesmo atribuindo a n valores que nos possibilitem uma manipulacédo direta, de modo que pos-
samos determinar o valor de M,,. Em seguida, tentaremos visualizar se existe alguma relagao
entre esses resultados obtidos. Objetivando ndo ignorar nenhuma maneira de cobrir a superfi-
cie e nem contabilizar alguma(s) dessas maneiras mais de uma vez, vamos adotar a seguinte
notacao:
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N1) 1 para indicar uma lamina colocada na posigao vertical;

N2) = para indicar duas laminas colocadas justapostas na posig¢ao horizontal.

Com a notagao estabelecida, temos:
(i) paran=1,tem-se que M| = 1 e a Unica possibilidade é 1;

(ii) para n = 2, a fronteira da superficie é o retangulo de dimensodes 2 x 2. Nesse caso,
temos as seguintes possibilidades: 1 ou =. Logo M = 2;

(iii) paran =3, a fronteira da superficie é o retangulo de dimensdes 2 x 3 e as maneiras
possiveis de cobrirmos a superficie sdo: 111, 1= ou =71. De modo que M3 = 3.

Poderiamos inicialmente imaginar que o niUmero de maneiras possiveis para colocar n
laminas, de modo que a cobertura da superficie 2 X n seja realizada, seria exatamente igual a
n. Entretanto veremos que essa suposi¢cao nao se verifica.

De agora em diante separaremos as maneiras de obter a cobertura da superficie 2 x n em
duas linhas para que possamos ter uma melhor visualizagdo do numero M,,: na primeira, lista-
remos todas as possibilidades considerando-se a primeira lamina colocada na dire¢ao vertical
€, na segunda, listaremos todas as possibilidades considerando-se a colocacio da primeira |a-
mina na direcdo horizontal (note que, nesse caso, somos obrigados a colocar uma outra lamina

na dire¢ao horizontal de forma justaposta a primeira). Deste modo, temos:

(iv) paran =4, a fronteira da superficie é o retangulo de dimensdes 2 x 4 e, desta forma,
as maneiras possiveis sao:

T M=,1=1
=11,==.

Dai M4 = 5;

(v) paran =15, a fronteira da superficie é o retangulo de dimensdes 2 X 5 e as possiveis
maneiras de obtermos a cobertura da superficie sao:

IANER R

=t ==, ==t

Portanto Ms = 8.
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Ao analisarmos a Tabela 1

n|(1/2/3|4|5|6]7[8|9|10 |11
M,|1]2[3|5|8|?2|?[?2|?2] 7?27

Tabela 1: Dados resultantes das observagdes anteriores.

intuimos que o nimero de maneiras possiveis para colocar n 1aminas, de modo que seja ob-
tida a cobertura da superficie retangular de dimensbées 2 x n, é dado pela soma do nimero
de maneiras possiveis nos dois casos que o precedem. Dito de outra forma: para determinar-
mos M,,, os casos analisados nos sugerem que devemos recorrer aos valores M,,_1, M,,_ e
adiciona-los. Isto é,

M,=M, +M, »,n>3; M| =1, My =2. (2.1)

Notemos que o valor da variavel dependente M,,, n > 3, é determinado através de uma
formula de recorréncia e, deste modo, a Equagéo (2.1) evidencia o conceito de equagdes de
diferengas. Mostremos agora que realmente a Equacao (2.1) é a solugéao do Problema 1.

Inicialmente observe a necessidade de se ter n > 3 para que a Equacao (2.1) tenha
sentido e entao considere a superficie retangular de dimensdes 2 X n, particionada em n regides
retangulares de area igual a 2. Veja a Figura 2.5 em que cada regido R;, i € {1,2,...,n}, tem
altura 2 e base 1.

Figura 2.5: Possibilidade de particionamento da superficie retangular 2 X n em n regides.

Assim, temos que:

(i) se aregido R; for coberta por uma lamina colocada na dire¢éo vertical, entdo havera
M,,_| maneiras para se colocar as n — 1 |aminas de modo que seja coberta a super-
ficie restante de dimensdes 2 x (n— 1);
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(ii) se as regides R e R, forem cobertas por duas laminas justapostas na diregéo hori-
zontal, entdo havera M,_, maneiras para se colocar as n — 2 lAminas de modo que

seja obtida a cobertura da superficie restante de dimensdes 2 x (n —2).
Portanto, M,, =M, +M,_», emque n>3, M1 =1e M, =2.

De acordo com o problema proposto, ndo é coerente pensarmos em n = 0, pois esta-
riamos imaginando um retangulo de dimensdes 2 x 0. Contudo, considerando-se My = 1 (de
modo a obtermos My =M = 1) e My_1, k € {1,2,3,---}, correspondendo ao k-ésimo termo
da nova sequéncia a ser construida e o nimero M,,, para todo n > 2, determinado através da re-
corréncia M,, = M, +M,_,, obtemos uma nova sequéncia chamada sequéncia de Fibonacci
(veja Observagao 2.1.1).

Observacao 2.1.1. Leonardo de Pisa, também conhecido como Fibonacci, nasceu na cidade
italiana de Pisa em 1175 e morreu no ano de 1250. Em sua obra mais famosa, intitulada Liber
Abaci e publicada em 1202, sdo apresentados varios problemas. Dentre tais problemas, aquele
que despertou grande atengdo é o sequinte:

A partir de um casal de coelhos, quantos casais serdo gerados em um ano considerando-
se que cada casal gera um novo casal que se torna produtivo a partir do segundo més?

A determinacdo da solugao do problema é obtida através da sequéncia conhecida como
sequéncia de Fibonacci, a saber:

(171727375787137”' 7an7"')7 emaque a, =ap—1+ap—2, N > 3; a =day; = 1.

Informacbes dessa sequéncia é encontrada em [6].

2.2 Formalizacao do conceito de equacoes de diferencas

Sejam yo,v1, - ,ym—1 € R. As equacdes de diferencas de ordem m sdo equacdes da
forma

Yn = f(yn—17yn—27' e 7yn—mv[3ﬂ)7 nz=m

em que {B,} é uma sequéncia de nimeros reais e f é uma fungao de y, e B,,, k€ {n—1,n—
2, ,n—m}.
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Observacao 2.2.1. Neste trabalho denota-se uma equacao de diferengas de ordem m por

{ yn:f()’n—l;)’n—Z;"';)’nfm;Bn); f’lZm, (22)

y07y1; et 7ym—] € R dadOS.

Definigdo 2.2.1. Uma sequéncia numérica {x,} é solugdo da Equagao (2.2) se

X0 =Y0, X1 = Y1, "5 Xm—1 = Ym—1

Xn = f(xnflaxn727 sy Xn—m, Bn)7 para todo n > m.

A seguir destacam-se alguns exemplos de equacdes de diferencgas:

(1)

yn - (X'ynfh n 2 19
yo € R dado,

em que f(ya—1,Bn) = 0ys—1, comacRe B, =0;

5 Yn=ayp—1+b, n>1;
yo € R dado,

sendo f(yn—1,Pn) = ayn—1 +b, coma,b € Re B, = b;

(3) yn:ayn—1+byn—27 ’122,
v0,¥1 € R dados,

em que f(Ynfhyan,Bn) = a)’nfl —J’_byan? com aab e R e Bn - 05

(4) § Y= In1m 3yu_o+20*—Tn, n>?2;
¥0,¥1 € R dados,

emque f(Yn—1,Yn-2,Bn) =Yn-1—3yn—2+ 2n* —Tne B, = 2n* —Tn;

(5 Yn=nyn—1 —nz)’n—27 n 2 2s
yo0,¥1 € R dados,

$endo f(yu—1,Yn-2,Bn) = nyn_1 —1°yn_2 € By = 0;

(6 )’n:(x(ynfl)za nz 15
yo € R dado,

sendo f(ya_1,Bn) = a(yn_1)*, coma € Re B, =0.
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2.3 Classificacao das equacoes de diferencas

2.3.1 Equacoes de diferencas lineares

As equacgoes de diferengas lineares de ordem m séo estruturas Matematicas que tém a
forma da Equacéo (2.2) de modo que

f<)7n—1ayn—27 T 7yn—maﬁn> = fl(yn—layn—Zy' s 7)’n—m) ‘|‘Bn

com f; combinagéo linear de {yx}, k € {n—1,n—2,--- ,;n—m}. Isto é, sdo as equagdes que
tem a forma geral

m

i=1
Yo,Y1,° " s Ym—1 € R dadOS.

(2.3)

As equagdes dos exemplos de (1) a (5) s&o equagdes de diferengas lineares.

Observacao 2.3.1. Dentre os exemplos anteriores, apenas o exemplo (6) refere-se a uma equa-
cdo de diferencgas néo linear.

2.3.2 Equacoes de diferencas lineares e homogéneas

As equacles de diferencas lineares de ordem m, ou seja, aquelas que tem a forma da
Equacgéo (2.3), séo classificadas como homogéneas se [3,, = 0. Em outras palavras, a forma
geral dessas equacoes é

m

Yn= O—iYn—i, Olp—j € R, n > m;
i=1 (2.4)

Y0,V1, - »Ym—1 € R dados.

Os exemplos (1), (3) e (5) correspondem a equagdes de diferengas lineares e homogé-

neas.
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2.3.3 Equacoes de diferencas lineares com coeficientes constantes

No desenvolvimento desse trabalho considera-se que a forma geral das equacdes de
diferengas lineares de ordem m com coeficientes constantes é dada pela Equacao (2.3) com
o,_i, i =1,---m, constantes reais. Ou seja, a forma geral de tais equacoes é

m
Yn = ( OCiyni) +Bn7 ai;Bn €R> n > m,;
i—1

1=

(2.5)
Yo, V1, ,Ym—1 € R dados.

Deste modo, exemplos de equacdes de diferencas lineares com coeficientes constantes
s8o dados pelas equagbes de (1) a (4).

Observacao 2.3.2. De acordo com a forma considerada na classificacdo das equagoes de di-
ferencas lineares com coeficientes constantes, exige-se apenas que os coeficientes dos termos
"va—i" S6fam constantes. Logo, a equagao de diferengas do exemplo (4) se classifica em linear
e ndo homogénea de segunda ordem com coeficientes constantes em que o termo nao homo-
géneo, B,, é expresso pelo polinémio p(n) = 2n’ —7Tn e, portanto, ndo é constante. Qutros
exemplos de equagbes com a mesma classificagdo da equagdo dada no exemplo (4) serdo
mostrados no Capitulo 6, quando apresentaremos uma infrodu¢do ao estudo das equagoes de
diferengas lineares e ndo homogéneas de segunda ordem com coeficientes constantes.

Observacao 2.3.3. Note que o exemplo (5) destaca uma equagéo de diferengas linear, homo-
génea e com coeficientes variaveis.

2.3.4 Equacoes de diferencas lineares homogéneas com coeficientes
constantes

As equacdes de diferencas de ordem m lineares e homogéneas com coeficientes cons-
tantes possuem a forma da Equacao (2.5) com [, = 0. Isto significa que s&do as equagdes cuja
forma geral é

m
Yn = Zai)’n—i» o; €ER, n>m;
i=1 (2.6)

yO»)’l, e 7ym—] c R dadOS.
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Apenas os exemplos (1) e (3) se referem a equagdes de diferencas lineares, homogéneas
e com coeficientes constantes.
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3 Equacoes de primeira ordem, lineares e homogeé-
neas com coeficientes constantes

A principal referéncia deste capitulo é o livro [1]. Na Sec¢ao 3.1 apresentaremos a forma
geral das equagbes de diferengas lineares homogéneas de primeira ordem com coeficientes
constantes. A determinacao da solucao dessas equacgdes é mostrada na Secao 3.2.

3.1 Forma das equacoes

As equacoes de diferengas lineares homogéneas de primeira ordem com coeficientes
constantes tém a forma da Equacgao (2.6) com m = 1, ou seja, sdo equagdes do tipo

OiYn—i = Y Oyn—i = O1yn—1, 0 €R. (3.1)
i=1 i=1

Yn =

m 1

Para simplificar a forma de se escrever a Equacédo (3.1), visto que a expressao de y,
apresenta apenas a constante oy, consideremos o = o.. Assim, a forma geral das equacgdes
de diferencas lineares homogéneas de primeira ordem com coeficientes constantes é

Y =0yu—1, AER, n>1;
yo € R dado.

3.2 Solucao
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O processo de recorréncia, aplicado a Equacéo (3.2), fornece:
Y1 = 0o,

y2 =0y = 062)/0,

y3 =0y2 = 063y0,

Yn = 0"yp.
Portanto, y, = yoo" é a solugéo da Equagéo (3.2).
Observacao 3.2.1. Para uma melhor assimilagao do método recursivo, no apéndice desse tra-

balho encontra-se a resolugcdo da equacéo de diferengas linear e ndo homogénea de primeira
ordem com coeficiente constante dada por:

Yp=ayp—1+b, a,bce R, n>1;
yo € R dado.

Neste momento, apenas destacamos que a solugdo dessa equacao é

yo+bn,sea=1;

Yn= .

yoa" +b sea# 1.

1—a’
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4 Equacoes de segunda ordem, lineares e homo-
géneas com coeficientes constantes

De forma similar & estruturacdo do capitulo anterior, na Secéao 4.1 mostraremos a forma
das equacgdes de diferencas lineares homogéneas de segunda ordem com coeficientes cons-
tantes. Na Sec¢éao 4.2 construiremos a solucao dessas equacoes. A principal referéncia utilizada
neste capitulo é o livro [8].

4.1 Forma das equacoes

Equacdes de diferencas lineares homogéneas de segunda ordem com coeficientes cons-
tantes tém a forma da Equacao (2.6) com m = 2, ou seja, sao equagdes da forma

OiYn—i = Y OiYn—i = O1Yn—1 4 Oyn 2, 0,0 €R. (4.1)
i=1 i=1

Yn=

m 2

Em determinado momento, no estudo de um problema a ser apresentado no Capitulo 5,
faremos uma mudanga na notagao dos coeficientes da equagao-modelo que sera obtida, de-
notando o coeficiente do termo y, 1 por a e o coeficiente do termo y,_» por b (tal mudanca
ter4 a finalidade de deixar essa equacao-modelo menos sobrecarregada). Desta forma, de-
notando i = a e 0, = b, conclui-se que a forma geral das equagdes de diferengas lineares,
homogéneas de segunda ordem e com coeficientes constantes é

Yn = ayn—1+byn—2, a,b €ER, n>2;
yo0,¥1 € R dados.
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Observe que a Equacao (2.1) é a equacgao que modela o Problema 1 proposto no Capitulo
2 e tal equacao assume a forma da Equacao (4.2) desde que fagamos pequenas consideracoes,
pois:

(i) nao existe o termo My,
(ii) avariagdo de n é dada pela condigdo n > 3 e ndon > 2.

De modo que definindo My = 1 e considerando My =M =1, n > 2 na Equacgao (2.1), ob-
tida na resolucao do Problema 1, tal equacao se classifica em linear e homogénea de segunda
ordem com coeficientes constantes.

4.2 Solucao

Inicialmente tentaremos obter a solucdo da Equacéo (4.2) pelo mesmo método utilizado
na resolu¢do da equagéo linear e homogénea de primeira ordem com coeficientes constantes,
ou seja, através da recursividade. Logo:

y2 = ay1 + byo,
e usando esta identidade temos
y3 = ays + by, = a(ayi +byo) + by, = (a®> +b)y + aby.
Da mesma forma, vale
y4 = ays + by, = a[(a® + b)y| + abyo| + b(ay| + byo) = (a® + 2ab)y; + (a*b+ b*)yo,
e também

ys = ays+bys=al(a’ +2ab)y; + (a*b+b*)y] + b[(a* + b)y1 + abyy)
= (a*+3a*b+ b))y + (a*b+2ab?)yy.

Também recursivamente

Yo = ays+bys=a[(a*+3a’b+b*)yi +(@’b+2ab?)yo] +b[(a’ +2ab)y1 + (b + b?)yo]
= (@ +4d’b+3ab®)y; + (a*b +3a°b* 4 b*)yo,
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temos entdo uma questao: como obter y,?

Objetivando descrever o algoritmo de determinacao dos coeficientes de y; e yg referentes
a cada termo da sequéncia em construgao considere a notagao:

a; denotard o coeficiente de y; referente ao i-ésimo termo, y;, da recurséo;
b; denotara o coeficiente de yq referente ao i-ésimo termo, y;, da recurséao.

Desta forma podemos observar que:

e qa,, coeficiente de y;, referente ao termo y, da sequéncia, é obtido multiplicando-
se o coeficiente a,_; (coeficiente de y; referente ao termo y,_1) por a, e a esse
resultado, somando-se o coeficiente b, (coeficiente de yq referente ao termo y,_1).
Matematicamente escrevemos

ap =aay—1+by_1;

e para determinar-se b,,, coeficiente de y, referente ao termo y,, da sequéncia, multiplica-
se o coeficiente b,,_1 por a e adiciona-se esse resultado ao resultado da multiplicagao
do coeficiente b,_, (coeficiente de yg referente ao termo y,,—») por b. Em linguagem
Matematica tem-se

b, =ab,_1+bb,_».

De modo que nossa tentativa em obter a solugcdo através do processo recursivo parece
ndo ser tdo bem sucedida como no caso da equacao de primeira ordem (pois obtemos duas
novas equagdes de recorréncia) e, deste modo, sera necessario utilizar outro ferramental Ma-
tematico para obtermos a solucdo da Equacao (4.2). Neste sentido, usaremos conceitos de
Algebra Linear e nosso primeiro passo é garantir a unicidade da solugo.

Proposicao 4.2.1 (Unicidade da solucdo). Uma equacéo de diferencgas linear, homogénea de
segunda ordem e com coeficientes constantes, tem solu¢cdo unica. Ou seja, é unica a solugcdo
da equacéo

Yn=ayn—1+byn—2, a,b €R, n>2;

4.3
y0,Y1 € R dados, “.8)

caso ela exista.

Prova. Sejam (x,) e (z,) solugdes da Equagéo (4.3). Logo xo = zo = Yo, X1 =21 = Y1 € Xp, Zn
verificam a equagao de recorréncia y, = ay,—1 + by,—2, para todo n > 2.
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Considere a proposi¢ao
p(n) : x, = z,, paratodon > 2.
Demonstraremos esta proposicao pelo Método de Inducéo Finita:
(i) se n=2, entdo xy = ax| + bxp = az; + bzo = z2. Ou seja, p(2) é verdadeira,
(ii) suponha p(n) verdadeira para todo 3 < n < k. Em particular

Xk—1 = Zk—1 € X = Zk-

Assim

Xi1 = axy +bxy_1 = azx +bzg—_1 = Zjy1-

Segue-se do Principio de Indugéo Finita que x, = z, para todo n, ou seja, (x,) = (z,) €
concluimos a unicidade.

O

Iremos, de agora até o fim do capitulo, desenvolver um estudo em busca da solugéo para
as equacoes lineares, homogéneas de segunda ordem e com coeficientes constantes. Pela
Proposicédo 4.2.1, sabemos que tal solugcao, se existir, serd uma sequéncia numérica real Unica.
Como nosso objetivo é justamente determinar tal solugdo, considere o conjunto de todas as
sequéncias de numeros reais, isto é, considere o conjunto

R* = {(yn) = ()’0,)’17)’27)’37“' 7yn7"') i€ R}

Definicdo 4.2.1. As operagdes usuais de adicdo e multiplicagdo por escalar em R™ sdo respec-
tivamente definidas por:

(i)
<Xn>+(zn) = (xn+Zn>:(xO+ZO7 xX1+2z1, 5 Xn+ 2, )

- (XO,Xl,"',Xn,"')+(Z0,Z1,"',Zn,"'),

para quaisquer (x,), (z,) € R™;

(i)
k(xy) = (kxn) = (kxo, kxy, -+, kxp, --+) =k(x0, X1, **+, Xp, )

quaisquer que sejamk € R e (x,) € R™.
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Note que o conjunto R™, considerando as operagdes de adi¢do e multiplicagio por escalar
acima definidas, € um espaco vetorial. Entretanto estamos interessados em analisar apenas o
subconjunto de R™ formado pelas sequéncias que sdo solugdes de equagdes de diferengas
lineares, homogéneas de segunda ordem e com coeficientes constantes.

Definicao 4.2.2. Dados yg,y; € R, definimos o conjunto

S= {(yn) = ()’07)’17)’27"' 7yn7"'> € Rw:)’n = ayn—1 +byn—27 Cl,b S R; n Z 2}

Note que o conjunto S acima definido é o conjunto solu¢do da Equacéo (4.2).

Lema 4.2.1. S é um subespaco vetorial de R™ de dimensé&o 2.

Prova. No item (1) a seguir, demonstra-se que S é subespago de R e no item (2) faz-se a
prova referente a dimensao de S.

(1) Inicialmente, nota-se que o vetor nulo de R™ pertence ao conjunto S, pois a sequén-
cia (y,) = (0,0,0,0,---,0,---) é gerada pela recorréncia y, = ay,—1 + by,—» com
yo=y1 =0.

(i) Se (xn), (zn) € S, entéo (t,) = (x,) + (z,) € S, pois
th = Xp+2p = [aXy—1 + bxp_2] + [azp—1 + bzy—2]

e portanto
In = a[xn—l +Zn—1] +b[xn—2 +Zn—2] = aty—1 + bty 3.

(ii) Se (x,) € Se k € R, entdo k(x,) € S, pois
alkx,—1] + blkxp—2] = klax,—1 + bx,—2] = kx,.
Logo S é um subespaco vetorial de R™.
(2) Considere T : R> — § a transformagao definida por
T(y0,y1) = (¥n), em que y, = ayn—1 +byn—2, a,b € R, n > 2.

Observa-se que T ¢ linear, pois, considerando-se (xo,x1) € R* com T (xg,x1) = (x,)
e (z0,21) € R? com T'(z0,21) = (z), tem-se que

T ((x0,x1) +k(z0,21)) = T (x0 + kzo,x1 +kz1) = (xn +kzp)
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e sendo assim,
T ((x0,x1) +k(z0,21)) = (xn) +k(zn) = T (x0,x1) + kT (20,21)-

O Teorema do Nucleo e da Imagem (ver referéncia [8], paginas 141 e 142) afirma que
se T :V — W é uma transformacao linear, em que o espacgo vetorial V tem dimensao
finita, entdo a dimensao do Nucleo e a dimensao da Imagem dessa transformagao
se relacionam de acordo com a igualdade

dmNuc T+ dimIm T = dimV.
Desta forma, sendo V = Rz, tem-se que
dmNuc T+ dmIm T =2. (4.4)
Também, nota-se que Nuc T = {(0,0)}, pois
T (yo,y1) = (0,0,0,0,---,0,---)

implica em

yo=y1 =0,

de modo que
Nuc T ={(0,0)}.

Logo, como Nuc T = {(0,0)}, conclui-se que dimNuc T =0 e a Equagéo (4.4)
fornece
dimIm T = 2. (4.5)

Além disso, T é sobrejetiva (0 equivalente a dizer que Im T = S), pois para toda
sequéncia (x,) € S existe (xo,x1) € R? tal que T (xp,x1) = (x,). Portanto, visto que
Im T = §, da Equacao (4.5) conclui-se que

dm S =2.
O

Pelo Lema 4.2.1, conclui-se que uma base do conjunto S é formada por 2 vetores, de modo
que a solugao da Equagao (4.2) é alcangada ao determinarmos uma base para o conjunto S.

Como consequéncia de S ser subespago temos a proposicao a seguir.
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Proposicéo 4.2.2 (Principio da superposi¢do). Se (x,) e (z,) sdo solugbes da equagdo de
diferencas y, = ay,_1 +by,_», a,b € R, n > 2, entdo

(tn) = k1 (xy) +k2(zn) (4.6)

também é solucéo, ki, k, € R.

Prova. Tem-se, para todo n > 2, que
Logo
aty—1 + bty = ky[ax,—1 + bx,—2] + kalazy—1 + bzy—2],

e portanto,
atp—1 +bt,_2 = kix, +kozp = t,.

O

De agora em diante, inspirados pelo fato de que a solugao das equacdes de diferencas
lineares, homogéneas e com coeficientes constantes de primeira ordem € da forma exponencial,
procuraremos por solugdes também na forma exponencial, ou seja, solugdes do tipo y, = A".

Neste caso teriamos
Yn = aYn—1 +byn—2

e dai
A =a(N ) +bp(A2).

A equagéo anterior equivale a
A 72A2 —ah—b] =0

e portanto,
A=0 ou AM—al—b=0.

Logo,

(i) se A=0temos que y, = 0 para todo n. Ou seja, a solugéo € a trivial (que tera sentido
apenas se yp = y; = 0);
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(ii) se A #0, entdo p(A) =A% —ak—b = 0. O polinémio p(A) = A> —ak — b & denomi-
nado polinémio caracteristico associado a equacao de diferengas em estudo. As
raizes do polinémio p(A) sdo denominadas autovalores e expressas por

a—+a*+4b a+va*+4b

M:f e kzzf. (4.7)

De modo que, dados os valores dos coeficientes a e b da Equacéo (4.2) os valores A;

e Ay sdo unicamente determinados. Também, observando que supusemos solugdo da forma
yn =M\, se A # Ay, entdo

m=M e =M (4.8)

verificam a recorréncia y, = ay,—1 + by,—».

Apresentaremos a seguir trés proposigdes que estabelecem resultados fundamentais
para escrevermos a solugdo procurada. Tais proposi¢oes referem-se ao polindmio p(A), ou
melhor, sdo resultados que relacionam o valor de seu discriminante A = a® +4b as suas raizes,
7»1 e 7»2.

Proposicio 4.2.3. Se A =a’+4b >0, entdo A # Ay e (A}, 7} C S é um conjunto linearmente
independente e, portanto, uma base para S.

Prova. Se A = a®> +4b > 0, as raizes do polinbmio caracteristico sdo valores reais e distintos.
Também afirmamos ser o conjunto {A},A5} um conjunto linearmente independente. De fato,
considere a equacao

c1M] + 2N =0, para todo n.

Em particular, paran =0e n =1, temos
c1+c2=0,
A1 +Mcr =0.

Como det ( ) =X — A1 #0, pois A; # Ay, conclui-se que a Unica solugao do

Mo
sistema € a solugdo trivial, ¢c; = ¢, = 0. De modo que o conjunto {A], A5} € um conjunto linear-

mente independente e, desta forma, uma base para S.

|

Proposicdo 4.2.4. SeA=a’+4b=0, entdoh; =\, € {M],n\{} C S é um conjunto linearmente
independente e, portanto, uma base para S.
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Prova. Se a®+4b =0, entdo o polinémio caracteristico tem uma raiz real de multiplicidade
dois, dada por A = A, = g. Note que a # 0 (pois, a = 0 resulta em A = 0, o que implica na
solugéo trivial). Também, visto que uma solugdo é dada por A, objetivamos determinar uma
outra solugao de modo que o conjunto formado pelas mesmas seja um conjunto linearmente
independente, ja que desta forma teremos uma base para S.

Afirma-se que nA| € S.

De fato, nAj € S, se e somente se
n\p = a(n— DA 4b(n—2)M 2,
que equivale a

n(A3 —aky —b) = —ak, — 2b, para todo n € N.

Dai
A —ah —b=0, (A)
—a\ —2b=0. (B)

Como A = a® +4b = 0, tem-se de (A) que A =
que esse A satisfaz (B):

. Para concluir a prova basta verificar

a? a*+4b B

a
—akl—Zb:0<:>—a<§>—2b:0<:>—?—2b:0<:>— . 0

e essa Ultima igualdade é verdadeira por hipétese. Concluimos, assim, que nAj € S.
Também afirma-se que o conjunto {A],nA]} € um conjunto linearmente independente.

De fato, considere o sistema
c1A] + con| = 0, para todo n.

Como a identidade acima deve ser verificada para todo n, se n = 0, entdo c; = 0, pois
A1 # 0. Logo,
conhf =0= ¢, =0.
De modo que ciA] + cank| = 0, para todo n, implica em ¢; = ¢, = 0. Dai o conjunto
{A],nA]} é uma base para S, pois, € um conjunto linearmente independente.
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Proposicio 4.2.5. Se A = a*> +4b < 0, entdo as raizes de p(A) sdo niimeros complexos con-
Jjugados de médulo r # 0 e de argumento 0 e —0 e, {y,Y2} = {r'"cos(nB),r"sen(n®)} C S é um
conjunto linearmente independente e, portanto, uma base para S.

Prova. se a® +4b < 0, as raizes do polindbmio caracteristico sao valores complexos conjugados;
digamos A; = o+ Bi, A, = oo — Bi. Usando a forma trigonométrica e a formula de Euler,

escrevemaos

A1 = a4 Bi = r(cos 0+ isen 0) = re'®

A> = o — Bi = r(cos 6 —isen 0) = re

o
emque r=|A;| = |A2| =/0?+ % e 0 étal que cos B = —, senGZE.
r

r
Pela férmula de De Moivre, sabe-se que o produto entre os complexos
z1 =ri(cos 01 +isenBy), zo =ry(cos 0, +isenB;), ..., zx = ri(cos O, +i sen 6y)
€ dado por
21222k = r1r2...r;(cos(8; + 02 + ...+ 6;) +isen(6; + 02+ ...+ 6;)).

Dessa forma

(A1)" = (r(cos 0+isenB))" =r"(cos(nb) +i sen(nb))

(A)" = (r(cos 8 —isen 0))" =r"(cos(nb) —i sen(n))
sao solugdes da Equacao (4.2), conforme visto na Equacéao (4.8).

Assim, pelo principio da superposi¢do (Proposicao 4.2.2), conclui-se que

(M)" = (R)"
2i

(M) + (Ra)"

M= > = r"'sen(n0)

=r"cos(nb) e M=
também serdo solugbes da Equacgéo (4.2).

Afirmamos ainda ser o conjunto {y;,Y2} = {r"cos(nB),r"sen(nB)} linearmente indepen-
dente. De fato, considere o sistema

c1r'cos(nB) + cor'sen(nB) = 0, para todo n. (4.9)
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Uma manipulacao na Equacéo (4.9) fornece

cos(n0)

rl’l

[c17"'cos(nB) + car'sen(nB)] =0

que equivale a
c1c08%(n0) + cosen(nB)cos (n6) =0

e portanto

T
/[clcosz(ne) + cpsen(nB)cos(nB)] d6 = 0, para todo n.
—n

De modo que

T T
cl/cosz(ne) d9+cz/sen(n9)cos(n9) d® = 0, para todo n. (4.10)
-T -T

Como f1(0) = cos*(n0) é uma fungéo par e f»(8) = sen(nO)cos(nO) é uma fungio impar,
da Equacao (4.10) escrevemos

T
2¢ /cosz(ne) de =0. (4.11)
0

T
Assim, como /cosz(ne) d® > 0, pois f1(8) = cos?(n0) é uma fungdo nao negativa e nao
0

identicamente nula, a Equacéo (4.11) fornece ¢; = 0.
Substituindo ¢; = 0 na Equacao (4.9), tem-se
car''sen(nB) = 0, para todo n

implicando em ¢; = 0. Deste modo, ¢; = ¢2 = 0, e o conjunto {y;, >} = {r"cos(n6),r"sen(nb)}
é linearmente independente e, portanto, uma base para S.

O

Neste momento, determinada uma base para o conjunto S, retornemos a determinagao
da solugéo geral para a Equacgao (4.2). Vimos que, para A = 0, tem-se a solugéo trivial (desde
que yo =y = 0) e se L # 0, entdo p(A) = A> —ak — b = 0, de modo que para determinar a
solucdo procurada devemos analisar o discriminante, A = a? + 4b, do polinbmio caracteristico
p(M\). Temos as possibilidades
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(iii)

34

se A > 0, pela Proposigdo 4.2.3 o conjunto {A], A} forma uma base para o conjunto
solugédo da Equacéao (4.2) e, portanto, a solugédo geral é dada por

yn =kiN] +koAy, ki, ky € R. (4.12)
Exemplo 4.2.1. Vamos determinar a solugdo geral da equacgéo
Yn=2Yn—1+Yn-2, n>2. (4.13)
Temos que o polinbmio caracteristico da Equacao (4.13) é
p(A) =22 —20—1,

cujas raizes sGoh; = 1 — V2e M=1+ V2. Portanto, a solugdo geral da Equacéao
(4.13) é dada por

Yo =ki(1=V2)"+ k(1 +V2)", ki, ky €R. (4.14)
n a\”n

se A =0, pela Proposigdo 4.2.4 o conjunto {A},nA}} = { <g> n (5) } forma uma

base para o conjunto solugao da Equacéo (4.2) e nesse caso a solugao geral serd

a\n a\ "
yn =k (§> —l—k2n<§> , ki,kr € R; (4.15)

se A < 0, pela Proposigéo 4.2.5 o conjunto {r"*cos(n8),r"sen(n0)} forma uma base
para o conjunto das solucoes reais da Equacao (4.2) e assim a solugao geral real é

__n
n ) 7 ) "
yn = 1" (kicos(n®) + kpsen(nB)), ki, kr € R (4.16)

em que r é o médulo e B é o argumento de uma das raizes complexas do polinémio
p(A).

Em todos os casos acima, a determinagéo de k| e k; é feita a partir de yg e y; (conhecidos

no problema).

e No caso (i), observando que

n=0=yo=ki+ko e n=1=y =kiA + ks,

tem-se o seguinte sistema:

ki +ka = yo,
kihi +kohy = 1.



Resolvendo o sistema acima, temos

1 1
det Yo det Yo
oAy =y b — Moy ) yi—yoh

11\ A 2 11\ A=A
det det
7\.1 7\,2 7\'1 }\42

e No caso (ii), obtemos o sistema:

kl = Y0,
kih +kohi = y1,

cuja solugao é
y1 — YoM

ki = yo, ky = .

e No caso (iii), tem-se
n=0=yy=ki e n=1=y; =r(kicos(0)+kysen(0)).

O que fornece o seguinte sistema:

kl = Yo,
kicos O+ krsen 6 = )1.
r

De modo que a solucao é

Y1 —ryocos 6

k1 = k
1 =)0, 2 rsen 0

Observagao 4.2.1. Note que r # 0, pois, caso contrdrio, .| = A, = 0. Também, se sen 6 =

teriamos solugdes reais e, portanto, deve ocorrer sen 0 # Q.
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5 Modelagem: uma aplicacao na Biologia

Neste capitulo, as principais referéncias foram o livro [7], a apostila [2] e 0 endereco eletro-
nico [11]. Na Secao 5.1 destaca-se 0 que séo "Plantas Anuais" e na Se¢ao 5.2 apresenta-se um
modelo matematico para Propagacdo de Plantas Anuais. E importante destacar que tal modelo
€ dado por uma equacgéao de diferencgas linear e homogénea de segunda ordem com coeficien-
tes constantes e escrita em fungédo dos varios pardmetros a serem definidos no problema. A
equacao possui a forma das equagdes estudadas no Capitulo 4 e, portanto, aplica-se a teoria
apresentada naquele capitulo. Na Secao 5.3, mostra-se uma condicdo sobre os parametros da
equagao-modelo, evidenciando-se o parametro v (referente ao numero de sementes produzidas
por planta), para que seja garantida a sobrevivéncia da populagio de plantas e também serédo
apresentadas duas simulacdes do problema proposto utilizando-se o software Excel.

5.1 Plantas Anuais

Plantas Anuais (ver referéncia [2]) sdo aquelas que completam seu ciclo de vida (com-
posto por: germinacao, floracdo, producdo de sementes € morte) em um ano. Entre essas
plantas, existem aquelas que toleram as geadas (denominadas Plantas Anuais Rusticas) e
aquelas que sao danificadas ou mortas pela geada e pelas baixas temperaturas (denominadas
Plantas Anuais Semi-Rusticas).

A principal caracteristica das plantas anuais consiste na pouca, ou mesmo nenhuma,
exigéncia quanto aos nutrientes do solo o que possibilita o cultivo dessas plantas juntamente
com outras espécies, pois elas nao interferem no bom desenvolvimento das outras plantas.

As Plantas Anuais produzem, geralmente, suas sementes no verao e o ciclo de vida des-
sas plantas se inicia na primavera com a germinac¢ao das sementes. Em seguida, a nova planta
inicia um periodo de crescimento vegetativo, entrando na sua fase reprodutiva, quando atingem
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um determinado desenvolvimento e morrem no auge do seu estagio reprodutivo, deixando as
suas sementes no solo. Uma fragdo dessas sementes (caso sobrevivam ao inverno e a fatores

diversos, tais como: clima, agbes de predadores, etc) dardo origem a novas plantas.

Alguns exemplos de Plantas Anuais:

(i) na agricultura - Milho, Feijoeiro, Faveira e Tomateiro;
(i) na ornamentacéo - Malmequer, Amor-perfeito e Manjerico;
(ii) plantas daninhas - Ervilhaca e Saramago.

5.2 Propagacao de Plantas Anuais

A seguir apresenta-se um modelo para o problema de propagacao das Plantas Anuais.
Inicialmente destacamos que:

(i) para tais plantas sobreviverem como uma espécie, uma populagao suficientemente
grande deve ser renovada a cada ano;

(i) exige-se um sistematico acompanhamento dessas plantas e também das reservas
de sementes (de varias idades) em cada instante temporal.

Observacao 5.2.1. Consideraremos que a idade das sementes é determinada pelo numero de
invernos que elas sobrevivem. QOu seja, sementes que sobrevivem ao primeiro inverno ja serao
consideradas sementes de um ano. Analogamente, sementes de dois anos sdo aquelas que
sobrevivem a dois invernos e assim sucessivamente.

Observacao 5.2.2. Se quisermos complicar um pouco a modelagem do problema basta consi-
derarmos o fato de que as Plantas Anuais produzem sementes que podem ficar adormecidas
por varios anos antes da potencial germinacdo. Entretanto iremos considerar que sementes
com mais de dois anos ndo podem germinar e serdo desprezadas na modelagem apresen-
tada. Uma hipotese mais geral que essa deixaria a modelagem mais completa, mas tornaria a
modelagem mais onerosa e fugiria dos objetivos deste trabalho.

Etapa 1: Declaracao do Problema
Visto que as estagdes do ano no hemisfério sul obedecem a seguinte distribuigao:

e Qutono - De 22 de margo a 20 de junho,
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e Inverno - De 21 de junho a 23 de setembro,
e Primavera - De 23 de setembro a 21 de dezembro,
e Verdo - De 21 de dezembro a 21 de marco,

suponha que:

1) a produgéo de sementes ocorre no fim do verdo, digamos entre os meses de feve-
reiro e marco. E nesse periodo registrado o final da temporada de crescimento das
plantas que, como ja mencionado, deixam suas sementes no solo antes de morrer;

2) agerminagdo das sementes que sobreviveram ao Ultimo inverno ocorre na primavera,
digamos entre os meses de outubro e novembro. E essa germinacédo que originara
uma nova geracéao de plantas;

3) afragéo, ou seja a porcentagem, de sementes que germinam depende da idade das
mesmas e a fragdo de sementes com um ano de idade que germinam é nao nula.

Assim, o problema consiste na determinagdo da populacdo de plantas em um dado ins-
tante de tempo.

Etapa 2: DefinicGes e hipoteses

A seguir faz-se a descrigdo dos parametros o, 3,0 e 7y especificados no problema. A

saber:

o fracdo de sementes de um ano que germinam,

B: fracdo de sementes de dois anos que germinam,

o: fragdo de sementes que sobrevivem a um determinado inverno,

Y: numero de sementes produzidas por planta entre os meses de fevereiro e margo.

Consideraremos que os parametros o, 3, ¢ e Y sdo constantes.

Observando que o banco de sementes muda constantemente ao longo do ano devido a
fatores diversos (germinagéo, envelhecimento e mortalidade de algumas sementes, bem como
a producgao de algumas novas sementes), facamos a definicao das variaveis do problema. Nova-
mente devemos observar que, para simplificagdo do problema, vamos pressupor que sementes
com mais de dois anos ndo sao mais viaveis e podem ser desprezadas.

Para melhor compreensao de todas as quantidades envolvidas nesse problema, apresen-
taremos as mesmas de forma esquematica na Figura 5.1, respeitando suas hipéteses.
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Figura 5.1: Propagacao das Plantas Anuais.

Plantas anuais produzem, cada uma, Y sementes no veréo (tais sementes podem per-
manecer no solo por até dois anos antes de germinarem). As respectivas fragcoes o e 3 de
sementes, de um ano e de dois anos, que germinam originardo uma nova geragao de plantas.

Discussao do modelo:
A seguir sdo definidas todas as varidveis do problema. A saber:

e p,: numero de plantas presentes no instante n;

° 52: numero de novas sementes produzidas no instante n entre os meses de fevereiro
€ margo;

° S},: numero de sementes com idade de um ano nos meses de outubro e novembro
no instante »;

° s}?: namero de sementes com idade de um ano no instante n que restaram apds
algumas germinarem;

° S,zl: numero de sementes com idade de dois anos nos meses de outubro e novembro

no instante »;
2.
p

narem (note que essas sementes serdao desprezadas).

e 5.: numero de sementes com idade de dois anos que restaram apo6s algumas germi-

Observacao 5.2.3. Para cada variavel anteriormente definida, destaca-se que o subscrito refere-
se ao instante que se faz referéncia e, para as variaveis relacionadas ao numero de sementes,
0s sobrescritos indicam a idade das mesmas.



40

A principio nota-se que ha um grande niumero de variaveis nesse problema. Contudo, pelo
fato de essas variaveis se relacionarem, veremos que as mesmas serdo descritas em fungéo

apenas da variavel p;,.
Etapa 3: As Equacoes

Nosso ponto de partida em busca de um modelo matematico para esse problema concentra-
se na formulacéo da equagao que gera a populagao de plantas, p,, no instante n. Considerando-
se a fragédo o (das sementes que germinam com um ano de idade) e a fragéo 3 (das sementes
que germinam com dois anos de idade), nota-se que p,, € determinado pelo nimero de plantas
originadas de sementes de um ano de idade, adicionado ao nimero de plantas originadas de
sementes de dois anos de idade, de modo que

pn=0S) +BS2 n>2. (5.1)

Afirmamos anteriormente que todas as variaveis podem ser descritas em fungao da varia-
vel p,. Desta forma, acompanhando a ordem sequencial dos acontecimentos esquematizados
na Figura 5.1, iremos visualizar como tais variaveis se relacionam com a variavel p, e os para-
metros o, 3,G e .

1) S?l— O numero de novas sementes produzidas em margo (no instante n) — € determi-
nado multiplicando-se o parametro y pela quantidade de plantas existentes naquele
instante:

S = vpu. (5.2)

2) S},H— O numero de sementes com um ano de idade no instante n+ 1 — & determi-
nado multiplicando-se a fragdo de sementes que sobreviveram ao Ultimo inverno (a
constante G) pelo numero de sementes produzidas no instante n (a variavel 5,9):

S = oS (5.3)
Assim, substituindo o valor de 52 dado pela Equagéao (5.2), tem-se que

Si+1 = OYPn- (5.4)
Desse modo, a variavel S,l,L da Equacao (5.1) se escreve como

Sy = OVPu-1. (5.5)

3) s

n

11— O nimero de sementes de um ano de idade no instante n+ 1 que restaram
ap6s algumas germinarem — é determinado multiplicando-se a fragdo de sementes
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que nao germinaram (a constante 1 — o) pelo nimero de sementes de um ano de
idade no instante .+ 1 (a variavel S, ):

sp=(1—a)Sh, ;. (5.6)
Note que SS+1 = YPn+1-

4) S,21+2— O numero de sementes de dois anos de idade no instante n 42 — é determi-
nado multiplicando-se a fracdo de sementes que sobreviveram ao Ultimo inverno (a
constante 6) pelo numero de sementes que restaram apos algumas germinarem no
instante n+ 1 (a variavel Sr11+1):

S, =05, (5.7)
Assim, substituindo o valor de s,llH dado pela Equagéo (5.6), obtém-se
S2,=0(l—-a)Sh ;. (5.8)
Dai, visto que o valor de S,]ZH € dado pela Equacao (5.4), conclui-se que
Sni2 = 6(1 - )oY

Ou seja,
Spia =6 (1= 0)Ypa. (5.9)

De modo que a variavel Si da Equacéao (5.1) se escreve como
$2 = 62(1 — Q) Ypu_2. (5.10)
Logo, substituindo os resultados das Equacdes (5.5) e (5.10) na Equacao (5.1), vé-se que

Pn = 00YPa—_1 + P> (1 — o) ypa_a. (5.11)

Desta forma, chegamos a uma equacao de diferengas que imaginamos modelar o pro-
blema. Note que a Equacéao (5.11) é linear, homogénea e de segunda ordem com coeficientes
constantes e, deste modo, aplica-se a teoria estudada no Capitulo 4.

Agora fagcamos uma leitura da Equagéao (5.11), interpretando seus termos de acordo com
as definicdes e suposicoes da Etapa 2, com o objetivo de assegurar que o modelo obtido é con-
dizente com o problema declarado na Etapa 1. Para tal, considere a Equacgéo (5.11) escrita de

modo que sejam evidenciados os termos que nela se apresentam. Desta forma, relacionaremos
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esses termos com a situagao descrita no problema referente a determinacao da populacao de

plantas em um dado instante (veja Figura 5.2).

Pp= Q0YPp—1+ Bo(1— @)oyp,—

(6) (1)
(7) (2)
(8) (3)
(4)
(5)

Figura 5.2: Modelo: Propagacao das Plantas Anuais.

A interpretagao da Figura 5.2 é:

sementes produzidas ha dois anos;

sementes produzidas ha dois anos que sobreviveram ao primeiro inverno;

sementes produzidas ha dois anos que sobreviveram ao primeiro inverno, mas nao
germinaram no primeiro ano;

sementes produzidas ha dois anos que sobreviveram ao primeiro inverno, ndo ger-
minaram no primeiro ano e sobreviveram ao segundo inverno;

sementes produzidas ha dois anos que sobreviveram ao primeiro inverno, ndo germi-
naram no primeiro ano, sobreviveram ao segundo inverno e germinaram no segundo
ano;

sementes produzidas ha um ano;

sementes produzidas ha um ano que sobreviveram ao primeiro inverno;

sementes produzidas ha um ano que sobreviveram ao primeiro inverno e germinaram

no primeiro ano.

5.3 Sobrevivéncia da espécie: o parametro y

Visto que a equacao obtida para o0 modelo é descrita por varios parametros, fagamos

a=acye b =PBc?(1—a)yobtendo a equagio

Pn=apn—1-+ bpan- (5-1 2)
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Deste modo o polinémio caracteristico associado a Equacao (5.12) é
p(A) =A% —ak—b. (5.13)

E razoavel pensar que o nimero de sementes produzidas por planta, bem como a fragao
de sementes que sobrevivem ao inverno, sdo maiores que zero (isto €, Y> 0 e ¢ > 0), pois,
caso contrario, estaremos certos da extingao da espécie.

Se B =0, entdo a Equagao (5.11) deixa de ser uma equagdo de segunda ordem e a
sobrevivéncia da espécie fica determinada pela constante o, com o > 0. Desta forma, o modelo
ndo se refere ao problema proposto, no qual considera-se a possibilidade da germinacao das
sementes tanto no primeiro quanto no segundo ano. Neste caso, estariamos modelando um
problema similar, no qual sementes que ndo germinam no primeiro ano s&o negligenciadas de
modo que a equagao que modela esse novo problema seria

Pn = OGYPn—1.
Desta forma, devemos ter § > 0.

As raizes do polinbmio caracteristico, ou seja, da Equagao (5.13), sdo

— ]2 4b
N _a—\/a2+4b_a a4 <1+a2>_occw 1— l+ﬁ
1= 2 - 2 - 2 az
e
2 4b
k_a+\/a2+4b_a+ a(l+a2>_occy AR
2 = 2 - 2 - 2 (12 '
De modo que podemos escrever
M:O‘—Gy(l—\/us) e x2:@<1+\/1+5), (5.14)
2 2
em que
_4b 4ABc*(1—a)y  4B(1-o) 4B (1
6_¥_ (aoy)2 o2y  ya &_1 ' (5.15)

Também parece razoavel pensar em o # 1, pois o = 1 significaria que todas as sementes
de um ano de idade germinam. Deste modo, 0 < o < 1 e analisando a Equagéo (5.15), conclui-
se que

d>0.
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Das Equacoes (5.14) e (5.15), nota-se que os valores A e A, sdo determinados através
do conhecimento dos parametros o, 3, G e Y e assim, a expressao que nos possibilita determinar
esses valores, isto é, a Equacao (5.14), se apresenta um pouco carregada de informagoes.

Objetivamos determinar uma condicao que possibilite garantir a sobrevivéncia da espécie
e, sendo as raizes A e A, reais distintas, a solucéo geral da equacéo (5.12) é

pn=c1(AM)"+ca(A)".

Visto que A, > 0, tem-se que

pn=(A2)" [Cl (%) +62} : (5.16)
2

Também nota-se que |A;| < |A2|, quaisquer que sejam os valores dessas raizes. De fato,
da Equacao (5.14) conclui-se que A é sempre negativo, de modo que

vVa*+4b—a Va*+4b+a
|7\,1|=—7\.1= 5 < 5

oy

)\’ n
Assim, analisando a Equacéo (5.16) vemos que ¢ (7&—1) — 0 quando n — +oo. Deste
2

modo, a condigdo que desejamos encontrar depende unicamente da raiz A, e tal condigéo sera
evidenciada pela proposicéo a seguir.

1
oo+ Bo?(1 —a)

Proposicdo 5.3.1. Sey> 9 = ,entdoh, > 1.

Prova. Considerando as proposigoes p : 'y > e qg: M >1,

oo + Bo? (1 —a)

mostremos que ~ g =~ p.
De fato, supondo A, < 1 (na realidade 0 < A, < 1), tem-se

oyo 2 2
< — <1 1 1 < — 1 < ——1.
M<ls 5 (I+V14+d) <1l&s (14 +8)_GW<:> +8_Gm

Elevando-se ao quadrado ambos os membros da ultima inequacgéo, e observando-se que

5 4Bc?(1 —a)y
~ (oyw)?

Y
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conclui-se que

_ 201 _ _
148 < —i+1<:>8§4 4oyo0  4Po-(1 oc)y<4 4oy0

Assim

Bo’(1-a)y<1-oya s [Bo’(1—o)+oay<1ey< Bo2(1—a) + oo

O que € a negagao da proposiGao g e prova a proposicao.
O

Observacio 5.3.1. A dltima equivaléncia acima é vélida por ser pc*(1 — o) 4+ oo > 0, pois,
supondo [362(1 — o) +oa < 0 e multiplicando-se ambos os membros dessa desigualdade por

Bcs(é—l) < —1.

Como Bo > 0, a inequagao acima sera satisfeita apenas se,

— tem-se que
ool

1
~1<0,
o

de modo que o > 1, que é um absurdo.

|

Portanto se Yy > 1 temos por (5.16) o crescimento da populagdo das plantas e, caso
contrario, a espécie tende a se extinguir.

A seguir apresentaremos duas simulacdes desse problema nas quais utilizamos o soft-
ware Excel para visualizarmos a evolugao da populacdo das plantas. Em ambas situacoes,
consideraremos a introdug¢ao de uma populagéo constituida de 100 plantas no ambiente e exa-
tamente este momento sera determinado como o instante inicial para se analisar a propagacao

da espécie, ou seja, este instante se refere a geracao no tempo zero.

Nas planilhas descritas abaixo, a entrada dos dados do problema (ou seja, os valores dos

parametros o, 3, ¢ e ) é feita pelo usudrio de forma auto-instrutiva. Selecionamos também uma
1

oo + Bo? (1 —a)
compara-la ao parametro y e assim concluir a evolugédo da populagdo das plantas através da

célula na qual sera calculado o valor da quantidade 0 = para que possamos

Proposicao 5.3.1 e também "inserimos" as colunas abaixo descritas:

Geracao - O instante temporal, ou seja, o ano i, i € {0,1,2,3,--- }.
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Plantas - Numero de plantas presentes naquela geragéao.

Novas Sementes - NUmero de novas sementes naquela geragao.

S1 - Numero de sementes com um ano de idade naquela geragao.

S1, Ger. - Niumero de sementes com um ano de idade que germinaram naquela
geracao.

S1, Rest. - Numero de sementes com um ano de idade que restaram, apds algumas
germinarem, naquela geracao.

S2 - Numero de sementes com dois anos de idade naquela geracao.

S2, Ger. - Numero de sementes com dois anos de idade que germinaram naquela
geracao.

S2, Negl. - NiUmero de sementes com dois anos de idade que restaram, apos algu-

mas germinarem, naquela geracao (sementes a serem negligenciadas).

Ao fim de cada simulagdo mostra-se um ajuste grafico para melhor visualizagao da evolu-

¢ao da populagéao.

Simulagao 1. Considerando os parametros oo = 0,6;3 = 0,3;6 = 0,8 e Y = 2 obtemos

os dados exibidos na planilha abaixo (veja Figura 5.3).

Geracdo| Plantas |Movas Sementes 51 51, Ger. 51, Rest. 52 52, Ger. 52, Negl.

1] 100,0 200,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0

1 56,0 192,0 160,0 96,0 64,0 0,0 0,0 0,0

2 107,5 215,0 153,6 92,2 61,4 31,2 15,4 35,8

3 118,0 235,9 172,0 103,2 68,8 49,2 14,7 34,4

4 129,8 259,5 188,7 113,2 75,5 351 16,5 38,5

5 1427 285,4 207,6 1246 83,0 60,4 18,1 42,3

6 156,9 313,8 228,3 137,0 91,3 66,4 19,9 46,5

7 1726 345,1 251,1 150,6 100,4 73,1 21,9 51,1

8 189,8 379,5 276,1 165,7 110,4 80,3 24,1 56,2

a 208,7 417,3 3036 1822 1214 88,3 26,5 61,8

10 229,5 458,9 333,9 200,3 133,5 97,2 29,1 68,0

11 252,3 504,7 367,1 220,3 146,9 106,8 32,1 74,8

12 277,5 555,0 403,7 2422 161,5 117,5 35,2 82,2

13 305,2 610,3 444,0 266,4 177.6 129,2 38,8 50,4

14 3356 671,1 488,2 292,9 195,3 142,1 42,6 39,5

15 369,0 738,0 536,9 3221 214,8 156,2 46,9 109,4

16 405,8 811,6 590,4 354,3 236,2 171,8 51,5 120,3

17 446,3 892,5 649,3 389,6 259,7 188,9 56,7 132,3

18 430,7 981,5 714,0 4284 285,06 2078 62,3 145,4

19 539,6 1079,3 785,2 471,1 314,1 228,5 68,5 159,9

20 5934 1186,9 8634 518,1 3454 251,3 75,4 175,9
B 0,6 e —— g ——
B= | o3 =z D - (& 1 mss011 ])
= 0,8 e ———————

Figura 5.3: Propagacao das Plantas Anuais - Evolu¢do da espécie.
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Nessa situagdo nota-se que havera evolugao da populacdo e comparando a quantidade
¥ com o parametro y percebe-se que Y > ¥ e, portanto, o autovalor A, da Equagao (5.13) é tal
que A, > 1. A seguir, na Figura 5.4, mostra-se o ajuste gréfico referente a essa simulagao.

Propagacdo das Plantas Anuais

00,0
560,0 /
520,0 4
480,0 pd
240,0 o
400,0 /
360,0 ~~
320,0 /
280,0 /
240,0 /
200,0 ‘_—/(x/
160,0
120,0 T
80,0
40,0
O,D T T T T T T T T T T

Figura 5.4: Gréfico - Evolugcao da espécie.

Simulacéo 2. Considerando os parametros oo = 0,5; = 0,25;6 = 0,8 e Y= 2 podemos
observar a propagacao da espécie analisando os dados exibidos na Figura 5.5.



Geragdo| Plantas |Movas Sementes 51 51, Ger. 51, Rest. 52 52, Ger. 52, Megl.

0 100,0 200,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0

1 80,0 160,0 160,0 80,0 80,0 0,0 0,0 0,0

2 80,0 160,0 128,0 64,0 64,0 64,0 16,0 48,0

3 76,8 153,6 128,0 64,0 64,0 51,2 12,8 38,4

4 74,2 148,5 1229 61,4 61,4 31,2 12,8 384

5 71,7 143,4 118,8 59,4 59,4 49,2 12,3 36,9

3] 69,2 138,4 114,7 57,3 37,3 47,5 11,9 35,6

7 66,8 133,7 110,8 55,4 55,4 45,9 11,5 34,4

8 64,6 129,1 107,0 53,5 33,5 44,3 11,1 33,2

[ 62,3 124,7 103,3 51,6 51,6 42,8 10,7 32,1

10 60,2 120,4 99,7 49,9 49,9 41,3 10,3 31,0

11 58,1 116,3 96,3 48,2 432 39,9 10,0 29,9

12 56,1 112,3 93,0 46,5 46,5 38,5 9,6 28,9

13 54,2 1084 89,8 44,9 44,9 37,2 9,3 27,9

14 52,4 104,7 86,7 43,4 43,4 35,9 9,0 26,9

15 50,6 101,1 83,8 41,9 41,9 34,7 8,7 26,0

16 48,8 97,6 80,9 40,4 40,4 33,5 84 25,1

17 47,1 94,3 78,1 39,1 39,1 32,4 8,1 24,3

18 45,5 91,1 75,4 37,7 37,7 31,2 7.8 23,4

19 44,0 87,9 72,8 36,4 36,4 30,2 7,5 22,6

20 42,5 84,9 70,3 35,2 35,2 29,1 7.3 21,9
o 0,5  e—
B 0,25 y=Cl 2 ) = (= 2083223333 |
p 0.8 e ——

Figura 5.5: Propagacéo das Plantas Anuais - Extingao da espécie.
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Nesse caso pode-se notar que a populacao tende a uma extingao. Também, comparando

a quantidade ¥ com o parametro Y nota-se que Y < ¥ de modo que A, < 1. Na Figura 5.6

apresenta-se o ajuste gréfico para essa simulagao.
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Figura 5.6: Gréfico - Extincao da espécie.
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6 Alguns casos de nao homogeneidade

Estuda-se, neste capitulo, algumas formas de equacgdes de diferencgas lineares, mas nao
homogéneas, de segunda ordem e com coeficientes constantes, em que a ndo homogeneidade
€ expressa por fungdes bem especificas e destaca-se que

na Sec¢ao 6.1 evidencia-se a forma dessas equagoes;

na Secao 6.2 apresenta-se 0 caso em que a nao homogeneidade é dada por um
polindmio de grau menor ou igual a 2;

na Secéo 6.3 estuda-se a ndo homogeneidade quando o termo ndo homogéneo é do
tipo exponencial.

A motivagéo para o desenvolvimento deste capitulo consiste no Método dos Coeficientes
Indeterminados para Equacgdes Diferencias ordinarias lineares ndo homogéneas com coeficien-
tes constantes. Nossa principal referéncia foi o livro [3].

6.1 Equacoes de diferencas lineares, nao homogéneas, de

segunda ordem, com coeficientes constantes

As equagoes de diferencgas lineares, ndo homogéneas e com coeficientes constantes, de

ordem m tém a forma geral

m
Yn = < ai}%i) +Bn; (OFR Bn S R; n>m,
=1

1=

(6.1)
Y0,Y1," * ,¥Ym—1 € R dados,
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em que {B,} # {0}.

A equacao homogénea associada a Equacéao (6.1) é
m
Yn = Z QiYn—i, O €R, n>m. (6.2)
i=1

As equacoes de diferencas lineares, nao homogéneas de segunda ordem com coeficien-
tes constantes tém a forma da Equacao (6.1), com m = 2. Ou seja, sdo equagdes do tipo

{ Yn = ayn—1 +byn—2+PBn, a,b,pp ER, n>2; 6.3)
v0,Y1 € R dados,
em que {B.} # {0}
A equacao homogénea associada a Equacéo (6.3) é
Yn=aVn—1+byy,—2, a,b e R, n>2. (6.4)

No Capitulo 4 apresentamos a solugdo geral da Equacao (6.4). Mostraremos, na Pro-
posicao 6.1.2, que a solucao geral da Equacao (6.3) é expressa pela soma da solugéao geral
da equagdo homogénea associada e de uma solugdo particular da equacao nao homogénea.
Também estudaremos algumas equacodes de diferencas lineares (mas, ndo homogéneas) de
segunda ordem com coeficientes constantes, pois, desta forma, o estudo realizado no Capitulo
4, juntamente aos resultados a serem evidenciados neste capitulo nos possibilitarda escrever a
solucdo geral dessas equacoes.

Proposicao 6.1.1. Se Y,l1 e Y,l2 sdo solugbes da Equacio (6.3), entdo a diferenca, Yn1 — Ynz, é
uma solugdo da equacdo Equacéo (6.4). E, se )’;11 e yﬁ forem solugées linearmente independen-
tes da Equacéo (6.4), entédo

Y, — Y72 =kiy) +koy?, (6.5)

em que k| e ko sdo constantes reais.

Prova. Considere o operador linear

L[y] =Yn—ayp—1 —by,—>.

Com tal definicao, escrevemos a equacao nao homogénea (6.3) e a equagdo homogénea
associada (6.4), respectivamente, como

LM =Yn— (a)’n—l +b)’n—2) = Bn € Lb’] =Yn— (a)’n—l +byn—2) =0.
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Estabelecida a notagao, provaremos a proposi¢ao. Se Yn1 e Yn2 forem solugdes da equacao
ndo homogénea (6.3), tem-se que L[Y,!] = L[Y?] = B,.. Logo,

LY - L[y =o. (6.6)

Ly! —v?]=o. (6.7)

A Equacéo (6.7) nos diz que Ynl — Yn2 € uma solucao da Equacéo (6.4). Como a solugao
geral da Equacao (6.4) é dada por

yn = kiyy +koy2, ki,ky €R,
se Yn1 — Yn2 € uma solucao da Equacéo (6.4), entdo
Y —Y? =kiy! +koy?, ki, ko €R.

a

Proposicao 6.1.2 (Solugédo geral da equacao de diferengas lineares e ndo homogénea de se-
gunda ordem com coeficientes constantes). A solucdo geral da equagcdo ndao homogénea (6.3)
pode ser escrita na forma

Yy = kiyy +kaya + Yy,

em que {y}l,yﬁ} forma uma base para o conjunto solugdo da equacdo homogénea associada
(6.4), ki e ko sdo constantes reais arbitrarias e Y,, é uma solugdo particular da equagcao nao
homogénea (6.3).

Prova. ldentificando, na Proposi¢do 6.1.1, a solucdo y, com Yn1 e a solucao Y, com Ynz, o]
resultado segue-se. O

Observacao 6.1.1. Objetivamos determinar uma solugdo particular da equagcdo ndao homogé-
nea (6.3). Inicialmente procuramos por solugées com um formato similar a 3,,, porém vimos que
isto implicava em restricbes nos coeficientes a e b. Em nossos calculos percebemos que para
cobrir todos os casos era necessdrio considerar a solugao particular similar a ,,, mas multi-
plicada por um termo n* comt = 0,1,2. Os resultados obtidos sdo apresentados nas secées
sequintes.
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6.2 [3,, termo polinomial de grau <2

Nesta secdo, faremos um estudo de equacdes com a forma da Equacéo (6.3) em que
B, é expresso por um polindmio p(n) de grau menor ou igual a 2. Ou seja, consideraremos
equacobes da forma

Yn=ayp—1+by,2+p(n), a,b eR, n>2;
vo,V1 € R dados,

em que p(n) é um polinémio com valores reais, de grau menor ou igual a 2.

6.2.1 Polinbmios de grau zero

Inicialmente, consideraremos o polinémio p(n), da Equagao (6.8), expresso por uma cons-
tante real ndo nula. Ou seja, analisaremos as equacgdes do tipo

)’n:a)’n—l‘f'b)’n—Z‘f'kOa a7b7k0€Ra n>2; (6 9)
y0,y1 € R dados, '
em que ko # 0.
Proposicao 6.2.1. Seja a equacéo
Yn = ayn—1 +byn72+k07 Cl,b € ]Rv kO eR— {O}a n=>2. (610)

Ent&o existe uma solugdo particular da formay, = Cyn"*, comt € N e Cy # 0, de modo que

ko
1. b#1,entaot=0eChp= ———;
sea+b # 1, entdo e Cy (@b
ko
2. b=1 2b#0,entdot=1eCy= ——;
sea+ ea+2b #0, entdo e Co g+2b
3. seat+b=1ea+2b=0, entéot:2eC0:50.

Prova. 1. Suponhamos a+b # 1 e que y, = Con*, comT > 0 e Cy # 0, seja uma solugéo
particular da Equacao (6.10). Assim

Yn = ayn—1+by,—2+ko
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implica em
Con® = a[Co(n—1)*| +b[Co(n—2)"] +ko. (6.11)

Pelo desenvolvimento binomial

(- = Y (1) ( ‘ )

Substituindo o resultado acima em (6.11) temos

T T T
Con® = (a+b)C0<0 )nt—(a—{—Zb)Co( | >nT—1+(a+4b)Co<2 )nT—Z_

-+ (=D%a+2%)Cy < : ) +ko.
(6.12)

Manipulando a expresséo acima, obtemos

T(T _ 1>C0n’tf2 _

Con® = (a+b)Con* — (a+2b)tCon" ! + (a +4b)
(6.13)

-+ (=1)"(a+2D)Cy + ko.

Analisando a Equacéo (6.13), que representa a igualdade de dois polinbmios, se T > 1,
entao conclui-se o absurdo de ser a+ b = 1. Logo, T = 0 e, deste modo, tem-se

Co= (a -+ b)C() + ko,
de modo que

ko

=T ath)

2. Suponha que a Equagdo (6.10), com a+b =1 e a+2b # 0, tenha uma solugao
particular da forma y,, = Cyn". Supondo T = 0 na equacéo (6.13), tem-se que

Co= (a —I—b)Co + ko,
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implicando no absurdo ky = 0 (lembre-se que, por hipétese kg # 0). Logo, devemostert> 1, ou
seja, T= 1 ou T > 2. Entretanto, considerando-se T > 2, na Equacao (6.13), como o polinémio
que antecede o sinal de igualdade nao apresenta o termo de grau T — 1, conclui-se que

—(a+2b)1Co =0,

o que forneceria a4+ 2b = 0, pois Cy # 0, o que contradiz a hipétese. Deste modo, T =1, e
sendo a+b =1, a Equacgéao (6.13) fornece

0= —(a-|—2b)C0 + ko
0 que implica
ko

T a+2b
3.Sea+b=1ea+2b=0, entdo obtém-se o sistema

at+b=1,
a+2b=0.

De modo que a =2 e b = —1. Substituindo os valores determinados para a e b na

Co

Equacéo (6.13), obtém-se a equacao

t(t—1)

0=-2
2

Contiz— +(_1)T(2—ZT)C0+/€0. (6.14)

Desta forma, analisando a Equagéao (6.14), nota-se que ha duas possibilidades: T =2
ou T > 3 (note que para T =0, ou T = 1, a Equagéo (6.14) ndo representa uma igualdade de
polinémios). No entanto, se T > 3, teriamos

t(t—1)

-2
2

Co=0,

implicando no absurdo Cy = 0.

Deste modo, T = 2 e, da Equagéo (6.14), conclui-se que

0= —2Cy+ ko,

e portanto
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Exemplo 6.2.1. Seja a equagéo y, = 2y,—1 +yn—2+35, Yo,y1, dados, n > 2. De modo que,
a=2,b=1eky=5.
Logoa+b # 1 e pela Proposigdo 6.2.1 uma solugdo particular sera y, = Con® = Cy, com
ko 5 5

Co

T l1—(a+b) 1-3 2

5 5
Verifica-se, substituindo y,, = — 3 na equagdoy, =2y,—1+yn—2+5, quey, = — 3 é solu-
cdo. Pela Equacao (4.14), (veja capitulo 4), a solugcao geral da equacao homogénea associada

(ou seja, da equagao y, = 2yn—1+yn—2, Yo,y1, n > 2) é
Yo =ki(1=V2)"+ka(1+V2)", ki,ky €R,
Portanto, a solugao geral da equagcao y, = 2y,—1+Yn—2+35, yo,y1, dados, n > 2, é

5
yn=k1<1—\fz)"+k2(1+\/§)"—§, ki ks € R,

Exemplo 6.2.2. Seja a equagdo y, = —yn—1+2y,—2+35, yo,y1, dados, n > 2. Neste caso,
a=—1,b=2eky=>5.
Assim, a+b=1ea+2b+#0 e, desta forma, pela Proposigdo 6.2.1 uma solugao particular
€ dada pory, = Con1 = Con, em que

o k5 5
0= a2 144 3

5
ou seja, y, = gn € uma solugdo particular da equagdo y, = —yn,—1+2yn—2+5.

Exemplo 6.2.3. Seja a equagdo y, = 2yy—1 —Yn—2+3, Yo,Y1, dados, n > 2. Dal,
a=2b=—1ek=5.

Desta forma, a+b =1 e a+2b = 0 e, deste modo, pela Proposicao 6.2.1, uma solugcao

particular seray, = Con?, com
ko 5
C = — = =,
72 72

5
de modo que, uma solugdo particular da equagdo y, =2y,—1 —Yn-—2+5 6y, = 5”2'
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6.2.2 Polinémios de grau um

Nesta segdo estudaremos as equagdes da forma (6.8), em que p(n) é um polinémio do
primeiro grau. Isto é, abordaremos as equacdes da forma

Yn = ayp—1+by, 2 +kin+ko, a,b, ki, ko €R, n>2;
(6.15)
v0,Y1 € R dados,
em que k; # 0.
Proposicao 6.2.2. Seja a equacédo
Yn = ayn—1+by, 2 +kin+ko, a,b,kg €R, ky € R—{0}, n>2. (6.16)

Entéo existe uma solugéo particular da formay, = (Cin+ Cy)n*, comt € N e C; # 0, em que

1. sea+b+#1,entdot=0¢e

ki Cr— (1—=(a+b))ko—(a+2b)k;

=T axe) @7 (I—(a+b))? ’

2. sea+b=1ea+2b#0,entdot=1e

Cr— ki Co— (a+4b)ki +2(a+2b)ko
YT 2(a+2p) 0T 2(a+2b)2 ’
3. seat+b=1ea+2b=0,entdot=2c¢€
ki k1 + ko
Ci=—,0C= .
1= Co >

Prova. 1. Suponha que a+b # 1 e y, = (Cin+Co)n® = Cin*"! + Con®, comt>0e C; #0,
seja uma solugéo particular da Equagéo (6.16). Dai

Yn = ayp—1 +by, 2 +kin+ko
implica

O™ Con® = alCi(n— 1)+ Co(n— 1) +b[C1(n—2)" ' +Co(n—2)7] +

(6.17)
kin—+ko.
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Através do desenvolvimento binomial, tem-se que

T+1
Cin™ ycon®t = (a—i—b)C]< -(l)_ )nTH—

| -
(a+8b)C1<T;— >—(a+4b)Co<;> 2 o+ kn+k.

Essa equacao, depois de ser manipulada, implica em

Cln1+1 —|—C()nt — (a+b)C1n”1 _ [(a+2b)(’c—|— l)Cl - (d‘|—b)CO]rfC +

‘ 1

(a+ap) DV, (a—|—2b)‘cCo] el

' (6.18)
[ 21 —1

(mﬂ%)%& - (a+4b)Mco] g

- +kin+ k.

Como T > 0, temos duas possibilidades: T=0out>1. Set>1,entdot+1 > 2,
implicando em
C, = (a+b)Cy,

o que nos forneceria a + b = 1, pois C; # 0, contradizendo nossa hipétese. Dai, t=0¢e a
Equagéao (6.18) se escreve como

Cin+Cy= [(a+b)C1 +k1]n — [(a—l—Qb)Cl — (a+b)C0] + ko,

que corresponde ao seguinte sistema

(1= (a+b))Ci =ki, (A)
(1= (a+b))Co+ (a+2b)C) = ko. (B)
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Sendo a+ b # 1, da Equagéo (A) conclui-se que

ki

T aro)

O valor anteriormente determinado para C; substituido na Equagéo (B) fornece

(1—(a+b))ko — (a+2b)k;

=TT arp)y

2. Vamos analisarocasoa+b=1e a+2b # 0. Como b = 1 —a, podemos reescrever a
Equagéao (6.18) em funcao apenas do coeficiente a, da seguinte forma

0 = (a-2)(x+ D)+ | (4—30) "

Ci+(a— Z)TC()} o
(6.19)

2
T—1)7 T(t—1
(761 — 8)%C1 + (4 — 3a)%€0} n*2 + - +kin+ko.

Sendo a+ b = 1, suponha que a Equacéo (6.16) tenha uma solucéo particular da forma
yu = (Cin+Co)n® = Cin*' + Con®, coma+b =1ea+2b #0. Assim, fazendo T = 0 na
Equacao (6.19), que no caso a+ b = 1 equivale a Equagéao (6.16), conclui-se que

0=kin+[(a—2)C +ko),

0 que implica no absurdo k; = 0. Logo, T > 1, ou melhor,T=10ut > 2.
Se 1t > 2, entdo
(a—2)(t+1)C; =0.

Como b =1 —a, escrever a+2b # 0 é o mesmo que 2 — a # 0. Dessa forma, a equagao
anterior fornece C1; = 0, o que é, por hip6tese, um absurdo. Logo T = 1, e da Equacéo (6.19)
conclui-se que

0=[2(a—2)Ci+kin+[(4—3a)C; + (a—2)Co+ ko],

deste modo, obtém-se o seguinte sistema

22—a)Ci =k, (A)
(2 —a)C0—|— (3a—4)C1 =ko. (B)

Visto que 2 — a # 0, da Equagao (A) conclui-se que
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Substituindo esse valor obtido para C; na Equagdo (B) tem-se que

(4=3a)ki +2(2—a)ky

Cy=
0 2(2—a)?
Como 2 —a = a+2b segue-se que
Cr— kq _ (a+4b)k1 —l—2(a + Zb)k()
' 2(@r2p) 0T 2(a+2b)?

3.Sendoa+b=1ea+2b=0vimos que a=2e b= —1. Deste modo, a equagao
(6.18) se escreve como

0= —(’C—l— 1)TC11’ZT71 + [(TZ — 1)’CC1 — T(’C — 1>C0]n1:72 +--- 4+ kin+ko. (6.20)

Inicialmente notemos que T > 1, pois, T = 0 implica que a equacao anterior nao representa
uma igualdade de polinbmios. Afirmamos também que nao existe solucdo da Equacao (6.16),
coma=2eb=—1,daformay, = (Cin+Cy)n*,comt=1.

De fato, se consideramos T = 1 na Equacgéao (6.20), que é equivalente a Equacao (6.16),
tem-se que
0= —-2C1 4+ kin—+k,

de modo que chegamos ao absurdo k; = 0.
Logo devemos ter T > 2 e devemos considerar as possibilidades: T=2 ou Tt > 3. Se
T > 3, entdo o Unico termo de ordem T — 1 que aparece na Equacao (6.20) deve ter coeficiente
nulo, ou seja
—(t+1)tC; =0,

o que implica em C; = 0, que é um absurdo. Dai T = 2, e da Equacao (6.20) tem-se que
0 = [k; —6C1]n+ [6C1 —2Co + ko).

Desta forma, tem-se o seguinte sistema
6C| =k,
2Cy = 6C1 + kg.

ki k1 + ko
Ci=—,C= .
1 67 0 2

Cuja solucéo é
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Exemplo 6.2.4. Seja a equagdoy, =2y, 1 +yn—2+5n—2, yo,y1, dados, n > 2. Deste modo,
a=2,b=1,k=5eky=-2.

Daia+ b # 1 e uma solugdo particular, pela Proposigado 6.2.2, serd y, = (Cin+ Co)nO =
Cin+ Cy sendo que

C - k1 B 5 B _§
T 1—(a+b)  1-3 2
e
Ch = (1—(a+b))ko—(a+2b)k1_(1—3)(—2)—(2+2)(5) B _1_6 _ 4
0 = (1—(a+b))? B (1—-3)2 T4 '
. . . ) 5
Portanto, uma solugdo particular da equagéo y, = 2y,—1+yn—2+5n—2 6y, = —En —4.

Exemplo 6.2.5. Seja a equagdo y, = —y,—1+2y,—2+2n, yo,y1, dados, n > 2. Neste caso,
a=—1,b=2,k =2eky=0.

Logoa+b =1, a+2b # 0 e pela Proposicdo 6.2.2 uma solugdo particular é dada por
YV = (Cer—Co)n1 = Cin®> + Cyn com

o ko 2 1
YT 2(a+2b) T 2(—1+4) 3
e
o _ latabkit2@t2bko _ (148 +2(-144)(0) _ 14 _ 7
0 = 2(a+2b)? - 2(—1+4)? T 189

1 7
Logo, y, = §n2 + §n € uma solugéo particular da equagcao y, = —yn—1 + 2yn—2 + 2n.

Exemplo 6.2.6. Seja a equacdo y, =2y,—1 —Yn—2+4n+5, yo,y1, dados, n > 2. Assim,
a=2,b=—1,ki=4eky=>5.

De modo que, a+b =1, a+2b = 0 e uma solugdo particular, pela Proposi¢do 6.2.2, sera
Vn = (C1n+Co)n2 =Cn’ +C0n2 em que

aQ
|
I
CYES
I
Wi
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Desta forma, uma solugao particular da equagéo y, = 2y,—1 —yn—2 +4n+35 é dada por
2 9
Yn = §n3 + Enz.

6.2.3 Polinbmios de grau dois

Nesta segédo consideraremos as equagdes da forma (6.8), em que p(n) é um polindmio
do segundo grau. Isto é, estudaremos as equacdes da forma

{ Y = aYn_1 +byn_2+kan® +kin+ko, a,b,ky ki ko €R, n>2;

y0,y1 € R dados, (6.21)
em que ky # 0.
Proposicao 6.2.3. Seja a equacao
Vi = ayn_1 + byn—2 +kon* +kin+ko, a,b, ki, kg € R, ky e R— {0}, n> 2. (6.22)

Entao existe uma solugdo particular da forma y,, = (C2n2 +Cin+Co)n*, comteN e C, #0,
em que

1. sea+b+#1,entdot=0¢e

B ko _ (I—(a+b))ki —2(a+2b)ks
I B PR M ()

Co=

(1—(a+b))>3
2. sea+b=1ea+2b#0,entdot=1e

k> C — (a+4b)k2—|—(a+2b)k1
3a+2b) ' 2(a+2b)2 ’

G =

[2(a+8b)(a+2b) —3(a+4b)?lky —3(a+4b)(a+2b)k; —6(a+2b)%ko
6(a+2b)3 ’
3. seat+b=1ea+2b=0,entdot=2e

Co=—

ko ki +2ky _ 6(ko+ky) + 5k

C=-—= =
2 127 1 6 y CO 12

~ (I—(a+b))*ko—(1—(a+b))(a+2b)ki +[(1—(a+b))(a+4b)+2(a+2b)*ky

2
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Prova. Provemos 1. Para tal, suponhamos a+b # 1 e que y,, = (C2n2 +Cin+Co)n* = Con™ 2+

C1nT+1 +Con*, com T >0 e C, # 0, seja uma solugao particular da equacéo (6.22). Logo
Yn = @Yn—1 + byn_2 +kon® + kin+ ko
implica
O™+ O™ +Con* = alC(n— 1) +Ci(n— 1) +Co(n—1)7] +
b[Ca(n—2)"2 +C1(n—2)" " +Co(n—2)7] + (6.23)
k2n2 +kin+ko.
Pelo desenvolvimento binomial, tem-se que

Con*™ 2 +Cin* !+ Con* =

2
(a+b)C2 ( ’C-(I)— )nr+2_

_(a—|—16b)C2 ( TZZ ) ~(a+8b)Cy ( H?;l >+(a+4b)C0< ; )] I

—|—k2n2+k1n+ko.
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Desenvolvendo a equagao anterior obtemos

Czn‘H—Z +C1n1+1 +C()I’LT —

(a+b)Con™2 — [(a+2D)(t+2)Cr — (a+ b)Cl]nT“ 4

km%)wfﬂ)@ (a4 2b)(t+1)Cy + (a+b)Co} nt —

(a8 TF2ACEDT ap EF DT (a+2b)rC01 oy

_ B , B

(a-+160) (HZ);Z 1)""cz—(czjuzzla)%cl+(a+4b)"'(12 1)c0} 2
—|—k2n2—|—k1n—1—k0.

(6.24)

Deste modo, visto que T > 0, ha duas possibilidades: T=0ou T > 1. Contudo, se T > 1,
entdo t+2 > 3. Dai
C = ((1 + b)Cz,

de modo que a+ b = 1, pois C; # 0, o que contradiz nossa hipétese. Logo T =0, e a equagédo
(6.24) se escreve como

Cn? +Cin+Cy = [(a+b)Cy+ka]n* —[2(a+2b)Cs — (a+b)Cy —ky|n +

[(a+4D)Cy — (a+2b)Cy + (a+b)Co + ko],
implicando no seguinte sistema
(I—(a+b))Co =k, (A)

(1= (a+b))Ci +2(a+2b)Cs = ki, (B)
(1= (a+b))Co+ (a+2b)Cy — (a+4b)Cs = ko. (C)

Sendo a+b # 1, da Equagéo (A), tem-se que

ko

C=—F"—.
> 1—(a+0)

Substituindo esse valor obtido para C; na Equagéo (B) obtém-se

(1—=(a+b))ki —2(a+2b)k>
(1—(a+b))?

C| =
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Determinados C; e Cy, da Equagao (C) conclui-se que

(1—(a+b))?ko— (1 —(a+b))(a+2b)k +[(1— (a+b))(a+4b)+2(a+2b)2]k2‘

Co= (- (a1D)]

Provemos agora o item 2. Novamente, objetivando simplificar nossa analise, conside-
rando (6.24) em fungcao unicamente do coeficiente a. Vistoque sea+b=1,entadob=1—a,
reescreveremos a Equacéo (6.24) como

(t+2)(t+1)

0 = (a—2)(t+2)Cn" 4 | (4 —3a) C2+(a—2)(r+1)C1] n' +

(Ta— 8)%6”1”02 -3 T (a—Z)TCO} 4
(16— 154) G+ -l (Ta— 8)(12_71)101 L (4—3a) l)co} MR

+k2n2—1—k1n—|—k0.
(6.25)

Suponhamos uma solug¢ao particular da forma y, = (C2n2 +Cin+ Cy)n* = CZnHZ +
Cin™"! + Con®, com T = 0, para a Equacdo (6.22) coma+b =1 e a+2b # 0. Assim, substi-
tuindo T = 0 na Equacéo (6.25), que foi obtida da equacéo (6.22) com a + b = 1, tem-se que

0 = kon® + [2(a—2)Cy + ki Jn + [(4 — 3a)Ca + (a — 2)Cy + ko).

Desta forma, concluimos que k; = 0, 0 que um absurdo (por hipétese). Logo T > 1, ou
seja, T=1out>2.Se > 2, entdo o Unico termo de ordem T+ 1 deve ter coeficiente nulo, ou
seja

(a—2)(1+2)C, =0.

Como a + 2b # 0 equivale a escrever a — 2 # 0 (pois b = 1 — a), da equagéo anterior
concluimos que C; = 0, o que € um absurdo, por hipétese. Logo T = 1, e a Equacgao (6.25)

fornece
0 = [3(a—2)Ca+ko|n®+[3(4—3a)Cr+2(a—2)C +ki|n +

(7Ta—8)Ca+ (4—3a)Ci + (a—2)Co + ko.
De modo que obtemos o seguinte sistema
3(a—2)Cr+ k=0, (A)

3(4—3a)Cr +2(a—2)C1 + k1 =0, (B)
(7Ta—8)Ca+ (4—3a)Ci1+ (a—2)Co+ko =0. (C)
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Da Equagéo (A), visto que a — 2 # 0, tem-se que

Substituindo o valor de C; na Equagéo (B), obtemos

(4—3a)ky — (a—2)k;
2(a—2)2

C =

E pela substituigdo na Equagéo (C) dos valores obtidos para C, e Cj, concluimos que

[2(7a—8)(a—2) —3(3a—4)?|ky —3(3a—4)(a—2)k; — 6(a—2)*ko
6(a—2)3 '

Co =

Comoa—+2b=2—a,a+4b=4—3aea+8b=8—"7a, segue-se que

Cr— _ kh k k
7 7 3(@-2) 3(2-a) 3(a+2b)

i = (4—3a)ky—(a—2)ki _ (4-3a)ka+(2—a)ky _ (a+4b)ky+(a+2b)ki

2(a—2)? 2(2—a)? 2(a+2b)?
e
[2(7a—8)(a—2) —3(3a—4)?|ky —3(3a—4)(a—2)k; — 6(a—2)*k
Co =
6(a—2)3
_ [2(8—7a)(2—a) —3(4—3a)*|ky —3(4 —3a)(2 — a)k; —6(2 — a)*ko
B —6(2—a)3
_ [2(a+8b)(a+2b) —3(a+4b)*|ky — 3(a+4b)(a+2b)ki — 6(a+2b)*ko
B 6(a+2b)3 '
3. Vejamos a prova do terceiro caso. Sea+b=1ea+2b=0,tem-sequea=2¢e
b = —1 e a equacgao (6.25) (que foi obtida supondo a + b = 1, como ocorre nesse caso) se

escreve como

0 = —(t42)(t+ DCon"+[(t42)(t+ 1)1Cs — (t+ 1)1Cy|n* '+
L)@ - I+ (P - (1= G| i (626)

+k2n2+k1n+ko.
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Inicialmente notemos que nao existe solugao da equacéao (6.22), coma=2e b= —1, na
forma y, = (C2n2 +Cin+Cy)n*, comt = 10ut=0. De fato, considerando T = 1 e, em se-
guida, T = 0 na equacao (6.26), que é equivalente a equagao (6.22), obtemos, respectivamente

0= —6Con+ [6C; —2C1] + kon* + kin + ko

0= —2C, +kon* +kyn+ko.

Dai, em ambos os casos, conclui-se que k> = 0, o que contraria a hipétese (k; #~ 0). Logo,
devemostert>2,istoé,T=2o0ut > 3.

Se T > 3, entdo o Unico termo de ordem T que aparece na Equacéo (6.26) deve ter coefi-
ciente nulo, isto é
—(t+2)(t+1)C, =0.

A identidade anterior resulta em C; = 0, que, por hip6tese, € um absurdo. Portanto T = 2,
e da equacéo (6.26) tem-se que

0 = [ky — 12Cy]n® + [ky 4 24C, — 6C]n + [ko — 14C; + 6C1 — 2Cy),
que fornece o seguinte sistema

ko — 12C> =0, (A)
ki +24C, —6C; =0, (B)
ko —14C, +6C; —2Cy = 0. (C)

Da Equacao (A),
ko

= E7
e substituindo-se este valor na equagéo (B), tem-se que

G

ky 42k
Ccp =t . 2

E os valores obtidos para C; e C,, substituidos na equagéo (C), fornecem

6(ko + k1) + 5ka
12

Co=

Exemplo 6.2.7. Seja a equacdoy, =2y,—1+Yn—2+ 5n% — 2, yo,y1, dados, n > 2. Donde,

a=2,b=1k=5k=0ek =—2.
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Logoa+b+#1ey,= (C2n2 +Cin+ Co)no = Cyn* + Cin + Cy, de acordo com a propo-
sicdo 6.2.3, sera uma solugdo particular. Sendo que

ko 5 5
© T @y T ey 2
o _ (@b -2+ _ (2)O)-24)() _
L (1—(a+b)) - (-2)?
e
c (1—(a+b))*ko—(1—(a+b))(a+2b)k; +[(1— (a+b))(a+4b)+2(a+2b)*k
0 (1—(a+b))?
_ (=22(=2) = (=2)@)(0) + [(=2)(6) +2(4)’](5) _ 23
(—2)° 2
Dgasta forma, uma solugao particular da equagéo y,, = 2y,—1 + yn—2 + 5n* —2 é dada por
yn:——nz—IOn——.
2 2

Exemplo 6.2.8. Seja a equagdoy, = y,—2+ n® + n, yo,y1, dados, n > 2. Dali,
a=0,b=1,kx=k =1eky=0.

Logoa+b =1, a+2b+# 0 e, pela Proposi¢do 6.2.3, uma solugao particular é dada por
VY = (C2n2 +Cin —}—Co)n1 = Con’ + Cyn? + Con com

c ka B 1 1
> 7 3(a+26)  3(0+2) 6
c (a+4b)ka+(a+2b)ki  (HDH)+2)1) _ 3
b 2(a+2b)? - 2(2)2 -1
e
_ [2(a+8b)(a+2b) —3(a+4b)* ko — 3(a+4b)(a+2b)k; — 6(a+2b)*ko
€ = - 6(a+2b)3
_ [®)@) -3 -3#)(2)(1)-6(2)*(0)  _ 5
6(2)3 6

1 3 5
Portanto, y, = 6"3 + an + 8” € uma solugéo particular da equagao y, = y,—> + n’ +n.

Exemplo 6.2.9. Seja a equacéoy, =2y,—1 —yn—2+ 4n® +n, yo0,Y1, dados, n > 2. Assim,

a:2,b:—1,k2:4, ki =17eky=0.
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Desta forma, a+b =1, a+2b = 0 e uma solugio particular, pela Proposicao 6.2.3, sera
VY = (Czn2 +Cin+ Co)n2 = Con* + C1n® + Con® de modo que

ko 4 1
©~n"n" 7%
ky +2ka 7+2(4) 5

C == = — —
! 6 6 2

o _ Skotk)+Sk _ 6(0+7)+5(4) _ 31
0 = 12 - 12 T 6

Logo, conclui-se que uma solugdo particular da equagéo y, = 2y,—1 — Yn—2 + 4n® +7n é

6.3 P, termo exponencial

Nesta secdo consideraremos a nao homogeneidade das equacdes de diferencgas lineares
de segunda ordem com coeficientes constantes dada por uma fungao exponencial. Ou seja,
estudaremos as equacgdes da forma

yl’l = ayn—l +byn—2+¢n; aabaq) 6 R) n Z 2’
vo,V1 € R dados,

em que ¢ # 0.
Proposicao 6.3.1. Seja a equacao

Yn=ayp—1+by,2+0", a,beR, b€ R—-{0}, n>2. (6.27)
Entéo existe uma solugdo particular da forma y, = Con*¢", comt € N e Cy # 0, em que

(I)Z
¢* —ap—b’
2 sedp>—adp—b=0ead+2b#0, entdot=1eCy=

1. sed>—adp—b+£0, entdot=0eCy=
2
ad+2b°

1

3 sed’—ad—b=0ead+2b=0, entdot=2eCo= 3.
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Prova. Provemos a situagao 1. Suponha ¢2 —adp—b#0equey,=Con"'¢", comt>0eCy#
0, seja uma solugao particular da equagéao (6.27). Dai

Yn = ayn—1+by, 2+ (1)"
implica
Con®9" = alCo(n — 1)°¢" "]+ b[Co(n — 2)%¢" 2] + ¢,
ou melhor, como ¢ # 0, escrevemos

b
Con9" = g[com = 150"+ 5 [Coln—2)7"] +".

Uma vez que ¢" # 0, qualquer que seja n, a equagdo acima resulta em

9 Co(n— 1)1+ S[Coln—2)7] +1. (6.28)
0 ¢

Note que a equacao anterior é da forma (6.11), cujo desenvolvimento binomial € mostrado

Con' =

em (6.12). Neste sentido, o desenvolvimento binomial da Equacao (6.28) fornece

av+b . [ 1 ad+2b (T ., ad+4b . [T\ .,
Con® = 2C T C Tl C 2.
wt = 2 (O) : (1) L0 ( T )

: +(—1)’~'“¢$—22Tbc0 ( z ) g

Manipulando-se algebricamente a equacéo anterior, temos

ot — <a¢¢—2|—b)con1_(a¢q—)|;2b) cornf—1+<“¢q;4b) 1(12—1)2C0nt_2

(6.29)
a0 +2%
¢2

Assim, como T > 0, ha duas possibilidades: t=0out > 1. Se T > 1, entao, da equacao

= -+ (=1 Co+1.

(6.29), conclui-se que
ap+b
G |
¢* ’

implicando em q>2 —ad — b = 0, contradizendo nossa hipétese. Logo, T = 0, e a equagéo (6.29)

Co= (“q’(;b) Co+1,

fornece
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de modo que

ad+b

(1 — P )CO =1.

Portanto, como (I)2 —ad—b # 0, tem-se que

(I)Z

Co=———".
"9 —a0—b

Vejamos o caso 2. Considere o polindmio p(A) = A% — a\ — b, o polindmio caracteristico
da equacao homogénea associada a equacgao (6.27). Analisaremos neste momento o caso em
que ¢ é raiz de p()), ou seja p(0) = 0> —ad—b =0 e ad+2b # 0. Se > —ad —b =0, entdo
ad+b= (1)2 e assim a equacao (6.29) se reduz a

oz_<m;”juxﬂ*+(m+“jT“;”@M4+-~+L (6.30)

Logo, da Equacao (6.30), conclui-se que T > 1 (note que se T = 0, entdo o0 membro a

direita da Equacéo (6.30) nao representa um polinbmio). Ou seja, tem-se que T=1ou T > 2.
Se 1> 2, entdo

2b
aq)% -0,
de modo que ad + 2b = 0, contradizendo nossa hipétese. Assim T = 1 e a Equagéo (6.30)
fornece 0-+2b
ag +
O:—( e )C0+1.
Desta forma
¢2
Co = .
ad+2b

Vejamos o terceiro caso. Se (1)2 —ad—b=0ead+2b=0,entéo

adp+b=¢* (A)
ad+2b=0. (B)

A operagéo 2(A) — (B), sobre as linhas do sistema, resulta em a$ = 2¢°. Logo,
a=2¢.
Substituindo esse valor em qualquer uma das equagdes do sistema, conclui-se que

b= _¢27
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e a Equacéo (6.30) se escreve como

—1
Mcon’:*2 1 (6.31)

0=-2
2

Deste modo, T > 2. Contudo, nota-se que T > 3 implica Cyp = 0, o que é um absurdo.
Deste modo, T = 2 €, da Equacéo (6.31), obtém-se que

0=-2Cy+1.

Portanto,

Exemplo 6.3.1. Seja a equagdo y, = 5y,—1 — 6yn—2+ (4)". Logo,
a=5b=—6e0=4.

Assim §* —a — b = (4)> — 5(4) — (—6) # 0 e uma solugdo particular, conforme a Propo-
sicd0 6.3.1, serd y, = Con®(4)" = Co(4)" com

)
¢ —ap—b (47504~ (-0)

Co= =38,

e, portanto, uma solugdo particular da equagao y, = 5y,—1 — 6yn—2 + (4)" é y, = 8(4)".

Exemplo 6.3.2. Seja a equagado y, = 5y,—1 — 6yn—2 + (2)". Dai,
a=5b=—6e0=2,

de modo que ¢* —ap —b = (2)> —5(2) — (—=6) =0, ad +2b = 5(2) +2(—6) # 0 e, portanto,
de acordo com a Proposigéo 6.3.1, uma solugdo particular serd y, = Con' (2)" = Con(2)" em
que
0 (2)?
T ad+2b 5(2)+2(—6)
Verifica-se que uma solugéo particular da equagdo y, = Sy,—1 — 6y,—2 + (2)" é dada por
Y = —2n(2)"

Co

Exemplo 6.3.3. Seja a equagéo y, = 4y,—1 —4y,—2 + (2)". Neste caso,

a=4,b=-4ep=2.
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De modo que: ¢* —ap —b = (2)> —4(2) —(—4) =0 ead+2b =4(2)+2(—4) =0 ¢,
portanto, de acordo com a Proposigao 6.3.1, uma solugdo particular sera y, = C0n2(2)” sendo
que

Co = l
2
Portanto, y, = %nz(Z)” € uma solugao particular da equagdo y, = 4yn,—1 —4yn—2+ (2)".

Observacao 6.3.1. Dados yg,y1 € R, considerando-se a equagao
Yn=ayp—1+by,—2—0", a,beR, ¢ € R—-{0}, n>2, (6.32)

verifica-se, de modo andlogo a Proposicdo 6.3.1, que a Equagéao (6.32) tem uma solu¢do parti-
cular da formay, = Con* 0", comt= 0,1 ou 2 e Cy # 0. Neste caso, tem-se que

¢2
02 —ap—b’
o sed’—ap—b=0ead+2b+£0,entdot=1eCy=—

e sed’—ap—b+#0,entdot=0eCy=—

a¢+2b;

1
o sed’—ap—b=0eadp+2b=0, entioT=2eCp=—.
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7 Consideracoes finais

Apesar que o tema equacdes de diferengas transmita uma ideia de um contetido da Ma-
tematica estudado exclusivamente em niveis superiores, nota-se que essas estruturas Mate-
maticas sao, geralmente, abordadas no Ensino Médio ao iniciar-se o estudo das progressoes
aritméticas e geométricas, que sao casos particulares de equacdes de diferencas. O Capitulo
2 foi desenvolvido justamente com o propésito de ser um texto acessivel para alunos do Ensino
Médio, pois apresentamos o conceito através de um problema de Geometria Plana. A ideia foi
direcionar os alunos a uma melhor compreensao do que sdo as equacgdes de diferencas e, em
seguida, foi desenvolvida uma formalizacdo do conceito e as classificagdes dessas estruturas.

O capitulo 3, bem como uma selegao e adequagao menos rigorosa de conteddos dos
Capitulos 4 e 5, podem ser trabalhados com alunos do Ensino Médio.

Mais especificamente, com relacdo ao capitulo 5, objetivando trabalhar a interdisciplina-
ridade, pode-se formar uma equipe de trabalho com os professores de Biologia para que o
problema de propagacéao de Plantas Anuais ndo seja apenas apresentado de forma superficial,
pelo professor de Matematica, mas sim estudado mais detalhadamente. O mesmo problema
também evidencia a possibilidade de se abordar outros conteudos. Note que o simples questi-
onamento sobre fatores favoraveis a ocorréncia das Plantas Anuais possibilita trabalhar com a
Geografia no estudo de condicdes climaticas, tipo de relevo em que mais ocorre tal espécie de
plantas, pluviosidade adequada a ocorréncia da espécie, entre outros. Também, pode-se traba-
Ihar com as simulagbes desse problema através da implementagdo de uma planilha eletrénica,
0 que exige apenas uma total compreensao das suposicoes para que sejam construidas as fun-
cOes que integrardo a planilha e destaca-se que tal implementacao possibilitara a visualizacao
de diversos cenarios para o problema (tomando-se o cuidado de nao cair no rigor da dedugéo
das equacoes).

Finalmente, apesar de o estudo desenvolvido no presente trabalho se referir as equacoes
de diferencas lineares de segunda ordem com coeficientes reais e constantes, enfatizamos
que um estudo similar pode ser realizado considerando-se equagoes de diferencas lineares de
ordens superiores. Entretanto, a manipulacdo algébrica, ao considerarmos uma equagao de
ordem m, com m = 3 ou m = 4, torna-se bem mais trabalhosa. No caso m > 5, obtém-se como

polinbmio caracteristico uma equagao que nao possui uma "formula fechada" para se determi-
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nar as suas raizes, o que torna a abordagem apresentada aqui inviavel. Ainda com relacao a
esse comentario, no Capitulo 5 abordamos o problema referente a propagacao de Plantas Anu-
ais, considerando-se que as sementes com mais de dois anos de idade eram negligenciadas
(pois ndo mais poderiam germinar). Desta forma, podemos observar que um problema similar
poderia ser modelado, considerando-se a possibilidade de germinacao de uma semente até m
anos de idade, m > 3 e, deste modo, obteriamos uma equagao-modelo de ordem m (0 que
tornaria o algebrismo matematico um pouco mais complicado).



8 Apéndice

8.1 Conjunto Discreto

Defini¢ao 8.1.1. Dizemos que X C R é um conjunto discreto se Va € X existir d > 0 tal que

(a—9d,a+d)NX ={a}.
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8.2 Solucao da equacao: y, =ay, 1 +b, comy,dadoen > 1

Afirmamos que a solucdo da equacao linear e nao homogénea de primeira ordem com

coeficientes constantes
Yp=ayp—1+b, a,bce R, n>1;

yo € R dado

€ dada por
yo+bn, sea=1;
Yn =

n

yod" +b sea# 1.

l—a’
Resolucao. De fato, pelo processo recursivo tem-se que
Y1 =ayo+ b>

y2 = ay| +b=alayg+b)+b=a’yo+b(a+1),
yi=ay,+b=a(a*yg+bla+1))+b=d’yo+b(a*+a+1),

ya=ay3+b=a(ayo+b(@®+a+1))+b=a*yy+b(@®+a* +a+1),



76

yu=ad"yo+b(@ '+ - +a+1). (8.1)
Agora, considerando o polindmio p(r) = r" — 1, temos que p(r) é divisivel por r — 1, pois
1 é raiz de p(r). Dai
(M=) =r-D)F"1+ - +r41).

Da Equacao (8.1), se a # 1, conclui-se que

a®—1
yn=4d"yo+b .
a—1

No caso a = 1, a Equacao (8.1) fornece

yo=(1)"yo+b(1)" 1+ - +(1)+1)=yo+bn.

8.3 Numeros complexos: forma trigonomeétrica

Seja o complexo ndo nulo z = x+ yi. Para fixar as ideias consideremos, por exemplo,
x < 0ey < 0. Geometricamente temos

4 y=rInfz)
2 L
x=FRefz
. . 610 | | (,L
—0.51 —0,250 0,25n 0,51
| a7
|
|
I Iz| 5
F 1yl
|
| Em que
! lxl = —x, [yl = -y
- - - ——— - —— — - — 7Y 3
z x| 4 cosf' = cas(?— 8) = —sen @
3T
send’ =sen(?— 8) = —cos@

Figura 8.1: Representagao do complexo z no Plano de Argand-Gauss.
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De modo que

sen® = % = —cos 0 = |_—)|C = x = |z|cos 6, (A)
z z
: Iyl _ Y
cos® =-— = —sen®=— = y=|z|sen 6. (B)

Assim, das Equacbes (A) e (B) conclui-se que
z=x+yi=|z|(cos 8+isen 6). (8.2)

Observacao 8.3.1. Consideramos z = x + yi no terceiro quadrante, mas resultado analogo é
obtido considerando-se o complexo z em qualquer quadrante, desde que z ndo pertenca ao eixo
Re(z) ou ao eixo Im(z). Caso z seja real ou z seja imagindrio puro, ndo existe o tridngulo ZOY
na representacdo do complexo z no plano de Argand-Gauss, mas a Equacao (8.2) é verificada.

Exponencial complexa: a férmula de Euler

Afirmamos que f(x) =¢'* =) = VxeR.
n!
n=0
© N
Inicialmente observamos que Z — converge, Vx € R, pois pelo teste da razado tem-se
n!

n=0
que

n+1 n!

(n+ 1)1 x

an+1 X

1
= |x| lim =0.
n—eon+ 1

lim

n—oo

ay n—oo

= X
Agora, sendo f(x) = Z —, mostremos que flx)=¢e".
=n!
Considerando x° = 1 (por conveniéncia, mesmo quando x = (), tem-se que

o n 2 X3 4 XS

X X
f(x):rlz;)ﬁ_l+x+2v+3v+4v+5v+ (8.3)

Da Equacao (8.3) conclui-se que a derivada de f € dada por:

2 x3 x4

/ X
) =0+T4x++5+ 0+ - (8.4)

Desta forma, analisando as Equagdes (8.3) e (8.4) conclui-se que f(x) = f/ (x) e, entéo,

d
a fungdo y = f(x) satisfaz a equagéo diferencial y = d_y Deste modo
X

1d 1d
—d—y:1:>/——ydx—/1dx:>/ /dx:>ln|y|—x—|—C:>|y|—e
ydx
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¢, implicando que f(0) = ¢“. Novamente analisando a Equagao (8.3)

Ou seja, f(x) =e
tem-se que f(0) = 1.

Logo ¢ = 1 e, portanto, flx)=e¢"

Considere agora o complexo z = x + yi. Definimos e* por

e =

=¢'e.

Pela afirmacéo acima, sabe-se que a expressdo ¢*, x € R, é familiar. Digamos que pelo
fato de a quantidade ¢* ser expressa por uma soma, tentaremos buscar uma interpretagéo para
a quantidade desconhecida e ainda sem nenhum significado e, manipulando essa soma. Ou
seja, supondo ser

e )" i)' oD ) o0t i) 30)°

i __ A
e_n;)n! I TR TR TR TR R TR

E observando que i = 1,/ = i**2 = —_1,i*+3 = _j n e N, escrevemos
2 4 6 8 3 5 7 9

; ooyt Ly oy Y Yy

) — 7 A A < ... — A P
¢ _<1 21 4 6l 8l )+’<y 317571 ol ) (6.9)

Analisando a Equacao (8.5), sabemos que as somas entre parénteses sdo conhecidas, e
expressam, respectivamente, cos y e sen y. Desta forma, a expressio ¢”* ganhou um significado
que é conhecido como férmula de Euler: ¢’ = cos y+i sen y.

Assim, e* = ¢'(cos y+iseny).
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