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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo basico de matrizes com o objetivo de desenvolver
algumas transformacoes geométricas no plano e no espago, destinado a professores de Ensino
Médio. Apresentamos a definicdo de transformacao linear e exploramos as transformagoes
geométricas por meio de suas matrizes associadas. Apos embasado os conceitos, propomos
sequéncias de atividades voltadas ao Ensino Médio, onde exploramos as transformagoes
geométricas e suas matrizes com a finalidade de simular um brago robo6tico no software
GeoGebra. Finalizamos este trabalho relatando como ocorreram as aplicagoes das dez

atividades sugeridas a estudantes do Ensino Médio.

Palavras-chave: Transformacoes geométricas; Matriz de rotacao; GeoGebra.



Abstract

We present a basic study of matrices with the objective of developing some geometric
transformations in the plane and in space, destined for High School teachers. We present
the definition of linear transformation and explore the geometric transformations using
their associated matrices. After basing the concepts, we propose sequences of activities
directed to High School students, where we explore the geometric transformations and
their matrices with the purpose of simulating a robotic arm in GeoGebra software. We
finish this work by reporting how the applications of the ten activities suggested to High

School students occurred.

Keywords: Geometric transformations; Rotation matrix; GeoGebra.
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Introducao

Matrizes sao utilizadas em diversas areas da ciéncia, como por exemplo: estru-
turando os dados na computacao, no processamento de imagens digitais e na descrigao e
resolugao de sistemas (ANTON; RORRES, 2001). A presenga das tecnologias digitais na
sociedade fortalece a necessidade do estudante moderno conhecer melhor as matrizes e
suas aplicagoes. Os livros didaticos oferecidos no Programa Nacional do Livro Didético
2018, como (DANTE, 2016), (IEZZI et al., 2016), (PAIVA, 2015) e (SMOLE; DINIZ, 2016)
apresentam as matrizes com suas operacoes, e em alguns casos os autores descrevem suas
aplicagoes, mas os estudantes nao tém a oportunidade de visualizar aplicagdoes geométri-
cas envolvendo matrizes. Assim, este trabalho tem o objetivo de sugerir atividades que
permitam aos estudantes do Ensino Médio visualizar uma aplicacdo de matrizes, neste
caso por meio das transformacgoes geométricas. Com as atividades, o estudante simulara
um brago robdtico no espago, utilizando o software GeoGebra (GEOGEBRA, 2017), para

movimentar o braco ¢é aplicada a transformacao de rotagao, que utiliza matrizes de rotagao.

Com o prop6sito de auxiliar professores de Matematica do Ensino Médio,
apresentamos um embasamento tedrico de matrizes e transformacgoes geométricas, e em
seguida sao sugeridas dez atividades para a construcao da simulacao do bracgo robético

utilizando o software GeoGebra.

O GeoGebra é um software de matematica dinamica para todos os niveis de
ensino, disponibilizado gratuitamente em diversas plataformas, como pode ser visto no
site oficial geogebra.org (GEOGEBRA, 2017). Com a visualizacao dindmica de objetos
no plano e no espago (GeoGebra 3D) o estudante encontra uma nova forma de estudar

Matematica gerando grande interesse em busca do conhecimento matematico.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma. No Capitulo 1 apresentamos
um estudo de matrizes, as defini¢oes, operacoes e propriedades necessarias para a defini¢ao
de transformagoes geométricas permitindo ao leitor a estruturacao formal dos conceitos. No
Capitulo 2 apresentamos a definicdo de transformagao linear com exemplos de dilatacao,
contragao, escala, reflexdo e rotacgao e a transformacao de translagdo (ndo linear) tanto no
plano como no espago. Apds esses estudos, no Capitulo 3 sdo apresentadas dez atividades
que passo a passo descrevem os procedimentos para a construcao de um brago robdtico
no GeoGebra. Tais atividades sao destinadas a estudantes do Ensino Médio, e por isso se
faz necessario a descri¢do cuidadosa dos comandos e notacoes do GeoGebra, bem como
utilizagdo de imagens do software com suas ferramentas. Concluimos este trabalho, no
Capitulo 4, descrevendo como quatro estudantes realizaram e apresentaram as atividades,

destacando a contribuicao para o aprendizado de matrizes e geometria.
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1 Matrizes

Neste capitulo iremos estudar matrizes: definicdo, casos especiais, operagoes e
propriedades. Isso para estabelecer os conceitos necessarios para definir matrizes de trans-
formagoes geométricas e aplicagao em rotagdes no plano e espago que serao apresentados e

explorados no Capitulo 3.

1.1 O que sdo matrizes?

Uma matriz assemelha-se a uma tabela na forma de organizar as informagoes
horizontalmente e verticalmente, assim inicialmente a melhor forma de conhecer uma
matriz € por meio de uma tabela. Matrizes sao utilizadas em diversas areas da ciéncia,
com destaque para a computagao onde as matrizes sao aplicadas sobre diversos contextos

como computagao grafica e processamento de sinais digitais, (ANTON; RORRES, 2001).

Definigao 1.1. Uma matriz n x m (lé-se n por m) é uma tabela com n - m nimeros
reais distribuidos em n linhas (filas horizontais) e m colunas (filas verticais). O conjunto

das matrizes do tipo n x m, formadas por nimeros reais é denotado por My, (R).

As matrizes podem ser escritas utilizando parénteses ou colchetes, como mostra

o Exemplo 1.1. Neste trabalho iremos utilizar a notacao com parénteses.

Exemplo 1.1.

-1 1 45

—24 9

A= ¢ uma matriz do tipo 4 x 3;

0,4 1
-3 =2

3 0 22

B=|1 0 1 ¢ uma matriz do tipo 3 x 3.
21 0,4 12

Cada ntimero que forma a matriz é chamado de elemento e uma matriz A pode
ser representada por A = (a;;)nxm- Essa representagao nos diz que A é uma matriz do
tipo n X m e seus elementos sao a;; sendo 7 o numero da linha e j o nimero da coluna

correspondente a posicao deste elemento na matriz.

Exemplo 1.2. Seja a matriz A = (a;;)2x3 dada por

s -1 1 45 .
0 —-24 9



Capitulo 1. Matrizes

14

Entao os elementos a;;, com i = 1,2 e j = 1,2, 3, sao:

ap = —L
ap = 1
a3z = 45;
ag = 0
sy = —24;
ass = 9.

Com essa notagdo uma matriz genérica A = (a;j)nxm é representada da seguinte

maneira:
11 A2 - Qim
Qo1 Q22 -+ Q2m
A =
An1 QAp2 - Qpm

Por terem caracteristicas relevantes algumas matrizes sao consideradas como casos especiais

e recebem nomenclatura prépria. A seguir apresentamos algumas dessas matrizes.

Matriz Coluna: Matrizes do tipo n x 1, possui apenas uma coluna;

Exemplo 1.3.

¢ uma matriz do tipo 4 x 1.

Matriz Linha: Matrizes do tipo 1 x m, possui apenas uma linha;

Exemplo 1.4.
( 0 -2 1 ) ¢ uma matriz do tipo 1 x 3.

Matriz Nula: Matrizes do tipo n x m com todos os elementos nulos;

Exemplo 1.5.

04><3 =

o O o O
o O o O
o O o O

Matriz Quadrada: Matrizes do tipo n x n, possui mesmo numero de linhas

e colunas;
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@11 Q12 - Qip
Q21 Q22 - d2;m , . .
A= ] ] ) ] ¢ uma matriz do tipo n x n.
Ap1 Gp2 - Gpp
Os elementos a1, aso, ass, . - ., a,, formam a diagonal principal da matriz A. As matrizes

quadradas do tipo n x n sao chamadas de matrizes de ordem n.

Exemplo 1.6.

-1 5
( 0 7 ) ¢ uma matriz quadrada de ordem 2.

Matriz Diagonal: Matrizes quadradas (tipo nxn), tais que todos os elementos

fora da diagonal principal sao nulos.

Exemplo 1.7.

4 0
( > ¢ uma matriz diagonal do tipo 2 x 2.

0 —1
-5 0 0
0 . - ,
¢ uma matriz diagonal do tipo 4 x 4.
0 10
0 0 -8

Matriz Identidade: Matrizes quadradas (tipo n x n), tais que todos os

elementos de sua diagonal principal sao iguais a 1 e os demais elementos sao iguais a 0.

Exemplo 1.8.

I3 =

10
I, = ( 01 ) ¢ a matriz identidade do tipo 2 x 2.
0
0 | é a matriz identidade do tipo 3 x 3.
1

o O =
o = O

1.2 Operacoes matriciais

Antes de explorar as operagoes entre as matrizes é preciso definir a igualdade

entre duas matrizes.

Definicao 1.2. Duas matrizes do mesmo tipo sao tguais quando os elementos correspon-

dentes (mesma linha e coluna) sao iguais.
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Exemplo 1.9. Sejam as matrizes:
1 -3 0 b1 bz b
A e B — Oz b}
—10 V2 -3 ba1 Doy b3
Entao A = B, se e somente se, bj; = 1, big = —3, b1z = 0, by = —10, byy = V2e boz = —3.

Defini¢ao 1.3. Dadas as matrizes A = (@ij)nxm € B = (bij)nxm @ sSoma A+ B € a

matriz C' = (Cij)nxm, tal que c;; = a;; + byj.

Exemplo 1.10. Sejam as matrizes

-1 4 3 5
A= 7 0 e B=1] -2 1
1 =2 2 3
Entao
-1 3 5 29
C=A+B= 7T 0 |+ -2 1 |=]51
—2 2 3 3 1

A subtragao de duas matrizes pode ser realizada de maneira analoga a soma.

Mas devemos apresentar a matriz oposta para que a subtracao seja definida.

Definigao 1.4. A matriz oposta de uma matriz A = (a;j)nxm € a matriz B = (bij)nxm,

tal que A+ B = 0,x,m. Denota-se a matriz oposta de A por —A.

Exemplo 1.11. Seja a matriz

-1 -4 0
A= 8 0 =5
3 =2 10
A matriz oposta de A é
1 4 0
—-A=] -8 0 5
-3 2 -10

Com a definicado de matriz oposta é construida a subtracdo de duas matrizes.

Definicao 1.5. Dadas as matrizes A e B, de mesmo tipo, a subtragio A — B ¢ uma
matriz C = A+ (—B).

Exemplo 1.12. Sejam as matrizes

A:<—14> eB:<3 5>.
7 0 -2 1
aemeaven- (L) (5 0)-(30)

Entao
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Restam as operacoes de multiplicagdo por um escalar (ntimero real) e entre
as matrizes. Estas duas defini¢bes nao sao intuitivas como as anteriores, assim exemplos

contextualizados podem ser de grande valia para a compreensao do conceito.

Exemplo 1.13. Os custos, em reais, das pecas A, B e C fabricadas em duas fabricas

distintas de uma industria estao dispostas na Tabela 1.

Peca Féabrica 1 | Fabrica 2
Tipo A 20,00 15,00
Tipo B 25,00 20,00
Tipo B 10,00 2,00

Tabela 1 — Custos em reais das pecas A, B e C' nas fabricas 1 e 2.

Observe que cada valor da Tabela 2 foi obtido multiplicando o correspondente valor da
Tabela 1 por 0,95.

Um novo processo de fabricacao das trés pecas reduziu os custos em ambas as

fabricas em 5%, assim com os novos valores a nova tabela é refeita:

Peca Féabrica 1 | Fabrica 2
Tipo A 19,00 14,25
Tipo B 23,75 19,00
Tipo C 9,50 4,75

Tabela 2 — Novos custos em reais das pecas A, B e C nas fabricas 1 e 2.

Utilizando a ideia do Exemplo 1.13 definimos a multiplicacdo de uma matriz

por um numero real.

Defini¢ao 1.6. A multiplicagio de uma matriz A = (a;j)nxn pPOT um ndmero

real k ¢ dada por kA = (k- a;j)nxm, ou seja, cada elemento de A é multiplicado por k.

Exemplo 1.14. Seja k =2 e

-2 5
A=
0 -3
Entao,
-2 5 —4 10
kA =2- 1 4 |= 2 8
0 -3 0 -6

As matrizes n x m com elementos reais e com as operagoes definidas acima

constituem um espaco vetorial, isso por satisfazer todos os axiomas' que definem um

! Estes axiomas sdo encontrados em (ANTON; RORRES, 2001)
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espaco vetorial. Espaco vetorial ndo é objeto de estudo aqui, mas para explorar e evidenciar

as caracteristicas de espago vetorial do conjunto das matrizes n x m, sao apresentadas

propriedades relacionadas aos axiomas que definem um espaco vetorial.

Propriedade 1.1. Seja M,,«,,(R) o conjunto de todas as matrizes do tipo n x m com

elementos reais. Dadas A, B,C' € M, x»(R) matrizes do tipo n x m e k,l € R sao vélidas

as propriedades:

Comutatividade da adicao: A + B = B + A;
Associatividade da adigdo: A+ (B+ C) = (A+ B) + C;

Elemento neutro da adigao: Existe uma matriz 0,,x,, € M,xm(R), a matriz nula
de M, m(R), tal que A + 0,50, = A4;

Oposto: Existe uma matriz (—A) € M, xn(R), oposto de A, tal que A + (—A) =

Onxm;

Distributiva de escalar: k- (A+ B) =k-A+ k- B;
Distributiva de matriz: (k+)A=Fk-A+1- A,
Associatividade da multiplicagio por escalar: [(k- A) = (I - k)A;

Identidade multiplicativa: 1- A = A.

A multiplicacdo entre duas matrizes pode ser apresentada inicialmente utili-

zando uma contextualizagdo com informacoes contidas em duas tabelas.

Exemplo 1.15. Em uma rede de lojas um funcionario foi designado a contar os produtos

A, B e C vendidos em duas lojas e o resultado foi apresentado na Tabela 3.

Loja 1 Loja 2
A 10 7
B 12 6
C ) 10

Tabela 3 — Quantidade de produtos A, B e C vendidos nas lojas 1 e 2.

Os precos dos produtos sao iguais em ambas as lojas.

A B C
Preco | 2,00 5,00 8,00

Tabela 4 — Pregos de cada produto A, B e C nas lojas 1 e 2.

Para obter uma tabela que descreva o valor total obtido em cada loja é necessario somar
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os totais obtidos na venda de cada produto. Esse procedimento corresponde a “multiplicar”

a matriz da Tabela 4 pela matriz da Tabela 3, da seguinte forma:

10 7
(2,00 5,00 8,00)- 12 6 =(120,00 124,00)
5 10

Ou seja, foram obtidos R$ 120,00 na loja 1 e R$ 124,00 na loja 2.
Definigao 1.7. A multiplicagdo matricial de uma matrizes A = (a;j)nxr pOT UMa
matriz B = (b;j)kxm, denotada por A- B, é uma matriz C' = (¢;j)nxm, tal que

k
Cij= D iy by, paral<i<nel<j<m. (1.1)
r=1

Observacao: a multiplicacio entre as matrizes A e B so estd definida se o nimero de

colunas de A ¢ igual ao nimero de linhas de B.

Exemplo 1.16. Calcule C' = A - B sendo,

1 2 3
10 -3 -1
_ e B— 010
41 0 =3 -1 2 1
-1 4 0

Como A é do tipo 2 x 4 e B é do tipo 4 x 3, o numero de colunas de A é igual ao nimero

de linhas de B. Entao segue da definicao a multiplicacao:

4 4 4
Ci11 = Z aiy - bp1 =5; ¢ = Z ayy b = —=8; ci3 = Z ayy - byz = 0;
r=1 r=1 r=1
4 4 4
Co1 = Z Ao - b1 =75 cop = Z agy - bro = =3; co3 = Z agy - byy = 12;
r=1 r=1 r=1

Portanto,
4B 5 =8 0 .
7 =3 12

No conjunto dos niimeros reais as propriedades associatividade e comutatividade
sao validas tanto para a adicao quanto para a multiplicacao, mas é importante ressaltar
que no conjunto das matrizes, M, x,(R), estas propriedades sao vilidas na adi¢ao, como
visto na Propriedade 1.1, mas na multiplicacdo nao valem sempre. A associatividade
da multiplicacdo, A(B - C) = (A - B)C, é valida desde que as matrizes sejam de tipos
adequados para efetuar multiplicacao, ja a comutatividade entre a multiplicagdo de duas
matrizes A- B = B - A s6 faz sentido para matrizes quadradas e mesmo assim a igualdade

nem sempre ¢ valida. Um bom exercicio para verificar a nao comutatividade de matrizes
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quaisquer é determinar sob quais condi¢des duas matrizes quadradas de ordem 2 comutam.
Assim como a associatividade, a propriedade distributiva é valida desde que a multiplicacao
entre as matrizes seja bem definida e, se este for o caso, segue que A(B+C) = A-B+A-C
e(A+B)C=A-C+B-C.

Continuando a explorar as propriedades sobre as matrizes considere o conjunto
M, (R), das matrizes quadradas de ordem n, Nesse conjunto a matriz identidade I,, é a
identidade multiplicativa com relagao a multiplicagao matricial, pois para toda matriz
A e M,(R) é vélida a igualdade A-I,, = I,,-A = A. A existéncia da identidade multiplicativa
em M,(RR) nos leva a verificar se existe inverso multiplicativo. Para isso, é preciso verificar
se dado A € M,(R) existe B € M, (R) tal que A- B = B- A = I,,. Mas ¢é ficil verificar que

nem sempre existe tal matriz, como mostra o Exemplo 1.17.

1 2
Exemplo 1.17. Seja A = ( - ), existe B € My(R) tal que A-B=B-A=1,7

b
Para procurar a matriz B, escrevemos B = < “ i e aplicamos A - B = Is.
c
a b 1 2 _ 10
¢ d 36/) \o01
a+3b 2a+ 6b _ 10
c+3d 2c+ 6d - 01/

Entao pela igualdade das matrizes
a+3 =1 c+3d = 0
e .
2a+6b = 0 2c+6d = 1
Multiplicando a primeira linha por 2 em ambos sistemas,

20 +6b = 2 2c+6d = 0
e .
2a+6b = 0 2c+6d =

Concluimos que os sistemas nao tem solugao e portanto nao existe tal matriz B.

Definicao 1.8. Dada uma matriz quadrada A de ordem n, se existe uma matriz B tal
que A-B = B-A=1,, sendo I, matriz identidade de ordem n, entdo A ¢ dita inversivel

e B= A" ¢ sua matriz inversa.

2 1 3 -1
Exemplo 1.18. Dada matriz A = ( - >, entdao A~! = < = >

o) ()00
(L)) 0)
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Definicao 1.9. Dada uma matriz A = (aij)nxm, @ matriz transposta de A, denotada
por AT, € dada por AT = (a;-i)mm, sendo a;-i =a;; paral <i<nel<j<m. Ou seja,
a primeira linha de A € a primeira coluna de AT, a sequnda linha de A € a sequnda coluna

de AT, e assim por diante.

4 0 1

3
3 9 —1
Exemplo 1.19. Seja A = 9 0 [, entdao AT = < >
1

Em uma matriz quadrada a sua transposta pode ser visualizada facilmente

refletindo seus elementos com relagao a diagonal principal.

Propriedade 1.2. Seja ¢ um ntmero real e A e B matrizes com elementos reais. Sao

validas as propriedades:

Demonstracao. Para esta demonstragao consideramos a seguinte nota(;éo de uma matriz
A = (ay);;jZ, sendo ;52 a descrigao das posicoes do elemento, 1 < i < n das linhas e

1 < j < m das colunas nessa ordem, assim a matriz transposta de A é AT (i)l

n,m

(1) Seja A = (a;)7",, segue que A” = (a;;)7:", e portanto (A")" = (a;;)i7"y;
(2) Sejam A = (ay); iy e B = (by;);;2,, pela definicao de soma de matrizes seque que
A+ B = (ay + bij);;"1, e portanto
(A+B)" = ((ag + b))
(a’lj + blj)jz 1
= (aij)j,{:l + (blj);nzzl
= AT + BT

(3) Seja A = (ay);;~, e um nimero real ¢, segue da definicio de multiplicacdo por

numero real que

cAT = c((aij)n’-rf )T

i,7=1
= clay)jit,
= (ca”)]lnl, como cA = (caij)Z’j’zl

= (cA)T;
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(4) Sejam A = (aij)%k:l e B= (bw)f "1, segue da definicdo de multiplicagao de matrizes

que

(AB)" = ((ay)i (b))

ij=1 ij=1
k n,m T
= (Z airbrj>
r=1 ij=1
k m,n
= Z airbrj>
r=1
k
= Z brjair>
r=1 ji=1

7k: k7
= (bij)ﬁzl(aij)j7£1

— BTAT

Ji=1
m,n

(5) Seja A uma matriz quadrada inversivel, entdo existe A tal que AA ' = A1A = 1.

Como I7 = I, aplicando a propriedade (4), segue que

(AAHT = (A7'A)T =
(Afl)TAT _ AT(Afl)T = 7

Portanto (A™1)T = (AT)~%
[

Com a defini¢do de matriz transposta seguem as defini¢bes de matriz simétrica,

anti-simétrica e ortogonal.

Definicao 1.10. Uma matriz quadrada A de ordem n é chamada de:
(1) Simétrica, se AT = A;
(2) Anti-simétrica, se AT = —A.

Exemplo 1.20.

1 -1 4
A = -1 5 =2 é matriz simétrica, pois AT = A;
4 =2 17
1 -1 4
B = 1 5 2 ¢ matriz anti-simétrica, pois AT = —A.
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Proposicao 1.1. Seja A uma matriz n x m. Entao as matrizes AAT e AT A sdo simétricas.

Demonstracio. Seja A uma matriz n x m, da propriedade 1.2, item (4) e (1), segue que

(AAT)T _ (AT)TAT

= AAT
(§
(ATA)T — AT(AT)T
= ATA.

Proposicao 1.2. Sejam A e B matrizes quadradas. Entao
1 TN £ oo s
(1) A matriz §(A + A") é simétrica;

1
(2) A matriz §(A — AT é anti-simétrica;
(3) Se A é matriz simétrica, entdo cA é matriz simétrica para todo nimero real ¢;

(4) Se A e B sao matrizes simétricas, entdo a multiplicagdo AB ¢ uma matriz simétrica

se, e somente se, AB = BA;

(5) Se A é matriz simétrica, entdao A" é simétrica para todo n nimero natural.
Demonstracio. Sejam A e B matrizes quadradas, entao segue da propriedade 1.2:
(1)
1 n) Lor TNT
SAHATY) = (AT (ATY)
1
= (AT + 4)
2
1
= —(A+AT).
2
1 ™ 4 e
Portanto §(A + A") é matriz simétrica.
(2)
1 n\ LT TNT
SA-ATY) = (AT ATy

= (AT )

1
Portanto §(A — AT) é matriz anti-simétrica.
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(3) Se A é matriz simétrica e ¢ um nimero real, (cA)” = cA” = cA. Portanto cA é

matriz simétrica.

(4) Se A e B matrizes simétricas,

(AB)YY = BTAT
= BA

Portanto AB é simétrica se, e somente se, AB = (AB)" = BA.

(5) Seja m um ntmero natural, se A é simétrica aplicando repetidamente o item (4) da
propriedade 1.2, (A™)T = (AT)" = A",

]

Definig¢ao 1.11. Uma matriz quadrada A de ordem n é chamada de matriz ortogonal
se ATA=AA" = 1, ou seja, AT = A",

oS —se
Exemplo 1.21. Seja @ um numero real, entdao a matriz R = () n(@) é
sen(a)  cos(a)

ortogonal, pois utilizando a identidade trigonométrica cos?(a) + sen?(a)

RET — cos(a) —sen(a) )( cos(a)  sen(a)
—sen() ()
)

1 segue que

sen(a) cos(a) cos(
_ cos®(a) + sen®(a) cos(a)sen(a)) — sen(a) cos(a) )
sen(a) cos(a) — cos(a)sen(a) sen”(a) + cos®(a)

(10
01/

Proposicao 1.3. Uma matriz quadrada A é ortogonal se, e somente se, AT é matriz

ortogonal.

Demonstragdo. Seja A uma matriz ortogonal, da definigdo de matriz ortogonal e utilizando

a propriedade 1.2

A é ortogonal < AT = A1
N (AT)T _ (Afl)T
o (AT)T _ (AT)fl

< AT é matriz ortogonal.
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2 Transformacoes Geométricas

Uma transformacao geométrica é uma fungao cujo dominio e a imagem é
o espago euclidiano n-dimensional. Neste capitulo iremos apresentar as transformagoes
geométricas e suas matrizes associadas, com o objetivo de fundamentar conceitos para

aplicagoes de matrizes no plano e no espaco em atividades no GeoGebra para o Ensino
Meédio.
2.1 Transformacao Linear

Nesta secao vamos definir transformacao linear por meio de fungoes definidas
no espago (em R™). A generalizagao de transformacao linear em um espago vetorial V'
qualquer pode ser estudada em (ANTON; RORRES, 2001, Capitulo 8, p. 257).

Definicao 2.1. Se n é um inteiro positivo, dizemos que o conjunto formado pela sequéncia

de niumeros reais (x1,xs,...,T,) € o espago n-dimensional denotado por R™.

Os elementos de R" sao chamados de vetores e possuem operagoes de soma e

multiplicagdo por escalar definidas.

Defini¢ao 2.2. Dados dois vetores x = (x1,Ta,...,2,) €Y = (Y1,Y2,---.,Yn) do espaco

R" e um numero real k,

(1) x ey sdio iguais, se

L1 =Y, T2 = Y2, " Tn = Yn-
(2) A soma dos vetores € definida por
X+y=(T1+y1,T24 Y2y Ty + Yn).
(3) A multiplicagdo por escalar é definida por
kx = (kxy, kxa, . .. kxy,).
Exemplo 2.1. Os vetores x = (—2,3,1) e y = (2,1, —2) sdo vetores de R?,

X—|—y:(—24—2,34-1,1—2):(0747_1)

5x = (5-(=2),5-3,5-1) = (—10,15,5).
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Para a defini¢ao de transformagao linear o leitor deve conhecer a defini¢do de
funcdo que pode ser encontrada em (FIGUEIREDO, 1996).

Definig¢ao 2.3. Uma funcio T : R" — R™ é chamada de transformacgdo linear se

dados os vetores x ey de R" e o niumero real k vale

T(x+Yy)
T(kx)

No caso em que o dominio e contradominio

T(x)+T(y);
kT (x).

coincidem, a transformacao linear é chamada

de operador linear.

Exemplo 2.2. Sao exemplos de transformacoes lineares:

T, :R* - R?
Tl(xuy) = (21’ +y,l’,y— LC)

Ty : R* - R?
T2(377y72) = (_xv -V, _Z)

(S

Teorema 2.1. Seja T : R" — R™ uma transformagao linear, entao existe uma matriz

(@ij)mxn tal que,

ay; a2 A1y T
Q21 422 ay T2
T(X) = ! ’

Am1  Am2 A, Ty
sendo x = (21, x9,...,2,) € R™.
Demonstracao. Sejam o vetores de R",

er = (L,0,...,0)

€y = (0, 1, . ,O)

en = (0,0,...,1).

Assim, se X = (x1,2,...,2,) € R", podemos reescrever o vetor por

X = x1€e1 + Ts€o + --- + x,€enh
e, como T ¢ transformacao linear, segue que

T(x)

T(xie1 + z2€2 + -+ + x,€4)

xlT(el) + ZEQT(ez) + -+ [EnT(en). (21)

Sendo T'(e;) € R™, para j = 1,2,...n, escolhemos:
= T(e;), para cada j = 1,2,...n.

((le, &2]‘, e ,Clmj)
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Escrevendo estes vetores na forma de uma matriz m x 1, segue da equacgao 2.1 o resultado,

a11 12 A1n
a1 a22 Aon
T(x) = x4 . + 9 . +- 4z,
am1 Am2 Amn
apip Qa2 -+ Aip X
ag1 Q22 -+ Qin X2
Am1 Qm2 - Qmp Tp

]

A matriz (a;j)mxn descrita no teorema 2.1 é conhecida como matriz de trans-
formacao linear. Mais precisamente a demonstracao pode ser feita utilizando o conceito de
bases dos espagos vetoriais do dominio e contradominio da transformacao, e pode ser visto
em (HEFEZ; FERNANDES, 2016). Neste caso o conjunto de vetores o« = {e1,€a,...,€,} é
chamada de base canonica de R™ e cada T'(e;) pode ser escrito na base § = {e1, ez, ..., e},
canonica, de R™ e assim a matriz (a;j)mx, ¢ denotada por [T]° e é chamada de matriz de

T nas bases a e [3.

2.2 Transformacoes Geométricas no Plano

As transformagdes (lineares ou nao) aplicadas dentro do plano euclidiano sao
chamadas de transformagoes geométricas no plano, pois transformam objetos no plano.
Nesta secao vamos estudar as transformacoes de reflexdo, dilatacdo, contracao, escala e

rotacao, que sdo lineares, e a transformacao de translagdo, nao linear.

2.2.1 Transformacao de translacao

A transformacao de translacao consiste em mover um ponto em uma determi-
nada direcdo, sentido e comprimento dado. Assim a transformacao de translacao pode ser
definida utilizando vetores', que indicam direcdo, sentido e comprimento. A translacio

por um vetor u = (u,,u,) é dada por T, : R* — R?, com

weo-(3)- ()

A definigdo de vetor, com uma interpretacio geométrica, pode ser encontrada em (BOLDRINI, 1986)

1
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Uma observagao importante é que a transformagao de translagdo nao é linear, pois dados
o vetor u e (a,b), (c,d) € R?

Tu(a,b) + Tulc,d) = (Z)*(ZI>+<;>+(?>
(a—l—C) (2%)
= +
b+d 2uy

# Tula+cb+d).

Exemplo 2.3. Utilizando a transformacao de translagao (s 3) deslocamos um quadrado
de lado 2 com centro na origem, com vértices (—1,—1), (1,—1), (1,1) e (=1, 1), na diregao
e sentido do vetor (2,3). Aplicando a transformacao 753y em cada um de seus vértices

encontramos os vértices do quadrado apods a translagao.

- (2)()-(2)
s - (1)+()-(2)
= (1)+(2)-(2)
o= (1)()-()

O resultado pode ser observado na figura 1.

y

(1,4) (3,4

A, 2)// 3,2
-1,1) 1,1

(-1,-1 1,-1)

Figura 1 — Translagao T(2 3y de um quadrado.

2.2.2 Transformacao de dilatacao

A transformacao de dilatacdo é definida por D : R?* —» R?, com

0
D(w,y)=<g ><x>’ sendo a > 1.
a Y
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Exemplo 2.4. Aplicando a transformacao de dilatagao

e (:2)(2)

em um triangulo de vértices (0,0), (2,0) e (1,2) obtemos um tridngulo semelhante com

dimensoes dobradas.

y y 2,4
(1,2)

0,0) (2,0) x 0,0 (4,0) x

Figura 2 — Aplicacao da transformagao de dilatacdo em um tridngulo.

Os vertices do triangulo resultante da transformagao sao: D(0,0) = (0,0), D(2,0) = (4,0)
e D(1,2) = (2,4).

2.2.3 Transformacao de contracao

A transformacio de contracdo é definida por C : R? —» R?, com

C(x,y)=<g 2)(;), sendo 0 < a < 1. (2.2)

Exemplo 2.5. Aplicando a transformacao de contracgao

o (5 2)(2)

em um tridngulo de vértices (—2,0), (2,0) e (0,2) obtemos um tridngulo semelhante com

dimensoes reduzidas a metade.

y Y
0,2)

C

Em—

)

o,
(2,0 2.0) x 1, 0/\(1, 0) x

Figura 3 — Aplicacao da transformagao de contragdo em um tridngulo.

Os vertices do triangulo resultante da transformacao sao: C'(—2,0) = (—1,0), C(2,0) =
(1,0) e C(0,2) = (0,1).
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2.2.4 Transformacao de escala

A transformacao de escala com relacao a coordenada x é definida por E, :

R? - R?, com
0
E.(z,y) = “ v , sendo a € R*.
01 Y

A transformacao de escala com relagao a coordenada y é definida por Ej, : R? - R?, com

10
E,(x,y) = ’ , sendo a € R*
Y 0 a Y

Exemplo 2.6. Aplicando a transformacao de escala em x

sen-(20)(7)

em um tridngulo de vértices (—1,0), (0,1) e (0,1), as coordenadas x de seus vértices sao

dobradas e as coordenadas y sao mantidas.

1) ©O,1)

By

—_—

(1,0, (1,0) x (2,0 (2,0) x

Figura 4 — Aplicagdo da transformacao de escala em um triangulo.

Os vertices do triangulo resultante da transformagao sao: E,(—1,0) = (=2,0), £,(1,0) =
(2,0) e E,(0,2) = (0,2).

2.2.5 Transformacao de reflexao

Uma transformacao de reflexdo no plano consiste em “espelhar” um objeto com
relagao a uma reta, mais precisamente uma reflexao no plano é uma simetria ortogonal
em relacao a uma reta, chamada de eixo de simetria. Algumas transformacoes de reflexao
no plano, R : R? — R?, estdo na Tabela 5. As transformacoes de reflexdo, diferentemente
das demais transformagcoes geométricas apresentadas aqui, sao involutivas, ou seja, uma

transformacao de reflexdo e sua inversa sao iguais.
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Reflexao em torno do eixo-x Ry(r,y) = ( Lo ) ( v )

Reflexdo em torno do eixo-y |  Ry(z,y) = ( -1 0 ) ( T )

RPN D TS T8

Tabela 5 — Transformacoes de reflexao

Exemplo 2.7. Aplicando a reflexdo em torno do eixo-x sobre o ponto (2,1) temos,
1 0 2 2
0 -1 1 —1

2,1
L]

2

Figura 5 — Reflexao de (2,1) em torno do eixo-z

Exemplo 2.8. Aplicando a reflexao em torno do eixo-y sobre o ponto (2, 1) temos,

wen- (3 3) (1)-(7)

(-2,1)e e (2,1)

X

Figura 6 — Reflexdo de (2,1) em torno do eixo-y
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Exemplo 2.9. Aplicando a reflexao em torno da reta y =  sobre o ponto (2,1) temos,

Ryx<z,1>=(? é><i>:<;>

(1,2)e

e (2,1)

X

Figura 7 — Reflexao de (2,1) em torno de y = z

2.2.6 Transformacao de rotacao
Para definir a transformacao de rotagao sera utilizado o seguinte proposicao.

Proposi¢do 2.1. Dado um ponto A = (x4,y4), 0 ponto A" = (xa,ya) obtido pela

rotacao de A por um angulo # no sentido anti-horario em torno da origem é tal que,

< T > _ ( cos(f) —sen(6) > ( T ) ‘
Yar sen(f)  cos(f) Ya

Demonstragio. Dado um ponto A = (x4,y4), seja a o menor adngulo formado entre o
eixo-z e o segmento OA, sendo O = (0,0). Aplicando ao ponto A uma rotacao de um
angulo 6, no sentido anti-horario, em tono da origem obtemos o ponto A" = (x4, yar), que

por sua vez forma um angulo de a 4+ 6 com o eixo-z, como mostra a Figura 8.

Yy
Yar|---- A
I
l
I
! A
- _— e - -
Yya | ;
! I
! l
[} | N
1 |
(0] €T TA T

Figura 8 — Rotagao do ponto A em torno da origem.

Sendo r = /2% + y3, distancia de A com a origem O, entdo calculando o seno e o cosseno

do dngulo « no tridngulo retdngulo formado pelos pontos O, A e (24,0) obtemos

ra = rcos(a); (2.3)

ya = rsen(q). (2.4)
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Como a rotac¢ao ndo altera o comprimento do segmento, segue que r = /2%, + % é o
comprimento de OA’. Calculando o seno e o cosseno do angulo o + @ no triangulo formado
por O, A" e (z/,0) e utilizando as igualdades trigonométricas: seno da soma de arcos e

cosseno da soma de arcos, obtemos

xay = rcos(a+6)

= rcos(a)cos(f) — rsen(«) sen(f); (2.5)
ya = rsen(a+0)

= rsen(a)cos(d) + rcos(a) sen(h). (2.6)

Substituindo as equacoes 2.3 e 2.4 nas equacoes 2.5 e 2.6 concluimos

Ty = wxacos(f) —yasen(d);

ya = yacos(f) + zasen(d).

Escrevendo estas equagoes na forma matricial,
za ) [ cos(f) —sen(0) T
Yar sen(f)  cos(0) ya )

Assim definimos transformacao de rotagdo por um angulo € em torno da origem,

]

no sentido anti-horario, por Ry : R? — IR2

cos(f) —sen(f x
Ryfa,y) = 0 ~sen®) . 1)
sen(f)  cos(f) y
Exemplo 2.10. Sobre o tridngulo de vértices (1,1), (3,1) e (3,2) aplicamos uma rotagao

de 90° em torno da origem (Figura 9), assim os vértices do tridngulo rotacionado sao

obtidos utilizando a transformagao
cos(90°) —sen(90° x
RQOO (x7 y) = ( o) ( 1) )
sen(90°)  cos(90°) Yy

“\1 0 y )
Rooe(1,1) = ( _11 ) ; Rgpe(3,1) = < _31 ) i Rooe(3,2) = ( _32 ) :

Entao,
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(2,3) 1,3 Y

-—1 90°

\ (3’ 2)

*(-1,1) 1,1) " T3, 1)

Figura 9 — Rotacao de 90° do tridngulo de vértices (1, 1), (3,1) e (3,2) em torno da origem.

As transformacoes de rotagao foram definidas no sentido anti-horario. Para
obter uma rotacao no sentido horério basta redefinir a matriz de transformacao por sua
transposta. Este fato decorre da fungao seno ser impar e a fungdo cosseno ser par, ou seja,
sen(—60) = —sen(f) e cos(—0) = cos(f). Assim aplicando um angulo negativo, —, para a

rotacao ser no sentido horario a transformacao de rotacao fica sendo:
cos(—0) —sen(—0 x
R_g(z,y) = =) =0
sen(—0)  cos(—0) y
B cos(f)  sen(h) x
—sen(f) cos(f) y )
2.3 Transformacoes Geométricas no Espaco

As transformagoes geométricas no espaco sao definidas por matrizes do tipo
3 x 3 de forma similar as aplicagbes no plano e suas aplica¢oes sao fundamentais para

diversas areas, como computagao grafica e a robdtica.

2.3.1 Transformacao de translacao no espaco

Assim como definido na Segao 2.2.1 a transformacgao de translagdo no espaco é
definida utilizando um vetor u = (u,, uy, u,), que indica, dire¢do sentido e comprimento

da translacdo a ser realizada. Definimos a transformacéo de translacio por T, : R?* — R3,

com
x Uy
Ta(z,y,2) = y |+ ]| vy,
z U,

Exemplo 2.11. Utilizando a transformagio de translacao Ty, sendo u = (=2, 1,5/2), des-
locamos um cubo com vértices (—1,—1,—1), (=1, -1,1), (—1,1,-1), (=1,1,1), (1, -1, —1),

(1,-1,1), (1,1,-1) e (1,1,1). Aplicando a transformagao 7, em cada um de seus vértices
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encontramos os vértices do cubo apds a translacao.

Tu(=1,-1,-1) = (=3,0,3/2);  Tu(l,—1,-1) = (=3,2,3/2);
Tu(=1, - ) (=3,0,7/2);  Tu(l,- ) (=3,2,7/2);
Tu(—1,1,-1) = (=1,0,7/2);  Tu(1 ,1,—1) (—1,2,7/2);
Tu(—1,1,1) = (—1,0,3/2); Tu(1,1,1) = (—1,2,3/2).

O resultado pode ser observado na Figura 10.

[

Figura 10 — Translagao Ty, sendo u = (—2,1,5/2), de um cubo.

2.3.2 Transformacdo de dilatacao no espaco

A transformacio de dilatacdo no espaco é definida por D : R* — R?, com

T
D(z,y,z)=1 0 a 0 y |, sendoa > 1.
a z

Exemplo 2.12. Aplicando a transformacao de dilatacao

2 00 T
D(z,y,z)=| 0 2 0 y |
0 0 2 z

em um cubo de vértices (—1,—1,-1), (—-1,—1,1), (=1,1,-1), (=1,1,1), (1,—-1,-1),

(1,—-1,1), (1,1,—1) e (1,1, 1) obtemos um cubo semelhante com dimensoes dobradas.

Tu(—1,-1,-1) = (=2,-2,-2); T,(1,-1,-1) =(2,-2,-2);
Tu(—1,-1,1) = (—2,-2,2); Tu(1,— ) (2,-2,2);
Tu(—1,1,-1) = (-2,2,-2); Tu(1,1, —1) (2,2,-2);
Tu(-1,1,1) = (-2,2,2); Tu(1,1,1) = (2,2,2).
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Figura 11 — Aplicacao da transformacao de dilatagdo em um cubo.

2.3.3 Transformacado de contracao no espaco

A transformacio de contracao no espaco é definida por C : R* — R3, com

x
C(z,y,z) =1 0 a 0O y |, sendo0<a<1.
a 2

Exemplo 2.13. Aplicando a transformacao de contragao

0,5 0 0 T
C(x,y,2) = 0 0,5 0 vy |,
0 0 05

em um cubo de vértices (—1,—1,-1), (=1,—1,1), (=1,1,-1), (=1,1,1), (1,—-1,-1),
(1,—-1,1), (1,1,—1) e (1,1, 1) obtemos um cubo semelhante com dimensées divididas por
2.

To(—=1,-1,-1) = (=1/2,—-1/2,-1/2);  Tu(1,-1,-1) = (1/2,-1/2, —1/2);
Tu(=1,—1,1) = (=1/2, —-1/2,1/2); Tu(1,—1,1) = (1/2,—1/2,1/2);
Tu(—1,1,-1) = (=1/2,1/2,-1/2); Tu(1,1,-1) = (1/2,1/2,-1/2);
Tu(~1,1,1) = (=1/2,1/2,1/2); Tu(1,1,1) = (1/2,1/2,1/2).
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Figura 12 — Aplicacao da transformacao de contragdo em um cubo.

2.3.4 Transformacao de escala no espaco

As transformagoes de escala no espacgao sao definidas de forma similar as

transformacoes de escala no plano, com relacao a cada um dos eixos: I, By, E, : R®> —» R?

a 0 0 x
E.(z,y,2)=| 0 1 0 y |,
0 0 1 z
100\ /=
E)z,y,z)=| 0 a 0 y |,
001/)\:=
1 0 0 T
E(x,y,z)=1 0 1 0 y |,
0 0 a z
sendo a € R*.
Exemplo 2.14. Aplicando a transformagao de escala
1 0 0 x
E.(x,y,z)=1 0 1 0 y |,
00 2 z

em um cubo de vértices (—1,-1,-1), (-1,-1,1), (-1,1,-1), (-1,1,1), (1,—-1,-1),
(1,—-1,1),(1,1,—1) e (1,1, 1) obtemos um paralelepipedo, onde as coordenadas, do vértices,

x e y nao foram alteradas e a coordenada z é dobrada.

u( 17 ) = (_17_17_2); u(1>_1 _1) (1 _17_2);
Tu(—1,- ) (=1, —1,2); Tu(1,-1,1) = (1,-1,2);
Tu( 1a ) ) ( - ) Tu( ) a ) (1’1’_2);
Tu(—=1,1,1) = (- 1,1,2)7 Tu(1,1,1) = (1,1,2).



Capitulo 2. Transformagoes Geométricas

38

2

Figura 13 — Aplicacao da transformacao de escala no eixo-z em um cubo.

2.3.5 Transformacao de reflexao no espaco

Uma transformacao de reflexao no espaco consiste em “espelhar” um objeto com

relagdo a um plano, mais precisamente uma reflexao no espago é uma simetria ortogonal

em relagdo a um plano, chamada de plano de simetria. Algumas transformacoes de reflexao

no espaco, R : R® — R?, estdo na tabela 6.

1 0 O T
Reflexao em torno do plano xy Ryy(z,y,z)={ 0 1 0 Y
00 -1 z
1 0 0 T
Reflexdao em torno do plano xz R..(z,y,2)=1] 0 =1 0 Yy
0 0 1 z
-1 0 0 T
Reflexao em torno do plano yz Ry.(v,y,2) = 0 10 Y
0 01 z
Reflexdo em torno do plano -1 00 v
_ Rx+y=0(xaya Z) = 0 —-10 Y
rry=0 0 0 1/)\:z

Tabela 6 — Transformagoes de reflexdo no espago

Exemplo 2.15. Aplicando a transformacao de reflexao em torno do plano xy sobre a
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piramide de vértices (1, 1,2), (4,1,2), (4,4,2), (1,4,2) e

39
(4,4,5).
(1,1,-2)
(4,1,-2)
(4,4, -2)
(1,4,-2)
(4,4, -5)

O resultado da reflexao definida por R,, pode ser vista na Figura 14.

z

z

Figura 14 — Reflexdo de uma pirdmide em torno do plano zy.

Exemplo 2.16. Aplicando a transformacao de reflexdo em torno do plano x +y = 0 sobre

a piramide de vértices (1,1,2), (4,1,2), (4,4,2), (1,4,2) e

$+y 0 17172
m+y 0 4 172

x+y

0

x+y 0 1 472
z+y 0 4 475

(
(4,
(
(
(

)
)
4,4,2)
)
)

(-1,-
(—4, -
(=4,
(=1,
(—4

?

1,2)
1,2)
—4,2)
—4,2)
4,5)

Y

(4,4,5).

O resultado da reflexao definida por R,.,—¢ pode ser vista na Figura 15.

= EX

}%x+y:0

.

Figura 15 — Reflexao de uma piramide em torno do plano z + y = 0.



Capitulo 2. Transformagoes Geométricas 40

2.3.6 Transformacoes de rotacao no espaco

Assim como na rotagdo no plano, Se¢ao 2.2.6, utilizamos um resultado para

definir a transformagao de rotagao no espago.

Proposi¢ao 2.2. Dado um ponto A = (24, ya,24), 0 ponto A" = (x4, yar, za/) obtido
pela rotacao de A em torno do eixo-z por um angulo ¢, com sentido definido pela Regra

de Fleming (regra da mdo direita® ) é tal que

T A 1 0 0 TA
ya |=1 0 cos(d) —sen(h) Ya
Zar 0 sen(f) cos(6) ZA

Demonstragio. Dado o ponto A = (24,94, 24), sua rotacado por um angulo 6 em torno do
eixo-r no sentido estabelecido pela regra da mao direita, nao altera a coordenada x do
ponto, portanto esta rotagao é equivalente a uma rotagao do ponto (y4,z4) em torno da

origem no plano yz, no sentido anti-horario. Como visto na equagao 2.7, segue que

< Yar > _ ( cos(f) —sen(6) > ( m )
Zar sen(f)  cos(f) za )

E como a coordenada x nao ¢é alterada, segue o resultado.

Wy 1 0 0 TA
ya |=1 0 cos(d) —sen(d) Ya
Zar 0 sen(f) cos(f) ZA

[]

Um resultado semelhante pode ser obtido para cada rotacao em torno do eixo-y
e eixo-z. Assim definimos as rotagdes em torno do eixo-z, eixo-y e eixo-z de um angulo 6,

no sentido estabelecido pela regra da mao direita.

(1) Rotagdo por um angulo § em torno do eixo-z. R, : R* — R,

1 0 0 T
Ryo(z,y,2) = | 0 cos(d) —sen(h) v |;
0 sen(d) cos(f) z

(2) Rotagdo por um angulo § em torno do eixo-y. R, 4 : R* — R?,

cos(#) 0 sen(d) x
Ry,&(xvya Z) = 0 1 0 ) )
—sen(d) 0 cos(0) 2

Com o polegar da mao direita no sentido positivo do eixo, os demais dedos indicam o sentido da
propagacao do dngulo (SANTOS, 2010)

2
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(3) Rotagdo por um angulo § em torno do eixo-z. R,y : R® — R,

cos(f) —sen(d) 0 x
R.o(x,y,2) = | sen(d) cos(d) O
0 0 1 z

Exemplo 2.17. Aplicando a transformacao de rotacao por um angulo 120°em torno
do eixo-z, sobre a pirdmide de vértices (1,1,2), (4,1,2), (4,4,2), (1,4,2) e (4,4,5). A

transformacao é dada por

cos(120°) —sen(120°) 0 x
R, 1900 (,y,2) = sen(120°)  cos(120°) 0 Y
0 0 1 z
1 V3 0
2 2 &
- @ 1 0 Y
o 0 1)\

O resultado da rotagdo pode ser vista na Figura 16.

R 1200

=

i
L

=,

Figura 16 — Rotagao de uma piramide por um angulo 120°em torno do eixo-z.

Exemplo 2.18. Dado a piradmide de vértices (1,1,2), (4,1,2), (4,4,2), (1,4,2) e (4,4,5),
para aplicar uma reflexdo em torno do plano yz e em seguida rotacionar por um angulo de
160°em torno do eixo-y, efetuamos a composicao das transformacoes Ry 1600 © Ry (2, y, 2) =

}%y,160O (Ryz (ZL‘, Y, 2)), sendo

cos(160°) 0 sen(160°) x

Ry,160° (:U7 Y, Z) = 0 1 0
—sen(160°) 0 cos(160°) z
-1 0 0 T
Ryz(x7yvz) = 0 1 0

0 01 z
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Efetuando a composicao,

cos(160°) 0 sen(160°) \ [ =1 0 0 T
Ry 1600 (Ry:(2,y,2)) = 0 1 0 0 10 Y
—sen(160°) 0 cos(160°) 0 01 2
—cos(160°) 0 sen(160°)\ T
= 0 1 0
sen(160°) 0 cos(160°)

Agora ao aplicar Ry 1600 (Ry.(2,y, 2)) sobre a pirdmide o resultado pode ser visto separa-

damente nas Figuras 17 e 18.

Figura 17 — Reflexdo de uma pirdmide em yz.

Ry,160o

i

Figura 18 — Rotacao de uma pirdmide por 160°em torno de y.

E com a aplicacao da composi¢ao R, 1600 © R,. diretamente na Figura 19.
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Figura 19 — Reflexdo de uma pirdmide em yz e rotagao por 160°em torno de y.

2.3.7 Transformacoes de rotacdo em torno de um eixo arbitrario no espaco

Seja u = (ug, uy, u,) um vetor unitario representando um eixo arbitrario no

espaco. Para definir a rotacao em torno deste eixo descrevemos os angulos:

e « formado entre o eixo-x positivo e a projecao ortogonal de u sobre o plano xy, com
a € [0,2n];

e [ formado entre o eixo-z positivo e o vetor u, com S € [0, 7].
Estes angulos sao mostrados na Figura 20. Consideramos as rotagoes inversas definidas

pelas transformacoes R, _, e R, _3, nessa ordem, para mudar o referencial do eixo de

rotacao para o eixo-z.

Figura 20 — Angulos « e 3 relacionados ao vetor u.

Assim para aplicar a rotacao de um ponto em torno do eixo definido por u com um angulo

de 6, a transformacao pode ser definida por Ry : R?® — R?,

Ruza = RZ,& © Ryvﬁ © RZ79 © RZ’/:*B © RZ77Q7
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onde o e 3 sdo tais que

Ug
cos(a) = ———;
(a) A uz +

u
sen(a) = L.
ui + u

cos(B) = us;

sen(f) = 4 /ul+ul.

Portanto a matriz associada a transformacao R, ¢ ¢ obtida pela multiplicagao das matrizes
associadas a R, o, Ry g, R.9, Ry _p € R. _,, nessa ordem, resultando na matriz (Ryg) que

¢é igual a

uZ(1 —cosf) +cos  uzu,(1 —cosd) —u,send wu,u, (1 — cosd) + u,send
Ugtiy(1 — cosf) +uzsend  ul(1 —cosf) +cosf  uyu.(1 — cosf) — uysend

Uz, (1 — cos ) — uysend  uyu, (1 — cos) + uzsend  u?(1 — cosd) + cosd

Como a matriz (Ryyp) foi determinada por meio das transformacoes de rotacao que
respeitam a regra da mao direita, a transformacao de rotacao em torno de u, Ry €

definida pela matriz (R, ) também respeita a regra da mao direita.

Exemplo 2.19. Seja o vetor v = (1,2, 3) a rotagdo da piramide de vértices (1,1,2), (4,1, 2),
(4,4,2), (1,4,2) e (4,4,5) em torno de v por um angulo de 130° é obtida aplicando Ry 130c,

\%
onde u = W O resultado pode ser visto na Figura 21.
\%

Figura 21 — Rotagao de uma piramide por 130°em torno de um vetor u.
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3 Atividades no GeoGebra

As atividades sugeridas aqui apresentam os passos para a construc¢ao de um
braco robético no espaco utilizando o software GeoGebra, e ao final de cada atividade
sao sugeridos alguns problemas ou exercicios para o estudante explorar e consolidar
os conceitos trabalhados. As dez atividades estdao em uma sequéncia didatica com o
objetivo de apresentar os comandos necessarios para a construcao da atividade seguinte. As
atividades se completam, mas dependendo do conhecimento de GeoGebra e de matematica
do estudante, ndo é necessario seguir a sequéncia. Ao final das atividades o estudante terd
explorado as matrizes e as transformacoes geométricas no plano e no espago utilizando
as ferramentas do GeoGebra de forma dinamica, que contribui muito para o processo de
aprendizagem dos conceitos envolvidos. Como complemento as atividades é sugerido aos
estudantes a construgao de um braco hidraulico, que se assemelha muito com a simulagao
construida, utilizando materiais simples como pode ser visto no video “How to Make
Hydraulic Powered Robotic Arm from Cardboard” (JUAN, 2015).

A tabela 7 mostra as atividades e o tempo sugerido para execugao em aulas de

50 minutos.

] Atividade \ Titulo \ N. de Aulas \
1 Construcao de matrizes e operagoes matriciais. 1
2 Aplicagao de matrizes em um ponto. 1
3 Translagao de um poligono. 1
4 Dilatacao e contragao de um poligono. 1
5 Rotacao em torno de um ponto no plano 1
6 Simulacao de um braco robotico com duas articulagoes 9

no plano.
7 Rotacao de um ponto no espago. 1
8 Rotacao no espago de uma haste de comprimento variado. 2
9 Simulagdo de um braco robdtico com duas articulagoes 9
no espago.
10 Simulagdo de um braco robdtico com duas articulagoes 3
e uma garra no espaco.

Tabela 7 — Atividades e niimero de aulas estimadas.


https://youtu.be/R82cqi4JLV8
https://youtu.be/R82cqi4JLV8
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3.1 Matrizes no GeoGebra

3.1.1 Matrizes e operacoes matriciais no GeoGebra

A primeira atividade tem como objetivo apresentar o procedimento para inserir
matrizes no GeoGebra, o estudante deve ter o conhecimento béasico de matrizes para

realizar esta atividade.

ATIVIDADE 1
INSERIR MATRIZES E APLICAR OPERACOES MATRICIAIS

Conteudos: Matrizes e operacoes matriciais.

Objetivos: Conhecer e explorar comandos de matrizes no GeoGebra.

Nesta atividade vamos inserir matrizes no GeoGebra e efetuar operagoes matriciais.

Atividade

1. Inserir a matriz M no GeoGebra.

1 21
M = .
(Oll)

Uma matriz é composta por linhas (horizontal) e colunas (vertical), neste exemplo a matriz
M é formada por 2 linhas e 3 colunas. Para inserir uma matriz no GeoGebra escrevemos

os elementos linha por linha, da seguinte maneira:

Entrada: M={{1,2,1},{0,1,1}}

. . . ~ . ABC .
Para mostrar a matriz na Janela de Visualizagdo, selecione a ferramenta Texto =, clique
dentro da Janela de Visualizacao, em seguida selecione a caixa Férmula LaTex, digite no

campo Editar M=

2 Texto x

Editar
M=
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Selecione em Objetos a matriz M como mostra a figura:

7 Texto e
Editar
M=M
M Férmula LaTeX~ | Simbolos - | Objetos ~
‘ T | (area vazia) *
M v
Visualizar
r_( 1 2 1
M= ( 011 )
# Ajuda OK  Cancelar
Resultado esperado:
» Janela de Algebra X||~ Janela de Visualizagao
Lista “vav N/ Pequeno <~ |#* &
_ (1 21 y
w=(511)

Texto
® textol = “M = ( ; i

(121
M‘(o 1 1)

2. No mesmo arquivo do GeoGebra onde foi inserida a matriz M repita o procedimento

para a matriz

1 3
N=1]41
01
Resultado esperado:
» Janela de Algebra Xl|~ Janela de Visualizagao
Lista fC~

_ 1 21 y
m=(311)
1 3
N=1| 41
01
Texto I 1 2 1
M’(o 1 1)
® textol = “M =

N (

== o
S——

oh- oM
W N

~-® texto2 = “N = (
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3. Multiplicacao das matrizes M e N

1 21
M-N = :
(Ol 1)

Para efetuar a multiplicagdo matricial M - N basta digitar R=M*N no campo de Entrada.

O o~ =
— =W

Entrada: R=M*N

Mostre a matriz R na Janela de Visualizacao.

Resultado esperado:

» Janela de Algebra Xl|~ Janela de Visualizacdo
Lista -
_ 1 21 y
w=(5311)
1 3
N=| 41
01
_ (9 6 M= 1 2 1
R= ( 4 2 ) ( 011

Texto ( 1 3 )
_ (1 2 N=1[4 1
-® textol = “M = ( 0 1 0 1
1 3
® texto2 = “N=|( 4 1 R = 2 g )
01
® textod = “R= ( 3 g ‘

Exercicios:

Para os exercicios de 1 a 4 considere as matrizes,

(7)o (22)

. Efetue a multiplicacao das matrizes, A - B.

—_

2. Efetue a soma das matrizes, A + B.
3. Efetue a subtracdo das matrizes, A — B.

. Efetue a poténcia A”.

W

5. Insira duas matrizes 3 x 3 quaisquer e refaca com essas matrizes os itens de 1 a 4.

Dica: basta utilizar o campo de Entrada e os operadores + para a soma, — para a subtracao

e ~ para a poténcia.
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3.2 Transformacoes Geométricas no Plano

As atividades desta secao abordam transformagoes geométricas, entretanto
durante as atividades o estudante ird utilizar apenas a matriz associada a transformacao
geométrica. Para visualizar os efeitos geométricos de uma transformacgao linear no GeoGebra

é utilizado comando AplicarMatriz com a matriz associada a transformagio geométrica.

3.2.1 Aplicacao de matrizes em um ponto

Esta atividade permite que o estudante explore como funciona o comando
AplicarMatriz do GeoGebra, mostrando como uma matriz altera geometricamente um

ponto no plano.

ATIVIDADE 2
APLICACAO DE MATRIZES EM UM PONTO

Contetdos: Transformagdes geométricas.

Objetivos: Aplicar transformagoes geométricas em um ponto no plano.

Nesta atividade vamos inserir uma matriz no GeoGebra e aplicar em um ponto no plano.

Atividade

1. Inserir matriz com entradas varidveis,

M:(jfl)_

a=2
Selecione a ferramenta Controle Deslizante, ~—, clique dentro da Janela de Visualizacao

para inserir a variavel a e mantenha as configuragoes, como na figura:

Controle Deslizante X
®Numero  Nome
OAngulo @
Olnteiro  CJAleatério (F9)

Intervalo Controle Deslizante Animag&o

min: -5 max: 5 Incremento: 0.1

OK  Cancelar

Repita o procedimento para as variaveis b, ¢ e d.
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» Janela de Algeb|~ Janela de Visualizagio

Numero -

®a=1 y a=1

®b=1 L

®c=1 b=1

®d=1 ®
c=1
®
d=1
L 3

Para inserir a matriz M, basta digitar no campo Entrada:

Entrada: v={{a, b},{c,d}}

Mostre a matriz na Janela de Visualizagdo como feito na Atividade 1.

Resultado esperado:

» Janela de Alg*i| ~ Janela de Visualizagdo
Lista -
_ (21 y a=21
M= ( 1.2 .
Numero
~-®a=21 c=12
~® b=-02 ®
~@c=12 d=35
~®d=35

Texto M= ( 2.1 -02 )
D

~® textol = *“

2. Aplicando a matriz M sobre um ponto P.

Escreva P=(1,2) no campo Entrada:

Entrada: p=(1,2)

A aplicacao da matriz M sobre o ponto P é a multiplicagdo matricial M - P, considerando
P como uma matriz 2 x 1. Entretanto, para a visualizacdo do efeito geométrico que
tal multiplicacdo tem sobre um ponto P deve-se utilizar o comando AplicarMatriz do

GeoGebra e nao efetuar a multiplicacdo, pois o ponto P nao é uma matriz.

Entrada: O=AplicarMatriz[M, P]

Resultado esperado:
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~ Janela de Visualizagdo

-

Yy

Exercicios:

Considerando os pontos P, () e a matriz M construidos nessa atividade.

1. Altere a visualizacao dos pontos P e () para Nome & Valor. Para isso clique com o
botao direto sobre o ponto P e selecione Propriedades, procure por Exibir Rotulo e
dentre as opgoes selecione Nome & Valor.

Sugestao: explore as propriedades para conhecer as opgoes de visualizagdo dos pontos.
2. Para () = P quais devem ser os valores de a, b, c e d?
3. Para Q = —P = (—1, —2) quais devem ser os valores de a, b, c e d?
4. Para Q = —P = (—1,2) quais devem ser os valores de a, b, ¢ e d?

5. Insira a matriz N: Entradan=ix(Pl{y(Fl}}  observe que as entradas de N correspondem as
coordenadas de P. Efetue R = M - N e insira na Janela de Visualizag¢io (como na
Atividade 1). Altere aleatoriamente os valores de a, b, ¢ e d e descreva qual relagao

existe entre o ponto () e a matriz R.

1
6. Com M = 0 1 utilize a ferramenta K para arrastar o ponto P alterando

suas coordenadas descreva como o ponto () é alterado.

5

de Visualizagdo. Em seguida aplique a matriz M no poligono, Entrada:AplicarMatriz[M, poli]

7. Utilize a ferramenta Poligono para criar um poligono clicando dentro da Janela

Altere aleatoriamente os valores de a, b, ¢ e d e observe os vértices do poligono.

3.2.2 Translacdo de um poligono

A translacao de um objeto utilizando um vetor é simples e necessario para
a construcao final, assim esta atividade explora a translagdo por meio de um vetor no
GeoGebra e com isso o estudante aprendera o conceito de vetor e como utiliza-lo para

transladar um objeto no plano.
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ATIVIDADE 3
TRANSLACAO DE UM POLIGONO

Conteudos: Translacao de pontos no plano.

Objetivos: Efetuar translagdo no plano utilizando o comando Transladar do GeoGebra.

Nesta atividade vamos efetuar translacao de um poligono.

Atividade

1. Translacao de um ponto no plano.

A
Utilize a ferramenta Ponto ° < para escolha um ponto P qualquer no plano, por exemplo

P = (1,2). Crie duas variaveis a e b utilizando o Controle Deslizante = com intervalo de
—10 a 10 e defina Q = P + (a,b).

Entrada: O=P+(a,b)

Assim o ponto () sera a translacdo do ponto P de a unidades com relacao ao eixo das

abscissas e b unidades com relagao ao eixo das ordenadas.

2. Translagao de um poligono.

P

no ponto P, apds constuir o poligono renomei para Poligonol e deixe apenas os pontos P

Utilize a ferramenta Transladar <"+ pra construir um poligono com um de seus vértices

e () visiveis, como na figura.

Clique com o botdo direito

Hexagono pol1: Poligono P, A, B, C, D, E

| Exibir Objeto & Renomear x
A Exibir Rétulo Novo nome para Hexagono pol1

& Habilitar Rastro I Poligono1‘ «
% Renomear OK || Cancelar
/. Apagar

.+ Propriedades ...

Para transladar o poligono basta transladar cada vértice, de forma analoga feita anterior-
mente. Mas o GeoGebra oferece o comando Transladar, que pode ser utilizado com um
vetor para orientar o caminho da translacao.

Assim crie o vetor u e em seguida utilize o comando Transladar.
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Entrada: u=Vetor[P, Q]

Entrada: Transladar[Poligono1, u]

Resultado esperado:

~ Janela de Visualizagao

O~

vAv‘

y

Altere os valores de a e b para explorar a translagao.

Exercicios:

Considerando os pontos P e () construidos nessa atividade.

1. Determine os valores de a e b para:

a) P=(1,1)e @ = (3,2).
b) P=(0,1)e Q = (=3,3).
2. Qual é a relacao entre as coordenadas do vetor u e os valores de a e b?
A -

3. Em um novo arquivo do GeoGebra utilize as ferramentas Ponto * -, Vetor

I

)

Poligono e o comando Transladar no campo Entrada para:
a) Criar dois pontos A e B quaisquer;
b) Criar um vetor u de A a B;
¢) Criar um poligono qualquer, renomeei para Poligono2;
d) Faga a translagao do Poligono2 pelo vetor u.

Apés transladar o Poligono2 arraste o ponto B e descreva como se comporta o

poligono transladado.
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4. No campo Entrada insira uma fungao qualquer, exemplo f(z) = —3z + 1, crie um

vetor qualquer utilizando -~ e translade a funcao pelo vetor. Observe na Janela
Algébrica que uma nova funcao aparece, a funcao translada. Compare as duas funcgoes,

descrevendo suas diferencas nas seguintes situagoes:

a) O vetor paralelo ao eixo das abscissas.

b) O vetor paralelo ao eixo das ordenadas.

3.2.3 Dilatacao e contracao de um poligono

As transformacoes geométricas de dilatagao e contracao sao exploradas para

que o estudante conheca mais uma aplicagdo de matrizes em objetos no plano.

ATIVIDADE 4
DILATACAO E CONTRACAO DE UM POLIGONO

Conteudos: Transformacao de dilatagdo e contragao no plano.

Objetivos: Aplicar e explorar a transformacgao de dilatagdo e contragao.

Nesta atividade vamos inserir uma matriz de transformacao para dilatar ou contrair um

poligono.

Atividade

1. Descobrindo a Matriz de dilatagdo e contracao em um poligono.
a

Seja a matriz M = (
c

> , com a, b, ¢ e d variaveis. Para criar a, b, ¢ e d selecione a

ferramenta Controle Deslizante , clique dentro da Janela de Visualizag¢do para inserir

a variavel a e mantenha as configuracées como na figura.

Controle Deslizante X
®@Namero Nome

OAngulo @

Olnteiro  JAleatério (F9)
Intervalo Controle Deslizante Animag&o

min: -5 max: 5 Incremento: 0.1

OK | Cancelar

Repita o procedimento para as variaveis b, ¢ e d.
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» Janela de Algeb|~ Janela de Visualizagio
Numero -
®a=1 y
®b=1
®c=1
®d=1

OOU Om
1} " n
- | o -

L Il

Para inserir a matriz M, basta digitar no campo Entrada:

Entrada: v={{a, b},{c,d}}

Insira a matriz na Janela de Visualizagdo como feito na Atividade 1.

Utilize a ferramenta Poligono P para criar um poligono e renomeei para Poligonol.

~ Janela de Visualizagao

-

b TR A

=

Agora aplique a matriz M no Poligonol, para isso digite no campo Entrada:

Entrada: AplicarMatriz[M, Poligono1]

~ Janela de Visualizagao
W~ A~
y

,r" PoIigonoT/
/ ~
-777-;7_7\”1—7_,,,_\_; /’ o
\ L
\ POIW

A dilatagao consiste em aumentar o tamanho dos lados do poligono mantendo suas

propor¢oes. Como exemplo considere a, b, ¢ e d tais que a transformacao dobra de tamanho
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os lados do poligono. Para determinar os valores de a, b, ¢ e d, segue a demonstracao:

Dado um ponto P = (z,y) a aplicagdo da matriz M em P corresponderd a multiplicagao

M.P - a b ) _ [ art by '
c d Y cr + dy
Por outro lado, se os valores dobram é necessario que
mMop— | )
2y

Ouseja,a =2,b=0,c=0ed=2.

Assim uma matriz de dilatagdo ou contracao é dada por

(h0)

Sendo a constante de dilatacdo, se a > 1, ou contracao, se 0 < a < 1.

matricial:

Portanto com a =2, b =0, c =0 e d = 2 segue o resultado esperado:

~ Janela de Visualizagdo

-

Yy

O g
1}
N

(20
M,(H)

© @cT

!
/
®
ec|o
I
N

Exercicios:

1. Construa um tridngulo semelhante ao tridngulo de vertices (1, 1), (3,1) e (0,0), com

as medidas dos lados triplicadas.

2. Utilize o Controle Deslizante para criar a variavel a, com —10 < a < 10 e a matriz

0
M = g ) e aplique a matriz sobre o poligono ABCDEFGH, sendo A = (1,0),

a

B=(30),C=(41),D=43), E=(3,4), F=(1,4), G=(0,3) e = (0, 1).
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3.2.4 Rotacao em torno de um ponto no plano

A construcao do brago robdtico no GeoGebra tem como principal elemento a
matriz de rotacao que recebe esse nome por se tratar da matriz da transformagao geométrica
de rotagao (veja 2.2.6). Assim esta atividade é muito importante para a construcao final.
O estudante deve conhecer os conceitos de seno e cosseno no triangulo retangulo para

desenvolver com qualidade esta atividade.

ATIVIDADE 5
ROTACAO EM TORNO DE UM PONTO NO PLANO

Conteudos: Transformagao de rotagdo (matriz de rotagao).

Objetivos: Aplicar a matriz de rotacao no GeoGebra.

Nesta atividade vamos construir uma matriz de rotagdo em torno da origem e mostrar

como pode ser a aplicacao de uma rotacao em torno de um ponto qualquer no plano.

Atividade

1. Matriz de rotacao.

A matriz de rotacao no sentido anti-horario com relagao a origem é dada por:

cosa  —sen
senq  CoS
Sendo « o angulo de rotacao com relacao a origem. A aplicagao dessa matriz sobre um

ponto A corresponderd ao ponto A’ como mostra a figura.

Yy

Observe que a distancia com relagao a origem se mantem.
Para inserir a matriz de rotacao é necessario definir o angulo «, para isso use o Controle

Deslizante com a opcao angulo selecionada e incremento 1°, como na figura.
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Controle Deslizante el
ONuamero  Nome

®@Angulo @

Olnteiro  [JAleatorio (F9)
Intervalo Controle Deslizante Animac&o

min: 0° max: 360° Incremento: 1°

OK | Cancelar

Utilizando o campo Entrada escreva a matriz de rotagao, para inserir a variavel « utilize a

opcao de inserir caracteres no canto direito dentro do campo Entrada.

Entrada: R={{cos(a),-sen(a)},{sen(a),cos(a)}}

Observacao: as letras gregas, como «, estao disponiveis em baixo a direita, dentro do
campo Entrada, no icone « e ao clicar abre uma aba com as opgoes das letras gregas para

inserir no campo Entrada.

aBlyde|Cn B KA
HEIPOTIO 9 X ¢ w
FMA@NzZe Qe @<
=<z AlVvi> |l |L€e
clc|x/2/2|° 0| e

a

Outra maneira de escrever é utilizando atalhos, como A1t + A para «. os atalhos podem

ser encontrados em <https://wiki.geogebra.org/en/Keyboard Shortcuts>.

2. Rotagao em torno da origem.

A

Com a ferramenta Ponto, ® -, insira um ponto A qualquer na Janela de Visualiza¢io. Em

seguida utilize o comando AplicarMatriz

Entrada: A'= (R, A)

Para verificar o angulo formado construa o ponto O = (0,0), os segmentos OA e OA’, com
“", e 0 angulo AOA’, com <.

Resultado esperado

a=45°
A ® '

45°

Altere os valores de o para verificar as rotacgoes.


https://wiki.geogebra.org/en/Keyboard_Shortcuts
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3. Rotacao em torno de um ponto.

Em um novo arquivo do GeoGebra refaga a etapa 1 desta atividade para criar o angulo «

A
)

e a matriz de rotacdo R, em seguida insira os pontos A e B quaisquer, com

» Janela de Algebra X|» Janela de Visualizagao
Lista 1y
R = ( 0.71 -0.71 )
0.71 0.71 a=45°
@ '
Ponto
~® A=(1.45,0.54)
® B =(0.55, 1.36) .B
Angulo
® a=45° A

A ideia para aplicar a rotagdo em torno do ponto B é transladar o sistema de coordenada
2y levando a origem ao ponto B, criando o sistema de coordenadas x'y’. Neste sistema de
coordenadas aplique a matriz de rotacao sobre o ponto A" = A — B, que corresponde a0

ponto A escrito no sistema de coordenadas x'y/.

’

Yy

Yy
’
FTPY Ya . .A =A'= (33,,47?/,4)
Ya—YB i
B ',

YB |--ommmmeeees Ti— 5 '

B TA T

Assim para aplicar a rotacao diretamente no plano zy é utilize o seguinte comando:

Entrada: C=AplicarMatriz[R, A-B]+B

Onde a subtracao A — B é necessaria para deslocar a origem para B e apOs a rotagao é
somado o ponto B para retornar com a origem (0, 0).

Ap0s inserir os segmentos BA, BC' e o angulo ABC o resultado esperado é:

a=45°

45°
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Exercicios:

Para cada exercicio crie um arquivo novo do GeoGebra.

1. Cire os pontos A = (2,1) e B = (3,4), utilizando a matriz de rotacdo crie os
pontos C' e D definidos pela rotagao de 70°no sentido anti-horario dos pontos A e B,
respectivamente, em torno da origem. Faca os segmentos OA, AB, OC e CD, sendo
O = (0,0). Alteres os valores do dngulo de rotagdo para observar como os segmentos

rotacionam em torno de B.

2. Refaga a parte 2 da atividade com a matriz de rotacao R definida por

cosa  sena
R= :
—sena  cos«
Identifique como a rotacao é alterada.

3. Insira na Janela de Visualizacao dois pontos A e B quaisquer, utilizando a matriz de
rotagao crie o ponto C' definido pela rotacao de 70°no sentido anti-horario do ponto

A em torno do ponto B.

4. Construa um triangulo qualquer, insira um ponto B qualquer e aplique a rotagao de
60°do triangulo em torno do ponto B. (Dica: aplique a rota¢ao em cada vértice do

tridngulo).

5. Cire os pontos A = (3,1), B = (1,2) e C = (5,2), utilizando a matriz de rotacao
crie os pontos D e E definidos pela rotagao de 70°no sentido anti-horario dos pontos
A e C, respectivamente, em torno do ponto B. Faca os segmentos BA, AC, BD
e DE. Alteres os valores do angulo de rotacao para observar como os segmentos

rotacionam em torno de B.

3.2.5 Simulacdo de um braco robético com duas articulacGes no plano

Esta é a ultima atividade no plano e serve de base para a construcao do braco
robdtico no espago, pois serd utilizado o mesmo tipo de construcao e a rotacao é similar
no espaco. A notacao utilizada para as matrizes foi adotada para facilitar a digitacdo no

GeoGebra, pois os estudantes nao tém familiaridade com estas notacoes.

ATIVIDADE 6
SIMULACAO DE UM BRACO ROBOTICO COM DUAS ARTICULACOES NO
PLANO

Contetidos: Transformagao de rotagdo (matriz de rotagao).

Objetivos: Construir uma simulagao de brago robético por meio de matrizes de rotacao.

Nesta atividade vamos construir uma simulacao de brago robdtico no plano.
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Atividade

1. Angulos e matrizes das rotagoes.

A simulacao tera dois pontos articulados, assim sera necessario inserir uma matriz de

rotacao para cada ponto.

a=2

Primeiro construa dois angulos a e 8 utilizando o Controle Deslizante, ' =, ambos com

incremento de 1°, mas « variando de 0°a 180°e  variando de —180° a 180°.

Controle Deslizante X Controle Deslizante X
ONtmero  Nome ONtmero  Nome
@Angulo @ @Angulo P
Olnteiro [JAleatorio (F9) Olnteiro  [JAleatorio (F9)
Intervalo Controle Deslizante Animag&o Intervalo Controle Deslizante Animago
min: 0° max: 180° Incremento: 1° min: -180° max: 180° Incremento: 1°
OK | Cancelar OK | Cancelar

Agora insira a matriz de rotagdo, Rp, em torno da origem O = (0,0) e a matriz de rotacao

R em torno da segunda junta de rotagao:

Entrada: k_O={{cos(a),-sen(a)},{sen(a),cos(a)}}

Entrada: R={{cos(£),-sen(B)},{sen(f),cos(R)}}

Resultado esperado,

» Janela de Algebra X/|+ Janela de Visualizagio

Lista e

R = ( 0.71 —0.71 ) v

071  0.71 o= A5
Ro = ( 071 —0.71
0.71  0.71 p=45°

Angulo ‘
® a=45°
® p=45° ‘

Além das matrizes de rotagao serao utilizadas mais duas matrizes que definirdo o com-
primento de cada haste que formara o braco. Como visto na Atividade 4, uma matriz
a 0

0 a
um ponto ird aumentar ou diminuir a distancia deste ponto com a origem, portanto tal

¢ uma matriz de dilatacdo (a > 1) ou contragdo (0 < a < 1) e aplicada sobre

matriz servird para alterar o comprimento de cada haste do braco.
a=2

Crie duas variaveis a e b utilizando o Controle Deslizante, |, ambas com incremento de

0.1 e variacao de 0 a 10.
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Controle Deslizante

©Nuamero  Nome
OAngulo 2@

Olnteiro [JAleatério (F9)

Intervalo Controle Deslizante Animac&o

X | {Controle Deslizante

@Namero  Nome
OAngulo b

Olnteiro  [JAleatério (F9)

Intervalo Controle Deslizante Animacao

min: 0 max: 10 Incremento: 0.1 min: 0 max: 10 Incremento: 0.1
OK | Cancelar OK | Cancelar
: . a 0 b 0 . .
Insira as matrizes D, = e Dy = para posteriormente utiliza-las para

a 0
aumentar ou diminuir as hastes do braco.

Entrada: D_a={{a,0},{0,a}}

Entrada: D_b={{b,0},{0,b}}

Resultado esperado,

» Janela de Algebra Xl |» Janela de Visualizagao
Lista y

o= (5 7)

o= 45°
D, =
' ( ) B = 45°

Ro (071 —071
071 0.71

R, — (071 —0.71
° 071  0.71

o
DII
-

10
01
10
01

n
o

°
$

Numero
®a=1
®b=1

Angulo
® o =45°
® p=45°

2. Primeira haste do braco.

A primeira haste do brago robético serd definido como o elo entre a origem O = (0,0) e o
ponto A, obtido pela rotacao em torno da origem de um ponto inicial 1.

Construa a origem O = (0,0) e um ponto inicial I = (1,0), utilizando o campo Entrada ou

a ferramenta Ponto o , em seguida faca o ponto A, definido pela a rotacao de I em torno
da origem e dilatado por D,. Como explicado na Atividade 2 a aplicacao das matrizes
sobre os pontos correspondem a multiplicagbes matriciais, assim a aplicacao de duas matriz
sobre um ponto é equivalente a aplicacao do produto dessas matrizes, respeitando a ordem
de aplicagao, neste caso primeiro a rotacao e depois a dilatacao, ou seja, para obter o

resultado desejado basta aplicar a matriz D, - Rp sobre o ponto I:

Entrada: A=AplicarMatriz[D_a*R_0, I]
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Para concluir faca o segmento OA, utilizando a ferramenta * e deixe oculto o ponto I
(botao direito [/ Exirobjeto ).

Resultado esperado,

» Janela de Visualizagiao
y

3. Sequnda haste.

Para concluir o brago robético falta apenas a segunda haste, para isso serd necessario
construir um ponto B que rotaciona em torno de A e tem suas distancia ao ponto A
definido por b. Para isso rotacione o ponto inicial I em torno de O com a matriz Rp (para
alinhar com a primeira aste), aplique a dilatagao por D, e rotacione em torno de A com a
matriz R, essa sequéncia de aplicagoes corresponde a aplicar a matriz obtida pelo produto

R - Dy - Ro deslocando a origem para A.

Entrada: E=AplicarMatriz[R*D_b*R_0O, []+A

Observe que o ponto A é adicionado a aplicagado matricial para deslocar a origem para que
a matriz R corresponda a rotagdo em torno de A.
Para concluir faca o segmento AB, utilizando a ferramenta |

Resultado esperado,

» Janela de Visualizagdo
y

Exercicios:

1. No mesmo arquivo criado nesta atividade insira o ponto P = (4,1) e com a =4 e
b = 1 fixos determine os angulos « e 8 para que o ponto B se aproxime ao maximo
de P. Quantos valores podem ser atribuidos aos dngulos « e [ para solucionar esse

problema?
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2. Construa um brago robotico com trés juntas articuladas O, A e B e trés hastes OA,
AB e AC.

3.3 Transformacoes Geométricas no Espaco

3.3.1 Rotacdo de um ponto no espaco

Para estudantes que nunca construiram objetos no espago utilizando o GeoGebra
esta atividade ird apresentar a Janela de Visualizacao 3D. Além de explorar a rotagdo por

matrizes no espaco.

ATIVIDADE 7
ROTACAO DE UM PONTO NO ESPACO

Contetidos: Transformagao de rotagdo (matrizes de rotagao).
Objetivos: Aplicar matrizes de rotagado com relagdo aos eixos ordenados sobre um ponto

no espaco.

Nesta atividade vamos efetuar a rotagao no espago de um ponto com relacdo aos eixos

ordenados, utilizando a janela 3D do GeoGebra.

Atividade

1. Angulos e matrizes.

Sendo o objetivo aplicar as matrizes de rotagdes com relacao aos trés eixos ordenados,

eixo-r, eixo-y e eixo-z, € necessario construir trés angulos, um para cada rotacdo. Na
a=2

Janela de Visualizacdo utilize a ferramenta Controle Deslizante, ~— para construir os

angulos «, e 6 com intervalos de 0°a 360°e incremento de 1°.

Controle Deslizante X
ONtmero  Nome

@®@Angulo @

Olnteiro  JAleatorio (F9)
Intervalo Controle Deslizante Animacao

min: 0° max: 360° Incremento: [1°

OK | Cancelar
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Controle Deslizante X

ONamero Nome

@®Angule B
Qlnteiro  [Aleatorio (F9)

Intervalo Controle Deslizante Animagao

min: 0° max: 360° Incremento: 1°
OK | Cancelar
Controle Deslizante X
ONamero  Nome
®Angulo  ®

Qlnteiro  OAleatério (F9)

Intervalo Controle Deslizante Animacéao

min: 0° max: 360° Incremento: 1°

OK  Cancelar

Para esta atividades as matrizes de rotacao no espaco sao definidas como:

1 0 0
R,=1 0 cosf —senf para rotacdo em torno do eixo-zx;

0 senfl cos@

cos 0 —senpf

R, = 0 1 0 para rotacao em torno do eixo-y;
senf3 0 cospf
cosaa —sena 0
R,=1] sena cosa 0 para rotacao em torno do eixo-z.
0 0 1

Utilizando o campo Entrada escreva as matrizes R,, R, ¢ R.:

Entrada: x={{1 ’ 0! 0}! {0! COS(C(), 'Sen(C()}, {0! Sen(q)! COS(C()}}

Entrada:R_y={{cos(B),0,-sen(f)},{0,1,0},{sen(E),0,sen(E)}}
Entrada:R_z={{cos(6),-sen(8),0},{sen(6),cos(#),0},{0,0,1}}

Resultado esperado,
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» Janela de Algebra X|» Janela de Visualizagao
Lista
1 0 0 B
R,=| 0 —08 —059 J I e
0 0.59 —0.81
(0.71 0 0.71> A A
R, = 01 0
071 0 0.71 6 = 45°
0.71 —-0.71 0
R, = ( 0.71 0.71 0 )
0 01
Angulo
® a=144°
® p=45°
® 0 =45°

2. Aplicando a Rotagdo.

A partir desta etapa é necessério a utilizar Janela de Visualiza¢io 3D (clique em Exibir

— Janela de Visualizagao 3D).

Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

. Janela de Algebra Ctrl+Shift+A
" Planilha Ctrl+Shift+S
x= Janela CAS Ctri+Shift+K
@ Janela de Visualizagao Ctri+Shift+1
# Janela de Visualizagéo 2 Ctri+Shift+2
/> Janela de Visualizagéo 3D Ctrl+Shift+3
= Protocolo de Construgao Ctrl+Shift+L
. Calculadora de Probabilidades Ctrl+Shift+P
£ Teclado

¥ Campo de Entrada

¢ Layout ...

= Atualizar Janelas Ctrl+F

Recalcular Todos os Objetos  Ctrl+R

Para inserir um ponto no espaco utilize trés coordenadas, x, y e z, no campo Entrada crie

um ponto A:

Entrada: A=(1,1,1)

Para rotacionar o ponto A em torno do eixo-x basta efetuar R, - A, entretanto, como
explicado na Atividade 2, no GeoGebra esta multiplicacdo corresponde ao comando
AplicarMatriz, assim construa o ponto A, sendo a rotacao de A em torno do eixo-r em «

graus.

Entrada: A x=AplicarMatriz[R_x, A]

Para visualizar melhor a rotagao em torno do eixo-z utilize segmentos ligando cada um
dos pontos A e A, ao eixo-z, para isso construa o ponto B sobre o eixo-z tal que AB seja

perpendicular ao eixo-x.
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Entrada: E=(x(A),0,0)

O comando z(A), retorna o valor da coordenada = do ponto A, por isso AB é perpendicular

ao eixo-r. Agora construa os segmentos AB, A,B e o angulo ABA,, pode-se usar as

ferramentas < (S 4‘ ou os comandos:

Entrada: Segmento[A, B]
Entrada: Segmento[~_x, B]

Entrada: Angulo[A, B, A X]

Com « = 144° o resultado esperado é:

144°

Exercicios:

1. Refaca a atividade criando os pontos A,, rotacdo de A em torno do eixo-y e A,,

rotacdo de A em torno do eixo-z

2. Construa os pontos: Ay = R, - R,-R.-Ae Ay = R,- R, - R, - A. Utilizando o
Controle Deslizante para alterar os valores de «, 5 e 6 e observe como se comportam

os pontos A; e As. Os pontos se coincidem? Por que?

3.3.2 Rotacado no espaco de uma haste de comprimento variado

A primeira visualizacao de um brago robético no espaco é por meio da construcao

de um segmento no espago que representa uma haste.
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ATIVIDADE 8
ROTACAO NO ESPACO DE UMA HASTE DE COMPRIMENTO VARIADO

Contetidos: Transformagao de rotagdo (matrizes de rotagao) e pontos no espaco.
Objetivos: Aplicar matrizes de rotacao com relacao aos eixos ordenados sobre um ponto

no espago e representar uma haste no espacgo.

Nesta atividade vamos construir uma haste, representada por um segmento, com uma

articulacao na origem rotacionando em torno do eixo-y e do eixo-z.

Atividade

Esta atividade explora o espaco 3D, assim a visualizacao é feita na Janela de visualizacio

3D, acesse no menu Exibir e selecione Janela de Visualizacao 3D

Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

. Janela de Algebra Ctrl+Shift+A
" Planilha Ctrl+Shift+S
* Janela CAS Ctri+Shift+K
@ Janela de Visualizacao Ctrl+Shift+1
@ Janela de Visualizacso 2 Ctrl+Shift+2
/4> Janela de Visualizagao 3D Ctrl+Shift+3
s Protocolo de Construcao Ctrl+Shift+L
4. Calculadora de Probabilidades Ctrl+Shift+P
] Teclado

¥ Campo de Entrada

.+ Layout ...

£ Atualizar Janelas Ctrl+F

Recalcular Todos os Objetos  Ctrl+R

1. Angulos e matrizes de rotacoes.

a=2

Utilize o Controle Deslizante | == para construir o angulo 8 que serd o angulo de rotagao
em torno do eixo-y, variando de 0°a 180°com incremento de 1°, o angulo 6 que sera o
angulo de rotacdo em torno do eixo-z, variando de 0°a 360°com incremento de 1°e o

comprimento a da haste, variando de 0 a 10 com incremento de 0.1.

Controle Deslizante X
ONutmero  Nome
@Angulo P
Olnteiro [ Aleatorio (F9)
Intervalo Controle Deslizante Animac3o

min: 0° max: |180° Incremento: |1°

OK || Cancelar
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ONuamero
®Angulo
Olnteiro

min: 0°

Controle Deslizante

Nome
5]

LlAleatdrio (F9)

max: 360°

OK | Cancelar

Intervalo Controle Deslizante Animacio

Incremento: |1°

@®Numero
OAngulo

Olnteiro

min: |0

Controle Deslizante

Nome

a

CAleatério (F9)

max: 10

OK  Cancelar

Intervalo Controle Deslizante Animag&o

Incremento: 0.1

Insira as matrizes: R, de rotacao em torno do eixo-y e R, de rotacao em torno do eixo-z.

cosB 0
R, = 0 1
senf3 0

—sen cosa —sena 0
0 i R.=1] sena cosa 0
cos 3 0 0 1

Escreva as matrizes IR, e R, utilizando o campo Entrada.

Entrada:

Entrada:

Resultado esperado,

» Janela de Algebra

Lista

R,

R,

NUmero
®a=13
Angulo

® p=47°

® 6=118°

2. Aplicando as matrizes.

|

0.68 0
01
0.73 0
—0.47
0.88
0

~0.73

0

0.68
~0.88 0

—0.47 0
01

|

y={{cos([),0,-sen(f)},{0,1,0},{sen(F),0,cos({)}}

z={{cos(6),-sen(€),0},{sen(6),cos(€),0},{0,0,1}}

» Janela de Visualizacao

y
B =47

PR —

6 =118°

—.

a=13
B

Aplicar a rotacao em torno do eixo-y e em seguida em torno do eixo-z em um ponto P,
corresponde a multiplicacao matricial

R.-R,-P.
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Para essa leitura P é uma matriz 3 x 1, entretanto, no GeoGebra essa multiplicagdo deve
ser feita utilizando o comando AplicarMatriz para que seja possivel visualizar o resultado
geometricamente. Como ponto de partida considere o ponto P = (a,0,0), assim a haste
tem comprimento a e inicialmente estd sobre o eixo-z. Nao é necesséario criar o ponto
(a,0,0), vamos inserir esse ponto diretamente no comando AplicarMatriz.

Efetuando a rotagdo em torno do eixo-y e em seguida em torno do eixo-z sobre o ponto
(a,0,0) é criado o ponto A que coresponde a uma das extremidades da haste, a outra

extremidade serd a origem O = (0,0, 0):
Entrada: A=AplicarMatriz[~R_z*R_y, (3,0,0)]
Entrada: 0=(0,0,0)
Construa o segmento que representa a haste.
Entrada: Segmento[O, A]

Resultado esperado,

» Janela de Visualizagao X/ |» Janela de Visualiza¢do 3D
|y

B=35 ,
6= 220°
e
a=13
B
O X
A
y
Q

3. Projegoes.

A visualizacdo das rotagoes podem nao ser muito simples para alguns estudantes, assim
para facilitar construa a projecao ortogonal de A sobre o plano XY

Considerando um ponto @ = (z,y, z) sua projecao sobre o plano XY é o ponto Qxy =
(x,y,0). Portanto utilize os comandos z(A4) e y(A) para obter as respectivas coordenadas

x e y do ponto A e criar o ponto A’ obtido pela proje¢io.

Entrada: A'=(x(A),y(A),0)
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Criar os segmentos AA" e OA" ajudam na visualizacao indicando melhor as projecoes. Para

~

isso utilize a ferramenta Segmento * -, ou os comandos no campo Entrada:

Entrada: Segmento[A, A']

Entrada: Segmento[O, A']

Acesse as Propriedades dos segmentos criados por A’B e OB e na aba estilo escolha Estilo

tracejado, como na figura:

7 Preferéncias x
THledIERE® 2
E Tz “|| Basico Cor Estilo Avangado Programagdo
. Nume Espessura da Linha
. a '
Ponto
A 1357 91113
-® A' Opacidade do Trago
-® B [ ]
8 C 0 25 50 75100
Segm
-@ f Estilo: ---------~ |
0 g Estilo das Linhas Escondidas
-® h
P Olnvisivel ®@Tracejado Clnalterado
~ Angul,
< >

Resultado esperado,

» Janela de Visualizacdo = XI|» Janela de Visualizagdo 3D
I

z

B = 35°
e

6 = 220°
—

a=13
N —

Observacoes: as configuracoes dos eixos podem ser acessadas selecionando a ferramenta

k.

as opgoes clique em Janela de Visualizacao e explore as abas, nelas sao disponibilizadas

Mowver e clicando com o botao direto dentro da Janela de Visualizacao 3D, dentre

opgoes como exibir eixos, exibir niimeros, graduagao dentre outras.
Exercicios:

Utilizando o arquivo do GeoGebra criado nesta atividade.

1. Construa o angulo AOA'. O angulo AOA’ possui alguma relagao com /3 ou 67
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2. Explore o comando Angulo/] do GeoGebra para construir um angulo que mostre a

rotacao de # graus em torno do eixo-z.

3. Considerando todos os valores de 3, # e a de acordo com suas construgoes, descreva

quais pontos do espaco estao ao alcance de A.

3.3.3 Simulacdo de um braco robético com duas articulacées no espaco

Por fim apresentamos a construcao da simulacao de um brago robdtico no
espaco, nesta atividade é aplicado os conceitos de pontos no espago, segmentos no espago,
matrizes de rotagao (transformagoes geométricas) e translagdo. As matrizes de rotagao sao
aplicadas em torno dos eixos x, y € z e para que um ponto rotacione com relacao a uma
das hastes é utilizado a translacao, assim nao é necessario inserir uma matriz de rotacao

sobre um eixo arbitrario.

ATIVIDADE 9
SIMULACAO DE UM BRACO ROBOTICO COM DUAS ARTICULACOES NO
ESPACO

Conteudos: Transformagao de rotagdo (matrizes de rotagoes), translacao, pontos e
segmentos No espago.
Objetivos: Aplicar matrizes de rotagado com relagao aos eixos ordenados sobre um ponto

no espaco, aplicar translacao e representar haste no espaco.

Nesta atividade vamos simular um brago robdético com duas juntas de articuladas, dois
pontos no espago, e duas hastes que formam o elo entre os pontos, representadas por dois
segmentos. A ideia para essa construgao é inicialmente construir o ponto B, uma das
extremidades do brago, aplicar sua rotagao e em seguida deslocar este ponto construindo

o ponto A, elo entre as duas hastes, e por fim aplicar as rotagdes nestes dois pontos.
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Atividade

1. Matrizes.

Utilize o Controle Deslizante
em torno do eixo-y de B, variando de -180°a 180°com incremento de 1°, o angulo 5 que
sera o angulo de rotagdo em torno do eixo-y de A e B, variando de 0°a 180°com incremento
de 1°, o angulo 6 que serd o angulo de rotacdo em torno do eixo-z de A e B, variando de
0°a 360°com incremento de 1°e os comprimentos a e b das hastes, variando de 0 a 10 com
incremento de 0.1.

Observe que foi criado dois angulos que serao aplicados como rotagdo em torno do eixo-y,
isso porque a rotacao definida por p serd a rotagao que ird movimentar a segunda aste,

AB, com relacao ao ponto A, enquanto (5 serd a rotagao dos dois pontos, A e B, em torno

do eixo-y.

a=2

Controle Deslizante

ONamero  Nome
®Angulo P

Olnteiro LAleatorio (F9)

Intervalo Controle Deslizante Animacio

min: -180° max: 180° Incremento: |1°
OK | Cancelar
Controle Deslizante
ONamero  Nome
@Angulo B

Olnteiro  CJAleatério (F9)

Intervalo Controle Deslizante Animag&o

min: 0° max: 180° Incremento: 1°
OK  Cancelar
Controle Deslizante
ONamero Nome
@®Angule  ©

Qlnteiro  [Aleatorio (F9)

Intervalo Controle Deslizante Animagao

min: |0° max: 360° Incremento: 1°

OK | Cancelar

¢ para construir o angulo p que serd o angulo de rotacao
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Insira as matrizes: R'y de rotagao em torno do eixo-y pelo angulo p, R, de rotagao em

torno do eixo-y pelo angulo S e R, de rotacao em torno do eixo-z pelo angulo 6.

cosp 0 —senp
R, = 0o 1 0 ;
senp 0 cosp
cosf 0 —senpf
R, = 0 1 0 ;
senf3 0 cosf
cosae —sena 0
R, = sena  cosa 0
0 0 1

Escreva as matrizes R'y, R, e R, utilizando o campo Entrada.

Entrada: R'_y={{cos(p),0,-sen(p)},{0,1,0},{sen(p),0,cos(p)}}
Entrada: R_y={{cos(f),0,-sen()},{0,1,0},{sen(f),0,cos(B)}}
Entrada: R_z={{cos(8),-sen(6),0},{sen(8),cos(6),0},{0,0,1}}

Construa os comprimentos a, da primeira haste, e b, da segunda haste, variando de 0 a 10
com incremento de 0.1.

Controle Deslizante x

@®@Namero  Nome

OAngulo @

Olnteiro D Aleatrio (F9)

Intervalo Controle Deslizante Animag&o

min: 0 max: 10 Incremento: 0.1

OK | Cancelar

Controle Deslizante X

®Numero  Nome

CAngulo P

Cinteiro  OAleatorio (F9)

Intervalo Controle Deslizante Animac3o

min: 0 max: 10 Incremento: 0.1

Cancelar
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Resultado esperado,

» Janela de Algebra X||» Janela de Visualizagao
Lista
0.71 0 -0.71 p =45°
R, = ( 01 0) —
0.71 0 0.71
0.71 0 -0.71 e
R, = ( 01 o)

0.71 0 0.71

071 —0.71 0 .
R.=|( 071 o071 0 -~
0 01

Numero
: o
~®a=1

‘@ b=1
Angulo
-® B=45°
- ®8=45°
“® p=45°

2. Aplicando as matrizes.

O ponto A serd a rotacao de (a,0,0) por R, e em seguida por R, por meio do comando

AplicarMatriz:

Entrada: A=AplicarMatriz[R_z*R_y, (3,0,0)]

Antes de inserir o comando veja como é feita a construcao do ponto B com um comando

por vez:

1. Rotacionar (b,0,0) em torno do eixo-y utilizando a matriz R,

AplicarMatriz[R' vy, (b,0,0)];

2. Deslocar por (a,0,0)
AplicarMatriz[~" vy, (b,0,0)]+(a,0,0) .

3. Rotacionar por R, e em seguida por R,
AplicarMatriz[~_z*R_y, AplicarMatriz[R'_y, (b,0,0)]+(,0,0)]

Todas as etapas escritas em um s6 comando no campo Entrada:

Entrada: E=AplicarMatriz[R_z*R_y, AplicarMatriz[R' vy, (b,0,0)]+(a,0,0)]

Por fim crie o ponto O na origem e os segmentos OA e AB,
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Entrada: 0=(0,0,0)
Entrada: Segmento[O, A]

Entrada: Segmento[A, B]

Resultado esperado,

» Janela de Visualiza¢| » Janela de Visualizagio 3D

z

Exercicios:

Utilizando o arquivo do GeoGebra criado nesta atividade.

1. Construa a projecao A’ do ponto A sobre o plano XY, como feito na Atividade 8.
2. Construa a projecao B’ do ponto B sobre o plano XY .

3. Construa o angulo AOA'. O angulo AOA' possui valor equivalente a p, 5 ou 6?7

4. Construa o angulo BAO. O angulo BAO possui valor equivalente a p, 5 ou 6?7

5. Considerando todos os valores de p, 3, €, a e b de acordo as construgoes, descreva

quais pontos do espaco estao ao alcance de B.

6. Utilizando o Controle Deslizante construa um angulo «, variando entre 0°e 360°com

1°de incremento. Insira a matriz de rotacao em torno do eixo-z:

1 0 0
R, = 0 cosa —sena

0 sena cosao

Reescreva o ponto B:

Entrada: B=AplicarMatriz[F_z F_y,AplicarMatriz[R_x,AplicarMatriz[F'_y, (b, 0, 0)] + (a, 0, 0)]]

Descreva como a matriz R, atua sobre o brago apés inserido o comando.
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3.3.4 Simulacao de um braco robético com duas articulacdes e uma garra no
espaco

Esta atividade complementa a Atividade 9 inserindo uma garra ao brago

construido, assim é necessario realizar a Atividade 9.

ATIVIDADE 10
SIMULACAO DE UM BRACO ROBOTICO COM DUAS ARTICULACOES E UMA
GARRA NO ESPACO

Conteudos: Transformagao de rotagdo (matrizes de rotagdo), matriz transposta,
translagao, pontos e segmentos no espago.
Objetivos: Aplicar matrizes de rotacao com relacao aos eixos ordenados sobre um ponto

no espaco, aplicar translacao e representar haste no espaco.

Nesta atividade vamos simular um brago robo6tico com duas juntas de articuladas, dois
pontos no espaco, duas hastes que formam o elo entre os pontos, representadas por dois
segmentos e uma garra na extremidade representada por quatro segmentos devidamente

construidos.

Atividade

1. Simulacao de uma garra robdtica no plano.

Antes de inserir uma garra no brago construido na Atividade 9 esta atividade propoe a
construgao de uma garra no plano para compreender melhor o processo. Portanto nesta
primeira etapa sera utilizada apenas a Janela de Visualizacdo

Para iniciar insira o comprimento de alcance da garra, com variacao de 0 a 5 e incremento
de 0.1 e um angulo «, variando de 0°a 70°com incremento de 1°, para abrir e fechar a
garra. O angulo maximo para « pode ser escolhido de acordo com o interesse, este angulo

corresponde a abertura maxima da garra.

Controle Deslizante X
®Numero  Nome
OAngulo 9
Olnteiro [ Aleatorio (F9)
Intervalo Controle Deslizante Animac3o

min: 0 max: |5 Incremento: 0.1

OK || Cancelar
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Controle Deslizante X
ONamero  Nome
®Angulo @
Qlnteiro  OAleatério (F9)

Intervalo Controle Deslizante Animacéao

min: 0° max: 70° Incremento: 1°

OK  Cancelar

Insira a matriz de rotacao em torno do eixo-z,

cosae sena 0

!
R, =] —sena cosa 0
0 0 1

Observagao: a notagao R, foi escolhida para ser condizente com a Atividade 9, pois a

matriz R, ja foi construida.

Entrada: Z={{COS(C(), Sen(q)! 0}! {-Sen(C(), COS(C(), 0}! {0! 0,1 }}

Como pontos bésicos na construcao da garra use (0,0,0), ponto fixo, (g,0,0), extremidade
da garra, e (2¢g/3,—g/3,0) elo das duas hastes que formam metade da garra. Nao é
necessario construir estes pontos, pois estes serao inseridos diretamente na construcao
dos pontos C' e D por meio da rotacao, R., em torno do eixo-z com angulo a dos pontos
(29/3,—9/3,0) e (g,0,0) respectivamente.

Entrada: C=AplicarMatriz[R'_z, (29/3,-9/3,0)]
Entrada: D=AplicarMatriz[R'_z, (g,0,0)]

Para visualizar a metade da garra construida crie o ponto O = (0,0, 0) e faga os segmentos
s=0Cer=0CD.

Entrada: 0=(0,0,0)

Entrada: <= (O, C)

Entrada:

(G, D)

Para construir a outra parte da garra vamos construir os pontos C’ e D' rotacionando os
pontos (29/3,9/3,0) e (g,0,0) em torno do eixo-z pelo mesmo angulo «. Nao serd necessario
de outra matriz para efetuar a rotacao, pois basta utilizar o comando MatrizTransposta

no campo entrada, uma vez que a matriz transposta de R, corresponde a rotagao aplicada
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por R, mas no sentido oposto.

cosae —sena 0
(R)'' =] sena  cosa 0
0 0 1

Entrada: C'=AplicarMatriz[MatrizTransposta[R'_Z], (29/3,9/3,0)]
Entrada: D'=AplicarMatriz[MatrizTransposta[R'_z], (9,0,0)]

Insira os segmentos OC’ e C'D’ para representar as hastes,
Entrada: s'= (0, C")

Entrada: '= (C', D)

Resultado esperado,

» Janela de Visualizagao

y a=16°

Dica: acesse as propriedades dos pontos e segmentos para ocultar esses objetos demarcando

a caixa de selecao de Exibir Objeto.
2. Simulagao de um brago robotico com garra no espago.

Agora o objetivo é inserir a garra no braco construido na Atividade 9, portanto deve-se
utilizar o arquivo gerado pela Atividade 9 (sem os exercicios).
Como visto na etapa anterior desta atividade é necessario um angulo de rotacao para

movimentar a garra e definir um comprimento g, assim construa o angulo « e o comprimento

g.

Controle Deslizante X
ONGmero Nome
@Angulo @
Olnteiro ] Aleatério (F9)
Intervalo Controle Deslizante Animagéao

min: 0° max: 70° Incremento: |1°

OK || Cancelar
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Controle Deslizante X
@Numero  Nome
OAngulo 8

| Olnteiro  OJAleatério (F9)

Intervalo Controle Deslizante Animacéao

min: 0 max: 5 Incremento: 0.1

OK  Cancelar

Insira a matriz de rotagdo em torno do eixo-z e a matriz de reflexdao com relagdo ao eixo-z

cosa  sena ()

/
R, =] —sena cosa 0
0 0 1

Entrada: k' z={{cos(a),sen(a),0},{-sen(a),cos(a),0},{0,0,1}}

Como a garra deve ser inserida na extremidade de uma haste que rotaciona o ponto C
(como da etapa anterior) deve rotacionar junto por isso o comando que o cria é extenso,

segue cada etapa para formar o comando.

1. Rotacionar (2g/3,—¢/3,0) em torno do eixo-z utilizando a matriz R, para abrir e

fechar a garra;

AplicarMatriz[R' z, (29/3, -g/3, 0)]

2. Deslocar (b,0,0);
AplicarMatriz[R' z, (29/3, -g/3, 0)]+(b,0,0)
3. Rotacionar por R;, para se movimentar junto com a haste AB;
AplicarMatriz[R' y, AplicarMatriz[R'_z, (29/3, -g/3, 0)]+(b,0,0)]
4. Deslocar (a,0,0);

AplicarMatriz[R'_y, AplicarMatriz[R'_z, (2g/3, -g/3, 0)]+(b,0,0)] + (&, 0, 0)

5. Rotacionar por R, e em seguida por R, para se movimentar junto com a haste OA

AplicarMatriz[~=_z R_y, AplicarMatriz[R' vy,
AplicarMatriz[R' z, (29/3, -g/3, 0)]+(b,0,0)] + (a, 0, 0)]

Todas as etapas escritas em um s6 comando no campo Entrada:
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Entrada: C=AplicarMatriz[R_z R_y, AplicarMatriz[R' y,

AplicarMatriz[R' z, (29/3, -g/3, 0)]+(b,0,0)] + (a, 0, 0)]

O ponto D é construido da mesma maneira,
y, AplicarMatriz[R' vy,

Entrada: D=AplicarMatriz[F_z

AplicarMatriz[R" z, (g, 0, 0)]+(b,0,0)] + (a, 0, 0)]

Construa os segmentos r = C'D e s = BC para representar parte da garra,

(B, C)

Entrada:
(G, D)

Entrada:

Para a outra parte da garra construa os pontos C’ e D', utilizando (2¢/3,9/3,0) e (g,0,0)

como pontos de partida e aplique a matriz transposta de R, para uma rota¢do em torno
do eixo-z, no sentido oposto, com o mesmo angulo a.

y, AplicarMatriz[R'_y,

Entrada: C'=AplicarMatriz[R_z
(F_2), (2053, 913, 0]

AplicarMatriz[

+(b,0,0)] + (3, 0, 0)]
y, AplicarMatriz[R' vy,

Entrada: D'=AplicarMatriz[R_z
(R"_2), (9, 0, 0]

AplicarMatriz[
+(b,0,0)] + (3, 0, 0)]
Por fim construa os segmentos ' = C'D' e s’ = BC’ para completar a garra.

(B, C)

Entrada:
(€, D)

Entrada:

Resultado esperado,
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» Janela de Visualizagao

p=-58°
—.———

B =52
N

6 = 220°

3. Rotacao da garra.

» Janela de Visualizacao 3D

z

Muitas vezes é necessario que uma garra de um braco robdtico rotacione em torno de

seu proprio eixo. Para isso aplique uma rotagao da garra em torno do eixo-r antes de

aplicar as rotagoes R;, R, e R,. Construa um novo angulo v, variando entre 0°e¢ 180°, com

incremento de 1°pra esta rotacao.

Controle Deslizante

ONutmero  Nome
®Angulo Y
Olnteiro

min: 0°

L Aleatorio (F9)

Intervalo Controle Deslizante Animac3o

max:|180° Incremento:

OK || Cancelar

10

E insira a matriz R, de rotacao em torno do eixo-z por um angulo 7,

Entrada:

x={{1 ’ 0! 0}! {0! COS(V)! 'Sen(V)}! {0! Sen(V)! COS(V)}}

A rotagao da garra deve ser inserida antes das rotagoes R;, R, e R, assim reescreva os

pontos C, D, C" e D' inserindo R, logo apds a rotagao por R.. A imagem abaixo mostra

os comandos no campo Entrada que definem os pontos C, D, C' e D’ com a alteracio que

insere a rotagdo em destaque.
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Entrada: C=AplicarMatriz[R_z R_y, AplicarMatriz[R'_y,
|Ap|icarMatriz[ X, AplicarMatriz[R'_z, (29 /3, (-9) /3, 0)]]|
+ (b, 0, 0)] +(a, 0, 0)]

Entrada: D=AplicarMatriz[R_z R_y, AplicarMatriz[R'_y,
|AplicarMatriz[~_x, AplicarMatriz[~'_z, (g, 0, 0)]]|
+ (b, 0, 0)] + (3, 0, 0)]

Entrada: C'=AplicarMatriz[~_z R_y, AplicarMatriz[R'_y,
|AplicarMatriz[~_x, AplicarMatriz[ (R'_2), (2013, 913, 0)]]
+ (b, 0, 0)] + (3, 0, 0)]

Entrada: D'=AplicarMatriz[F_z R_y, AplicarMatriz[~" vy,
|AplicarMatriz[~_x, AplicarMatriz[ (R'_2), (g, 0, 0)]]|

+ (b, 0, 0)] + (a, 0, 0)]

Resultado esperado,

» Janela de Visualizagao Xl[» Janela de Visualizacio 3D
z
p =-58° g=1
B=52° a=18°
P
6 = 220° y = 122°
—— S
y
a=25
—.——
b=0.8
-
X

Exercicios:

Utilizando o arquivo do GeoGebra criado nesta atividade.

1. Reescreva os pontos C, D, C' e D' escolhendo pontos diferentes para (2g/3, —g/3,0)
e (29/3,9/3,0).

2. Acesse as propriedades do angulo v (clique com o botao direito sobre o angulo na

Janela algébrica) e configure como na figura a drea destinada a animagao,

Animacao

Velocidade: 5 Repetir: = Crescente v

Em seguida ative a animacao deste angulo, clique com o botao direito sobre o angulo

na Janela Algébrica e selecione Animar.

3. Acessando as propriedades dos dngulos (clique com o botao direito sobre o &ngulo
na Janela algébrica) e altere seus valores maximos e minimos e descreva como tais

alteracoes mudam o comportamento do brago.
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4. Altere as matrizes de rotagoes criadas invertendo o sentido de cada rotacao, exemplo:

cosae —senc 0 cosae sena 0
R, = sena  cosa O — —sena cosa 0
0 0 1 0 0 1

Com essas mudancas o braco perde capacidade de alcangar algum objeto que anteri-

ormente alcangava?

5. Insira mais uma haste entre o ponto B e a garra, faga com que esta haste rotacione

de tal modo que melhore o posicionamento da garra.

6. O comando AplicarMatriz pode atuar sobre diferentes objetos criados no GeoGebra
e ndo apenas sobre pontos, reescreva a primeira etapa desta atividade (Simulagdo de
uma garra robdtica no plano) aplicando as rotagdes sobre os segmentos que unem
(0,0,0), (2¢9/3,—9/3,0) e (g,0,0) e nao sobre os pontos.

7. Em um novo arquivo construa uma garra com trés extremidades, como na figura,
com comprimento g e com um angulo o que controla a abertura da garra. Dica:

Assim como feito na primeira etapa desta atividade construa a garra num arquivo

separado.
» Janela de Visualizagdo X|[» Janela de Visualizacio 3D
y g=25 z
+
a=10°
T

e

8. Insira a garra do exercicio anterior no brago construido na Atividade 9.
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4 Aplicacao das Atividades

Com o objetivo de verificar como as atividades descritas no Capitulo 3 podem
contribuir para o aprendizado de matrizes, foram selecionados quatro estudantes da 1*
série do Ensino Médio da ETEP (Escola Técnica de Paulinia) para executa-las. Como esses
estudantes ndo conheciam matrizes, foi ministrada uma aula expositiva para apresentar os

conceitos necessarios para a realizacao das atividades (Capitulo 1).

Apos a aula sobre matrizes os estudantes receberam as atividades para realizar
individualmente fora do horario regular de aula, sem a presenca do professor, e foram orien-
tados a fazer anotagoes de suas duvidas durante a execugao das atividades. Os estudantes
relataram dificuldades com relacdo a conhecimentos de GeoGebra, como escrever letras
gregas e inserir alguns comandos no campo entrada. Com isso ficou claro a necessidade de
apresentar melhor o GeoGebra, e por isso foi inserido na Atividade 5 instrugoes de como
inserir as letras gregas no campo entrada do GeoGebra. Fica como sugestao que antes da
aplicacao das atividades, o professor explore mais as ferramentas bésicas do GeoGebra e
seus comandos no campo entrada. De forma geral, os estudantes realizaram as atividades
sem problemas e relataram demorar de 20 a 30 minutos nas Atividades 1 a 7 e de 30 a 60
minutos nas Atividades 8, 9 e 10, o que parece ser um tempo bem razoavel de acordo com

o previsto na Tabela 7.

Figura 22 — Estudantes da ETEP apresentando as atividades na “Escola Aberta 2017”

Para complementar o trabalho realizado pelos estudantes foi sugerido a cons-
trugao de um brago hidraulico (Figura 22) utilizando materiais simples como papelao e
seringas, de acordo com as orientacoes apresentadas no video “How to Make Hydraulic
Powered Robotic Arm from Cardboard” (JUAN, 2015). Por fim, os estudantes apresen-
taram o trabalho no evento “Escola Aberta 2017” realizado em 05 e 06 de setembro na
ETEP, onde foi possivel verificar os conhecimentos adquiridos pelos estudantes durante a

realizacao das atividades. Ficou claro que todos compreenderam como as matrizes podem


https://youtu.be/R82cqi4JLV8
https://youtu.be/R82cqi4JLV8
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ser aplicadas em objetos geométricos, ou seja, indiretamente aprenderam informalmente

conceitos de transformacgoes geométricas.
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Consideracoes Finais

Inicialmente apresentamos os conceitos de matrizes com o objetivo de preparar
para o estudo de transformacoes. Definimos as operagoes matriciais, o espago das matrizes
reais, e algumas propriedades formando o conhecimento necessario para nosso objetivo.
Com o conceito de matrizes formalizado definimos transformagoes lineares e suas matrizes
associadas, criando o elo para nosso estudo principal, que sao as transformacgoes geométri-
cas. Utilizando exemplos para melhor conceituar, apresentamos algumas transformacoes
geométricas: translacao, dilatacdo, contracao, escala, reflexdao e rotagao. Apresentamos e
exemplificamos todas essas transformagdes no plano e no espago. Para as transformacoes
lineares apresentamos suas matrizes associadas, e no caso da rotagdo mostramos como

determinar a matriz.

Apods este estudo tedrico exploramos as transformagoes geométricas em dez
atividades realizadas no GeoGebra destinadas a estudantes do Ensino Médio, na qual
propomos a construcao de uma simulacao de um brago robotico no espaco. Elaboramos
as atividades de forma a descrever passo a passo as construgoes, pois os estudantes aos
quais se destinam essas atividades, nao sao familiarizados com as notagoes necessarias e
nem com os comandos do software, além de nao ser comum a visualizacao e construcgao de

objetos no espago.

Por fim, foi proposto a quatro estudantes da Escola Técnica de Paulinia que
executassem as atividades. Por meio de relatos e da apresentacao realizada no evento
“Escola Aberta 2017”7, verificamos que houve um grande aproveitamento dos estudos
realizados, permitindo o aprendizado dos conceitos de matrizes e de suas aplicagoes
em objetos geométricos (transformagoes geométricas). As atividades permitem que os
estudantes explorem as aplicagoes de matrizes de forma dindmica no GeoGebra e a
caracteristica dinamica é muito estimulante, pois permite uma visualizacao totalmente

nova para esses estudantes.

Como proposta de trabalhos futuros podemos utilizar o GeoGebra para aplicar
as transformagoes geométricas, mais especificamente a rotacao, em conicas e quadricas.

Contribuindo muito no aprendizado de tais conceitos no Ensino Médio.

Esperamos que os conceitos aqui apresentados contribuam no desenvolvimento
do trabalho docente de professores do Ensino Médio, explorando as atividades propostas,
levando a apropriagdo dos conhecimentos, e despertando o interesse pela Matematica nos

estudantes.
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