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RESUMO

SILVA, E. V. Resolubilidade de polindmios: da teoria ao ensino-aprendizagem. 2018. 102 p.
Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional)
— Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2018.

Neste trabalho, estudamos polindmios e equacdes polinomiais, apresentando orientagdes dos
Parametros Curriculares Nacionais e informacdes de como alguns livros didaticos abordam o
tema quanto ao tratamento, a metodologia e a priorizacdo no planejamento escolar. Considerando
polindmios com coeficientes reais ou complexos, buscamos condicdes sobre os coeficientes para
que tais polindmios tenham raizes. Refletimos sobre como os professores de Matematica podem
tratar o tema em sala de aula para obter resultados positivos e tornar a aprendizagem mais atrativa.
Abordamos diversos resultados, como o Teorema do Resto, o dispositivo pratico de Briot-Ruffini,
o Teorema da Decomposicdo, as relacdes de Girard, o Teorema das Raizes Racionais, o Teorema
Fundamental da Algebra e as férmulas de resolugdo de equagdes polinomiais por radicais até o
quarto grau. Apresentamos uma abordagem para sala de aula com a utilizacdo de um recurso

computacional didatico e instrumento de avaliacdo diferenciado.

Palavras-chave: Polindomios, Equacdes polinomiais, Raizes de polinomios, Atividade de aplica-

cdo.






ABSTRACT

SILVA, E. V. Solvability of polynomials: from theory to teaching-learning process. 2018.
102 p. Dissertagao (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matemética em Rede
Nacional) — Instituto de Ciéncias Matemdticas e de Computacao, Universidade de Sdo Paulo,
Sao Carlos — SP, 2018.

In this dissertation, we study polynomials and polynomial equations, presenting guidelines from
the National Curricular Parameters and information on how some textbooks discuss the topic
regarding the treatment, the methodology and the prioritization in school planning. Considering
polynomials with real or complex coefficients, we seek conditions on these coefficients so that we
ensure that these polynomials have roots. We reflect on how Math teachers can address the topic
in the classroom in order to get positive results making the learning more attractive. We address
several results such as the Polynomial Remainder Theorem, the Briot-Ruffini’s practical rule, the
Decomposition Theorem, the Girard’s relations, the Rational Roots Theorem, the Fundamental
Theorem of Algebra and the resolution formulas for polynomial equations by radicals up to the
fourth degree. We present a lesson plan with the use of a teaching computational resource and

differentiated evaluation tool.

Keywords: Polynomials, Polynomial equations, Roots of polynomials, Application lesson.
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CAPITULO

INTRODUCAO

O periodo de 5.000.000 a.C. a 3.000 a.C., conhecido como Idade da Pedra, retratou um
mundo de vastas pastagens e savanas que abrigavam animais selvagens e seres humanos ndmades
que cacavam, colhiam e viviam em permanente agitacdo para terem desenvolvido tradi¢des
cientificas. No entanto, os progressos na matemdtica resumiam-se na necessidade de anotar a

parte de cada familia na cacada e também no comércio entre elas (EVES, 2008).

De 3.000 a.C. a 525 a.C., ocorreu a Revolucdo Agricola, periodo no qual os povos
passaram a ser sedentarios e agricultores, precipitando profundas modificacdes culturais; uma
delas foi a criacdo da escrita. Novas sociedades baseadas na economia agricola emergiram nos
vales dos rios Tigre e Eufrates (Oriente Médio), Nilo (Africa), Amarelo (China) e Indo (China,
India e Paquistio) onde desenvolveram empiricamente a matemdtica bédsica da agrimensura,
da engenharia e do comércio. Resolveram equagdes quadraticas pelo método de completar
quadrados, como também discutiram algumas cubicas (grau trés) e algumas biquadradas (grau
quatro). N3o existia sinal algum de formulagado algébrica (EVES, 2008).

A revolucgdo agricola desencadeou um longo periodo de progresso intelectual e cientifico.
Alcancou a Grécia, vinda do Egito e do Oriente Médio e despontou na ilha grega de Creta
uma civilizacdo chamada mindica que dominava a escrita e a leitura. Foi nesse periodo que se
assistiu pela primeira vez ao emprego do raciocinio dedutivo em matematica, o que se deve
a Tales de Mileto (640-564 a.C.) e Pitagoras (586-500 a.C.) e a 16gica foi sistematizada num
tratamento de Aristoteles (384-322 a.C). Os gregos idealizaram processos algébricos engenhosos
para efetuar operagcdes algébricas. Atribui-se aos partidarios da escola fundada por Pitdgoras a
Algebra Geométrica que pode ser encontrada nos livros dos Elementos de Euclides. No livro
IT sdo apresentadas as identidades geométricas e no VI, a resolucdo geométrica de equagdes
quadraticas simples (EVES, 2008).

Entre 550 a.C. e 476 d.C. o mundo ocidental foi dominado por grandes impérios: o
Império Persa (550-330 a.C.), a Grécia Helenistica (323-31 a.C.), que era dividida entre trés



18 Capitulo 1. Introdugdo

grandes impérios: o Egito Ptolomaico, o Reino Seléucida e a Macedonia, e o Império Romano
(31 a.C. a476 d.C.). Esses impérios evoluiram razoavelmente nas realizacdes cientificas, cada
um a seu modo. Embora os intelectuais atenienses continuassem a se concentrar em filosofia,
historia e literatura, os pensadores de Alexandria, Egito, enfatizavam a ciéncia e a matematica. O
Império Romano liderado por Augusto em 31 a.C., produziu uma boa histéria, uma literatura
fina e revelou-se um meio infecundo para a ciéncia, pois mantinha mais da metade dos habitantes
como escravos e nao se atinava com a necessidade de mecanismos para poupar trabalho, como
as polias e as alavancas inventadas por Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.). Os filésofos
gregos Aristoteles (384-322 a.C.) e Euclides (século III a.C.), considerando a falta de simbolos
para indicar nimeros desconhecidos, deram os primeiros passos ao emprego de letras e simbolos
para indicar nimeros e expressar a solu¢do de um problema. Ao mesmo tempo em que gregos e
romanos forjavam as institui¢cdes bdsicas da sociedade ocidental, as civiliza¢Ges orientais, China,
India e Ardbia, também emergiam (EVES, 2008).

O poderoso Império Chinés liderado por reis que eram monarcas caracteristicamente
absolutistas, como Li Yiian e Kublai Khan (1216-1294), forneciam amparo governamental as
artes. A China Classica (c. 600 a.C.-221 d.C.) e a Imperial (221 d.C.-1911) produziram uma
cultura rica e uma base intelectual s6lida. Os eruditos chineses interessavam por filosofia, arte
e literatura. Na matematica e na ciéncia podemos destacar o método de Horner para solugdes
numéricas de equacdes algébricas, o emprego de métodos matriciais para resolver sistemas de
equagoes lineares e a resolugdo de congruéncia pelo método hoje consubstanciado no Teorema
Chinés dos Restos (EVES, 2008).

Os hindus contribuiram significativamente para o desenvolvimento da Algebra. Eles
aceitavam 0s numeros negativos € irracionais € sabiam que uma equagdo quadratica (com
solucdes reais) possuia duas raizes formais. Além disso, unificaram a resolugdo algébrica de
equacgdes quadraticas pelo método de completamento de quadrados. Os drabes introduziram o
islamismo na India no século VIII d.C. Depois de 1206 a ciéncia e a matemitica indianas se
fundiram com a arabica (EVES, 2008).

No século IX, AL-Khowarizmi (c.780-¢.850 d.C.), matematico arabe, desenvolveu um
processo para a resoluc@o de problemas que deu inicio a chamada édlgebra geométrica. No século
XII, baseado nos estudos feitos por AL-Khowarizmi, o0 matematico hindu Bhéskara (1114-1185)
apresentou um processo puramente algébrico que permitia resolver qualquer equacio de segundo
grau que ficou conhecida como a férmula resolutiva de Bhaskara para equacdes de segundo grau
(ENS, 1988).

Na Europa Medieval (476-1492 d.C.) a tnica estrutura social era o feudalismo. A maior
parte da populacdo constituia-se de camponeses, ou servos, que legalmente tinham a obrigagcao
de cultivar as terras dos senhores e pagar pelo seu uso com uma parte da colheita. Havia uma
classe média urbana formada de mercadores e artesdos. A ascensdo social era praticamente

inexistente e a Unica porta de entrada para a aristocracia era o berco. O homem medieval revelou
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habilidade para a engenharia: projetaram e construiram catedrais imensas, repletas de vitrais.
Ferreiros desenvolveram métodos de construcao de reldgios precisos. Moleiros aperfeicoaram a
roda-d’dgua. Engenheiros medievais abriram longos canais, construiram pontes sobre os mais
longos rios e drenaram e represaram pantanos, mesmo ndo tendo uma formag¢ao universitaria
plantada na ciéncia pura. Eles eram artesdos e mecanicos de parcos conhecimentos tedricos,
muitas vezes ignorados pela classe intelectual. Os intelectuais do Renascimento — séculos XIV
e XV —temendo acusacdo de heresia por parte da Igreja Catdlica relutaram em publicar suas

teorias sobre ciéncia, gerando uma grande perda para a época (EVES, 2008).

A expansao da Europa (1492-1700) foi favorecida pelas viagens comerciais que lideradas
por mercadores espanhdis, ingleses e franceses, e pelo italiano Cristovao Colombo, exploravam
ouro e prata nas Américas do Sul e Central e importavam especiarias e sedas da Asia. Quanto mais
terras agricultdveis se encontravam nos novos continentes, mais os européus buscavam riquezas
adicionais. Mais realistas, os comerciantes holandeses seguiam a trilha portuguesa em torno
da Africa. Os russos infiltraram-se na Sibéria, perseguindo um caminho por terra para a China.
Houve também a migracdo de europeus para outros continentes que concentravam na extracao de
matéria prima. A Era das Exportacdes despertou uma revolugao cultural e cientifica na Europa,
marcada pelo interesse por ideias novas e por novos lugares, por um florescimento das artes e
por uma percepg¢do da necessidade de tecnologias novas, especialmente na navegacdo. A Europa
estava na alvorada da era moderna. O advogado e matemadtico francés, Francois Viete (1540-
1603) em seu mais famoso trabalho In artem (VIETE, 1591) realcou o simbolismo algébrico.
Nele, Viete introduziu a prética de se usar vogais para representar incognitas e consoantes para
representar constantes. A convencao de se usar as dltimas letras do alfabeto para indicar as

incognitas e as primeiras para as constantes foi introduzida por Descartes (1637).

No século XVI, com o Renascimento italiano, ocorreu um progresso significativo: a
resolugdo das equagdes de terceiro grau, como decorréncia, as de quarto grau. A histéria da
resolucdo dessas equacdes envolve segredos, batalhas, desafios e trai¢des, culminando, em 1545,
na publicacdo de Ars Magna (CARDANO, 1545). Essa obra contém o processo de resolu¢ao
e a devida demonstracdo da férmula de resolu¢do de uma equacao de terceiro grau, além
da explicacdo de como resolver uma equagdo de quarto grau, transformando-a em outra de
terceiro grau. Segundo o professor Eloy Ferraz Machado Neto em (DANTE, 2008), o método de
resolugdo das ctbicas foi revelado a Girolamo Cardano por Niccold Fontana Tartaglia (1499-
1557), sob juramento de segredo total. Cardano justificou a traicdo com desculpas de que, ao
tomar conhecimento do trabalho de Scipione Del Ferro (1465-1526), Tartaglia ndo havia sido o

Unico nem o primeiro a descobrir a férmula para resolver as cubicas.

Girard (1629), em seu livro L’invention nouvelle en I’Algébre, afirmou que uma equagao
polinomial de grau n, tem n solucdes, mas nao disse que tais solucdes eram necessariamente
nimeros complexos. Além disso, ele disse que a sua afirmagdo era vélida “a menos que a

equacdo fosse incompleta”, querendo dizer com isto que nenhum coeficiente € igual a zero. No
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entanto, quando ele explicava em detalhes o que queria dizer, tornava-se claro que, de fato, ele
acreditava que sua afirmacao era vélida em todos os casos. Por exemplo, ele mostrava que a
equacdo: x* = 4x — 3, embora incompleta, apresentava quatro solucdes: —1 +v/2i, —1 —v/2i, 1

e 1 (contadas as multiplicidades).

Em 1637, Descartes escreveu em La géométrie o que anos antes Thomas Harriot (1560-
1621) havia descoberto: se a fosse raiz de um polindmio, entdo x — a dividiria o polindbmio.
Descartes afirmou também que para todas as equacdes de grau n, podia-se imaginar n raizes,

mas estas podiam ndo corresponder a quantidades reais (DESCARTES, 1637).

No século XVIII uma nova classe média, a burguesia, emergiu derrubando a antiga
ordem aristocratica na Inglaterra. A burguesia, os camponeses € a populagcdo urbana pobre foram
responsaveis por muitas revolugdes e consequentemente promoveram a ‘“Revolucdo Industrial”
no século XIX que mudou o mundo. Ela marcou uma reorganizacdo radical na civilizacio
humana. Os agricultores deixaram de constituir a maioria da populacdo e os operdrios industriais
tornaram-se o segmento maior da forca de trabalho dando inicio a sociedade moderna. A partir
dai veio o progresso tecnoldgico trazendo uma era de investigacdes cientificas sem precedentes,
especialmente na mecanica e na quimica, exigindo a participacdo de matemdticos e cientistas

com grau universitario (EVES, 2008).

Durante dois séculos e meio tentou-se encontrar uma férmula resolutiva para a equagao
de quinto grau. Somente em 1824 o noruegués Niels Abel (1802-1829) provou, de maneira
consistente, a impossibilidade de resolucdo dessa equagdo por meio das quatro operagdes
aritméticas e de radiciacdes. Poucos anos depois, o francés Evariste Galois (1811-1832) — cujos
trabalhos deram inicio & chamada Algebra Moderna — inspirado na demonstracio de Niels
Abel, mostrou a impossibilidade de uma férmula geral de resolugdo por radicais de equagdes

polinomiais de grau maior ou igual a cinco.

O século XX foi marcado pela energia atdbmica e pelas grandes poténcias imperiais do
século XIX se enfrentando em sangrentas guerras. Houve a Primeira Guerra Mundial (1914-
1918), a Revolugdo Russa (1917), a Grande Depressao da década de 1930 e a Segunda Grande
Guerra Mundial (1939-1945). Mahatma Gandhi (1869-1948) prop6s como simbolo da filosofia
organicista a roda de fiar. Mdquina simples, a roda de fiar € acionada pelas maos humanas e ndo
pela eletricidade, e para Gandhi isso representava a harmonia entre a humanidade e a natureza.
Pode-se notar também o esfacelamento dos impérios coloniais do século XIX, os movimentos
pela preservacdo do meio ambiente e pelos direitos das mulheres na Europa, América e Asia,
a cruzada antinuclear e a luta por uma tecnologia apropriada. Albert Einstein (1879-1955),
grande cientista do século XX, embora se dedicasse a mecanica, foi um humanista compassivo;
reconheceu a natureza mecanica do universo mas, também, em sua teoria da relatividade,
subentendeu-o como um todo coeso espléndido. Ele ajudou a aproveitar a poténcia do dtomo,

mas foi sabio o suficiente para advertir sobre os perigos de usd-lo de forma errada (EVES, 2008).

Diante de tanto assunto relevante sobre polindmios e equacdes polinomiais apresentado
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por grandes estudiosos ao longo do tempo faz-se necessdrio pesquisar, estudar, incluir no
planejamento e utilizar nas aulas, para enriquecer os conhecimentos matematicos dos alunos
e atender a proposta dos Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEMs)
(BRASIL, 2000). As aplicacdes dos conceitos sobre mondmios, por exemplo, sdo indmeras e
vao desde a confec¢@o de objetos, como uma bola de futebol, até o auxilio em representacdes de
célculos bem complexos. Encontramos fun¢des polinomiais na Fisica, representando o espaco
percorrido por um corpo e o intervalo de tempo gasto, por exemplo e(t) = t> — 2t +4. Na
economia, o custo de producao e as unidades produzidas podem ser relacionadas por uma
fungdo, como c(x) = 0,1x° — 0,03x% 4+ 10x + 500 (SANTOS; GENTIL; GRECO, 2003). Além
de aplicacdes praticas, vale ressaltar que o conhecimento de ferramentas matematicas nao
precisam necessariamente ter utilidade imediata ou utilidade cotidiana. “A funcdo primordial da
matematica € preparar a mente para pensar, raciocinar, decidir no solo do imagindrio e fornecer

subsidios quando estes forem necessarios”.

Portanto, a presente pesquisa e seus resultados oferecerdo oportunidade ao professor
de revisar, sob novo ponto de vista, o conteido matematico relacionado aos polindmios e suas
aplicacdes; tomar conhecimento de técnicas e metodologias empregadas atualmente no ensino-
aprendizagem de polindmios; fortalecer o conhecimento matemdtico e motivar de maneira
positiva para investigar novos temas e buscar metodologias adequadas aos alunos do Ensino
Médio.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo geral

Analisar polindmios da forma
p(x) = ax" "‘an—lxn_1 + - +aix+ao,

cujos coeficientes ag,ay,...,a, sdo nimeros reais ou complexos, buscando condi¢des sobre
esses coeficientes para que a equacgdo p(x) = 0 tenha solugdo. Obter a expressdo das raizes para

equagdes polinomiais de grau até no maximo quatro.

1.1.2 Objetivos especificos

1. Localizar na histéria da humanidade os polindmios, sabendo que esses, a priori, formam
um plano conceitual importante na Algebra e na Geometria, quando se deseja calcular

expressoes que envolvem valores desconhecidos.

2. Verificar como os polindmios sdo abordados nos Parametros Curriculares Nacionais para o
Ensino Médio e como os autores de livros didaticos modernos apresentam o assunto para

os estudantes do Ensino Médio.
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3. Analisar a estrutura dos polindmios, ou seja, definir e exemplificar: grupo, subgrupo, anéis,

subanéis, ideais e anéis de polindmios.

4. Apresentar a demonstragio do Teorema Fundamental da Algebra de duas formas diferentes:

analitica e algébrica.

5. Estudar o conteido matematico relacionado aos polindmios e suas aplicagdes sob o ponto

de vista de que este deverd contemplar os estudantes do Ensino Médio.
6. Demonstrar as féormulas resolutivas para as equacdes polinomiais até o quarto grau.

7. Criar metodologia de ensino-aprendizagem adequada ao aluno do Ensino Médio e aplicéd-la

em sala de aula.

8. Apresentar uma andlise pessoal, antes, durante e apds a aplicacdo da técnica em sala de
aula, relativa ao desempenho e ao aproveitamento dos alunos e realizar uma comparagao

dessa pratica com as aulas realizadas antes do estudo proposto.

1.1.3 Organizacao do trabalho

No Capitulo 2 apresentamos como os PCNEMs destacam a importancia do ensino de
polindmios no Ensino Médio; fazemos também uma andlise do conteddo referente aos polindmios

em quatro livros didaticos atuais.

Concentramos toda a teoria envolvendo polindmios nos Capitulos 3, 4 e 5. No Capitulo 3
definimos as seguintes estruturas algébricas: grupos, anéis e anéis de polindmios, incluindo vérios
exemplos para ilustrar a teoria, e ao final do capitulo, enunciamos e demonstramos analitica e
algebricamente o Teorema Fundamental da Algebra. O Capitulo 4 é dedicado a discussdo de
como os polindmios sdo abordados nos livros diddticos de Matemaética do Ensino Médio. No
Capitulo 5 demonstramos as férmulas que definem as raizes de polindmios de graus de um a

quatro.

No Capitulo 6 descrevemos a atividade de aplicacdo que empregamos aos alunos do
terceiro ano do Ensino Médio de uma escola estadual e apresentamos os resultados e impressoes
obtidos. E no Capitulo 7 fazemos algumas consideracdes finais em relac@o a esse trabalho como
um todo e em relagdo a atividade aplicada aos alunos, refletindo sobre a importancia de adotar

metodologias de ensino diferentes.
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CAPITULO

DESENVOLVIMENTO

2.1 Os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Mé-
dio (PCNEMs) e a abordagem de polinbmios no En-

sino Médio

“A matemética é uma das mais importantes ferramentas da sociedade moderna. Apropriar-
se dos conceitos e procedimentos matematicos basicos contribui para a formagao do futuro
cidadao que se engajard no mundo do trabalho, nas relagdes sociais, culturais e politicas. Para
exercer plenamente a cidadania € preciso saber contar, comparar, medir, calcular, resolver pro-
blemas, argumentar logicamente, conhecer formas geométricas e organizar, analisar e interpretar

criticamente as informagdes” (DANTE, 2008).

Na Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo (LDB) (BRASIL, 1996), aspectos como a “re-
volucdo informédtica”, a “revolug@o do conhecimento” e um “Ensino Médio vinculado ao mundo
do trabalho e a prética social” estdo evidenciados para fortalecer o papel da escola na sociedade
atual. Ao estudante, deve ser oferecida a formacao geral, em oposi¢do a formacao especifica;
o desenvolvimento de capacidades de pesquisar, a busca por informacdes e a capacidade de
analisd-las e seleciond-las e a capacidade de aprender, de criar, de formular, ao invés do simples
exercicio de memorizagdo. A lei também propde a formacdo da pessoa, de maneira a desenvolver

valores, o pensamento critico e competéncias para se viver plenamente em sociedade.

De acordo com a LDB (BRASIL, 1996), o texto dos Pardmetros Curriculares Nacionais
procurou atender a reconhecida necessidade de atualizacdo da educacdo brasileira, tanto para
impulsionar uma democratizacao social e cultural mais efetiva pela ampliacdo da parcela da
juventude brasileira que completa a educacao basica, como para responder a desafios impostos
por processos globais, que tém excluido da vida econdmica os trabalhadores nao-qualificados, por

conta da formacao exigida de todos os participes do sistema de producdo e de servi¢os. Assim, a
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educacdo bésica tem por finalidade desenvolver o educando, assegurando-lhe a formag¢do comum
indispensdvel para o exercicio da cidadania e fornecer-lhe meios para progredir no trabalho e em

estudos superiores.

A tendéncia curricular que essas diretrizes propdem € o Ensino Médio, como parte
da educacgdo bdsica, desenvolvido de forma contextualizada e interdisciplinar. Na interdisci-
plinaridade propde-se que a organizagdo e o tratamento dos conteidos do Ensino Médio e as
situacOes de aprendizagem sejam feitos de modo a destacar as multiplas interacdes entre as vdrias
disciplinas do curriculo, superando sempre que possivel a fragmentacio entre elas. E sabido que
algumas disciplinas se identificam, se aproximam, t€ém muitas afinidades (como a Matematica,
a Fisica, a Quimica e a Biologia), enquanto outras se diferenciam em varios aspectos: pelos
métodos e procedimentos que envolvem, pelo objeto que pretendem conhecer ou ainda pelo tipo
de habilidade que mobilizam naquele que as investiga, conhece, ensina ou aprende. Portanto,
€ possivel dar relevancia a varios modelos matematicos que favorecem a interdisciplinaridade,
tais como: a funcdo linear e as situacdes de proporcionalidade direta; a fun¢do quadrética e
o movimento uniformemente variado; a fungc@o exponencial e varios fendmenos naturais; a
probabilidade e a Genética; as grandezas e medidas e as préticas cientificas, tecnoldgicas e

sociais; as fungdes trigonométricas e os fendmenos periddicos, etc (DANTE, 2008).

Tratar os conteiidos de ensino de forma contextualizada significa aproveitar a0 maximo
as relacOes existentes entre esses conteidos e o contexto pessoal ou social do aluno, de modo
a dar significado ao que estd sendo aprendido, levando-se em conta que todo conhecimento
envolve uma relacdo ativa entre o sujeito e o objeto do conhecimento. Assim, a contextualizacdo
ajuda a desenvolver no aluno a capacidade de relacionar o apreendido com o observado e a teoria
com suas consequéncias e aplicacdes praticas. Ajuda também a articular a Matematica com os
temas atuais da ciéncia e da tecnologia, bem como fazer conexdes dentro da prépria Matematica.

Assim, a LDB (BRASIL, 1996) recomenda uma ponte entre teoria e pratica.

A Matemética no Ensino Médio tem um valor formativo, ou seja, a contribui¢ao para o
desenvolvimento de processos de pensamento e a aquisi¢cdo de atitudes. Cabe a ela apresentar ao
aluno o conhecimento de novas informacdes e instrumentos necessarios para que seja possivel a
ele continuar aprendendo. Saber aprender € a condi¢c@o bdsica para prosseguir aperfeicoando-se

ao longo da vida.

H4 também a necessidade de valorizar uma constru¢do abstrata mais elaborada com
o objetivo de elaborar conjecturas, de estimular a busca de regularidades, a generalizacdo de
padrdes, a capacidade de argumentacdo, elementos fundamentais para o processo de formaliza¢ao
do conhecimento matemadtico e para o desenvolvimento de habilidades essenciais a leitura e

interpretagdo da realidade e de outras dreas do conhecimento.

Com relacdo a Algebra, o estudo de equacdes polinomiais deve receber um tratamento
que enfatize sua importancia cultural, isto €, estender os conhecimentos que os alunos possuem

sobre a resolucdo de equagdes de primeiro e segundo graus, aplicando esse estudo a resolucao de
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problemas simples de outras dreas do conhecimento. Aspectos do estudo de polindmios e equa-
¢oes algébricas também podem ser incluidos no estudo de fun¢des polinomiais, enriquecendo
o enfoque algébrico que ¢ feito tradicionalmente. Uma abordagem mais qualitativa e profunda
deve ser feita dentro da parte flexivel do curriculo, como opg¢ao especifica de cada escola. Resu-
midamente, em relacio as competéncias a serem desenvolvidas pela Matemadtica, a abordagem
proposta para esse tema permite ao aluno usar e interpretar modelos, perceber o sentido de
transformacdes, buscar regularidades, conhecer o desenvolvimento histérico e tecnolégico de

parte de nossa cultura e adquirir uma visdo sistematizada de parte do conhecimento matemaético.

Os PCNEMs (BRASIL, 1999) nas consideragdes sobre fins e meios da educagdo, acres-
centam alguns ingredientes frequentemente esquecidos, quando se fala do ensino das Ciéncias, da
Matemdtica e suas Tecnologias, que s@o o apreco pela cultura e a alegria do aprendizado. Quando
a escola promove uma condi¢@o de aprendizado em que ha entusiasmo nos fazeres, paixao nos
desafios, cooperacdo entre os participes, ética nos procedimentos, estd construindo a cidadania
em sua pratica, dando as condi¢gdes para a formacao dos valores humanos fundamentais, que sdo

centrais entre os objetivos da educacao.

2.2 O livro didatico de Matematica do Ensino Médio e a

abordagem de polindbmios

Ao analisar os livros didaticos contemporaneos: Matematica Dante (DANTE, 2008),
Matematica de Edwaldo Bianchini e Herval Pacola (BIANCHINI; PACCOLA, 1989), Mate-
maética do Novo Ensino Médio de Marcondes Gentil e Sérgio (SANTOS; GENTIL; GRECO,
2003) e Matemadtica Ciéncias e Aplicacdes de Gelson Iezzi, Osvaldo Dolce, David Degenszajn,
Roberto Périgo e Nilze de Almeida (IEZZI et al., 2013), destinados ao ensino de Matematica
no Ensino Médio, percebemos que nos capitulos de polindmios e equacdes polinomiais, eles
atingem seus propositos, pois estabelecem uma forte parceria com o professor ao oferecer
pré-requisitos aos alunos para prosseguirem no ensino superior. Além disso, houve a intencao
de adequé-los a LDBEN/1996 e aos PCNEMs, embora os assuntos estabelecam, por natureza,
poucas conexdes com o cotidiano e com outras disciplinas. Com relagdo a “contextualizacdo”, é
possivel encontrar algumas questdes que vinculam os polindmios e as equagdes polinomiais ao
mundo real, enquanto que na “interdisciplinaridade” os autores procuraram escrever textos e
questdes envolvendo temas da Fisica e da Economia. Portanto, o que prevalece nos textos e nas

atividades € uma abordagem mais tedrica e abstrata.

Neles, ha uma retomada e um aprofundamento referente ao que o aluno estudou em

Algebra no Ensino Fundamental: polindmios, operacdes com polindmios, equacdes, etc.

Nos objetivos especificos da Algebra podem-se destacar:

Polinomios
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e Iniciar o estudo dos polindmios utilizando-os, por exemplo, para descrever relacdes
entre duas grandezas em situacdes cotidianas, e representar dreas de figuras planas e

volumes de sélidos;

e Reconhecer polindmios a uma tnica varidvel;

e Relacionar um polindmio a uma fun¢do polinomial e identificar o seu grau;

e Reconhecer polindmio nulo;

e Estabelecer a condicdo de igualdade entre polindmios;

e Efetuar as operagdes de adi¢do, subtragdao e multiplicagdo de polindmios;

e Relacionar a divisdo de nimeros inteiros a divisao de polindmios;

e Determinar os polindmios quociente g(x) e resto r(x) obtidos na divisao de um
polindmio f(x) por g(x), com g(x) # 0 e estabelecer as relagdes entre eles.

Equacoes polinomiais

e Ampliar o conjunto universo de uma equagdo algébrica para o universo C dos

nimeros complexos;

e Resolver algumas equagdes de grau superior a dois por meio de fatoracdo e saber

que apenas algumas equagdes podem ser resolvidas;
e Usar os nimeros complexos na resolucdo de equagdes;

e Efetuar a fatoracdo (decomposicdo) de um polindmio em fungdo de suas raizes;

comparar com a decomposi¢do de um niimero natural em fatores primos;

e Usar a divisdo de polindmios para a obten¢do de outras raizes de um polindmio a

partir de alguma raiz conhecida;

e A partir de alguma informag¢do dada sobre um polindmio, aplicar as relacdes entre

coeficientes e raizes para determina¢do de uma ou mais raizes;

e Aplicar o Teorema das Raizes Complexas ndo-reais de uma equacao com coeficientes
reais;
e Pesquisar raizes racionais em uma equacao com coeficientes inteiros;

e Resolver problemas sobre equagdes polinomiais a partir da andlise do grafico, em

R x R, das funcdes correspondentes.

Os polindmios e as equagdes polinomiais sdo apresentados muito bem formalizados,
com algumas sugestdes de aplicacoes prdaticas e interdisciplinares. O desenvolvimento desses
conhecimentos € mais abstrato e corresponde a uma cultura bem especifica. Assim, ¢ importante
destacar os assuntos de maior relevancia de cada um deles relacionando com o que o plano
politico pedagdgico da escola estabelece de acordo com os PCNEMs. No trabalho com polin6-

mios € importante que se faca, desde o inicio, a observacao de que, muitas vezes, o polindmio é



2.2. O livro diddtico de Matemdtica do Ensino Médio e a abordagem de polinomios 27

apresentado, mas fazendo referéncia a func¢io polinomial e vice-versa. Desse modo, conceitos
como raiz de uma equag¢do polinomial podem ser facilmente relacionados com o que ja foi
estudado sobre as raizes das fung¢des polinomiais de primeiro e segundo graus. A divisdo de
polindmios mantém uma interessante analogia com a divisao entre nimeros inteiros, e este pode
ser o ponto de partida para o inicio das discussdes. Lembrando-se que o método da chave € o

processo mais geral de divisoes.

Nas equagOes polinomiais, ndo se apresentam formulas resolutivas para as equacdes
de terceiro e quarto graus e que, em VArios exercicios, conseguiremos determinar o conjunto
solucdo a partir de algumas informacdes sobre polindmios, lembrando sempre que o conjunto
universo é C. Nao podemos deixar de destacar o fato de que, se um polindmio f(x) se escreve
como produto de outros dois, isto é, f(x) = g(x) - h(x), entdo f(x) é divisivel por g(x) (ou h(x))
e o quociente dessa divisdo é h(x) (ou g(x)). Esse fato serd muito usado para encontrar as raizes
de um polindmio quando uma ou mais raizes forem conhecidas. E pertinente que, em alguns
momentos, seja feita a andlise do grafico de uma func¢do polinomial, especialmente no que diz

respeito ao nimero de raizes reais do polinomio (IEZZI et al., 2013).

Por fim, nas equacdes polinomiais, apresentam-se o Teorema Fundamental da Algebra e
suas consequéncias: decomposi¢cdo de uma equagdo em fatores do primeiro grau, multiplicidade
da raiz e as relacdes de Girard. Trabalham-se com a pesquisa de raizes racionais de uma equagdo
algébrica de coeficientes inteiros e apresentam-se as raizes complexas nio reais numa equacao

algébrica de coeficientes reais.

Os livros didaticos pesquisados podem tornar realidade os ideais da Educagao tragados
nas leis e atender aos professores e aos anseios dos estudantes por meio de adaptacdes adequadas.
Entdo, o professor de acordo com a realidade da escola precisa priorizar a constru¢ao do
conhecimento pelo fazer e pensar do aluno, procurando facilitar, orientar, estimular e incentivar
a aprendizagem por meio de atividades interdisciplinares e contextualizadas. O professor deve
preparar suas aulas pesquisando em vérios livros, selecionando as atividades que mais atendem
as necessidades dos alunos e reservando as atividades mais tedricas e abstratas para fixacdo e

aprofundamento.

Considerando que um dos principais componentes para uma boa aprendizagem baseia-se
no aspecto motivacional no qual os alunos sdo submetidos, adotaremos como atividade de
aplicagdo dos assuntos pesquisados e estudados “‘grupos de estudos inseridos em um jogo
matematico” que, segundo os Parametros Curriculares Nacionais, promove um dos principais
objetivos do ensino de Matemdtica, em qualquer nivel, que é o de desenvolver habilidades
para a solucao de problemas e esse serd aliado a uma atividade que visa construir e interpretar
graficos de fun¢des polinomiais (de grau maior do que dois) com o auxilio de um programa
computacional, disponibilizado em (IEZZI et al., 2013).
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CAPITULO

ESTRUTURA DOS POLINOMIOS

Neste capitulo apresentamos os conceitos envolvendo algumas estruturas algébricas,
como grupos e anéis, que dao base para a defini¢do de anel de polinomios em uma variavel, que

¢ a estrutura algébrica em que se encontra o objeto de estudo desta dissertacdo: os polindmios.

Ap6s a discussao de todos esses conceitos, apresentamos um histérico sobre o Teorema
Fundamental da Algebra que, em linhas gerais, garante que todo polindmio sobre o corpo dos
nimeros complexos possui raizes. Apresentamos também duas demonstracdes para esse teorema,

uma analitica e outra algébrica.

A referéncia bdsica para este capitulo ¢ (GARCIA; LEQUAIN, 2001), que € um texto

geralmente usado nos cursos de Algebra para graduagio.

3.1 Grupos e subgrupos

Definicao 1. (GARCIA; LEQUAIN, 2001) Seja G # 0, em que se define uma operacio *. Diz-se
que * define em G uma estrutura de grupo, ou que (G, *) é um grupo, se forem satisfeitas as trés

propriedades seguintes:

(1) associativa:
(axb)xc=ax(bxc), Va,b,c€ G,

(i1) elemento neutro:

JecGtalqueaxe=exa=a, VacG;
(iii) elemento simetrizavel:

Ja'eGtalqueasa '=a'xa=e, VaeG.

Se, além das condicdes acima, for satisfeita a propriedade comutativa axb = b xa,

Va,b € G, o grupo é abeliano ou comutativo.
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Exemplo 3.1.1. 1. Vamos verificar se o par (R,+) forma um grupo.
(i) associativa:
(a+b)+c < a+(b+c), Va,b,ceR.
a+b+c=a+b+c.
Portanto, vale a propriedade associativa.

(i1) elemento neutro:
JeeR,emqueat+e=e+a=a, VackR

Temos:
a+0=0+a=a.
Portanto, existe o elemento neutro que € o zero.

(ii1) elemento simetrizavel:

Para cada a € R, existe

a'l=—acRtalqueata '=a'+a=e, pois:

a+(—a)=(—a)+a=0.

Portanto, existe elemento simetrizavel.

As trés propriedades (i), (ii), (iii) foram verificadas, logo (R,+) é grupo.
Observacao:
E vilida a propriedade comutativa no par (R,+)?

Temos que:
a+b=bta, VabcR.

Na soma sempre vale a comutatividade.
Portanto, (R,+) é grupo abeliano.

2. Vamos verificar se o par (N, —) é uma estrutura algébrica. Observe que:

543 = 3+5=8¢€N
5-3 # 3-5¢N
Assim, a subtracdo nio € uma operacdo interna em N (ou seja, a subtragdo de dois
elementos de N ndo necessariamente pertence a N). Logo, pode-se afirmar que (N, —) ndo
¢ uma estrutura algébrica.
3. Vamos verificar se o par (Z,*), onde axb = a-+b — 5, é uma estrutura algébrica.

Solugio:
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(i) * € uma operacdo interna em Z, pois axb =a-+b—5.
(i) (a*b)*c;a*(b*c), Va,b,c € Z.
Temos que:
(axb)xc = (a+b—5)xc
= (a+b—-5)+c-5

= a+b+c—-5-5
= a+(b+c—-5)-5
= a+(bxc)—5

= ax(bxc).

Portanto, vale a propriedade associativa .

(i11) A operagdo * admite elemento neutro?

Vamos verificar se existe elemento e € Z, tal que axe = a = exa, Va € Z. Temos:

axe = a
Sa+te—5 = a
Se = a—a—+S
&Se = 5.
Verificacao:
ax5=a Sxa=a
Sa+5-5=a &S54+a—5=a
< a=a (verdade) & a=a (verdade).

Portanto, existe o elemento neutro, que é e = 5.

[I3R21

(iv) A operagdo “x” admite elemento simétrico?

Vamos verificar se para cada a € Z, existe elemento a e, tal que a x al=

alxa=S5:
axa =5
sSatal-5=5
sal=5+45-a
sa'l=10-a
Verificagao:
axa '=a+a -5 alsa=al4+a-5
=a+(10—a)—5 =(10—a)+a—>5
=a—a+10-5 =10—a+a->5

=5 =5.
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Portanto, cada elemento a € Z admite simétrico ' = 10 — g, logo temos um grupo.
(v) A operagdo “x” é comutativa?
axb=a+b-35,
bxa=b+a—>5.
Entdo, axb = b xa, logo vale a propriedade comutativa.

Portanto, podemos afirmar que (Z, *), onde axb = a+ b —5 é um grupo abeliano.
4. Consideremos o conjunto H = {a+b+/5 € R*,Va,b € Q}.

a) Dé exemplos de elementos desse conjunto atribuindo valores racionais para a € b,

temos:
a=1,b=0 = 14+0V/5=1€H,
a=-1,b=0 = —1+0V5=—-1€H,
1 1 1
=—.b=0 —+0V5==-€¢H
a X = 2+ \/_ 26 ,
3 3 3
a 5’ = 5+ \/_ 56
Logo, todo niimero racional néo nulo, como 1, —1, 1/2, —3/5, pertence ao conjunto
H.
Além deles, temos:
a=1,b=2 = 1+4+2V5€H,
a=0,b=-2 = 04+ (-2)V5=-2V5¢€¢H,
a=0,b=3 = 0+3V5=3V5€¢H,
a=-3,b=—6 = —3+(-6)V5=-3-6V5¢cH,
1 7 1 7
=—=,b== —+ = H.
a 2,b 3 = 2+3\/§€

Logo, qualquer combinagio do tipo a +bv/5 # 0, com a,b € Q também pertence a
H.

b) Verificar se o par (H,-) é grupo.
(1) Sejam x =a+ bV5e y=c+ d+/5 dois elementos de H. Vamos verificar se o

produto xy € H.
Observe que:

xy = (a+bV5)-(c+dV5)
= ac+adV5+beV5+bdV5?
= (ac+5bd) + (ad +bc)V'5 € H,

pois (ac+5bd) € Q e (ad+bc) € Q.
Logo, H é fechado com relacao a multiplicacao.
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(i) Vale a propriedade associativa com os elementos de H?
A multiplicagdo € associativa em R, ou seja, x- (y-z) = (x-y) - z, para quaisquer
x,y,z € R, assim, temos que, em particular, a multiplicagdo € associativa em
H C R, ouseja, x- (y-z) = (x-y) -z, para quaisquer x,y,z € H.
(iii) O elemento neutro da multiplicacdo em R € o nimero 1. Como H C R, temos
que 1 é o elemento neutrode He 1 € H,quandoa=1eb =0 (14+0v/5=1).
(iv) Dado x = a+ b\/5 € H, vamos verificar se existe y € H tal que x-y =y-x = 1.
Isto significa verificar se x € simetrizdvel, ou seja, se
1 1
Y= x - a+bvs e

Racionalizando, temos:

1-(a—bV5) a—bV5

(a+bV5)(a—bV5) a?—(bV5)?
B a—bV5 B a —bV5
a2 -5b*  a?-5b*  a?—5b%
Como a/(a*> — 5b%), —b/(a®> — 5b*) € Q, temos

a —b
5cH.
e R s AL

Verificacao:

x-y=(a+bV5)- ( ¢ —bV5 > _ d?fabV5—abV/5-b*V5?

a? —5b? + a? —5b? a? —5b?

_az—bz\/S_Z_az—sz

= =1.
a2 —5b2 a? —5b?

Analogamente, podemos obter que y-x = 1. Portanto, para cada elemento de H,
a+by/5 hd o elemento simetrizavel, que é (a — bv/5)/(a* — 5b?).

(v) A multiplicacdo é comutativa em R, ou seja, x-y = y - x, para quaisquer x,y € R.
Assim, temos que, em particular, a multiplicacdo é comutativa em H C R, ou
seja, x-y =y -x, para quaisquer x,y € H.

Como H ¢ fechado com relacdo a multiplicagdo, sdo vdlidas as propriedades
comutativa e associativa e existem os elementos neutro e simétrico, podemos

concluir que (H,-) é grupo abeliano.

Definicao 2. (GARCIA; LEQUAIN, 2001) Seja (G,-) um grupo. Um subconjunto ndo-vazio H
de G € um subconjunto de G quando, com a operagdo de G, o conjunto H € um grupo, isto &,

quando as propriedades seguintes sdo satisfeitas:

(1) fechamento:

hi-hp e H, Yh,h, € H.
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(i1) associativa:

hy '(h2'l’l3) = (h] -hz) -h3, Vh],hz,h3 ceH.

(i11) elemento neutro:

Jde, € Htalquee,-h=h-e,=h, VYEH.

(iv) elemento simétrico:

para cada h € H, existe

hleHtalqueh-h ' =h' - h=e,.
Observacoes

1. A condigdo (ii) é sempre satisfeita, pois a igualdade g1 - (g2-g3) = (g1-&2) - g3 é vdlida

para todos os elementos de G.

2. O elemento neutro e, de H € necessariamente igual ao elemento neutro e de G. De fato,
tomando a € H C G, temos e, - a = a; multiplicando os dois lados por a1 2 direita,
obtemos ¢, = e:

ep-a=a
@eh-a-a_l —a-a!

~ep=e.

3. Dado h € H, o inverso de h em H € necessariamente igual ao inverso de 2 em G. De fato,
sekéoinversode hem H,entdo h-k =k-h =ej. Logo, h-k=k-h=e, poise, = e, €

portanto k € o inverso de 7 em G.

Proposicao 3.1.2. Seja H um subconjunto nio-vazio do grupo G. Entdo, H € um subgrupo de G

se, e somente se, as duas condicdes seguintes sao satisfeitas:

1. hy-hp e H, Yh;,hp €H.

2. h"'eH, VheH.

Demonstracdo. Suponhamos que H seja um subgrupo de G (H < G). A propriedade 1 acima é
entdo claramente satisfeita. Agora, seja h € H; sendo H um grupo, /& possui um inverso em H;
mas, sabemos que / - h = ep = eg, logo h'eH.

Reciprocamente, suponhamos que H satisfaca as duas propriedades.

A propriedade 1 é o fechamento. Como H é ndo-vazio, existe & € H. Pela propriedade 2, h~! € H.

Pela propriedade 1, e = h.h—' € H. Logo, H tem elemento neutro que é o mesmo de G.
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Sejah € H.Como H C Ge G é grupo, existe h ! € Gtalque h.h~ ' =h~ ' h=e.

Pela propriedade 2, h~leH. Sejam hy,hy,hy € H. Como H C G e G é grupo, temos hy.(hy.h3) =
(hy.hy).hs.

Logo, H é subgrupo de G. [
Exemplo 3.1.3. 1. (Z,+) é um subgrupo de (R, +)?

Solucao:

(i) 0 € Z; 0 é elemento neutro de (R, +).
(ii) Va,b € Z, temos (a+b) € Z (fechamento)
(i) Va€ Z,a ' = —a € Z.
Logo, (Z,+) é subgrupo de (R, +).
2. (2Z,+) € um subgrupo de (Z,+)?

Solugdo:

(i) 2Z=1{...,—8,-6,—4,-2,0,2,4,6,8,...}. Logo, 2Z C Z.
(ii) Va,b,c € 2Z, temos: a+ (b+c) = (a+b) +c, isto é, vale a propriedade associativa.

(iii) ez =0=2k=0. Assim, k=0 € Z.
Logo, er7, = ez = 0 (elemento neutro).

(iv) Elemento simétrico de 2Z: se h; = 2k, com k € Z, hy € 27, temos:

h+h ' = ey
s2%k+h =0
s hl = 2k=—h,.

(v) Sejam hy = 2ky,hy =2k, € 27, com ky,ky € Z. Assim,
hy +hy = 2k +2ky = 2(k1 + ko).

Como ky +kr € Z, temos hy + hy € 27.
Portanto, 27 € subgrupo de Z.

Observacdo: Se n é um inteiro qualquer, (nZ,+) é um subgrupo de (Z,+).

Seja Z1p = {0,1,2,...,11} um conjunto. Definimos a seguinte operacdo a+ b = &, onde
¢ é o resto da divisdo de a+ b por 12. E possivel verificar que (Z12,4) é um grupo.

Observe:

Temos H < Zq15?

(i) Vale a associatividade.
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VAY)

(ii) Elemento neutro é 0,e 0 € H.

(iii) Elemento simétrico: a+a~ 1 =0, logo:

(iv) H é fechado?

Tabela 1 — Tabela da adicdo do grupo H

|| oot | ov | 4| 001 | o

[\)laa| ool | o | |

10

Todos os elementos que sdo os resultados das adi¢des apresentados na Tabela 1

5| ool | O | B [\)l@@l

o | A [\)|65| ool | ool
O O = v

N Nl@5| ool | o | &

;| ool | &l 1| 1|+

pertencem a H. Assim, o conjunto H é fechado para a operagdo de adicdo. Logo,
H < 7Z,.
4. Dados H = {x € Q|x > 0} e G = (R*,-), verifique se H é subgrupo de G.
Solucdo:

Pela Proposicao 3.1.2, para que H seja subgrupo de G, basta que H # 0, h; - hy, € H,
Vhi,hp e Heque h"' € H,Yh € H.

Temos H # 0, pois 1 € H.

Além disso, sejam h| = p/q e hy = r/s dois elementos genéricos de H, com p,q,r,s € Z*.

. . o r
E facil Verquehz1 =-€H,e
s

r\ 1 s
hl'hz_lzg'(;> zg.;:_eH,

Logo, H é subgrupo de G.
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5. Considere o grupo (Zg,+). Vamos verificar se (A, +) é um subgrupo de (Z¢,+), em que:

a) A= {0,4}. Para A temos o elemento neutro 0.
O simétrico de 4 ¢ 2 Z A.
Logo, A ndo é subgrupo de (Z¢, +).
b) A={0,2,4}
(i) Tem o elemento neutro 0.
(i) 07'=0,27"1=4e471=2
(iii) E asomaa+b € A, pois:

0+0=0¢€A, 2+0=2€A,
0+2=2¢€A, 2+2=4¢€A,
0+4=4¢€A, 2+4=0€A,

Portanto, (A, +) é subgrupo de (Zg,+).

3.2 Anéis e subanéis

44+0=4¢cA,
442=0€A,
4+4=2€A.

Definicdo 3. (GARCIA; LEQUAIN, 2001) Um anel comutativo (A, +,-) é um conjunto A com
pelo menos dois elementos, munido de uma operagao denotada por + (chamada adi¢do) e de

uma operac¢ao denotada por - (chamada multiplicacdo) que satisfazem as condi¢des seguintes:

e A; (associativa):

(x+y)+z=x++z), VxyzeA.

e A, (comutativa):

x+y=y+x, Vx,yeA.

e Aj (existéncia de um elemento neutro com respeito a adicao):

J0cAtalque, Vx€ A, O+x=x+0=x.

e A4 (existéncia do elemento simétrico com respeito a adi¢do):

Vx€e€A, 3zeAtalque, x+z=z+x=0.

e M, (associativa):

(X'y)'Z:X'(y'Z>, VX7Y7ZEA-
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M, (comutativa):

x-y=y-x, Vx,y€A.
M5 (existéncia de um elemento neutro com respeito a multiplicagdo):
JleAtalque, VxeA, 1-x=x-1=x.
M, (distributividade da multiplicacdo em relagdo a adi¢do):

x-(y+z)=x-y+x-z, Vxyz€A.

Observacoes:

(1)

(ii)

(i)

(iv)

v)

(vi)

Se todas as condi¢des sdo satisfeitas, com excec¢do da propriedade comutativa em relagao

a multiplicagdo, entdo (A, +,-) é chamado de anel ndo-comutativo.

(A,+) é um grupo comutativo e se a condi¢cdo Ms (existéncia do elemento simétrico com

relacdo a multiplica¢@o) for satisfeita teremos o corpo (A, +,-).

O elemento neutro da adicdo em um anel A € tnico.

De fato, se 0 e 0/ sdo dois elementos neutros para a adi¢do, temos: 0 = 0+ 0/, pois 0 é um

elemento neutro. Assim, 0 = 0/, pois 0 é um elemento neutro. Portanto 0 = 0'.

O elemento neutro da multiplicacdo em um anel comutativo A € tnico.

De fato, se 1 e 1’ sdo dois elementos neutros para a multiplica¢do, temos: 1 =11/, pois 1/

¢ um elemento neutro. Assim, 1 = 1/, pois 1 é um elemento neutro. Portanto 1 = 1’.

O elemento simétrico de a € A, A anel, é tnico.

De fato, se y e y’ sdo dois elementos simétricos de x com respeito a adi¢do, temos: y = y+0,
pois 0 € elemento neutro. Assim, y =y + (x+y'), pois y' é simétrico de x. Pela propriedade
associativa, temos: y = (y+x) + e, assim, y = 0+’, pois y € simétrico de x, implicando

y =1/, pois 0 é elemento neutro.

Portanto, y = y’, ou seja, o elemento simétrico de a € A € dnico.

(Z,+,-), (Q,+,-), (R,+,-) e (C,+,-) sdo anéis comutativos, onde “+” e “-” sdo a adigdo

6 9 Z

e a multiplicacdo usuais. Em cada caso, a operagdo € comutativa e 1 € o elemento

neutro para esta operacao.

Exemplo 3.2.1. Sejam A = Z x Z, munido das operagdes (a,b) ® (¢,d) = (a+c,b+d) e
(a,b)®(c,d) = (ac—bd,ad+bc),onde a,b,c,d € Z. Mostre que (A, D, ®) é um anel e verifique

se € comutativo e se hd o elemento neutro em relagdo a multiplicagdo, ou seja, a unidade.

Solugdo:

Sejam (a,b),(c,d), (e, f) trés elementos genéricos de A. Temos:
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e A; (associativa com relacdo a operagcdo ):

[(a,b)® (c,d)]®(e,f) = (a+c,b+d)® (e, f)

= ((a+c)+e,(b+d)+f)
(a+(c+e),b+(d+f))
(a,b) ®[(c,d) ® (e, f)],

logo & € associativa.

e A, (comutativa com relacdo a operacdo ®):

(a,b)® (c,d) = (a+c,b+d)=(c+a,d+b)=(c,d)®(a,b),

logo & é comutativa.
e A3 (elemento neutro com relacdo a operagdo P):
(a,b)®(0,0) = (a+0,b+0) = (a,b),
logo & tem elemento neutro (0,0).
e A, (elemento simétrico com relagdo a operacio &P):
(a,0) ® (—a,=b) = (a+(=a),b+(=b)) = (0,0),
logo todo elemento (a,b) possui inverso aditivo (—a, —b).

e M (associativa com relagdo a operacio ®):

[(a,b)® (c,d)]®(e,f) = (ac—bd,ad+bc)® (e, f)

= ((ac—bd)-e—(ad+bc)- f,(ac—bd)- f+ (ad + bc) -
= (ace—bde—adf —bcf,acf —bdf+ade+ bce)

(a,b)@|[(c,d)® (e, f)] = (a,b)@(ce—df,cf+de)

e)

= (a(ce—df)—b-(cf+de),a-(cf+de)+b-(ce—df))

= (ace—adf —bcf—bde,acf + ade+ bce —bdf),

logo [(a,b) ® (c,d)| & (e, f) = (a,b) @[(c,d) ® (e, f)], 0 que significa que ® é associativa.

e M, (a operacdo ® € distributiva em relacdo a operagdo @):

(a,b) @ [(c,d)® (e, f)] = (a,b)@(c+e,d+f)

= (ac+ae—bd—bf,ad+af + bc+ be)
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(@.0)® (c.d)|®[(@.b)@(e.f)] = (ac—bd,ad+bc)& (ae—bf.af +be)
= (ac—bd+ae—bf,ad+bc+af +be)
= (ac+ae—bd—bf,ad+af +bc+be).

Logo, (a,b) ®[(c,d) ® (e, f)] = [(a,b) ® (¢,d)| @ [(a,b) ® (e, f)]. Como ® é comutativa,
também temos que [(c,d) @ (e, f)] @ (a,b).

Assim,

(@,b)@((c;d)@(e,f)] = [(a,b)@(c,d)]®|(a,b) @ (e, f)]

Portanto, ® € distributiva com relagdo a .
e M5 (elemento neutro na operagao ®):
(a,b)®(1,0) = (a-1-b-0,a-04+b-1)=(a—0,0+b) = (a,b).
Logo, ® tem elemento neutro (unidade) que é o (1,0).
e M, (comutativa com relagdo a operagdo ®):

(a,b)®(c,d) = (ac—bd,ad+bc)= (ca—db,da+ cb)
= (ca—db,cb+da) = (c,d)® (a,b),

logo ® € comutativa.

Todos os itens anteriores, juntos, mostram que (A,®,®) é um anel comutativo com

unidade.

Defini¢do 4. Sejam (A,+,-) um anel e B um subconjunto ndo-vazio de A. Dizemos que B é um

subanel de A se B é também um anel.

O préximo resultado apresenta uma caracterizacdo para que um subconjunto ndo-vazio

B de um anel A seja um subanel.

Proposicao 3.2.2. Sejam (A,+,-) um anel e B um subconjunto nao-vazio de A. Entao, B é um

subanel de A se, e somente se, para todo x,y € B forem satisfeitas as condigoes:
() x—y€eB;
(i) x-y € B.

Exemplo 3.2.3. (AMANDA, 2011)
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1. Verifique se o conjunto B = {0,3,6} € um subanel do anel (Z12,+, ).

Solucao:
Temos que B# 0 e B C Zj;.

Lembrando-se que —6 = 6, entdo:
3-6=3+6=9¢B.

Logo, pela Proposi¢do 3.2.2, B ndo é subanel de (Zj2,+,-).

2. Verifique se o conjunto B = {0,5,10} é um subanel do anel (Z;s,+,-).
Solugdo:
Temos B#0e B C Zys.
(i) Proposic¢do 3.2.2: x+ (—y) € B, Vx,y € B, é vélida?

0—0=0+0=0€B, 5-10=5+5=10€B,
0-5=0+10=10€B, 10—-0=10+0=10€ B,
0-10=0+5=5€B, 10-5=10+10=5¢€B,
5-0=5+0=5€B, 10-10=10+5=5€B
5-5=5+10=0¢B,

(i1) Proposi¢do 3.2.2: x-y € B, Vx,y € B, é valida?

0.0=0eB, 50=0€B, 10-0=0€B,
0.5=0cB, 5-5=10€B, 10-5=5¢B8,
0-10=0€B, 5-10=5€B, 10-10=10€B.

Logo, podemos concluir pela Proposi¢ao 3.2.2 que B é subanel de (Z;s,+,-).
3. Verifique se o conjunto B = Z[v/7] = {a+b+/7, a,b € Z} é um subanel do anel (R, +,-).
Solugio:

B#0eBC (R,+,-). Como B é um conjunto infinito, é invidvel verificar elemento por
elemento. Entdo, pela Proposicdo 3.2.2, e considerando x € Z[\/7] e y € Z[v/7], tais que
x=a+bVTey=c+dV7, Va,b,c,d € Z, temos:

@)
x—y = (a+bV7)—(c+dV7)

= a+bVT—c—dV7
= (a—c)+(b—-d)V1.

Portanto, como a —c¢,b—d € 7Z, temos x —y € Z[\/ﬂ
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(i1)
x-y = (a+bV7)-(c+dV7)
= a(c+dVT)+bVT-(c+dV7)
= ac+ad\/7+bcﬁ—|—bd\/ﬁ
= (ac+7bd) + (ad + be)V'7T

Portanto, como ac + 7bd,ad + bc € Z, temos x-y € Z[\/ﬂ
Logo, pela Proposi¢do 3.2.2, Z[v/7] é subanel de (R, +, -).

3.3 Ideais

Defini¢do 5. Sejam (A, +,-) um anel e / um subconjunto ndo-vazio de A. Dizemos que / é um

ideal a esquerda de A se:

(i) x+yel,Vx,yel.

(i) axel,Vx € l,Va € A.
Dizemos que I é um ideal a direita de A se a propriedade (ii) acima € valida juntamente
com: xa € I,Vx €1,Va € A.
Além disso, se I € um ideal a esquerda e a direita de A simultaneamente, dizemos que [ é

um ideal bilateral ou apenas ideal.

Observacao:

Todo anel tem sempre pelo menos dois ideais: ele proprio e o ideal formado pelo zero do
anel, que é o elemento neutro da operacdo adi¢ao.
Exemplo 3.3.1. 1. O subanel I ={0,3} C (Z¢,+,-) é um ideal?

Verifiquemos se: x+y e l,Vx,yelex-a=a-x€l,Vx € l,Va € Zg.

0+0=0¢€¢l, 3+40=3¢€¢l,
0+3=3¢€¢l, 3+3=6=0¢€¢1.

x=0=0.0=00=0€l, x=3=3.0=03=0¢],

x=0=0-1=1.0=0€l, x=3=3-1=1-3=3¢l,

x=0=0.2=2.0=0€l, x=3=3.2=2.3=0¢],

x=0=0.3=3.0=0€l, x=3=3.3=3.3=3¢l,

x=0=04=4.0=0€l, x=3=3-4—=4.3=0¢l,

x=0=0-5=5-0=0¢1, x=3=3-5=5-3=3¢l.
Logo, I = {0,3} é ideal de (Z¢,+, ).
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2. Justifique a seguinte afirmagdo: O conjunto (Q é um subanel de R, mas nio € um ideal de
R.

Solugao:
Como QQ € anel e Q C R, entdo QQ é subanel de R.

Agora, temos:

x=2€Q X-a=a-x
=
a=—10eR 2-(—1

x=2€Q :x-a;a-x
a=+3€R 2-v/3=+3-2=2V/3¢Q.

Logo, (Q,+,-) ndo é ideal de R.
3. Prove que o conjunto (3) =3Z = {3n,n € Z} é um ideal do anel (Z,+,").
Solucao:

Temos: 3Z ={...,—9,—6,-3,0,3,6,9,...} C (Z,+,-). De fato, sejam x, y € 37, tais que
x=3ney=3mcomm,n € 7.

Entao,

(i) x—y=3m—3n=3.(m—n) € 3Z.
(ii) x.y =3m.3n =3.(n.3m) € 3Z.

Portanto, (3) é ideal de (Z,+,-).

4. Em geral, se n > 0 é um inteiro, o subconjunto nZ := {nz|z € Z} é um ideal do anel dos

inteiros.

b
5. Sendo M, = { (a d) ; a,b,c,d € R} o conjunto das matrizes 2 x 2 de ndmeros reais,

c
A = (M5,+,-) é um anel nao comutativo e com unidade.

b
O conjunto B = { (g 0> ; a,b e R} € um subanel de A. Mostremos que B ndo € um
ideal de A.

Solugio:

b d
Sejam M = “ , N = ¢ €B e X = Y €A, segue
00 00 W
b d
GM-N= ") 7=
00 0 0
b
(i) M-X = a N A .
00 zw

oy
S
+
S
N
>
+
S
S

N——

oo

0 0



44 Capitulo 3. Estrutura dos polinomios

Logo, B ¢é ideal a direita de A. Mas B nao € ideal a esquerda de A.

2 1 I -1
De fato, tome M = €A e N = € B, segue,
11 0 O

- ( 62 Y

Portanto, B ndo é ideal de A = (M, +,-).

3.4 Anéis de polindomios

Definicdo 6. Seja (A,+,-) um anel comutativo. Um polindmio numa varidvel sobre A é uma
sequéncia (ag,ay,...,ay,...), onde a; € A para todo indice i, e onde a; # 0 somente para um

ndmero finito de indices.

Notac¢ao: Denotamos o anel de polindmios na varidvel x por:

Alx] = {anx”—kan,lx”_l +ay X" 4. tax+ag |a; €A, neN}.

Sejam A um anel comutativo e
f(x) = apxd" + ap_ 15" +ay2x" 2+ ..+ a,
8(x) = buX" + by 1 X" by X"+ by
polindmios pertencentes a A[x]. Assim,
f(x) @ g(x) = (an+ba)x" + (an_1 + by )X 1 4. .4 (ap + bo),
() ®g(x) = cpx + cp1X™ ! epoxX™ 2+ 4 co,

onde )

co = aopby,
c1 = apb1 +ayby,

¢y = agby + a1by + axby,

| cn = aobn +a1by—1 +asby—2+azby—3+ ...+ an—1b1 + anby.

O conjunto A[x], munido das operacdes & e ® € o anel (A[x],®,®), onde:

e 0 elemento neutro de & é o elemento (0,0,0,...), que é o polindmio identicamente nulo
f(x)=0;
e 0 elemento neutro de ® é o elemento (1,0,0,...), que é o polindmio constante f(x) = 1;

e o inverso de (ag,ay,...,an,...), com respeito a operagio @, é o elemento

(—ao,—al,...,—an,...).
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3.4.1 Teorema da divisao

Proposicao 3.4.1. (GARCIA; LEQUAIN, 2001) Sejam (R,+,-) um anel e R[x| o anel de po-
lindmios em uma varidvel sobre R. Sejam f(x) € R[x] um polinémio e g(x) € R[x] um polindmio

cujo coeficiente lider € invertivel em R. Entdo,
(i) existem 7(x),r(x) € R[x] tais que f(x) = g(x) -#(x) + r(x), com graur(x) < graug(x) ou
r(x) =0;
(ii) tais polindmios #(x) e r(x) podem ser efetivamente calculados;

(iii) tais polindmios 7(x) e r(x) podem ser unicamente determinados.

Exemplo 3.4.2. Sejam f(x) = 2x* 4+ 3x° +2x+ 1 e g(x) = —x? — 5 polindmios em Z[x]. Calcule

t(x) e r(x) realizando a divisdo de f(x) por g(x), temos:

2 3%+ 0?20+ 1 | x> +0x— 5
—2x* —0x* — 1047 —2x%> —3x+10
303 —10x2 4 2x+ 1
—3x3 + 0x2 — 15x

—10x> — 13x+ 1
+10x%2 + 0x+50
—13x+51

Assim, obtemos que:

onde
1(x) = —2x* —=3x+10 e r(x) = —13x+51,

ou seja,
24383 20+ 1 = (—x* —5) - (=242 = 3x+10) + (—13x+51),

tal que grau[—13x+51] = 1 < 2 = grau[—x* —5].

Demonstracdo. (GARCIA; LEQUAIN, 2001) As afirmacdes (i) e (ii) implicam na existéncia de
t(x) e r(x): se f(x) =0 ou grau(f) < grau(g), encontramos #(x) =0 e r(x) = f(x).

Vamos supor que n = grau( f) > grau(g) = m. Sejam f(x) = a,x" +a, 12"~ +... +ao,
com a, # 0, e g(x) = byxX™ +bm— 1x""1 + ...+ by, com b,, # 0. Pela hipétese, o coeficiente
lider b, de g € invertivel em R. Logo, 1/b,, € R e, portanto, a,x" " /b,, € R[x].

Temos entao:

1

flx)= b capx ™ g(x) + f1(x),
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onde

filx) = anfl—anbnh1 K+ an_m—anbo AT
bm b

Observe que a,, /by, e fi(x) foram efetivamente calculados. Se f; = 0 ou se grau(f}) <

grau(g) = m, a demonstragdo terminou.

Tome #(x) = apxX*~" /by, e r(x) = f1(x). Se p = grau(g- f1) > m, repita o processo com
f1(x) e g(x) no lugar de f(x) e g(x), isto &,

fi(x) =cpx? +cp_1xp*1 +...+co,

comn—1>p>mec,#0. Assim, fo = fi —c,x"""g(x) /by, temos:

1 1
f(x) =g(x) —an X"+ g(x) - —cpx "+ f
b b
1 n—m 1 —m
=g(x)- | —apx + —cpxP + fa,
by, b

com a, /by, c,/by € f> efetivamente calculdveis.
Se f> = 0 ou se grau(f>) < m, a demonstragdo acabou.

Agora, tome 7(x) = a,x"" /by, + cpxP 7" /by, € r(x) = fo. Se grau(f2) > m, repita o
processo.

Como grau(f) > grau(f;) > grau(f) > ..., obtemos, ap6s de um nimero finito de
passos, um polindmio f;(x) nulo ou de grau menor do que m. Tome r(x) = fi(x).

Para mostrar a unicidade dos polindmios ¢(x) e r(x) (isto é, a afirmacdo (iii)), suponhamos
que
f(x) = g(x)t0(x) +ro(x) = g ()1 (x) +r1(x),

onde r; = 0 ou grau(r;) < grau(g), comi=1,2.

Subtraindo as duas equagdes, temos:

[g(x)10(x) +ro(x)] = [g(x)r1(x) +r1(x)] =
8(x)(t0(x) —11(x)) + (rox) —r1(x)) =
ro(x) —ri(x) = g(x) (11 (x) —t0(x)),

Como grau[rg(x) — r1(x)] é menor do que grau[g(x)], e g(x) divide ro(x) — r1(x), isto s6

é possivel se ro(x) —ri(x) = 0. Assim, rj =rget; =1. O

3.5 Histérico: o Teorema Fundamental da Algebra

Girard (1629), no livro “L’invention nouvelle en I’Algebre”, afirmou que uma equacao
polinomial de grau n tem n solu¢des (contadas as multiplicidades), sem mencionar € nem

demonstrar que tais solucdes eram necessariamente complexas.
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Descartes (1637) escreveu em “La géométrie” que se 3 € raiz de um polindmio P(x),
entdo x — 3 divide o polindmio. Além disso, afirmou que para todas as equacoes de grau n, hd n

raizes, mas sem necessariamente corresponder a quantidades reais.

Outras tentativas foram feitas por D’ Alembert em (1746), Euler (1749), de Foncenex
(1759), Lagrange (1772) e Laplace (1795). Estas ultimas quatro tentativas recorreram a tese de
Argand; mais precisamente, a existéncia de raizes era dada como certa e o que faltava provar era

a forma a + bi delas para numeros reais a € b.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855), com apenas 20 anos de idade, em sua tese de douto-
rado, demonstrou satisfatoriamente o Teorema Fundamental da Algebra. Apés aperfeicoar suas
demonstracdes, fez mais duas publicacdes em 1816 e uma versdo da primeira demonstracdo em
1849.

Uma rigorosa demonstracao foi publicada por Argand em 1806; foi nela que, pela
primeira vez, o Teorema Fundamental da Algebra foi enunciado para polindmios com coeficientes

complexos e ndo apenas para polindmios com coeficientes reais.

3.6 Demonstracoes do Teorema Fundamental da Algebra

3.6.1 Demonstracao analitica

Nesta secao apresentaremos uma demonstracdo analitica do Teorema Fundamental da
Algebra. Faremos uso de uma ferramenta muito importante da Analise Complexa de uma varidvel:
o Teorema de Liouville, cuja demonstracdo serd omitida aqui por ndo estar no escopo desta
dissertacdo e pode ser encontrada em (CONWAY, 1978).

Teorema 3.6.1. Se f € uma funcdo inteira e limitada, entdo f € constante.

Apresentamos, agora, a versao analitica da demonstracdo do Teorema Fundamental da

Algebra. Para defini¢do de um corpo, veja Observacio (ii) da pagina 38.

Teorema 3.6.2. (FRALEIGH, 1982) Todo polindmio p(z) ndo constante sobre o corpo C dos

nimeros complexos possui pelo menos uma raiz zp € C.

Demonstrag¢do. Suponha que o polindmio p(z) € C[z] ndo tenha raizes em C. Entdo, 1/p(z) ndo

se anula em nenhum ponto. Além disso, como

lim |p(z)] = e,
|z|—e0

entao
Iim |— | =0.
2] | P(2)




48 Capitulo 3. Estrutura dos polinomios

Assim, 1/p(z) é uma fragdo limitada no plano. Pelo Teorema de Liouville, 1/p(z) é
constante e, logo, p € constante. Portanto, um polindmio ndo constante em C|z] deve ter um

Z€ero. ]

3.6.2 Demonstracao algébrica

Nesta secdo apresentamos uma demonstracao algébrica do Teorema Fundamental da
Algebra, baseada nos argumentos presentes em (MONTEIRO, 1969). Porém, antes de iniciarmos

a demonstracdo definimos o conceito de polindmios simétricos nas indeterminadas xy,x2,- -, x;.

Defini¢do 7. Um polindmio em R[x;,x;, - ,x,] é chamado de polindmio simétrico nas indeter-
minadas x1,x3,- -+ ,X, se o polindmio continua o0 mesmo quando fazemos qualquer permutacao

das indeterminadas.

Sdo exemplos de polindmios simétricos: a(x,y) = x> 4+y> — 2xy, b(x,y,z) = x*y +x*z+
x4y 7+ 22x+ 22y + 2xyz, ¢(x,9,2) = 2x° +2y° + 278 — 3xy — 3xz — 3yz.

Teorema 3.6.3. Todo polindmio ndo constante com coeficientes complexos tem uma raiz com-

plexa.
Demonstragdo. Em alguns casos particulares temos a garantia da existéncia de raizes.

1. Qualquer polindmio de grau impar com coeficientes reais tem pelo menos uma raiz real.
De fato, a existéncia segue como uma aplica¢do do Teorema do Valor Intermedidrio, visto
que todo polindmio p(x) é uma fung¢do continua e, se o grau de p(x) é fmpar, o sinal de
p(x) troca quando x — +eo.

2. Todo polindmio de segundo grau com coeficientes complexos tem raizes.
De fato, as raizes sdo dadas explicitamente pela férmula de Bhaskara, observando que

todo ndmero complexo z = a + ib, tem raizes
\/Zzi\/l_” \/r+aii\/r—a ,
2r 2r

onde r = va% +b? e o sinal dentro do parénteses serd 0 mesmo de b, quando b # 0 e

positivo, quando b = 0. Observamos que tais formulas vém da forma polar do nimero
complexo z, que é dada por z = r(cos 6 +isen0), que implica que /z = £r(cos(0/2) +
isen(0/2)).

Para o caso geral, afirmamos que basta analisar o caso dos polindmios ndo constantes,

monicos, de coeficientes reais.
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Com efeito, seja p(x) um polindmio com coeficientes complexos. Definimos o conjugado

do polindmio p(x) = ag+ayx+ - -+ a,x" como o polindmio
p(x)=ap+ax+---+ax"
e seja o polindmio g(x) = p(x)p(x). Observe que
q(x) =p(x)p(x) =P(x)p(x) = q(x),
e como g(x) = ¢(x), g(x) tem coeficientes reais. Se o niimero complexo zq for raiz de g(x) entdo
0=q(z0) = p(20)P(20)-

Por C ser corpo, temos p(zg) = 0 ou p(z9) = 0. Se p(z9) = 0, obtemos

Logo, z9, ou seu conjugado, é raiz de p(x), dessa forma podemos demonstrar o teorema para um

polindmio de coeficientes reais.

Seja g(x) € R[x]. Vamos demonstrar que g(x) tem uma raiz complexa por indugdo ao

maior inteiro ndo negativo , tal que 2% divide o grau n de g(x).
Seja n o grau de ¢ e seja k inteiro tal que n = 2%a; para a; fmpar.
Se k =0, g(x) tem grau impar e portanto g(x) tem uma raiz.

Suponhamos por inducdo que o resultado seja verdadeiro para todo polindmio com
coeficientes reais, ndo constante, de grau 2%a;, com k e a; inteiros néo negativos e a; impar e
seja ¢ um polindmio com coeficientes reais, ndo constante, monico, de grau n = 2T1m com m

impar.

Seja F um corpo que contém C e as raizes de ¢g(x), ou seja, existem elementos 21,22, - - ,2n

de F tais que
q(x) = (X—Zl)(X—Zz) T (x—zn).
A demonstracdo da existéncia de tal corpo pode ser encontrada em Hungerford (1974),
(Theorem 1 - 10, pagina 236).

Note que isto ndo implica que tais elementos sdo raizes complexas. Devemos justamente

mostrar que alguma dessas raizes sdo nimeros complexos.
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Denotaremos z = (z1,--- ,z,). Note que

gx)=(x—z1)(x—22) - (x—2,)
=X —(a+n+ )+
(i +21z3+ + 212+ 2223+ + 212002+
A+ (=D)"zz2
=x"—e(z)x"! +ez(z)x"’2+...+ (—1)en(2).

onde polindmios ey, ey, -+ ,e; € Rlxy,x2,- -+ ,x,], dados por
e1(x1, X2, ,Xp) = X1 40+ X,
e2(x1,X2,++ ,X7) = X1X2 +X1X3 4 - + X1 X,
el’l(x17-x27 U 7-xl) = X1X2 - Xp,
sao chamados polinomios simétricos elementares nas indeterminadas x,x2,- -+ ,Xy.

Como g(x) € R[x], temos ¢;(z) € R paracadai € {1,2,---,n}.

Para um numero real ¢, seja
hy(x) = H (x—zi —zj —tzizj)
1<i<j<n
=x—z—n—tun)x—zu—z3—12123)(x—21 —24 —tz124) - -~
(x—z1 —2n —12120) (X — 22 — 23 — 12023) (X — 20 — 24 — 12224) - -
(*— 22— 20— t202n) - (X = Zn—1 — Zn — 1Zn—12n)-
Considere os polindmios g;js (X1, ,Xn) = X; + X +1xix; € Rlx1, 22, ,x,] com 1 <i < j<n.

Para simplificar notagdes, vamos reindexa-los:

(812,813, »8n—1nt) = (814,826, 1 &It )

com [ = n(n— 1) /2. Entdo, vamos reescrever /;(x):

[

hl(x): H X = gl]t Hx gll

1<i<j<n =1
= = (gu(2) +gu @)+ +gu@)x T+ + (= 1) gu(2)gx(2) - gu(2).-
=x —s1(g)x T+ (=D si(gr).

~.

onde s; s@o os polindmios simétricos elementares em [  varidveis e
g = (81:(2),82(2); - -, 81(2))-

Observe que os polindmios s;(g1,(z),82:(2), - ,81:(z)) sdo simétricos em (z1,...,2,).

Neste caso, existe fi; € Rlxy,xp,- -+ ,x,] tal que

5i(811(2), 82(2), -+ s 81 (2)) = fule1(2), e2(2), -, en(2))-
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Como ¢;(z), i = 1,...,n sdo reais, segue que s;(g;) sdo reais, e portanto 4 (x) tem coeficientes

reais.

O graude h; €

z

em que m(n— 1) é impar.
Entao, pela hipétese de inducdo, para cada ¢, h; tem alguma raiz complexa, ou seja,

zi+zj +1zizj € complexa para dois elementos distintos i, j de {1,2,--- ,n}.

Note que para cada niimero real ¢ obtemos um par (i, j) tal que z; +z; +tz;z; € C. Vemos

que ao menos um par (i, j) se repete para valores distintos de . Com efeito, havendo [ pares e

tomando [ + 1 valores distintos para ¢, pelo principio da casa dos pombos, haverd um par (i, j)

para o qual ¢ = z; +z; +1z;zj € d = z; + zj + 5z;zj sejam complexos, para valores ¢ € s reais
distintos. Agora,

A=z+zj, B = z;z; (3.1)

sao os numeros complexos dados pela solug@o do sistema linear determinado
A+tB=c
A+sB=d

nas incognitas A e B. Finalmente, por (3.1), z; € z; sdo as raizes da equacdo do polindmio de

segundo grau x> — Ax + B e portanto sio niimeros complexos. 0
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CAPITULO

ENSINO DE POLINOMIO NO ENSINO
MEDIO

Neste capitulo apresentamos a teoria de polindmios tal como € apresentada nos livros
didéticos de Matematica elaborados para o Ensino Médio. Tomamos como base os quatro livros

analisados no Capitulo 2.

Ao longo do Ensino Médio hd uma retomada da amplia¢do dos conjuntos numéricos de
N até R. Isso ocorre a medida que em alguns contetdos faz-se necessdrio refletir se determinadas
operacdes podem ser realizadas em cada conjunto numérico ou ndo. Tal retomada, revisa e
reforca o que foi ensinado no Ensino Fundamental, e garante a compreensao da necessidade de

ampliar o conjunto dos niimeros reais.

Em (PAIVA, 1999) encontramos uma introdugdo histérica muito interessante sobre os
estudos de equagdes do tipo x> + px + ¢ = 0 de Geronimo Cardano e publicada em sua obra
Ars Magna (CARDANO, 1545).

Os estudos de Cardano tiveram como referéncia o método apresentado por Tartdglia que
consiste em substituir a varidvel x por u — v tal que o produto uv seja um terco do coeficiente de

x da equacdo.
De fato, seja x = u — v, para quaisquer valores reais de u e v. Logo,

(u—v)® =u® = 3uv+ 3% u—v>.

Agora, vamos buscar uma maneira de zerar, em funcdo de u — v, a equacdo acima. Uma maneira
é fazer:
3 303y
(u—v)"+3uv(u—v)+ (v’ —u’)=0.

Mas, como u — v = x, temos:

4 3uvx+ (v — i) =0.
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Dai, tiramos que:

implicando em

Cardano seguiu o método de Tartdglia para resolver a equagdo
X —6x+4=0.
Substituindo x por u — v e admitindo que uv seja —2, um ter¢o de —6, obtém-se o sistema:

{(u—v)3—6(u—v)+4:0,

uy = =2,
ou seja,
W= 3uv+ 3w —v —6u+6v+4 = 0,
uy = —2.
Fazendo uv = —2 na primeira equagdo e isolando v na segunda, obtém-se:
=V 44=0, (4.1)
2
vV=——, (4.2)
u

Substituindo (4.2) em (4.1), chega-se a equagio u® + 4u> + 8 = 0, cuja resolugio pode

ser feita pela mudanca da varidvel 1> por ¢, ou seja:
—4++/—16
P44148=0 = t = —

Portanto, Cardano encontrou:
;. —4£/-16
pum —2 5
e concluiu que, como nao existe raiz quadrada de ndmero negativo, nao existem também u e

u

v, e sendo assim, ndo existe x, pois x = u — v. Porém, espantosamente Cardano verificou que o
niimero real 2 é raiz da equagio x> — 6x+4 = 0, pois 2° — 6 -2 +4 = 0, obrigando-o a reconhecer

a existéncia do x e a considerar a existéncia de novos nimeros, como, por exemplo, v/ —16.

Em sala de aula essa introdu¢@o pode ser usada para contextualizar o assunto e explicar a
necessidade de expandir o conjunto dos nimeros reais. E real¢ar o conjunto dos nimeros com-

plexos como um importante pré-requisito para os estudos de polindmios e equagdes algébricas.

4.1 Polinomios no Ensino Médio

Definicao 8. (IEZZI et al., 2013) Um polinémio na varidvel complexa x ¢ uma expressao dada
por:

X" + ay_ 1 X"V a0 2+ .. +ap,

em que:
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® a,,a, 1,a,—2,...,a2,d1,ay sdo nimeros complexos chamados coeficientes do polindmio;

ap € o coeficiente independente do polindmio;

e todos os expoentes de x: n,n—1,...,2,1,0 s@o nimeros naturais;
e cada uma das parcelas: X",y 1 X" ay_ax" 72 a1x, ag corresponde a um termo do
polindmio;

o grau do polindmio € o nimero correspondente ao maior expoente de x, cujo termo

apresenta coeficientes nao nulos;
e x pode assumir qualquer valor complexo.

Definicao 9. (IEZZI et al., 2013) Seja a,x" + Ap 1 XV ay X2+ 4 aox® + ayx + ao,
com a, # 0, um polindmio de grau n. O coeficiente a, é chamado coeficiente dominante do

polindmio.

Definicao 10. (IEZZI et al., 2013) Vamos considerar uma fun¢io f: C — C que acadax € C
associa o polindmio a,x" + a1 X"Vt a, X2+t arx® +ajx + ag, isto é, f(x) =apx"+

Ay 1 X"V a, X2+ 4 axitax+ag. A fungdo f recebe o nome de fun¢ao polinomial.

Como a cada polindmio estd associada uma tnica funcdo e, reciprocamente, a cada
funcao estd associado um tnico polindmio, podemos usar indistintamente os termos polindmios

ou fung¢ao polinomial.

Definicao 11. (IEZZI et al., 2013) Polinémio nulo (ou polindmio identicamente nulo) é
aquele que possui todos os coeficientes iguais a zero. Assim, o polindmio a,x" + a,_1x" ' +

Ay oX"" 2+ .. 4 ax* +ajx+ag é nulo quandoa, =a,_1=...=ay=a; =ayg=0.

Pelo fato de possuir todos os coeficientes iguais a zero, ndo se define o grau de um

polindmio nulo.

Defini¢do 12. (IEZZI et al., 2013) Sejam a € C e p o polindmio definido por p(x) = a,x" +
Ap1 X"+ ay_2xX" 2+ ...+ axx* + a1x+ ap. O valor numérico de p em « € igual ao nimero

complexo obtido quando substituimos x por & e efetuamos as operagdes, isto é:
pla)=ap " +ay_1- " a0 " P+, 4ar-od*4a;- o +ap.

Definicao 13. (IEZZI et al., 2013) Seja o € C. Dizemos que @ é raiz do polindmio p(x) =
X"+ a1 X" Fa,_ X" 2+ +ayx* +ayx+ag quando p(a) =0, isto é: a, 0" +a,_ 10" +
an_za”_z —+... +a2a2 +aja+ag=0.

Exemplo 4.1.1. A medida da aresta de um cubo € x, e seu volume € representado pela expressao
x3. Aumentando em uma unidade a medida de sua aresta, o volume do novo cubo obtido é dado
por:

(x+1)% =X +3x2 +3x+ 1.
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A expressao obtida é chamada de express@o polinomial ou polindmio de grau 3 e coeficiente
dominante igual a 1. Se atribuirmos um valor para x, por exemplo o nimero 5, teremos p(5) =
53 +3:5243-54+1=125+75+15+1 =216, que & um valor numérico.

Se atribuirmos o niimero —1, teremos p(—1) = (—=1)3 +3(=1)2+3(=1)+1=(—1)+
(+3)+(=3)+1=—-14+3-3+1=0, que é um valor numérico. Neste caso, dizemos que —1
€ raiz do polindmio.

Definicao 14. (IEZZI et al., 2013) Sejam f e g dois polindmios respectivamente definidos por:

f(x) :anxn'i'anflxn_l +...+aix+ay,
g(x) = bnxn‘*’bnflxn_1 +...+b1x+ by.

Dizemos que f e g sao iguais (ou idénticos) quando assumem o mesmo valor numérico para

qualquer valor de x, isto é:
f=g & flx)=gx), xeC.

Agora, vamos mostrar que dois polindmios f e g s@o iguais se, e somente se, 0s coefici-
entes de f e g sdo ordenadamente iguais, isto €, os coeficientes dos termos de mesmo expoente
sdo iguais:

an = by, ay—1 =by—1, ..., a1 = by, ap = by.

e Quando os coeficientes dos termos de mesmo expoente sdo iguais, temos, para todo x € C:
f(x) =aux" ta, X taxtag=bp + by 1 X+ bix+ by = g(x)
e, deste modo, f e g sdo iguais.
e Quando f(x) = g(x), Vx € C, temos f(x) —g(x) =0, ¥x € C, isto é:

(anX + an 1 X" '+ . faix+ag) — (bpX" + b1 X+ 4 bix+by) =0=
(an — bp)X" + (ap—1 — by )X+ ...+ (ay —by)x+ (ag— bo) = 0.

Assim,

an—1—bp_1=0 = a,_1 =b,1,

ar—b1=0 = alzbl,

\ao—bo =0 = ag= by.
Isso mostra que os coeficientes de f e g sdo ordenadamente iguais.

Exemplo 4.1.2. O polindmio mx> 4+ nx? + px+ ¢ é idéntico ao polindmio —5x — 3x+ 10 quando
m=0,n=-5,p=—-3eqg=10.



4.2. Divisdo de polinémios 57

4.2 Divisao de polindOmios

Ao realizar a divisdo de polindmios podemos utilizar o método da chave, semelhante ao
utilizado na divisdo de niimeros inteiros.
Definicao 15. (IEZZI et al., 2013) Considerando os polindmios p(x) e i(x), com i(x) ndo nulo,
dividir p(x) por h(x) é determinar os polindmios g(x) e r(x) tais que:
o p(x) = h(x)-q(x)+r(x);
e grau(r) < grau(h) ou r(x) = 0.
A diferenca entre o grau do dividendo e o do divisor, ou seja, grau(q) = grau(p) — grau(h)

determina o grau do quociente na divisdo de polindmios. Quando é obtido r(x) = 0 dizemos que

p(x) é divisivel por h(x). A divisdo ndo exata estard finalizada quando grau(r) < grau(h).

4.3 Teorema do Resto

Teorema 4.3.1. (IEZZI et al., 2013) O resto da divisdo de um polindémio f(x) por x —a é igual a

fla).

Demonstracdo. Da divisdo de f(x) por x — a, podemos escrever: f(x) = (x —a) - g(x) + r(x),
com ¢(x) e r(x) unicamente determinados e tais que r(x) tem grau menor do que o grau de

(x—a) = 1. Assim, r(x) é um polindmio constante, isto &, r(x) = c.
Calculando os valores desses polindmios para x = a, vem:
fla) = (a—a)-q(a)+r(a),
isto é, r(a) = f(a). Como r(x) = r(a) = ce r(a) = f(a) segue que r(x) = f(a). O

4.4 Teorema de D’Alembert

Uma consequéncia importante do Teorema do Resto € o Teorema de D’ Alembert, que

enunciamos ¢ demonstramos a seguir:
Teorema 4.4.1. (IEZZI et al., 2013) Um polindmio f(x) é divisivel por x — a se, e somente se, a
for raiz de f.

Demonstracdo. Ha duas implicagdes a provar:

(1) f é divisivel por x —a implica que a é raiz de f. De fato, se f € divisivel por x — a, temos
r =0 e, pelo Teorema 4.3.1 (Teorema do Resto), r = f(a) = 0, do que concluimos que a é

raiz de f.
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(i1) a é raiz de f implica que f € divisivel por x —a. Com efeito, como a é raiz de f, temos
f(a) = 0; pelo Teorema 4.3.1 (Teorema do Resto), o resto r da divisdo de f porx —a é

igual a f(a). Assim, r = f(a) = 0, mostrando que f ¢é divisivel por x — a.

4.5 Dispositivo pratico de Briot-Ruffini
O dispositivo pratico de Briot-Ruffini é muito utilizado para fazer a divisdo de um
polindmio f(x) por x +a. A seguir, explicitamos os passos do método. (IEZZI et al., 2013).

Sejam f(x) = apx +a1xX" ' +ax* % +... +a,_1x+a,, com ag # 0, um polindmio de

graune g(x) =x—a.

Quando dividimos f(x) por g(x), obtemos, como quociente, um polindémio g(x) de grau
n— 1, dado por
q(x) = o'+ X" A Gu2x + G

Vamos determinar os coeficientes qo,q1, - - -,qn—2,9n—1 de g(x), bem como o resto dessa

divisdo. Como f(x) = g(x) - ¢(x) 4+ r, podemos escrever, para todo x € C:

apX" + a1 X" ' ax" . ta, 1 x+a, = (x—a)(qox"_l +qi 4 +qn2x+qn_1)+r

Multiplicando os polindmios e agrupando os termos semelhantes, vem:

apxX" +a;x"! +a" 2+ .. 4a, 1x+tay, =qox" + (q1 — aqo)x"*1 +(q2— aql)x”’2
+...+(gn-1—aqu-2)x+r—aq,—.

Igualando os coeficientes dos termos de mesmo grau, obtemos:

qo = Ao,
q1 —aqo = a) = q1 = a1 +aqo,

q2 —aq = ay = g2 = az t+aq,

gn—1—Aaqn—2 = ap—1 = gn—1 = ap—1 ‘I'QQn—Za

r—agqp—1 =ay, = r=aqy—1+ay.

4.6 Teorema da Decomposicao

Uma consequéncia do Teorema Fundamental da Algebra € o Teorema da Decomposi¢cao

em Fatores, que enunciamos a seguir.



4.7. Relagoes de Girard 59

Teorema 4.6.1. (IEZZI et al., 2013) Todo polindémio de grau n > 1 pode ser decomposto em

fatores de grau 1.

Demonstragdo. Consideremos o polindmio p(x) = a,x" + a,_1X" ' +a, 2x" 2 +a, 33" 3 +
<. 4+ ax* +aix+ag, com n > 1. Pelo Teorema 3.6.2 (Teorema Fundamental da Algebra), p(x)
admite pelo menos uma raiz complexa, que representaremos por . Assim, temos p(r;) =0e,

pelo Teorema 4.4.1 (Teorema de D’ Alembert), p(x) é divisivel por x — r, podendo escrever

p(x) = (x—r1)-q1(x), (4.3)

em que ¢ (x) € um polindmio de grau n — 1.

Supondo que n — 1 > 1, em concordancia com o Teorema Fundamental da Algebra,
¢1(x) admite pelo menos uma raiz complexa, a saber r,. Pelo Teorema de D’ Alembert, podemos

escrever:
q1(x) = (x—r2) - q2(x), (4.4)
em que ¢»(x) é um polindmio de grau n — 2.

Substituindo (4.4) em (4.3), vem que p(x) = (x —ry)(x —r2) - ¢2(x), e realizando esse

procedimento n vezes, chegamos em:

px) = (x=ri)(x—=ra)(x—r3)- (x = rn2)(x = ra1)(x = 1) - g (%),

em que g, é um polindmio de grau n —n = 0, dado por g, (x) = a, (identidade de polindmios). [

Pelo Teorema 4.6.1 (Teorema da Decomposi¢ao em Fatores), os polindmios de grau n,

com n > 1, definidos por:
p(x) = apx" + a1 X" N a, X" Pt a, X T+t ax +aix+ag
podem ser decompostos na forma:
p(x) = an(x—ri)(x—r)(x—r3)- - (x—=rp2)(x—ra—1)(x—1a),

naqual ry,rp,r3,...,ry—2,r—1, 1, S0 as raizes do polindmio.

4.7 Relacoes de Girard

Algumas relacdes entre os coeficientes de uma equagdo algébrica e as raizes da mesma
sdo conhecidas como Relacdes de Girard. Estas relagdes poderao nos ser uteis na resolucao de

equagoes algébricas quando temos mais alguma informagdo a respeito de suas raizes.

Vejamos estas relacdes na equacdo do segundo grau: ax® +bx+c¢ = 0.
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Sendo x; e x suas raizes, temos:

ax’ +bx+c=alx—x))(x—x).
Dividindo ambos os membros por a, segue que:

b c
x+-—=(x—x)(x—x2) = (x1 +x2)X + x1x3.

X 4=
a a

Esta identidade nos permite escrever:

—b

C
X1 +x=— e XX = —,
a a

que sdo as relacdes de Girard para uma equagdo do segundo grau.

Consideremos agora a equagio do terceiro grau: ax® 4+ bx> + cx +d = 0, tendo por raizes

X1, X2 € X3.

Temos:
ax® +bx* +cex+d = a(x —x1 ) (x —x2) (x — x3),

que implica
3, b, ¢ _ .3 2
X +5x +;x+;:x — (%1 +x2 +x3)x + (x1X2 + X1X3 + X2x3)X — X1 X2X3.
Entao:
—b c —d

X1+x+x3= o e X1X2 +X1X3 +X2Xx3 = P , X1X2X3 = PR

que sdo as relacdes de Girard para uma equagdo do terceiro grau.

4.8 Teorema das Raizes Racionais

Teorema 4.8.1. (BIANCHINI; PACCOLA, 1989) Sejam p e g inteiros primos entre si. Se p/q é
uma raiz racional da equacio de coeficientes inteiros do polindmio P(x) = a,x" +a, 1x"~' +

...+ax+ag (a, #0 e ag#0), entdo p € divisor de ag e g € divisor de ay,.

Demonstragdo. Se p/q é raiz da equagdo a,x" +a,_ X' +...+ajx+ag = 0, entio devemos

n n—1
dap (p_n)+an—] (pn—_])—i——i—a] (£>—|—a0:O:>
q q q

anp" +an1p" g+ aipg" +ad" = 0=

ter:

4.5)
planp" ' tap1p" g+ argd"") = —ag" =
n—1 n—?2 n—1 _aoqn
app” tap1p° "q+...+aq = p
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Nota-se que o primeiro membro dessa igualdade representa um ndmero inteiro (pois p,
q An, Ay—1, - .., ] € dp SA0 nimeros inteiros), assim —apg” /p também é nimero inteiro. Logo,

aoq" € divisivel por p e, como p e g sdo primos entre si, segue-se que p é divisor de ag.

De (4.5) tiramos:
1 2 | —anp"
— — — n
aoq" +aipqd" +...tap1pt = ——,
q
e, seguindo o raciocinio anterior, concluimos que ¢ € divisor de a,,. [

E importante observar que essa propriedade ndo garante a existéncia de raizes racionais
nas equagdes algébricas com coeficientes inteiros, mas se estas existirem, a propriedade nos da

um critério para determiné-las.
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CAPITULO

SOLUCOES DE EQUACOES POLINOMIAIS
POR RADICAIS

Neste capitulo descreveremos as solu¢des complexas das equacdes polinomiais de pri-
meiro a quarto graus. Por solu¢des complexas, queremos dizer que elas sdo nimeros complexos

(ndo necessariamente reais).

Para a teoria desenvolvida aqui, estamos assumindo o Teorema 3.6.2 (Teorema Funda-
mental da Algebra) que assegura que todo polindmio sobre o corpo dos nimeros complexos

possui pelo menos uma raiz.

A ideia que norteia o desenvolvimento deste capitulo na demonstracdo das férmulas de
resolucdo das equagdes de terceiro e quarto graus por radicais € a presente em (LIMA, 1987).
Escolhemos esse artigo por ser interessante, de facil entendimento e acessivel a alunos do Ensino
Meédio.

5.1 Raizes da equacao polinomial do 1° grau

Consideremos a equagao

P(x) =ax+b =0,

com a,b € C e a # 0. Resolvendo essa equacio, temos:

b
ax+b=0 = x=——.
a

A equag@o admite uma tnica raiz complexa x = —b/a, isto é, —b/a € o inico nimero

(4)-

complexo com a propriedade
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5.2 Raizes da equacao polinomial do 2° grau
Consideremos a equagao
P(x) = ax* + bx+c =0,

coma,b,ce Cea+#0.

Dividindo todos os seus termos por a, obtemos:
b
X+ P + -=0.
Se somamos —c/a aos dois membros da equagdo anterior, temos:

X +bx~|— +( 2>=O+<—2> :>x2+gx:—a.

Somando, agora, b?/(4a*) aos dois membros desta dltima equagio, temos:

, b PP ¢

X+ -—=-——-. 5.1
x+ax+4a2 4a’> a D
Notemos que
+b + L
X x+—
4q?

€ um trindmio quadrado perfeito, que € igual a
b 2
()

b 2 2 0 b P 2+b+b2
X =X X+ — —_— =X X -
2a 2a  4a? 4a?

pois:

Voltando, entdo, a equagdo (5.1), temos:

b b P ¢ (b)zbzc
++ ==

=——- =
4a’> 4d> a 2a 4a2 a
b b? c
= 2oy ==
x+2 4a’> a
N b b? c
X=—— —_— =
2a 4a’> a
b b? —4ac
= :——:l: -
o 2a 4a?
—b++Vb?—4ac
= x=

2a

—b++V/A

= x=——

2a
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onde A = b? — 4ac é o discriminante da equagio polinomial do segundo grau. A expressio

_ —b+VA

x 2a

¢ conhecida como férmula de Bhaskara.

Logo, a equacdo admite no maximo duas raizes complexas
—~b+VA ~b—+V/A
=— € X»p=—7"—7-
2a 2a

isto &, x1 e x2 s@o os Unicos nimeros complexos com a propriedade

P(M):o . P(M>:O,

X1

2a 2a

5.3 Raizes da equacao polinomial do 3° grau
A técnica aplicada as equagdes do terceiro grau € o calculo de expressoes simétricas nas
raizes de uma equagdo do segundo grau em funcao de seus coeficientes.

Considerando as raizes x; e x, da equagdo ax” + bx + ¢ = 0 e estabelecendo as relagdes

de Girard entre as raizes e os coeficientes a, b € ¢, temos:

—b++Vb2—4ac —b—+/b*—4ac b
e soma:S=x;+x = + =——;
2a 2a a
—b+Vb?—4ac —b—Vb?—4ac c
e produto: P =x -xp = > . > =—.
a a a

Dividindo os coeficientes da equacio ax® + bx + ¢ = 0 por a, obtemos:
b c
2

X +-x+-=0.
a a

Das relagdes acima:
b b
S=—— = -—-=-§ e P:E,
a a a
chegamos em

P —Sx+P=0
e, portanto, o coeficiente do termo em x € x; +x, = —S e o termo independente € xjx; = P.

A partir daqui, de acordo com (MOREIRA, 1994), procuraremos o valor da expressao

y= VE+ ¥, (5.2)

que, relacionando aos fatos apresentados acima e elevando ambos 0os membros da equagdo (5.2)

ao cubo, temos:
y =x +3\3/x%\3/x_2+3\3/x_“3/x%+x2 =
Y =x1 + X0+ 30 I (VAT + ) =
Y =x1 x4 39X (a1 + y/x),
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implicando que
V¥ =8S4+3vVPy=y—3vVPy—S=0 (5.3)

Assim, para determinar y em (5.3) precisamos resolver essa equacao que € do terceiro
grau. Logo, é possivel escrever as raizes de uma equacao do terceiro grau como soma de raizes

cubicas de raizes de uma equag¢do do segundo grau. Vejamos como isso pode ser feito.

Considerando a equagdo
X4 ax® +bx+c =0,
vamos substituir x por y +¢:

(y+1) +aly+1)> +b(y+t)+c=0 =
¥+ (3t +a)y* + (32 +2at +b)y+ (£ +at* + bt +¢) = 0.

Agora, vamos estabelecer uma expressdo que anule o coeficiente de y?, bastando para isso fazer

3t+a =0, ou seja, t = —a/3, e obtemos uma equagdo do tipo:
Y+py+q=0,

na qual p =3t> +2at+be g=1>+at> +bt +c.
Da comparagio de y> + py+ ¢ = 0 com a equacio (5.3), obtemos
p=-3VP e q=-5,
de forma que, se x| e x; sdo as raizes de x* —Sx+ P =0, entdo /X1 + /x; satisfaz a equag@o
Y +py+q=0.
Procedendo assim, obtemos:

p p’
© p=-3P = VP=-3 = P=—7;

o g=—-S5 = S=—gq,

ou seja, x| € x sdo as raizes de Z—Sx+P=0e

2 _(_ Py 2 _r_
x = (—q)x+( 27) 0= x"+g¢ 57 0,
isto €,
2 3 2 3
q | p qa | p
M=ot gty ¢ T\ y Tty

Logo,
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2 3 2 3
_ 4 I DY B B & S
y_\/ 2+\/4+27+\/2 Vot

que satisfaz y*> + py+¢ = 0.

ou melhor,

Sabemos que cada raiz ctibica pode assumir trés valores complexos, mas a equagdo J/p =
—p/3 impde que o produto das raizes deve ser —p/3. Pela férmula acima calculamos as trés

raizes de y* 4+ py+¢q = 0, que somadas at = —a/3, obtemos as trés raizes de x> 4+ ax? +bx+c = 0.

Portanto, as raizes sao dadas pelas expressoes:

2 3 2 3

_ -4 e P P4 J9 P <_f>

* \/2+\/4+27+\/2 Vot (73)
2 3 2 3

_ -4 T Y 9 P <_f>

* v \/ 2TV 4+27+\/ 2TV a1 73)
2 3 2 3

s )

5.3.1 Discriminante da equacao polinomial de 3° grau

Na férmula resolutiva, a expressiao que aparece no radicando:

[SS)

2
q
o=21
T+

N

¢ chamada de discriminante da equacao, que pode ser um nimero positivo, negativo ou nulo.
Assim, indicard os tipos de raizes da equagao, conforme mostrado nos exemplos abaixo.
Exemplo 5.3.1. Resolver, em C, a equacio x> + 3x> —3x — 14 = 0.
Encontrando a equagdo auxiliar, na varidvel y, substituindo x por y —a/3 =y — 1, temos:

y—1343(y—-1)?-3(y—-1)—14=0 =

(=32 +3y— 1) +30%—2y+1)-3(y—1)—14=0 =

V3 —3y243y— 1432 —6y+3—3y+3—-14=0 =

¥ —6y—9=0.

Comparando com a equacio y> + py+ ¢ = 0, temos:
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Aplicando a férmula resolutiva, encontramos uma raiz da equacao:

" \/ \f \/ ‘f'

X1:2.

Assim, para tornar os cdlculos mais simples, podemos dividir o polinémio x> 4 3x* — 3x —

14 por x — 2, obtendo o polindmio x> 4 5x+ 7. E quais sdo as rafzes da equagio x> +5x+7 = 0?
Aplicando a férmula de Bhaskara encontramos:

—btVb?—4ac  —5+V52—4-1.7 —5+.25-28 —5+iV3
2a B 2-1 B 2 2

X =

Portanto,
—5+iV3 —5-iV/3

2
’ 2 © 2

sdo as raizes procuradas. Levando em consideragdo que Q > 0, a equacgdo apresentou trés raizes
distintas, sendo uma delas um nimero real e as outras duas dois nimeros complexos conjugados,

conforme mostra a Figura 1.

30

20

10

3oL
Figura 1 — Gréfico da funcio f(x) = x> 4 3x> —3x— 14

Exemplo 5.3.2. Resolver, em C, a equagio =32 4+x+5=0.
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Encontrando a equagdo auxiliar, na varidvel y, substituindo x por y —a/3 = y+ 1, temos:

G+1)?=30+1)2+(+1)+5=0 =

P +37+3y+ 1) =302 +2y+ 1)+ (y+1)+5=0 =
V432 +3y+1-3%—6y—3+y+14+5=0 =

v —2y+4=0.

Comparando com a equacio y°> + py+ ¢ = 0, temos:

e p=—-2eqg=4,

42 (=2)* 16 (=8) 100
Q = — _— _— .
y i Tt 7Y

2 4 27 4 27
oo A, J100 sl 4 100 (=3)
=\ 2 27 2 27 3

Sabemos que hd duas raizes complexas que sdo nimeros complexos conjugados. Assim,
a raiz calculada acima pela férmula representa a raiz real que poderd ser obtida facilmente

pesquisando raizes racionais pelos divisores de 5 (£1 e +5). Logo, —1 € raiz e podemos concluir

10 10
xi=¢024—+3-2———4+1=-1.
1\/ 3V3 3v3

que:

No entanto, para os célculos das outras raizes, podemos dividir o polindmio x> — 3x% +x+

5 por x+ 1, obtendo o polindmio x> —4x + 5. E quais sio as raizes da equagdo x> —4x+5 = 0?
Aplicando a férmula de Bhaskara, encontramos:

_ —bEVB —dac  —(—4)£/(-4)2—-4-1-5 4+/16-20 4+2i
- 2a N 2-1 - 2 2

2+

X

Portanto, —1, 2+i e 2 — i s@o as raizes procuradas. Como € > 0, a equacgdo apresentou
trés raizes distintas, sendo uma delas um niimero real e as outras duas dois niimeros complexos

conjugados, conforme mostra a Figura 2.

Exemplo 5.3.3. Resolver, em C, a equacio o —8x2+21x—18=0.
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30

_30L
Figura 2 — Gréfico da fungdo f(x) = x*> —3x> +x+5

Encontrando a equagdo auxiliar, na varidvel y, substituindo x por y —a/3 =y +8/3,

temos: 3 )
8 8 8
) —8(y+=) +21(y+=)-18=0
(45) 5(0#3) w2 (o3) -0 -

1 2
3
_y4 = o,
Y o3Yt

Comparando com a equacio y> + py +¢ = 0, temos:

A férmula resolutiva, nos fornece a seguinte raiz:
2 3 2 3
Y BBy LG Ay /B Y L SO A
x‘_\/ * 4+27+\/2 sty 37
2
55 -8
il +m+f/—237_m_<3_>:,

2.

NSNS

[\ |‘:,’|N

X1 =
X1 =

Dividindo o polindmio x> — 8x? +21x — 18 por x — 2, obtemos o polindmio x> — 6x + 9
que, pela férmula de Bhaskara, se anula para x = 3:

X

_ —bE Vb —dac  —(—6)£+/(—6)2—4-1-9 6+/36—36 3
— — > — =3.

2a -1 2
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Portanto, 2 e 3 sdo as raizes procuradas. Como Q = 0, a equagdo apresentou trés raizes

reais, sendo x = 3 raiz dupla, conforme mostra a Figura 3.

y
1.5

05F

—1.0F

Figura 3 — Gréfico da fungdo f(x) = x> — 8x> +21x— 18

Exemplo 5.3.4. Resolver, em C, a equacio X —6x—4=0.

As varidveis auxiliares estdo bem explicitas: p=—6e p=—4,¢e
2 3 2 3
g, pr_ (-4 (=6
Q=—+ "= =—4<0.
F T 4 g <0

A férmula resolutiva traz a seguinte raiz:

2 3 2 3
_j e Je . p o) Ja P b
xl_\/ 2 4+27+\/2 F 273
4 —4 0
“:7—%”—4*\7—%—“4—5:’

X1 =V2+2i4+v2-2i.

A impressao que temos da raiz x| obtida acima € que ela seja um nimero complexo, mas
pelo fato a seguir veremos que ¢ um nimero real. Pesquisando raizes racionais pelos divisores
de —4 (+1, £2 e +4), podemos concluir que —2 torna x> — 6x —4 = 0. E procedendo como
nos exemplos anteriores na divisio do polindmio x> — 6x — 4 por x + 2, obtemos o polinémio
X2 —2x—2, que igualado a zero tem raizes 1 + V3el—+/3.

Portanto, —2, 1 ++/3 e 1 —+/3 sdo as raizes procuradas. Observamos que Q < 0. Os

polindmios com
3

2

q
o="1 0

Tty <

N
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sdo chamados irredutiveis, pois a formula resolutiva apresenta um radical complexo, e na
verdade ha trés raizes reais. Dessa forma, qual das trés raizes —2, 1 + V3iel—+36é igual a
Xx=v2+2i+v2-2i?

Podemos comecar pelo seguinte raciocinio: quando z € um nimero complexo, o simbolo

/z significa qualquer nimero cujo cubo seja igual a z. Com excecdo de z = 0, hd sempre

trés nimeros complexos cujo cubo € z. Por exemplo, as raizes cubicas da unidade sao: 1,

= (=1+4+iv3)/2e a? = (—1 —iy/3)/2. Dado w como uma das raizes ctibicas de z, as outras
duas sdo o-we o? - w, onde o = (—1 +iv/3) /2.

Portanto, na expressio x = v/2+2i + v/2 — 2i, que nos leva a uma raiz da equagdo
x5 —6x —4 = 0, cada radical tem trés valores. Temos: x = u + v, com uy = p/3=-2,elogov=
—2/u. Isso significa que, quando atribuimos um dos trés valores para u, o valor correspondente

de v é encontrado.

Como, entdo, calcular v/2 +2i e v/2 — 2i?

Usando a notacdo ¢/® = cos ¢ + isen ¢, temos:

2+2i:\/—<\/7_+l£> = \/§<cosg+isen%> = /8e'%.

Substituindo em +/2 + 2i, temos:

= V242i=\/V8elt = /8.1 = /2. ei%:\/i(c0515°+isen15°).
Calculando vy, pela férmula, temos:
2 2 —_ \/_ o . o
Vi =uj = P U1 = V2(cos15° —isen15°).

Logo, uma das raizes da equacdo é:

2446
x1 :u1+v1:2\/§-cos15°:2\/§-#:1+\/§.

3n

Se trabalharmos com ¢4 = cos135° — isen 135°, obteremos a raiz —2 e, ainda, se
. . PN 3 .
trabalharmos com e’W = c0s 105° — isen 105° como raiz cubica de e¢'4, obteremos a terceira

raiz, que é 1 — /3. Veja a Figura 4.

Ap0s a discussdo dos exemplos anteriores, concluimos que:

2 3
ose Q=1 + P > 0, entdo a equagdo possuira trés raizes distintas, sendo uma delas um

4 27
nimero real e as outras duas dois nimeros complexos conjugados;

3
e se Q= CIZ + 5—7 < 0, entdo a equagdo possuird trés raizes reais distintas;
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10

~10f

_15L
Figura 4 — Gréfico da funcio f(x) = x> —6x—4

3

2
e se Q= qz + — =0, entdo a equacao possuird trés raizes reais, sendo uma delas raiz

N

dupla.

5.4 Raizes da equacao polinomial de 4° grau

Pensaremos de forma andloga a demonstracao da férmula da equagdo de terceiro grau de
acordo com (MOREIRA, 1994) para demonstrarmos a férmula da equacao de quarto grau.

Considerando as raizes x1, x> e x3 da equagdo ax® + bx* + cx+d = 0 e estabelecendo as
relacdes de Girard entre essas raizes e os coeficientes a, b, ¢ e d, temos:

b
o S=x1+x+x3= 2

c
o S;=x1X2+Xx1X3+Xxx3 = 5;

d

o P=x1xpx3=——.
a

Dividindo os coeficientes da equagio ax> + bx?> + cx +d = 0 por a, obtemos

b d
x3+—x2—|—£x+—:O.
a a a

Das relagdes acima: S = —b/a, S; = c¢/a e P = —d/a, chegamos em x> — Sx* + Syx — P = 0.

A partir daqui, procuraremos o valor da expressao

Y = Va1 +/x + /s,
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relacionando os fatos apresentados acima:
P = (VI VB =
y2 = X1 +x2+x3+ 2 (/X120 + /X1X3 + /X0X3) =
VY =5+2 (VX122 + /X1X3 + y/X2x3) =

)

o
o

= (VX1X2 + /X123 + /X2X3) =

SIS

[\

2
) = (\/x1X2 + /X1X3 + \/X2x3)2 =

<
%}

2
) = X1x2 +x1X3 + X2x3 + 2/X1200x3 (/X1 + /%2 +1/X3)

[\

ou seja,

2
2

(*—8) =4(S4+2VP-y) = (5.4)

Y —2)’S+8*=45,+8VP -y =

y—282 —8VP.-y+ 8> —4S,=0.

2_S 2
(y ) =S;+2VP-y =

Considerando a equagio x* + ax® 4+ bx* + cx+d = 0, vamos substituir x por y +1:
y+0)*+aly -+ +b(y+1) ey +1)+d=0 =
4y’ +6y%2 Faye 1) +a(y? + 3y + 3y 1)
+b(2 2yt +12) +e(y+1)+d=0 =
v+ (41 +a)y’ + (617 + 3ar)y*+ (41> + 3ar* + 2bt + ¢y
+(t* +at® + bt> + bt +ct +d) = 0.

Agora, vamos estabelecer uma expressio que anule o coeficiente de y*, bastando para

isso fazer 4t +a = 0, ou seja, t = —a/4, obtendo uma equacéo do tipo:
4 2 _
V' +kiy +kyy+ks =0,

na qual k; = 612+ 3at, ky = 413+ 3ar> +2bt +c e k3 = t* +at® + bt*> + bt* +ct +d.

Comparando com a ultima equagdo de (5.4), S, P e S, sdo tais que

—28 =k, —8VP=ky, e SP—4S;=k3 =
ky ko \* S2—ky K3 —dks
S:—— P: —_— S = = .
2 (8) ¢ Ty 16

Substituindo-os na equacgdo x> — Sx* 4+ Szx — P = 0, temos:

k k2 — 4k ko \ 2
3_ (") .2 MY (2
o () () (5) =0
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e obtemos x1, xo € x3, que sdo as raizes de B —=S?+S;x—P=0.

Logo, y = /x| + /%2 + /X3 satisfaz
Y 4k +hay+ks = 0.
Para solucionar a equacdo x* + ax® 4+ bx*> + cx+d = 0, é suficiente diminuir a /4 das raizes de
y4 +k1y2 +koy+ k3 = 0.

Sabemos que cada raiz quadrada pode assumir dois valores complexos, mas a equagao
VP =—ky /8 impde que o produto das raizes deve ser —k; /8. Pela férmula acima calculamos as
quatro raizes de y* +k;y? + koy + k3 = 0, que somadas a t = —a/4, obtemos as quatro raizes de
x*+axd +bx* +ex+d =0.

Exemplo 5.4.1. Resolver em, C, a equaciio x* +4x> — 24x> +24x — 4 = 0.

Primeiramente vamos substituir x por y —a/4 =y —4/4 =y — 1 para, em seguida, anular
o coeficiente de y* e obter uma equagdo do tipo: y* + ki y> + koy + k3 = 0.

Assim,
(= 1)*+4(y—17—24(y—1)>+24(y—1)—4=0 =
O =4y’ +6y" —dy+1)+4(y° —3y"+3y—1)
—24(7 —2y+1)+24(y—1)—4=0 =
(OF — 4y® +6y2 —dy+ 1) + (4y° — 12y + 12y — 4)
— (24y> —48y+24) + (24y—24) —4=0 =
y* = 30y% + 80y — 55 =0.

De acordo com o método demonstrado, temos: k; = —30, kp = 80 e k3 = —55, e calcu-

lando as raizes dessa equacao do terceiro grau, segue que:

k k2 — 4k k\ 2
3_(_f1) .2 MY (R
X ( 2)x +( 6 )x (8) 0=

o (_—730) 2. (—30)2—4.(—55)x_ (@)2 PN

16 8
— (15)x* + (70)x — (100) =0 =
x> — 15x% +70x — 100 = 0.

Pesquisando raizes racionais pelos divisores de 100, encontramos 5 como raiz. A partir
daf, dividindo o polindmio x> — 15x% 4 70x — 100 por x — 5, obtemos o polinémio x> — 10x + 20,
e pela férmula de Bhaskara:

—bi\/b2—4ac —10 i\/ —4-1-20  10++/100—80
1 a 2

_ 10+ 10+2
2\/_ 2\/—_5:|:\/_
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Como y = /X1 + /X2 + /3, € subtraindo a/4 = 4/4 = 1 de cada raiz auxiliar, temos

as quatro raizes da equagao:

y1=—1+\/x_1+\/x_2+\/x_3=—1+\/§+\/5+\/§+\/5—
y2:—1+\/ﬂ—ﬁ—\/g:_1+¢§_\/5+\/§_\/5_
)’3:_1_\/X_1+\/X_—\/X_3:—1—\/§—|—\/5+\/§—\/5—
y4=—1—\/x_1—\/x_2+\/x_3:—1—\/§—\/5+\/§+\/5—

Observamos que o produto de sinais deve ser sempre —k; /8, que neste caso € igual a

—10. Veja o comportamento da curva na Figura 5.

y
15+

10k

N
o
T T

_15L
Figura 5 — Gréfico da funcio f(x) = x* 4+ 4x® — 24x% 4+ 24x — 4

Exemplo 5.4.2. Resolver em, C, a equacio x* + 4x> 4 8x% +32x 4 64 = 0.
Primeiramente vamos substituir x por y —a/4 =y —4/4 =y — 1 para, em seguida, anular

o coeficiente de y* e obter uma equacio do tipo: y* + ki y> 4+ kay + k3 = 0.

Assim,

G=D*+4 -1 +8(y—1)?+32(y—1)+64=0 =
(" =4y’ +6y° —dy+1) +4(y° —3y* +3y— 1)
+8(y* —2y+1)4+32(y—1)+64=0 =
(y4—4y3—|—6y2—4y+1)+(4y —12y? +12y—4)
+ (8y* — 16y+8) +(32y—32)+64 =0 =
y4+2y2 424y 437 =0.
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De acordo com o método demonstrado, temos: k; = 2, ko = 24 e k3 = 37, e calculando

as raizes dessa equacao do terceiro grau, segue que:

k k2 — 4k ko \ 2

3_ (") 2 MY (f2)

X <2)x—|—( 6 )x (8) 0=
2 (—2)2—4(37) 24\

3 [ _ = 2 [ == —

X ( 2)x +—16 X g 0=

S (=D +(-9)x—(+9) =0 =

X +x>—9x—9=0.

Pesquisando raizes racionais pelos divisores de —9 (1, 43, £9), encontramos —1 como
raiz. A partir daf, dividindo o polindmio x> 4+ x> — 9x — 9 por x + 1, obtemos o polindmio x> — 9,

cujas raizes sdo +3.

Como y = /x| + /X2 + /3, € subtraindo a/4 = 4 /4 = 1 de cada raiz auxiliar, temos

as quatro raizes da equagao:

V=l VA v+ ym = 1+ V-1+V-3+V3=—1+V3+i(1+V3),
yo=—l—a — o= =—1—vV—1-vV=3-vV3=-1-V3+i(—1-3),
V3=l =X +ymt+ym=—1—V14+V34+V3=—1+V3+i(—1+3),
ya=—1— X — o+ =—1-V_1-vV3+V3=—14+V3+i(—1-V3).
Observamos que o produto de sinais deve sempre —k; /8 = —24/8, no caso, igual a —3.

Confira o comportamento da curva na Figura 6.
50 -

40

30

20

10

Figura 6 — Gréfico da funcdo f(x) = x* 4 4x> + 8x? + 32x 4 64
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Vimos anteriormente, que as equagdes de 2°, 3° e 4° graus sdo solucionadas por radicais.

Em 1750, Euler tentou reduzir uma equagao de 5° a uma de 4° grau, para resolvé-la, mas

nao teve sucesso.

Em 1770, Lagrange analisou todos os métodos de resolucao para equacdes de 2°, 3° e 4°
graus, numa tentativa de observar como os métodos foram desenvolvidos e como poderiam ser

generalizados, mas também ndo obteve €xito em sua andlise.

Em 1803, 1805 e 1813, Paolo Ruffini tentou pela primeira vez provar que uma equagao

de 5° grau ndo poderia ser resolvida por meios algébricos.

Em 1824, Niels Abel escreveu um artigo, mostrando que algumas equagdes de 5° grau
eram solucionadas por radicais como x> — 1 = 0, pois tendo x = 1 como raiz, as outras poderiam
ser encontradas por extracao de raiz quadrada. Nessa mesma época, Abel levantou a questao:

“Quais equagdes de grau maior que quatro poderiam ser resolvidas por radicais?”

Abel morreu em 1829, aos 26 anos de idade, sem solucionar o problema por ele levantado.
Ap6s Abel, um grande matemadtico chamado Evariste Galois, contribuiu com a importante Teoria
dos Grupos, da qual deduziu a impossibilidade de resolu¢ao das equagdes de grau maior que
quatro, por radicais (HERSTEIN, 1970).
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De acordo com a Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional (BRASIL, 1996) a Ma-
tematica, no seu papel formativo, contribui para o desenvolvimento de processos de pensamento
e para a aquisicao de atitudes, podendo formar no aluno a capacidade de resolver problemas,
proporcionando confianca e desprendimento para analisar, enfrentar situacdes novas e propiciar

a formacdo de uma visdo ampla e cientifica da realidade e o desenvolvimento da criatividade.

O trabalho do professor ganha uma nova exigéncia que € a de permitir que o aluno
aprenda continuamente em um processo nao mais solitdrio. O individuo, imerso em um mar de
informacdes, se liga a outras pessoas, que, juntas, complementar-se-30 em um exercicio coletivo
de memoria, imaginagdo, percepgao, raciocinios e competéncias para a producado e transmissao
de conhecimentos (BRASIL, 1996).

A selecdo das atividades a serem propostas de acordo com os PCNEMs (BRASIL, 1999)
deve garantir espago para a diversidade de opinides, de ritmos de aprendizagem e outras diferen-
cas pessoais. O aspecto desafiador das atividades deve estar presente todo o tempo, permitindo o
engajamento e a continuidade desses alunos no processo de aprender. Um importante recurso
para o desenvolvimento das competéncias € o trabalho em grupo. Essa modalidade de trabalho €
valiosa para vdrias das competéncias que se deseja desenvolver, momento no qual, os alunos,
além de aprenderem uns com os outros, precisam organizar o que sabem para se fazerem entender

e, para isso, usam a linguagem que esta sendo aprendida.

Se ha uma unanimidade, pelo menos no plano dos conceitos entre educadores para as
Ciéncias e a Matemdtica, é quanto a necessidade de se adotarem métodos de aprendizado ativo e
interativo. Os alunos alcangam o aprendizado em um processo complexo, de elaboragdo pessoal,
para o qual o professor e a escola contribuem permitindo ao aluno se comunicar, situar-se
em seu grupo, debater sua compreensao, aprender a respeitar € a fazer-se respeitar; dando ao
aluno oportunidade de construir modelos explicativos, linhas de argumentacdo e instrumentos

de verificacdo de contradi¢des; criando situagdes em que o aluno € instigado ou desafiado
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a participar e questionar; valorizando as atividades coletivas que propiciem a discussio e a
elaboracdo conjunta de ideias e de praticas; desenvolvendo atividades lidicas, nas quais o aluno
deve se sentir desafiado pelo jogo do conhecimento e ndo somente pelos outros participantes
(BRASIL, 1996).

Analisando as colocagdes da Lei de Diretrizes e Bases da Educagdo de 1996 e dos
Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio de 2007 (PCN+) referentes ao processo
de ensino-aprendizagem para elaborar a atividade de aplicacdo em sala de aula, pensamos em algo
que atendesse a tais colocacdes. Além disso, a atividade teria como principal objetivo motivar o
aluno a resgatar o hédbito de estudar, de revisar contetidos e de se preparar adequadamente para

uma avaliacio de forma descontraida e eficiente.

Entao, definimos uma atividade de aplicacdo que envolve um recurso computacional
inserida em um jogo matemdtico. A atividade propde aos alunos estudarem juntos, motivando
os que tém mais facilidade de aprendizagem apoiar e encorajar os demais. A atividade ainda
promove um papel social bastante significativo entre os alunos, uma vez que estabelece uma
relagdo bem proxima de parceria baseada na confianca, no respeito e na disponibilidade de

compartilhar o conhecimento sobre polindmios e equacdes polinomiais uns com 0s Outros.

O jogo matemdtico constitui uma forma interessante de propor problemas, pois permite
que esse seja apresentado de modo atrativo, favorecendo a criatividade na elaboracao de estraté-
gias de resolucdo e a busca de solugdes. Ele propicia a simulagdo de situacdes-problema que
exigem solucdes auténticas e imediatas no planejamento das a¢des. O jogo também possibilita a
construcdo de uma atitude positiva perante os erros, uma vez que as situagdes e acdes sucedem-se
rapidamente e podem ser corrigidas de forma natural, no decorrer da a¢do, sem deixar marcas

negativas, fortalecendo o trabalho em equipe.

A atividade “Construindo e interpretando grdficos de fungdes polinomiais com o auxilio
do computador” de (IEZZI et al., 2013), vai além de encontrar as raizes de equagdes polinomiais,
pois foi elaborada para oferecer ao aluno uma utilizacdo adequada do recurso computacional.
Além disso, a LDB (BRASIL, 1996) sugere métodos de aprendizado ativos, em que os alunos se
tornem protagonistas do processo educacional, ndo pacientes deste, quer se ter a certeza de que o
conhecimento foi de fato apropriado pelos alunos, ou mesmo elaborado por eles. Sugere, também,
educar para se adquirir iniciativa, pois a cidadania que se quer construir implica participacao e
ndo se realiza na passividade. Portanto, isto podera ser trabalhado na referida atividade, pois o
grupo de alunos receberd uma equagao polinomial e a inserird no programa computacional que
mostrard o seu comportamento no grifico e, a partir dai, surgirdo as primeiras iniciativas para

resolugdo e conclusao dos problemas.

Baseados nesse contexto, o aluno exercitard a habilidade de compreender enunciados,
selecionar e interpretar informacdes relativas ao problema que ao discutir ideias e produzir argu-
mentos convincentes, selecionando estratégias de resolucao do problema. Exercitard, também, a

habilidade de realizar a critica do resultado adequado numa situag@o de jogo na qual o propdsito
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também € o de vencer. Além de considerar que o estudante aprende, por meio da interiorizacao

do que percebe e faz, o que significa utilizar amplamente os sentidos.

6.1 Aplicacao

6.1.1 Atividade de aplicacao

Fixando polinémios e equacdes polinomiais: contextos, aplicacoes, interdisciplina-
ridade, construcao e interpretacao de graficos de funcoes polinomiais (de graus 2, 3 e 4)

com auxilio do computador.

e Objetivos

— Desafiar o grupo de alunos e promover competicao saudavel.

— Resolver situacdes-problema relacionadas ao contetido de fung¢do polinomial de

segundo grau.

— Resolver situagdes-problema relacionadas ao conteudo de polindmios e equacdes

polinomiais.

— Usar recursos tecnoldgicos para visualizacdo e andlise de gréficos de fungdes polino-

miais de R em R de grau maior do que ou igual a 2.

— Resolver em C equagdes do tipo f(x) = 0 (f é uma fungdo polinomial), a partir de

alguma informacao extraida de seu grafico.

— Auxiliar na compreensao do significado da intersec¢ao do gréafico de uma fung¢do

com os eixos coordenados.
e Material

— Cartolina contendo a situag@o-problema.

Papel, caneta, canetinhas, pincel, lapis, borracha e régua.

Livro didatico e caderno de atividades do aluno.

Computadores com o programa Graphmatica ja instalado.

Retroprojetor.
e Numero de aulas: 3 a4
e Desenvolvimento

— Dividir os 30 alunos da turma em 6 grupos de 5 e entregar a cada grupo uma tabela
com o nome dos alunos. Diante do nome de cada aluno nessa tabela, relatar as

descobertas, as observagdes e as sugestdes que colaborarem e acrescentarem para a
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resolugdo e conclusdo de determinada parte da atividade para despertar a motivagado e
a satisfacdo em estudar matematica. Registrar também o procedimento de cada aluno
durante a apresentacdo da atividade concluida para os alunos dos outros grupos. Os

alunos mais citados e envolvidos na resolucdo serdao os ganhadores do jogo.

O recurso tecnolégico utilizado é o Graphmatica (1EZZI et al., 2013), aplicativo que
permite construir representacdes graficas de retas, circunferéncias e fungdes, entre
outras. Para isto, a lei da func¢io deve ser inserida no campo localizado abaixo da
barra de ferramentas. Ao digitar a lei de uma fun¢do em que apareca uma poténcia,

deve-se usar o simbolo “A”. Por exemplo, para inserir x°, deve ser digitado x A 2.

Entregar para cada grupo a atividade proposta. Nesse momento, eles deverao cons-
truir e interpretar o grafico das funcdes polinomiais recebidas, usando o aplicativo

Graphmatica.

A partir dai, com as informagdes obtidas no aplicativo, etapa que corresponde a
compreensdo do problema, os alunos deverdo usa-las para a elaboracdao de um plano
de solucdo das questdes solicitadas, executar o plano, verificar se ha coeréncia total e

realizar os registros.

Nesta etapa os grupos deverdo se organizar para a emissdo da soluc¢do. E importante
ndo apressar os alunos, pois ndao € um jogo de velocidade e sim de cooperacgdo,
autoconfianga, resgate ao habito de estudar e de instigar a curiosidade e a criatividade.
As solugdes deverao ser apresentadas aos alunos dos demais grupos, partindo das
informagdes do aplicativo e em cartazes confeccionados e ao professor deverdo ser

entregues individualmente.

Para finalizar, alunos e professor deverdo dialogar sobre todas as etapas do jogo e
apurar embasados nas anotacdes as colocacdes dos alunos que foram fundamentais

para a solugdo da atividade e destacar esses alunos.

6.1.2 Situacoes-problema

Nesta secdo sdo apresentadas as questdes que compdem a atividade de aplicagao.

1. (ENEM/2015) Um estudante estd pesquisando o desenvolvimento de certo tipo de bactéria.
Para essa pesquisa, ele utiliza uma estufa para armazenar as bactérias. A temperatura no
interior dessa estufa, em graus Celsius, é dada pela expressio T (h) = —h? +22h — 85, em
que h representa as horas do dia. Sabe-se que o nimero de bactérias € o maior possivel
quando a estufa atinge sua temperatura maxima e, nesse momento, ele deve retird-las
da estufa. Abaixo estd associado intervalos de temperatura, em graus Celsius, com as

classificagdes:

e (T < 0) Muito baixa,
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e (0L T <17) Baixa,
e (17 < T < 30) Média,
e 30<T <43)Altae
e (T > 43) Muito alta.

a) No Graphmatica, construir o grifico da fungio T (h) = —h? 4 22h — 85.

b) Quando o estudante obtém o maior nimero possivel de bactérias, como a temperatura

no interior da estufa esta classificada?

2. No Graphmatica, construir o grafico da funcio y = x* 4 9x> + 28x + 30. Em seguida,
resolver os seguintes itens:
a) Qual € o nimero de raizes reais dessa fun¢ao?

b) Quais sdo os pontos de interse¢do do grafico com o eixo das abscissas? E com as

ordenadas?
¢) Resolva, em C, a equagdo f(x) = 0, sendo f(x) = x> +9x? + 28x + 30.
3. No Graphmatica, construir o grifico da funcio y = 6x* — 11x> — 6x> 4+9x — 2. Em seguida,
resolver os seguintes itens, baseados no grafico:
a) Qual € o niimero de raizes reais dessa func¢ao?
b) Pesquise alguma raiz racional de f.
¢) Resolva, em C, a equagdo f(x) = 0, sendo f(x) = 6x* — 11x® — 6x> +9x — 2.
4. No Graphmatica, construir o grafico da fungio y = x* — 4x> — x? + 16x — 12. Em seguida,
resolver os seguintes itens, baseados no gréfico:
a) Qual € o niimero de raizes reais dessa func¢do?
b) Qual é a multiplicidade da(s) raiz(es) real(is)?
¢) Resolva, em C, a equacio f(x) =0, sendo f(x) = x* —4x> — x> + 16x — 12.
5. No Graphmatica, construir o grafico da fungio y = x* — 4x> + 6x*> — 4x + 5. Em seguida,
resolver os seguintes itens, baseados no grafico:
a) Qual € o nimero de raizes reais de f?
b) f é crescente para que valores de x?
¢) Resolva, em C, a equacio f(x) =0, sendo f(x) = x* — 4x3 4+ 6x> — 4x + 5, sabendo

que uma de suas raizes é 2 —i.

6. No Graphmatica, construir o grafico da fungio y = x> — 27x — 54. Em seguida, resolver os

seguintes itens, baseados no grafico:
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a) Qual € o nimero de raizes reais dessa fun¢do?
b) Qual € a multiplicidade da(s) raiz(es) real(is)?

¢) Resolva, em C, a equacio f(x) = 0, sendo f(x) = x> —27x — 54.

6.2 Discussao dos resultados

A aplicacao da atividade desse trabalho aconteceu no dia 07 de junho de 2017 e teve
como publico alvo os alunos do 3° ano do Ensino Médio, do periodo noturno, da E.E. Manoel

Dias Correa, na cidade de Itatiaiugu/MG.

Ao longo dos meses de abril e maio, foram trabalhados em sala de aula os pré-requisitos
para que os alunos tivessem condi¢des de desenvolver o trabalho e fossem avaliados por critérios

oferecidos como condi¢ao, tais como:

e Numeros Complexos (conjunto dos nimeros complexos, forma algébrica de Z, conjugado
de ndmero complexo, operagdes de adi¢do, subtragdo e multiplicacdo de nimeros com-
plexos, quociente de dois nimeros complexos na forma algébrica, médulo, argumento e

representacdo grafica);

e Polindmios (defini¢do, coeficiente dominante, fung¢do polinomial, polindmio nulo, valor
numérico, raiz, polindmios iguais ou idénticos, adi¢do, subtracdo e multiplicacao de
polindmios, divisdo de polindmios, divisdes por x — a, Teorema do Resto, Teorema de

D’Alembert e o dispositivo pratico de Briot-Ruffini);

e Equacdes Algébricas (Teorema Fundamental da Algebra, defini¢do, raiz, decomposi¢do de
um polindmio em fatores do primeiro grau, raizes multiplas, raizes complexas, pesquisa
de raizes racionais e as relagdes entre coeficientes e raizes conhecidas como relagdes de

Girard e nocdes da representacdo da fungdo polinomial no gréfico).

Os alunos foram divididos em 6 grupos de 5 de acordo com a aptiddao de cada um e
observados seus niveis de aprendizagem: avancado, intermedidrio e baixo rendimento, de tal
forma que os grupos se tornassem heterogéneos e alunos mais capacitados contribuissem para a
aprendizagem dos menos capacitados, num esquema de monitoria. Em seguida, receberam todo
o material necessdrio, as questoes elaboradas para compor o trabalho e foram encaminhados ao

laboratério de informatica para iniciarem.

O programa computacional Graphmatica ja havia sido instalado, pois seria uma ferra-
menta auxiliar na resolugdo das atividades. Expliquei que, ao digitarem a lei de uma fungao
em que deveria aparecer uma poténcia, deveriam usar o simbolo “A”. Por exemplo, para inserir
x2, deveriam digitar x A 2. Outra instru¢io importante foi ndo deixar espagos entre niimeros e
quaisquer outros simbolos, sendo o programa ndo geraria o grafico, conforme podemos ver na
Figura 7 do grifico da funcio f(x) = x* —4x> —x2 4+ 16x — 12.
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Figura 7 — Tela do Graphmatica

1) (ENEM, 2015) Um estudante estd pesquisando o desenvolvimento de certo tipo de bactéria.
Para essa pesquisa, ele utiliza uma estufa para armazenar as bactérias. A temperatura no interior
dessa estufa, em graus Celsius, é dada pela expressdo T (h) = —h?* +22h — 85, em que / representa
as horas do dia. Sabe-se que o nimero de bactérias € o maior possivel quando a estufa atinge
sua temperatura mixima e, nesse momento, ele deve retird-las da estufa. Abaixo estd associado

intervalos de temperatura, em graus Celsius, com as classificagdes:
e (T < 0) Muito baixa,
e (0<T <17) Baixa,
o (17 < T < 30) Média,
o 30<T<43)Altae

e (T > 43) Muito alta.

a. No Graphmatica, construir o grafico da fung¢io T (h) = —h? 4 22h — 85.

b. Quando o estudante obtém o maior nimero possivel de bactérias, como a temperatura no

interior da estufa esta classificada?

Assim que a fungio polinomial T (h) = —h? 4+ 22h — 85 da questio 1 foi digitada no
programa Graphmatica, observamos que seu grafico ndo era gerado e apOs algumas tentativas
descobrimos que as letras T e h deveriam ser substituidas por y e x, respectivamente, pois o

Graphmatica havia sido programado para executar com essas variaveis.

As primeiras observagdes do grafico gerado foram feitas: concavidade voltada para baixo
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pelo fato do coeficiente dominante ser negativo, curva interceptando o eixo das abscissas em

dois pontos distintos e as primeiras hipdteses para resolver o problema.

Trés formas de resolucdao foram encontradas pelos grupos para a questdo 1. Os alunos
dos grupos 1, 2 e 6 usaram a forma mais simples e convencional possivel: aplicaram diretamente
a formula do y do vértice, percebendo que isto seria suficiente para calcular o deslocamento

vertical que equivaleria a temperatura mais elevada pedida, como apresenta a Figura 8.

X (h) = -Rrr23h-85
¥ (h) =-x2+23.x -85
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Figura 8 — Resolucdo de um dos alunos dos grupos 1, 2 e 6.

Dois grupos calcularam o x do vértice e, em seguida, substituiram o valor encontrado na

funcdo e a partir daf obtiveram a temperatura mais elevada, veja isto na Figura 9.

Os alunos de um dos grupos foram mais criativos ainda. Calcularam os pontos de
intersecc@o com o eixo das abscissas, calcularam também o ponto médio entre eles, lembrando
do eixo de simetria e, logo em seguida, substituiram o valor na fun¢@o e encontraram o valor de

T procurado, como mostra a Figura 10.

2) No Graphmatica, construir o grafico da funcdo y = x* 4 9x% 4 28x + 30. Em seguida, resolver os

seguintes itens:
a. Qual € o nimero de raizes reais dessa funcao?
b. Quais sio os pontos de interse¢do do grafico com o eixo das abscissas? E com as ordenadas?

c. Resolva, em C, a equacio f(x) =0, sendo f(x) = x> 4 9x? 4+ 28x + 30.

A questdo 2 tratou-se de uma funcdo polinomial de terceiro grau que, igualada a zero,
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formava uma equagdo algébrica de grau trés. Assim que eles inseriram a funcdo no Graphmatica
perceberam que a funcdo possuia apenas uma raiz real, pois o grifico de f interceptava o eixo x
uma unica vez e tendia para mais e para menos infinito. Ao responderem qual era o ponto de
interseccdo do grafico com o eixo das abscissas ndo apresentaram ddvida. Alguns alunos de
cada grupo apresentaram divida com relag@o a interseccao do grafico com o eixo das ordenadas,
mas compreenderam qual era no momento em que sugeri para eles zerarem o x da funcdo e
analisarem o resultado obtido. A partir dai, a maioria concluiu que o ponto de intersec¢cao com o

eixo das ordenadas podia ser facilmente obtido observando o termo independente da funcao.

Encontraram as raizes da equagdo f(x) = 0 com facilidade ao perceberem que o grifico
de f interceptava o eixo x em x = —3. Cinco grupos utilizaram o dispositivo pratico de Briot-

Ruffini para a resolucdo da equacao, conforme mostra a Figura 11.
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Figura 11 — Resolug@o de um dos alunos de cinco grupos.

J4 os integrantes do sexto grupo dividiram o polindmio x> 4 9x? 4+ 28x + 30 por x + 3
para obter o polindmio quociente de grau dois. E ambos finalizaram a questdo, utilizando o

célculo do discriminante (A) e a férmula de Bhdskara, como mostra a Figura 12.
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Figura 12 — Resoluc¢do de um aluno de um grupo.

b. Pesquise alguma raiz racional de f.

resolver os seguintes itens, baseados no gréfico:

3) No Graphmatica, construir o grafico da fungio y = 6x* — 11x* — 6x?> 4+ 9x — 2. Em seguida,

a. Qual € o nimero de raizes reais dessa fungao?

c. Resolva, em C, a equagio f(x) =0, sendo f(x) = 6x* — 11x* — 6x> +9x — 2.

O mesmo processo ocorreu na resolug¢do da questao 3. Inseriram a fung¢ao no Graphmatica

e ao visualizarem o grafico gerado, todos foram unanimes ao perceberem que a fungdo possuia

quatro raizes essencialmente reais, pois o grafico interceptava o eixo x quatro vezes. No momento

da pesquisa de alguma raiz racional, os integrantes de dois grupos concluiram que existiam duas

raizes na forma fraciondria, pois o grafico interceptava o eixo x duas vezes entre os nimeros

inteiros 0 e 1. Essas raizes foram encontradas resolvendo a equacio 6x> — 5x+ 1 = 0, obtida

apos aplicar o dispositivo pratico de Briot-Ruffini duas vezes utilizando as raizesx = —1 e x =2,

exibidas na representacdo grafica da Figura 13.
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Figura 13 — Resolugdo de uma aluna envolvida no trabalho

4) No Graphmatica, construir o grifico da fungio y = x* — 4x> — x? 4+ 16x— 12. Em seguida, resolver
os seguintes itens, baseados no grafico:

a. Qual € o nimero de raizes reais dessa funcdo?

b. Qual é a multiplicidade da(s) raiz(es) real(is)?

c. Resolva, em C, a equagio f(x) = 0, sendo f(x) = x* —4x> — x> + 16x — 12.

Durante a resolu¢do da questdo 4, os alunos encontravam-se bastante familiarizados com
o programa e resolveram a atividade sem grandes dificuldades. Analisando os registros feitos
por eles, percebe-se que souberam concluir com bastante convic¢do que havia quatro raizes
reais: sendo uma negativa pela intersecdo do grafico com o eixo dos x a esquerda de zero e trés
positivas pela intersec¢ao do grafico com o eixo dos x a direita de zero. Realizaram a pesquisa
das possiveis raizes racionais e iniciaram as substituicdes até encontrarem duas, pois sabiam
que como a func¢do possuia grau quatro, duas raizes seriam suficientes para reduzirem a um

polindmio de grau dois para encontrarem as outras raizes pela formula de Bhdskara, conforme
mostra a Figura 14.
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o0s seguintes itens, baseados no grafico:
a. Qual € o nimero de raizes reais de f?

b. f é crescente para que valores de x?

de suas raizes € 2 — 1.

5) No Graphmatica, construir, o grifico da fungio y = x* — 4x> 4+ 6x> — 4x+ 5. Em seguida, resolver

c. Resolva, em C, a equacio f(x) = 0, sendo f(x) = x* — 4x> + 6x> —4x + 5, sabendo que uma

Na questdo 5, os alunos encontraram um grau de dificuldade maior com relacao as

atividades anteriores, pois de imediato perceberam que nao havia interse¢ao com o €ixo x e

como consequéncia ndo havia raizes reais, apenas raizes complexas. Foi cometido por alguns

grupos um pequeno equivoco quanto ao intervalo de nimeros que tornava a fungdo crescente ao

considerarem que isto seria para x > 1, o que nao € correto, pois quando x = 1 a fun¢do muda de

sentido deixando de ser decrescente para tornar-se crescente. Assim, a resposta apropriada seria

para valores de x > 1. Para os integrantes desses grupos esse equivoco foi esclarecido apds a

correcao do trabalho, pois durante o mesmo ndo houve nenhum questionamento.

Iniciaram o dispositivo pratico de Briot-Ruffini utilizando a raiz 2 — i dada no enunciado

da questdo e, logo em seguida, utilizaram o conjugado dela: 2 4 i, pois sabiam que as raizes

complexas aparecem aos pares. A Figura 15 mostra que ao trabalharem com o polindmio obtido
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no quociente da divisdo puderam comprovar esse fato, pois encontraram os outros dois pares: i €
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Figura 15 — Resolugéo de um dos 30 alunos

6) No Graphmatica, construir o grafico da fungio y = x> — 27x — 54. Em seguida, resolver os

seguintes itens, baseados no grafico:
a. Qual é o nimero de raizes reais dessa fungdo?
b. Qual é a multiplicidade da(s) raiz(es) real(is)?

c. Resolva, em C, a equagio f(x) =0, sendo f(x) = x> —27x — 54.

O processo de resolugdo da questdo 6 foi assimilado pelos melhores dos grupos. Assim
que o Graphmatica exibiu o grafico da funcao e estes, empolgados, explicaram para os demais
com certa facilidade e convic¢do o seguinte: a funcao polinomial em questdo € de grau trés e o
grifico apresenta apenas duas interse¢des com o eixo x, entdo ndo hd como ocorrer duas raizes
reais e uma complexa. A tnica possibilidade € uma das raizes ter multiplicidade dois, ja que nao
se pode encontrar um par de complexos (nao reais) conjugados. Todos, apds tentarem definir
qual era a raiz dupla e ndo terem sucesso, decidiram aplicar primeiro o dispositivo prético de
Briot-Ruffini e depois utilizarem a férmula de Bhdskara. Assim feito, descobriram que x = —3

era a raiz dupla e x = 6 era raiz simples, como podemos ver na Figura 16.
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Figura 16 — Resolu¢do de um dos 30 alunos

6.2.1 Situacao da turma

As seis questdes da atividade de aplicacdo foram avaliadas em 10 pontos; sendo 1,5
ponto para cada questdo resolvida corretamente e 1 ponto destinado a participacdo e a integracao
ao grupo. As notas obtidas foram organizadas em quatro réis disjuntos e dispostas na Tabela 2,

mostrada abaixo:
G 7,5-7,6-7,6-7,6-7,7
(i) 7,8-7,8-8,0-8,0-8,1-8,1-8,2-8,2-8,3-8,3
(iii) 8,5-8,6-8,6-8,7-88-88-8,8-88-8,8-8,8-8,8-8,8

@) 9,0-9,0-9,3

Tabela 2 — Tabela de distribui¢do de frequéncias das notas obtidas na realizacdo das questdes

| Classe (notas dos alunos) | F | F% |

[7,5; 7.8] 5 1 17%
[7,8; 8,4( 10 | 33%
[8.4; 9,0[ 12 | 40%
[9.0; 9,3] 3 1 10%

As notas foram analisadas, tabeladas e o desempenho dos alunos estd apresentado no

gréfico de colunas da Figura 17.
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Resultado da Atividade de Aplicagdo
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Notas dos alunos em classes

Figura 17 — Gréfico apresentando o resultado da atividade de aplicagao

6.2.2 Analise da avaliacao aplicada

Ap6s o trabalho, que teve como principal objetivo revisar conteido e esclarecer possiveis
davidas, no dia 28 de junho de 2017, os mesmos alunos foram avaliados por prova somativa no

valor de 10 pontos. As habilidades avaliadas foram:

e Realizar operacdes com nimeros complexos.
e Somar, multiplicar, subtrair e dividir polindmios.

e Identificar as raizes de uma equacdo dada por um produto de fatores do primeiro e do

segundo graus.
e (Cilculo do valor numérico.
e Realizar divisdes por x — a.
e Aplicar o Teorema do Resto.
e Aplicar o Teorema de D’Alembert e o dispositivo pratico de Briot-Ruffini.

e Resolver equacdes algébricas aplicando: Teorema Fundamental da Algebra, decomposi¢ao
de um polindmio em fatores do primeiro grau, raizes multiplas, raizes complexas, pesquisa
de raizes racionais e as relacdes entre coeficientes e raizes, conhecidas como relagdes de

Girard, e nogdes da representacdo da funcdo polinomial no gréfico.

A questdo 01, da prova, foi retirada do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM,
2016, 2% Aplicagao) por causa da forma contextualizada que foi elaborada; foi muito acertada,

pois assimilaram todos os dados do problema, resolveram, e utilizaram o resultado encontrado
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para definir quando o maior nimero de bactérias foi atingido. Houve divida quanto a resposta
correta porque as duas raizes encontradas eram positivas e os alunos mais atentos ou que leram a

pergunta novamente conseguiram solucionar.

A questdo 02, considerada pelos alunos facil, avaliou a capacidade de encontrar as raizes
da equacao algébrica na forma fatorada e ao mesmo tempo indicar a multiplicidade de cada uma,

e em seguida, calcular o grau da equacao.

As questoes 03 e 04 com fungdes polinomiais mais complexas, exigiam aplicacao das
ferramentas estudadas para elaborarem os processos de resolu¢do e podiam contar com o auxilio
dos gréficos construidos no Graphmatica. Como esse procedimento foi muito cobrado no trabalho

de aplicagdo, conseguiram fazer com bastante seguranga.

Quatro avaliacdes chamaram a atencdo por apresentarem erros nas operacoes basicas
com numeros reais e complexos, o que ocasionaram erros no resultado final. Esses erros foram
cometidos por alunos que apresentavam deficiéncias na aprendizagem, classificados no baixo
rendimento. Eles foram encaminhados para os estudos de recuperacio paralela, onde tiveram a
matéria explicada de forma diferenciada e realizaram atividades complementares extraclasse. As

Figuras 18 e 19 mostram a prova de uma aluna que soube resolvé-la sem dificuldade.

No geral o resultado foi satisfatorio, pois os alunos souberam aplicar os conhecimentos
sobre polindmios e equacdes algébricas adquiridos ao longo das aulas, demonstrando entender
das habilidades cobradas. Dos 30 alunos avaliados, 4 deles acertaram 50% da prova, 6 acertaram
60%, 6 acertaram 70% da prova, 5 alunos acertaram 80%, 5 acertaram 90% da prova e 4 alunos

acertaram 100%, conforme podemos conferir na Figura 20.
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Escola Estadual Manoel Dias Correa

- R. Bonfim, s/n° -Centro- Itatiaiugu-MG.

== CEP: 35685-000 fone: (31) 3572-1104 eemdc@yahoo.com.br
Ensino Fundamental (09 anos) - Ensino Médio e EJA (Médio)

Avaliagdo de Matemadtica - 39 Ano do Ensino Médio - 20 Bimestre. - Valor: }a/p\qntos

Aluno (a): )

: i AP
Data: Y /IO LOLT , 7 Nota: ( ZU\/ I/,A__,‘~ \
Instrugoes:

/

. % oY
O1-Deixar em cada questdo os calculos e/ou raciocinios que as justifiquem. L}/W
02—C§dalquestéo esta valendo 2,5 pontos. \
03-N&o ¢ permitido o uso de calculadora. SUCESSO! Edson Vander |‘
E'xx? Tematico II: Algebra — Tema 1: Expressdes Algébricas - Tema 2: Equagdes Algébricas !
Tépico III: Operagdes com expressdes algébricas |
‘Habilidades: Somar, multiplicar, subtrair e dividir polindmios. Identific
de fatores Flo primeiro e do segundo graus. Calculo do valor numérico. Realizar divisdes por x-a. Aplicar oTeorema do
resto. Aplicar o Teorema de D’Alembert e o Dispositivo pratico de Briot-Ruffini. Resolver Equagdes Algébricas
zipl}calldo: Teorema Fundamental da Algebra, Decomposigao de um polindmio em fatores do 1° grau, Raizes maltiplas,
Raizes complexas, Pesquisa de raizes racionais ¢ as Relagdes entre coeficientes e raizes conhecidas como relagoes de
Girard e Nogdes da Representagio da fungio polinomial no grafico).

ar as rafzes de uma equagio dada por um produto

Questdes:

01) (ENEM/2016) Para evitar uma Epidemia, a Secretaria de Saude de uma cidade dedetizou todos os |
bairros, de modo a evitar a proliferagio do mosquito da dengue. Sabe-se que o numero f de infectados ]‘
¢ dado pela fungdo f(t)= -2* + 120t (em que t € expresso em dia e t = 0 € o dia anterior a primeira ;
infecgdo) e que tal expressdo ¢ valida para os 60 primeiros dias da epidemia. 1
A secretaria de saude decidiu que uma segunda dedetizagiio deveria ser feita no dia em que o nimero |
de infectados chegasse a marca de 1600 pessoas, e uma segunda dedetizaco precisou acontecer. E

A segunda dedetizagfio aconteceu a partir de quﬁll \(/lia? L/& WOVM% G
¥ o) ol T v 2 oo
1GOO = -2 ) 1200 2= 4 checleliyacom (95

o 2.\ ~ i
-2+3120 1-1600 - oucev\%/cw - Cru >

e ':3' i } 7 (?.9-}; L0 s O(/\/-Q\, i

2 : 2 | |
-3160¥-200 =0 }.: 600 . €0 MO %/,0: |
s aoo\piifk«x\.&-%oq\ gvm °f ) |
4. 3ceo-3400 R Q/%;_‘ : %/Q g |
4 400 |

02) Considerando a equago: (x —3)*. (x - 7). (x +5) = 0, determine:

TR B PR
a) o seu conjunto §olug:e“10. S = {@@5@ E _‘9 \_; vk% )
b) a multiplicidade de cada raiz.

X i X3 -

¢) o grau da equago.
©° “CXW
L4341 o

Figura 18 — Prova de uma aluna envolvida no trabalho - 12 parte
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03) O grafico da fungdio y = x* + 6x% + 13x + 10, dado abaixo, foi construido no Graphmatica.
baseado nele resp()nda
a) Qual ¢ o nimero de raizes reais dessa fungao? g Al
UL ) X ;Ouo c 2
LCW \/Q)UD\Q Ky@\)ww\,Cu/oq:» / -.«%4) A% _l(WYV\Q)
N

%)Q conumer,g de raizes compl (SALROC \UJ“‘/K‘) A, M

exas?
‘%Oub ,@\% Q(W} LS N\(@Q.,,(‘/ ol
c) Quaxs sdo as raizes da equaqao P4 6x7 + 13) 0=0.
)

ik 201 ¢ 1300

4 5 O~ ft"/
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SlALs ety T
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04) Resolva em C a equagio, pesquisando as raizes racionais: x* +x° +2x* + 4x - 8 = 0
LB TR t
% % AR ENK

1 p |

e{ |\ P2, T4 i/‘}

&\m\
VC:\ = \ \ * l k\\—%q (’o\ﬂo@ Ao QVK\&/\uO y'\}\LW\\Q'Y “:H)r_‘{:c

\t 24480 o TN
a /%{-o (V) 'SR Ne O @ﬁ
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\G D2 4= 1-4.9 " .
\G - F+8-3-2-0 o osokt

(b =0 (V) . )
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“Talvez ndo tenha conseguido fazer o melhor, mas lutei para que o melhor fosse
feito. Ndo sou o que deveria ser, mas 6ragas a Deus, ndo sou o que era antes”.
(Marthin Luther King)

Figura 19 — Prova de uma aluna envolvida no trabalho - 22 parte
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Resultado da Avaliacdo
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Figura 20 — Gréfico apresentando o resultado da Avaliacdo
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS

O desenvolvimento deste estudo possibilitou uma analise de como os Par@metros Curri-
culares Nacionais do Ensino Médio (PCNEMs) e alguns livros didaticos destinados ao 3° ano do
Ensino Médio abordam o contetdo de polindmios e de equacdes algébricas. Por meio dele, foi
possivel realizar um estudo aprofundado e coerente com a resolubilidade de polindmios, indo
da teoria ao ensino-aprendizagem. Utilizamos, no computador, um software chamado Graph-
matica, como recurso didatico e instrumento de avaliacao diversificado que deu oportunidade
para diagnosticar as dificuldades encontradas ao trabalhar o contetdo e realizar as intervengdes

pedagdgicas necessdrias para a efetiva aprendizagem.

De modo geral, os livros didédticos apresentam os assuntos relacionados aos polinomios e
as equacodes algébricas com poucas relacdes com o cotidiano e com as aplicagdes praticas. No
entanto, eles apresentam os contetidos de maior relevancia para enriquecer a aprendizagem dos
alunos, dando suporte a elaboracdo do projeto de aplicacdo e contribuindo para que os objetivos
sejam alcangados de forma satisfatoria. A partir dos estudos realizados nos livros, nos artigos, nas
teses e nos sites consultados e pesquisados, houve um grande enriquecimento dos conhecimentos

prévios, o que fortaleceu as aulas expositivas e a aplicacdo da atividade em sala de aula.

Durante o desenvolvimento da atividade de aplicacdo, os alunos demonstraram muito
entusiasmo por estarem participando do projeto. Ficou claro que os professores devem buscar
meios para estimular e facilitar a aprendizagem e aumentar o interesse, 0 gosto e o habito de
estudar contetdos matemdticos mais distantes do cotidiano dos alunos. A busca por informacdes
e aprofundamentos em livros, na internet, no Graphmatica e, principalmente, durante as aulas
expositivas e dialogadas com o professor e o interesse pelo tema foram estimulados, deixando
evidente que os objetivos foram alcancados diante das notas obtidas pelos alunos na atividade de

aplicacdo, na avaliagdo somativa e na satisfacdo que eles demonstraram ao participar do projeto.

Os livros pesquisados forneceram fatos importantes sobre os primeiros estudos da

Algebra, sua evolucio e o que se tem dela hoje. Além do aprofundamento de contetddos que
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estruturaram a pesquisa, eles foram essenciais para dar suporte ao professor no que diz respeito
ao que deve ser ensinado aos alunos do Ensino Médio. O software Graphmatica tornou as
aulas destinadas ao trabalho de aplicacdo mais atrativas e mais proximas do que € sugerido aos
professores pelos PCNEMs, além de esclarecer dividas, revisar e reforgcar o que viram dentro da

sala de aula.

O trabalho de aplicacdo em formato de Jogo Diddtico também foi muito positivo, pois,
forneceu aos estudantes um ambiente enriquecedor e motivador que além de divertir, promoveu
a aprendizagem, permitindo entendimento de alguns conceitos como o de nimero de raizes reais

e complexas da equacgdo algébrica por meio da andlise do grafico da funcao polinomial.

Os estudos de polindmios e de equagdes algébricas sdo muito importantes para o curriculo
escolar e devem ser estudados para aperfeicoar a formagao adquirida na graduacio. Nesse estudo,
encontra-se uma rica fonte de pesquisa para a formacgdo continuada de professores, fortalecendo
competéncias e habilidades a fim de garantir um ensino de boa qualidade, atendendo as diferentes
necessidades dos alunos e, assim, efetivar uma pratica pedagégica em concordancia com as

propostas atuais para o ensino da Matemadtica.

Nesse sentido, a utilizagdo de todos os recursos didaticos utilizados na pesquisa e nas
aulas permitiram ao professor conduzir o processo ensino-aprendizagem de forma clara, objetiva
e coerente com a filosofia educacional atual, motivando os alunos a terem mais vontade de

aprender sobre os polindmios da forma
p(x) = ax" +ap X"+ ax+a,

com coeficientes ag,ay,--- ,a, reais e complexos, buscando condicdes sobre estes para que

equagdes do tipo p(x) = 0 tenham solug@o.
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