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RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo dar um suporte a preparacao olimpica dos alunos do
ensino médio, na area de geometria euclidiana plana, bem como auxiliar os professores de
matematica, selecionando alguns problemas olimpicos resolvidos, mostrando como aplicar
os conceitos e teoremas classicos da geometria euclidiana plana. Foi feita uma pesquisa
bibliografica a respeito de materiais preparatorios para Olimpiadas de Matematica, onde foi
constatado a necessidade de material escrito em nossa lingua. Apresentaremos um histoérico
das Olimpiadas de Matematica no Brasil e algumas competigoes internacionais que o Brasil
participa. O trabalho contém um resumo tedrico basico e também alguns teoremas classicos,
com suas respectivas demonstracoes, estes teoremas serao muito utilizados na resolucao
dos problemas olimpicos que aqui constam. No final deixamos uma lista de mais alguns
problemas olimpicos para que o leitor possa praticar as técnicas aqui apresentadas.

Palavras-chave: Olimpiada, Matematica, Geometria



ABSTRACT

The present work aims giving support for the Olympic preparation of high school students in
the area of Euclidean plane geometry , as well as assisting mathematics teachers by selecting
some solved Olympic problems, showing how to apply the classical concepts and theorems
of Euclidean plane geometry. A bibliographical research was made regarding preparatory
materials for Mathematical Olympiads, by which we verified the necessity of written material
in our language. We will present a history of the Mathematical Olympiads in Brazil and
some international competitions that Brazil participates in. The work contains a basic
theoretical summary and also some classic theorems and their respective demonstrations.
These theorems will be strongly used on the resolution of the Olympic problems that we
present. Finally we leave a list of some more Olympic problems so that the reader can
practice the techniques presented here.

Keywords: Olympiad, Mathematics, Geometry
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INTRODUCAO

As Olimpiadas de Matematica, nos moldes atuais, sao disputadas desde 1894, quando
foram organizadas competicoes na Hungria. Com o passar dos anos, competicoes simila-
res foram se espalhando pelo Leste Europeu, culminando, em 1959, com a 1* Olimpiada
Internacional de Matematica, na Romeénia.

A Sociedade Brasileira de Matematica (SBM) organiza desde 1979 a Olimpiada Bra-
sileira de Matematica (OBM) e mais recentemente, em 2005, a Olimpiada Brasileira de
Matematica das Escolas Ptublicas (OBMEP), programa que em sua tultima edi¢ao (2016)
teve uma participacao de quase 18 milhoes de alunos inscritos nos quatro cantos do pais e
neste ano (2017) esse nimero chegou a marca de exatamente 18.240.497 alunos inscritos,
com a participacao de 99,57% dos municipios brasileiros, esse aumento se deu pelo fato de
que tivemos a participacao de alunos das escolas particulares. Nesse contexto é natural que
surja a necessidade de elaboragao de materiais escritos em portugués que sirvam de apoio
para a preparacao dos alunos para estas competicoes.

VIANA, Marcelo (2017), diretor geral do Instituto de Matemdtica Pura e Aplicada
(IMPA), relata a histéria do professor Cicero Rufino de Goes, da rede municipal de Bran-
quinha - AL, fa da OBMEP, onde este afirma que “as olimpiadas de matematica vém, ao
longo dos anos, transformando a maneira de ensinar e aprender os conteudos da referida
area nas escolas publicas e particulares”. Entre os beneficios da Obmep, destaca “melhorar
a qualidade do ensino e aprendizagem de matemaética, resgatar o interesse pelos estudos e
a autoestima dos alunos e professores”.

Dentro deste panorama, resolvemos elaborar este trabalho apresentando algumas técnicas

16
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de resolugoes de problemas olimpicos de geometria plana para o meio académico, de forma
que almeje a melhoria na qualidade de Ensino da Matematica e sirva como instrumento de
estimulo a busca de novos conhecimentos.

Para isso dividimos o trabalho em quatro capitulos distribuidos como segue:

No capitulo 1 apresentaremos um breve historico das olimpiadas de Matematica no Bra-
sil e no mundo citando olimpiadas internacionais das quais o Brasil participa e destacando,
no Brasil, a Olimpiada Brasileira de Matemética (OBM) e a Olimpiada Brasileira de Ma-
tematica das Escolas Piblicas (OBMEP), nao deixando de falar da Olimpiada Paraense de
Matematica (OPM).

Em seguida, no segundo capitulo abordaremos os conceitos basicos necessarios para a
resolucao dos problemas olimpicos de geometria plana propostos no trabalho. No capitulo
3 serd exposto alguns problemas de competicoes olimpicas realizadas ao redor do mundo,
com suas respectivas resolucoes. No quarto capitulo deixaremos alguns outros problemas

olimpicos propostos, para motivar o aprofundamento do leitor quanto a preparagao olimpica.



Capitulo

HISTORICO DAS OLIMPIADAS DE
MATEMATICA

Neste capitulo apresentamos um histérico das Olimpiadas de Matematica no Brasil e no
Mundo citando Olimpiadas Internacionais das quais o Brasil participa e destacando, no Bra-
sil, a Olimpfada Brasileira de Matemética (OBM) e a Olimpiada Brasileira de Matematica
de Escolas Publicas (OBMEP), passando também pela olimpiada regional, a Olimpiada Pa-
raense de Matemética (OPM). Neste momento destacamos a respeito dessas competicoes,
os objetivos e suas contribuicoes para cenario do ensino e aprendizagem de Matematica.
Algumas das informagoes destacadas sobre as diversas olimpiadas citadas foram retiradas
de suas respectivas paginas da internet, onde seus enderecos estao disponibilizadas ao final
de cada relato.

Na Hungria, desde 1894, sao organizadas competicoes nos moldes que até hoje sao dis-
putadas as Olimpiadas de Matematica. Com o passar dos anos, competicoes similares foram
se espalhando pelo Leste Europeu, culminando, em 1959, com a 1* Olimpiada Internacional

de Matematica, na Romeénia.

18



CAPITULO 1. HISTORICO DAS OLIMPIADAS DE MATEMATICA 19

<D

1.1 Competicoes Internacionais

1.1.1 Olimpiada Internacional de Matematica - IMO

A IMO surge em 1959 na Roménia, com a participacao de paises daquela regiao. FEssa
competicao cresceu gradualmente até ultrapassar a participacao de 100 paises de cinco
continentes. Esses paises integrantes comecam entao a promover suas proprias olimpiadas
nacionais. Composta por seis problemas selecionados entre os propostos pelos paises parti-
cipantes, a competicao é realizada em dois dias e como premiacao os alunos que se destacam
recebem medalhas de ouro, prata e bronze e mengoes honrosas. Em 2012, a IMO foi reali-
zada na Argentina e em 2017 essa Olimpiada teve como seu pais sede o Brasil, que participa
dela desde 1979, ja tendo conquistado cinco medalhas de ouro e nos ultimos anos tem ficado
entre os 20 paises de melhor rendimento, a frente da Alemanha, Canadd, Franga, Inglaterra
entre outros. Nesta tultima edicao, o Brasil conquistou 02 medalhas de prata, 01 de bronze
e 03 mencoes honrosas, ocupando a 37° posicao, nosso melhor resultado foi alcancado no

ano de 2016, ficamos em 15° lugar.
Site: http://www.imo-official.org/

1.1.2 Olimpiada Iberoamericana de Matematica - OIM

E uma competicao da qual participam os paises da América Latina, Espanha e Portugal,
representados por equipes de até 4 estudantes que nao tenham feito 18 anos de idade em 31
de dezembro do ano imediatamente anterior a celebragao da Olimpiada e que nao tenham

participado anteriormente em duas OIM.

O Brasil tem participado dessa competicao desde sua primeira edicao em 1985 e obtido
os melhores resultados entre os paises participantes tendo conquistado 50 medalhas de ouro,

36 de prata e 11 de bronze. O pais foi sede da OIM, pela primeira vez, em 1994 e, na 272
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edicao, realizada na Bolivia no més de outubro de 2012, teve um resultado importante,
obtendo o primeiro lugar geral. Em 2016 na 31* edicao realizada em Antofagasta no Chile,

o Brasil conquistou 01 medalha de prata e 03 medalhas de ouro.

Site: http://www.oei.es/oim/index.html

1.1.3 Olimpiada de Maio

E uma competicao realizada para jovens alunos, disputada em dois niveis (Nivel 1: para
alunos até 13 anos e Nivel 2: para alunos de até 15 anos), por paises da América Latina,
Espanha e Portugal.

No Brasil a olimpiada de maio ¢ aplicada apenas aqueles alunos que tenham sido pre-
miados na OBM com medalha de ouro, prata, bronze ou mencao honrosa ou tenham sido

selecionados pelo coordenador regional.

1.2 Competicoes Nacionais

1.2.1 Olimpiada Brasileira de Matematica - OBM

A Sociedade Brasileira de Matemadtica (SBM) organizou em 1979 a 1* Olimpiada Brasi-
leira de Matematica (OBM). Ao longo desses anos, a OBM passou por diversas mudancas
em seu formato (veja abaixo o quadro ilustrativo), mas manteve a ideia central que é a de
estimular o estudo da Matemaética nos alunos, desenvolver e aperfeicoar a capacitacao dos

professores, influenciar na melhoria do ensino, além de descobrir novos talentos.
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1979
| Olimpiada Brasileira de Matematica

1992

Duas Fases:

12 fase: prova com 25 questdes de
multipla escolha

22 fase: dois dias com 3 problemas em
cada dia

O nivel Junior passa a ser para os alunos
cursando até a 82 série.

1995
O nivel Junior volta a ser para estudantes
de até 15 anos.

1999
As provas do nivel 2 passam a ser
realizadas em dois dias na fase final.

1991

Dois Niveis:

Junior: para alunos completando no
maximo 15 anos em1991

Sénior: para alunos cursando o ensino
médio

1993
A 22 Fase do nivel Junior volta a ser
realizada em um dia, com 5 problemas.

1998

Trés Niveis:

I: 5% e 62 séries

II: 7% e 82 séries

II: Ensino Médio

Trés Fases:

12 fase: multipla escolha com 20 ou 25
questoes

22 fase: prova aberta com 6 questdes
32 fase: 5 questdes (niveis l e ll) e 6
questdes no nivel 1l (em dois dias)
Provas das 2 primeiras fases nas Escolas
cadastradas.
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l 2001
E criado o nivel universitario, com duas
fases.
2017
Y [ )

A OBM se integra a OBMEP realizando
apenas a Fase Unica para os niveis 1, 2 e
3.

1.2.2 Olimpiada Brasileira das Escolas Ptublicas - OBMEP

Com objetivos de estimular e promover o estudo da Matematica no Brasil entre estu-
dantes das escolas publicas municipais, estaduais e federais, contribuir para a melhoria da
qualidade da Educacao Bésica, possibilitando que o maior nimero de alunos brasileiros
possa ter acesso a material didatico de qualidade, identificar jovens talentos e incentivar seu
ingresso em universidades nas areas cientificas e tecnoldgicas, incentivar o aperfeicoamento
dos professores das escolas piblicas, contribuindo para a sua valorizagao profissional, contri-
buir para a integragao das escolas publicas com as universidades piblicas, com os institutos
de pesquisa e as sociedades cientificas e promover a inclusao social por meio da difusa’o do
conhecimento. A OBMEP ¢é uma realizacao do Instituto Nacional de Matematica Pura e
Aplicada (IMPA) com apoio da Sociedade Brasileira de Matemética (SBM) e promogao do
Ministério da Ciéncia e Tecnologia (MCT) e do Ministério da Educacao (MEC).

Lancada oficialmente no dia 19 de maio de 2005 em Brasilia, pelo entao presidente da
Republica, Luiz Indcio Lula da Silva e os ministros da Ciéncia e Tecnologia, Eduardo Campo
e da Educacao, Tarso Genro, a OBMEP ¢ dirigida aos estudantes do ensino fundamental
(6° ano ao 9° ano) e alunos do Ensino Médio das escolas publicas municipais, estaduais
e federais. A OBMEP estd estruturada de maneira que estudantes de todas as escolas
publicas do pais possam participar da competicao. Para isso conta com coordenadores
locais em diversas localidades distribuidas em todo o territério nacional.

As inscricoes dos estudantes participantes da OBMEP ¢é feita pela escola mediante
o preenchimento de uma Ficha de Inscri¢ao, disponibilizada exclusivamente na péagina

www.obmep.org.br.
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1.3 Competicao Regional

1.3.1 Olimpiada Paraense de Matematica - OPM

Algumas Olimpiadas de Matematica ja foram realizadas no estado do Para na década de
80, porém com um numero de participantes muito pequeno. Em geral, as olimpiadas desta
época eram utilizadas para classificar os alunos paraenses que participariam da Olimpiada
Brasileira de Matemética (OBM). No inicio da década de 90 a realizagao destas olimpiadas
foi interrompida, e por muitos anos o estado do Para ficou sem uma olimpiada estadual
e sem participar da OBM, somente com alguns colégios mais tradicionais (por exemplo o
Colégio Nazaré) realizavam olimpiadas internas.

Em 1997, por iniciativa do prof. Leonardo Matteo D’ério (coordenador regional) a OBM
voltou a ser aplicada no estado do Para. Foram cadastrados por volta de 10 colégios, sendo
que nesta época tivemos mais ou menos uns 500 alunos participando da OBM. Em 1999 o
Para ganhou mais um coordenador regional, prof. Joao Libonati, aumentando a capacidade
de trabalho na divulgacao da OBM. Por motivos particulares, no inicio de 2000 o prof.
Leonardo Matteo D’ério transferiu seu cargo de coordenador regional para o prof. Marcelo
Rufino de Oliveira, que desde entao vem aplicando as provas da OBM no Para.

Em 2000, por iniciativa da professora Ana Licia Carlos da Silva, a Universidade Federal
do Para (UFPA) organizou a I Olimpifada Paraense de Matemética (OPM), envolvendo
aproximadamente 700 alunos, revitalizando a competicao regional de matematica. Foram
premiados 20 alunos, 14 do ensino médio e 6 do ensino fundamental. E impossivel negar
que a idéia da realizagao da OPM veio no rastro dos excelentes resultados alcancados pelos
alunos paraenses na Olimpiada Brasileira de Matematica em 1998, 1999 e 2000, onde foram
conquistadas duas medalhas de bronze e duas mencoes honrosas, todas no Nivel 3. Em
2001 o aluno Paulo Ribeiro de Almeida Neto (medalha de bronze na OBM 2000) tornou-se
o primeiro aluno paraense a participar da seletiva brasileira para a Olimpiada Internacional
de Matematica. Para o ano de 2001 sentiu-se a necessidade da criacao de uma Comissao
Organizadora da Olimpiada Paraense de Matematica, composta de professores da UFPA e
de colégios federais, particulares e estaduais de Belém. Esta Comissao é responsavel pela

divulgacao da Olimpiada, elaboracao e correcao das provas.



CAPITULO 1. HISTORICO DAS OLIMPIADAS DE MATEMATICA 24

Desde entao a OPM vem crescendo de forma vertiginosa. Em 2001 (possuindo o apoio
da Seduc) por volta de 3000 alunos participaram da II OPM e em 2002 aproximadamente
2500 alunos participaram da III OPM. Em nivel nacional, o aluno Paulo Ribeiro de Almeida
Neto ganhou mais duas medalhas de bronze na OBM, em 2001 e 2002, participando mais
duas vezes também da seletiva brasileira para a Olimpiada Internacional de Matemética e
Iberoamericana. Em 2002 o Para alcanga suas primeiras premiagoes de Nivel Fundamental.
O aluno Matheus de Mello Assuncao foi premiado com Mencao Honrosa no Nivel 1 e os
alunos Rodrigo Santana e Flaviano Ramos foram premiados respectivamente com Medalha
de Bronze e Mencao Honrosa, ambos no Nivel 2. Rodrigo e Flaviano também participaram
da Seletiva Brasileira para a Olimpiada de Matematica do Cone Sul de 2003, realizada no
Peru. A grande novidade de 2003 foi a inédita premiagao de uma aluna paraense do interior
do estado. Plicia Maciel Carvalho, da cidade de Redencao, sul do estado do Para, ganhou
menc¢ao honrosa no Nivel 2. Em 2003 também tivemos a premiacao pela primeira vez que
alunos paraenses no Nivel Universitdrio. Estillac Borges Filho (que cursava o segundo ano do
ITA) e Mércio Rodrigo Pinheiro (que cursava o quarto ano de Licenciatura em Matemaética

na UFPa) foram premiados com mencao honrosa e medalha de bronze, respectivamente.

Site: http://olimpiadaparaense.blogspot.com.br/p/historico.html



Capitulo 2

RESULTADOS BASICOS

A partir de agora faremos uso das seguintes notagoes:

e Dados pontos distintos A e B sobre uma reta r, o segmento AB é a conjunto de
pontos da reta r que estao situados de A a B. A e B sao chamados de extremos.

Escrevemos AB para denotar o comprimento do segmento AB

—
e Sejam OA e O? semirretas de origem O com A # 0 e B # 0, denotamos um angulo
— —
a reuniao de OA e @ . As semirretas OA e @ sao os lados do angulo e escrevemos

ZAOB e dizemos que a medida do angulo ZAOB é denotada por AOB

OBSERVAOES:

1. Muitas vezes usaremos, por economia de notagao, letras gregas mintsculas para
denotar medidas de angulos, por exemplo, escrevemos m(AOB) = 6 para signi-

ficar que a medida do angulo ZAOB é 6 graus.

2. Em alguns momentos, também, escreveremos A para denotar a medida do angulo

referente ao vértice A de um poligono qualquer.

2.1 Congruéncia de Triangulos

2.1.1 Os casos LAL, ALA, LLL e LAA,

Axioma 2.1.1. (LAL)

25
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Se dois lados de um triangulos e o angulo formado por esses dois lados forem respec-
tivamente congruentes a dois lados de outro triangulo e ao angulo formado por esses dois

lados, entao os dois triangulos sao congruentes.

A
& 4\
B CA
N

Figura 2.1: o caso de congruéncia LAL.

Em simbolos, o caso de congruéncia acima garante que, dados dois triangulos AABC e

ANA'B'C’, temos:

AB = A'B
AC = A0 » 5 AABC = AABC
A = A

com a correspondéncia de vértices A <> A, B +» B, C' +» (. Em particular, segue, dali,
que

~ ~

B=PB,C=C"eBC=BC

Proposicao 2.1.1. (ALA)
Sejam NABC e ANA'B'C" dois triangulos. Se,

A = A
B =B
AB = AB’

Entao ANABC = NA'B'C’, com a correspondéncia de vértices A <+ A', B <+ B, C «
C'. Em particular, também devemos ter

~ ~

C=C", AC=AC"eBC=DB'C"

Proposicao 2.1.2. (LLL)
Se o trés lados de um triangulo sao, em alguma ordem, respectivamente congruentes aos

trés lados de outro triangulo, entao os dois triangulos sao congruentes.
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A
A 4C:
B CA
3

Figura 2.2: o caso de congruéncia ALA.

A
A <C§\<
B C A
N

Figura 2.3: o caso de congruéncia LLL.

Em simbolos, dados dois triangulos AABC e ANA’B'C’. Se

AB = AB
BC = B'C’
CA = CA

Entao AABC = AA'B'C’, com a correspondéncia de vértices A <+ A", B +» B, C + C".

Em particular, também temos

Corolario 2.1.1. (LAA,)
Se dois angulos de um triangulo e o lado oposto a um desses angulos forem respectiva-
mente congruentes a dois angulos de outro triangulo e ao lado oposto ao angulo correspon-

dente nesse outro triangulo, entao os dois triangulos sao congruentes. Em simbolos, dados

dois triangulos NABC e NA'B'C’, temos:

BC = B'C'
A = A LA NABC = ANA'B'CY,
B = B
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com a correspondéncia de vértices A <+ A', B <> B', C < C'. Em particular, também

temos

~

C=C', AC=AC" e AB=AF.

Figura 2.4: o caso de congruéncia LAA,.

2.2 Semelhanca de Triangulos

2.2.1 Teorema de Thales

Defnigoes:

e Feixe de retas paralelas ¢ um conjunto de retas coplanares paralelas entre si.

e Transversal do feixe de retas paralelas é toda reta no mesmo plano do feixe que

intersecta todas as retas do feixe.

e Pontos correspondentes de duas transversais sao pontos destas transversais que estao

numa mesma reta do feixe.

e Segmentos correspondentes de duas transversais sao segmentos cujas extremidades sao

0s respectivos pontos correspondentes

Na figura acima: Ae A', Be B', C e C', D e D' sdo pares de pontos correspondentes.

ABe A'B'", CD e C'D', BD e B'D' sao pares de segmentos correspondentes.
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A/ \A'

] \:
J \o

/ A\

Figura 2.5: paralelas cortadas por transversais.

Teorema de Thales:

Sejam a, b, ¢ trés retas paralelas, num mesmo plano, e sejam r, s duas transversais, tais

que r intersecta respectivamente a, b, c em A, B, C, e s intersecta respectivamente a, b, ¢
AB BC

em D, Fe F, entao — = —.
DE EF

Figura 2.6: teorema de thales

Demonstracao:

Inicialmente tracemos, passando por D, uma reta r’ paralela a reta r, como indicado na
figura.

Sejam B’ e C’ as intersecoes de ' com BE e CF, respectivamente, H o pé da altura

baixada do vértice E e G o pé da altura baixada do vértice B’'.

’ . '"EH DE.-B’
A érea do ADB'FE pode ser calculada de duas maneiras 28-EH2 oy DEBG

2 2
Da igualdade conclui-se que DB’ - FH = DE - B'G

Como DB’ = AB, pois sdo correspondentes entre paralelas, temos que
B _BG
DE FEH
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Figura 2.7: demonstracao teorema de thales

O AC'B'E e o AFEB' tem areas iguais (mesma base B'E e mesma altura).
BC'-EH EF-BG

Logo 5 5 . Como B'C" = BC' temos
BC B'G
EF FEFH
De (1) e (2) vem
AB  BC
DE EF

2.2.2 Semelhanca de Triangulos

Dizemos que dois triangulos sao semelhantes quando existir uma correspondéncia biunivoca
entre os vértices de um e outro triangulo, de modo que os angulos em vértices correspon-
dentes sejam congruentes e a razao entre os comprimentos de lados correspondentes seja

sempre a mesia.

kc, kb’ ’

B ka' C

Figura 2.8: dois triangulos semelhantes.
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Na figura acima, o AABC e o AA'B'C’ sao semelhantes, com a correspondéncia de
vértices A <> A, B+ B, C <> C'. Assim, A= A", B=B',C = (' e existe k > 0 tal que
AB  BC  AC i
AB  BC AC

Tal real positivo k é denominado razao de semelhanga entre os triangulos AABC e AA'B'C’,

nessa ordem (observe que a razao de semelhanca entre AA’B'C' e AABC nessa ordem, é
5
Escrevemos AABC ~ AA'B'C’ para denotar que os AABC e AA’B’C’ sao semelhantes,
com a correspondéncia de vértices A <> A’, B < B, C < C".
Se AABC ~ AA'B'C’' na razao (de semelhanga) k, é possivel provar que k é também
a razao entre os comprimentos de dois segmentos correspondentes quaisquer dos AABC' e
AA'B'C' (nessa ordem); por exemplo, nas notagoes da figura 2.8, sendo M o ponto médio
de BC e M’ o ponto médio de B'C", temos
MA a2 oy
MA  d/2
Proposicao 2.2.1. (Caso LLL de semelhanga de triangulos)
Sejam NABC e ANA'B'C’ triangulos no plano, tais que
AB  BC  AC
AR BC ACT
Entao ANABC ~ AA'B'C’, com a correspondéncia de vértices A <+ A', B < B', C + (.

~ ~

Em particular, A= A',B=B',C = C".

A

kc, kb’ /

B ka' C

Figura 2.9: o caso de semelhanca LLL.

Demonstracao:

Sendo k o valor comum das razoes do enunciado, temos AB = k- A'B’, BC =k - B'C"
e AC = k- A'C". Suponha, sem perda de generalidade, k > 1 e marque o ponto B” € AB
tal que AB" = A'B’.
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Figura 2.10: prova do caso de semelhanca LLL.

Sendo C" a intersecao, com o lado AC, da reta que passa por B’ e é paralela ao lado

BC, segue do teorema de Thales que

AC" AB" 1
AC  AB K

de maneira que AC” = ;- AC = A'C".
Trace, agora, a paralela ao lado AB passando por C”, a qual intersecta o lado BC' no
ponto D. Entao, o quadrilatero B"C” DB é um paralelogramo, de sorte que, novamente

pelo teorema de Thales, temos

B'C" BD AC" 1
BC BC AC k

Logo, B"C" = - BC = B'C".

A discursao acima mostrou que

AB" = A'B', AC" = A'C" e B"C' = B'C",

isto é, que os AAB"C" e ANA’ B'C’ sao congruentes, pelo caso LLL de congruéncia. Portanto,
temos
B=ABC = AB"C" = AB'C' = B,

A ~ N ~

e, analogamente, A = A’ e C' = (C". [

Proposicao 2.2.2. (Caso LAL de semelhanga de triangulos)
Sejam NABC e ANA'B'C’ triangulos no plano, tais que

AB  BC A
:::O:k e B=DB.
A'B"  B'C'

Entao, NABC ~ NA'B'C" com a correspondéncia de vértices A <> A', B +» B', C < (.

Em particular, A= 121’, C=C"e ﬁ:g, = k.
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A
B
/
kd ﬁc/
c
A
B kd C

Figura 2.11: o caso de semelhanca LAL.

B '\ C
Figura 2.12: prova do caso de semelhanca LAL.

Demonstracao:

Suponha, sem perda de generalidade, k > 1 e marque o ponto A” € AB tal que A”B =
A'B’

Sendo C" a intersecao, com o lado BC, da reta que passa por A” e é paralela ao lado

AC, segue do teorema de Thales

BC" BA" BA 1 o1 _
56 BA  Bai R BUmgoBO=BC

Uma vez que, A7B = A’B’, BC" = B'C" ¢ B = B, entdo os AA"BC" ¢ AA'B'C’ sio

congruentes, pelo caso LAL de congruéncia. Portanto, temos

A =m(BAC) = m(BA"C") = m(B'AC") = A’

C = m(BCA) = m(BC"A") = m(B'C'A") = C"

Trace, agora, a paralela ao lado BC passando por A”, a qual intersecta o lado AC no
ponto D. Entao o quadrildtero A”C"”C' D é um paralelogramo, de sorte que, novamente pelo

teorema de Thales, temos

A"c" D A'B 1
AC AC AB

, Dai,

A7 =
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A discursao acima mostrou que

Proposicao 2.2.3. (Caso AA de semelhanga de triangulos)
Sejam NABC e NA'B'C" triangulos no plano, tais que

Entao, NABC ~ ANA'B'C’, com a correspondéncia de vértices A<+ A', B+ B', C + (.

Em particular,

AB BC AC

AB BO AC

Figura 2.13: o caso de semelhanca AA.

Demonstracao:

Vamos supor que os triangulos nao sao congruentes e, sem perda de generalidade, que
AB > A'B’, marque o ponto B” € AB tal que AB” = A'B’ e 0 AAB"C" com B” = B’ e
C" e AC.

B / D C
Figura 2.14: prova do caso de semelhanca AA.

Uma vez que A = A, AB” = A'B e B" = B, entao 0 AAB"C" e 0 AA'B'C’ sio

congruentes, pelo caso ALA de congruéncia (1)
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Sendo B” = B’ = B, entdo a reta que passa por B” e C” é paralela ao lado BC, segue

do teorema de Thales

AB A
AB" o AC"

Trace, agora, a paralela ao lado AB passando por C”, a qual intersecta o lado BC' no

ponto D. Entao o quadrilatero BB"”C"” D é um paralelogramo, de sorte que, novamente pelo

teorema de Thales, temos

AC  BC BC A BC

AC" BD B'C"  AC"  BC

I

Logo,

AB AC BC
AB// - AC// - B//O/l
isto é, 0o AABC e o AAB"C"” sao semelhantes.

A discursao acima mostrou que

NABC ~ NAB"C" = NA'B'C" = NABC ~ NA'B'C'

Em particular,

AB BC AC

A8 DBO  AC

2.3 Relacoes Métricas e Area de um Triangulo

2.3.1 Relagoes Métricas em Triangulos Retangulos

Nessa se¢ao iremos mostrar como os arcos trigonométricos podem ser relacionados de
maneira simples a geometria de triangulos retangulos.

Na figura 2.15 consideremos um AABC, retangulo em A e tal que ABC =0 (0<0<
90°). Usando o ponto B como origem, considere o sistema Cartesiano tal que a semirreta
B—1>4 seja o semieixo positivo das abscissas e o lado AC' do triangulo fique situado no primeiro
quadrante. Em seguida, trace o circulo de centro B e raio 1 e marque sua intersecao P com
a hipotenusa BC do AABC. Sendo () o pé da perpendicular baixada de P ao eixo das
abscissas, é claro que ABPQ ~ ABCA. Portanto,
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w3

Figura 2.15: seno, cosseno e tangente em um triangulo retangulo.

AC _QP AB _QB AC _QP
BC BP BC BP AB QB

Mas, como
PQ =sinf, e QB = cos?,
as relagoes acima nos dao

A: = sin 97 AB

_— = COS@, = tan@.
BC BC AB

Em resumo, para um AABC, retangulo em A e tal que ABC = 0, temos:

_ cateto oposto a 6 cateto adjacente a 0 cateto oposto a 6
sinf = - , cosf = y , tanf = - .
hipotenusa hipotenusa cateto adjacente a 0

2.3.2 Relacoes Métricas em Triangulos Quaisquer

A proposicao a seguir generaliza o teorema de Pitdgoras para triangulos quaisquer e é

conhecida como lei dos cossenos.

Proposicao 2.3.1. (Lei dos Cossenos):
Se ANABC' ¢ um triangulo de lados AB = ¢, AC =b e BC = a, entdo

a? =b+ 2 —2bccosfl, ¥ =a’+c®—2ac-cosB e =a®>+b*—2ab-cosC

Demonstracao:
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Figura 2.16: a lei dos cossenos.
Seja H o pé da altura relativa ao lado AC' e h seu comprimento. Sabemos também que
AH =c-cosA e h=c-sinA.
Por outro lado, aplicando o teorema de Pitagoras ao ABCH, obtemos
a>=h*+ (- AH)?

a? = (c-sin A)? + (b — ¢ - cos A)
a’ = singfl—kb2 — 2bccosf1+c2 cos? A

a? = b + ¢ (sin A + cos? A) —2bc - cos A

.

-~

1

a2 =02+ c®—2c-cos A

Analogamente pode-se demonstrar

B =a?+c*—2ac-cosB e 2 =a?+b*—2ab-cosC

A proposicao a seguir é conhecida como a a relagao de Stewart.

Proposicao 2.3.2. (Relagdo de Stewart):
Se NABC' ¢ um triangulo de lados AB = ¢, AC =b e BC = a. Se P é um ponto sobre
o0 lado BC, tal que BP =z, CP =y e AP = z, entdo

bz + cty = a(zy + 22).
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Figura 2.17: a relacao de Stewart.

Demonstracao:
Se APC = 0, entao APB = 180° — 6 (ver figura 2.17). Aplicando a lei dos cossenos ao
AAPC para calcular AC' = b, obtemos

b = 2% +y* — 2yz - cosf. (1)

Por outro lado, usando que cos(180° —6) = — cos 6 e aplicando novamente, agora ao AAPB,

a lei dos cossenos para calcular AB = ¢, obtemos
=22+ 2% — 2rz - cos(180° — 0)

=2+ 2%+ 2x2 - cosb. (2)
Isolando cosf em (1) e (2) e igualando os resultados, chegamos a relagao

PNV R R s

2yz 2xz

ou, ainda, a

(22 +y* —b*) = y(c® — 22 — 2?).

Podemos reescrever a relacao acima como
2 2 2 2 2 2
xz® +yz* +ay" + a7y =b"r + cy,
apos o que um facil agrupamento de termos nos da

(z +y)2* + zy(z +y) = b’z + Py,
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Por fim, substituindo x 4+ y = a chegamos ao resultado desejado

vz + cty = a(zy + 22).

A outra relacao fundamental que veremos na proposicao a seguir é a lei dos senos

Proposicao 2.3.3. (Lei dos Senos): Se R € o raio do circulo circunscrito a um triangulo

de lados a, b e ¢, entao
a b c

e — = ~ — 2R
sinA sinB sinC

Demonstracao:

Seja AABC um triangulo de lados AB = ¢, AC = b e BC = a (veja figura 2.18 ).

Provaremos que —— = 2R (as igualdades sirl:B =2R e = 5 = 2R também podem ser

provadas de modo anélogo).

Figura 2.18: a lei dos senos.

Seja O o centro da circunferéncia circunscrita ao AABC, e A’ o simétrico de B em

relagio a O. Entdao A’ pertence a circunferéncia, de modo que m(BA'C') = m(BAB) = A.

~

Por outro lado, como BA’ é diametro da circunferéncia, temos A’CB = 90°. Entao, no

triangulo retangulo ABA'C', temos

2 - BC a
in A = si BA'C) = = —.
sin sinm/( ) 5T~ 2R

Os outros casos sao andlogos.
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2.3.3 Area do Triangulo

Podemos observar que sempre podemos decompor um triangulo qualquer em um trapézio,
onde a altura é a metade da altura do triangulo, e dois outros triangulos, que podem ser
reagrupados de modo a formar um retangulo. Vamos separar em dois casos:

1° caso: Triangulo acutéangulo (veja figura 2.19)

Figura 2.19: 1° caso: Triangulo acutangulo

2° caso: Triangulo obtusangulo (veja figura 2.20)

Figura 2.20: 2° caso: Triangulo obtusangulo

Assim, a drea de um triangulo é dada por:

S ==

Na verdade, como em cada triangulo existem trés pares de lados e alturas relativas,

podemos escrever trés expressoes para o calculo da area de um AABC:

a-hg b-hy c-he
2 2 2

onde hy, hy € he sdo as alturas relativas aos lados BC = a, CA = b e AB = ¢, respectiva-

mente.
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Por outro lado, como h, = b - sin C’, hy = c-sind e h. = a-sin B, podemos também

escrever que:
a-b-sinC  b-c-sind c-a-sinB

5 2 2 2

As férmulas dadas pelas igualdades acima sao conhecidas como férmulas do seno para

a area de um triangulo.

2.3.4 Razao entre as areas de tridngulos semelhantes

Conhecendo-se a razao k entre medidas correspondentes quaisquer de dois triangulos
semelhantes, é possivel obter a razao k? entre a 4rea desses triangulos.
Propriedade: A razao entre as areas de dois triangulos semelhantes é igual ao quadrado

da razao de semelhanca k:

Area(AABC) A

e —

Area(AA'B'C') I ZRTRNE

Demonstracao:

Figura 2.21: Razao entre areas

Se AABC e NA'B'C' sao semelhantes, entao:

a b Is h
@y e "
Portanto,
, b-h
Area(AABC) "9 b h b b_bZ_GQ_cz_k2
KeealbdBC) UK VW §F P @
2
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2.3.5 A Formula de Heron

¥oTal Y Val 5 b
Teorema 2.3.1. A drea de um AABC, onde BC =a, AC=b, AB=cep= a—|—2 + c}
¢ igual a
Vp(p—a)(p—b)(p—c)
Demonstracao:
A
b
c
ha
B X D a-x C

Figura 2.22: prova férmula de heron

Aplicando o teorema de pitdgoras no AABD, temos:
2%+ (he)? = ¢ (1)
Novamente pelo teorema de pitagoras, agora no AACD:

(a =) + (ha)? = 0 = @® = 20z + 2° + (ha)’ = V* =
N——

c2

a’® + ¢ — b?

5n (2)

a’ —2ar+F =0V —= 1=

Substituindo (2) em (1)

2 2 2\ 2 2 2 2 2 2 2
s o [(aF+c b (., a+c b a®+c*—b
(ha)” =c (—2a ) = (c oy ) (C+—2a =

(ha)? = 2ac —a* — A+ b? 2ac + a® + * — b* N
“vo 2a 2a

N

Vib+c—a)(a+b—c)(a+c—0b)(a+b+c) .

2a
Vib+ct+a—a—a)(a+b+c—c—c)la+c+b—b—>b)(a+b+c)
2a

he =

he =
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vV (2p —2a) (2p — 2¢) (2p — 2b) (2p)

ha = 2a
p_V2:2:220-a) - (p-b)p
¢ 2a
W —ab-p-b)p
¢ 2a
2 —a-9p-bp
“ a
Analogamente pode-se demonstrar que:
22— -9gb-bp . _2/b-dp-c)p-bp
b b ¢ c
’ ;. a- ha ~
Como a area S do AABC é igual a , entao

S=Vpp—a)p—b)p—o)

2.4 Quadrilateros

2.4.1 Quadrilatero Inscritivel (ou ciclico)

Teorema 2.4.1. O quadrildtero ABCD € inscritivel (ou ciclico) se, e somente se, a + [ =
0 +~ = 180°, onde & = m(DAB), 8 = m(DCB), # = m(CBA) e v = m(ADC), ou seja,

um quadrildtero € inscritivel se, e somente se, 0s angulos opostos sao suplementares.

Figura 2.23: quadrilatero inscritivel
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Demonstracao:
(=) Se ABCD é inscritivel entdo oo + 8 = 6 + v = 180°.

Como « e  correspondem aos arcos BC'D e BAD, respectivamente, entao:
200 = 360° — 23 = a + B = 180°.

Analogamente, pode-se demonstrar que 6 + v = 180°.

(<) Se a+ =60+~ = 180° entdo ABCD ¢é inscritivel.

Figura 2.24: prova ABC'D ¢ inscritivel.

Tracemos a circunferéncia A que passa pelos pontos A, B e D. Seja C' a intersecao da
reta BC' com A (ver figura 2.24).

Como ABC'D é inscritivel entdo m(ADC") + m(ABC') = 180°. Como C' pertence a
reta BC' temos que m(ABC") = 6. Entretanto sabemos que

v 460 =180° = m(ADC") =y = C = ¢" = ABCD é inscritivel.
Observe que na figura o ponto C' é interior a A, entretanto, no caso em que C' fique
exterior a circunferéncia, a demonstragao é analoga.
Observacao: Podemos identificar um quadrilatero ciclico de outras duas maneiras:

a) Os angulos interno e externo de dois vértices opostos sdo congruentes, como ilustra a

Figura 2.25.
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Figura 2.25: quadrildtero inscritivel II

2.4.2 Quadrilatero Circunscritivel (Teorema de Pitot)

Teorema 2.4.2. O quadrildtero convexo ABCD € circunscritivel se, e somente se, AB +

CD = BC+ AD, ou seja, um quadrildatero € circunscritivel se, e somente se, as somas das

medidas dos lados opostos sao iguais.

Demonstracao:

(=) Suponhamos que o quadrilatero convexo ABC'D possui uma circunferéncia ins-

crita.
C
M
D
L
N
A K B

Figura 2.26: Prova Quadrilatero Circunscritivel (=).

Como K, L, M e N sao pontos de tangéncia, entao:

AK = AN, BK = BL, CL=CM e DM = DN.

Assim,

AB+CD = AK+BK+CM+DM = AN+BL+CL+DN = (BL+CL)+(AN+DN) = BC+DA

(«<=) Suponhamos, agora que em um quadrilatero convexo temos a rela¢ao

AB+CD = BC+ DA
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Tracemos a circunferéncia inscrita ao triangulo cujos lados estao sobre as retas que passam

por AeB,BeC,CeD.

Figura 2.27: Prova Quadrilatero Circunscritivel (<=).

A partir de A trace uma tangente a esta circunferéncia, que encontra C'D em E. Como

ABCE é circunscritivel, temos que

AB+(CE=BC+FA=— AB-BC=FA—-CF =

DA-CD=FEA-CE=> DA=FA+ (CD-CE) =

DA=FA+ DE = os pontos D e E coincidem = ABC'D é circunscritivel.

2.5 Relacoes Métricas no Circulo

2.5.1 Duas retas secantes a circunferéncia:

Teorema 2.5.1. Se de um ponto P tracamos duas retas secantes a uma circunferéncia,
encontrando esta nos pontos A, B, A" e B’, de acordo com uma das figuras 2.28, entao

temos que PA-PB = PA’- PB'.

Demonstracao:

Inicialmente trace AB’ e A’B. Como PAB' = PA'B e APA' = BPB' entio

PA PA

APAB' ~ APA'B —= =— = =—
PB’" PB

— PA.-PB = PA"-PB'
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Figura 2.28: duas retas secantes

2.5.2 Teorema Reciproco:

Teorema 2.5.2. Considere quatro pontos quaisquer A, B, A, B' em um plano, trés a trés

nao alinhados. Seja P a intersecio de AB e A’B’. Se PA-PB = PA"- PB’, entio A, B,

A’ e B’ estao sobre uma mesma circunferéncia.

Demonstracao:

Figura 2.29: caso 1

PA PB
Caso 1: Como 5T = Pp e LZAPA" = /B'PB entao NAPA’ ~ AB'PB —
m(PA’A) = m(PBB') = 180° — m(AA'B') = m(ABB') = o quadrilitero AA'B'B

¢ inscritivel. L
PA PB D Al I'D = / /
Caso 2: Como T - Pp ° m(APA’") = m(B'PB) entao AAPA' ~ AB'PB =

m(AA'B") = m(ABB') e m(BAA') = m(BB'A)
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Figura 2.30: caso 2

m(AB'B) = m(AB'A")+m(BB'A) = m(ABA')+m(BAA') = 180°—m(AA'B) = AA'B'B

¢é inscritivel.

2.5.3 Uma reta secante e outra tangente a circunferéncia:

Teorema 2.5.3. Se de um ponto P tracamos uma reta tangente e uma reta secante a uma

circunferéncia, de acordo com a figura 2.31, entao PT° = PA-PB.

2\

—

Figura 2.31: uma reta secante e outra tangente

Demonstracao:

Trace AT e BT. Como m(PTA) = m(PBT) e m(TPA) = m(BPT) = APTA ~
apBr— 2L 0 57 _pA.PB
PA PT
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2.5.4 Poténcia de Ponto:

Dado um ponto P e uma circunferéncia A, de centro O e raio R, da-se o nome de poténcia
de P em relagao a A ao valor de Poty(P) = PO’ - R,

P,

Figura 2.32: poténcia de ponto

Existem 3 posigoes possiveis do ponto P com relagao a circunferéncia A.
(1) Se P € X entdo PO = R e assim Poty(P) =0

(2) Se P estd no exterior de A entdo PO > R e assim Poty(P) = PO’ — R? > 0. Além

disso, se A e B sao as intersecoes da reta PO com A, entao:

Pot\(P) = PO° — R = (PO — R)(PO + R) = PA- PB

(3) Se P estd no interior de A entdo PO < R e assim Poty(P) = PO’ — R? < 0. Além

disso, se A e B sao as intersecoes da reta PO com A, entao:

Pot,(P) = PO’ — R = (PO — R)(PO+ R) = —PA - PB

2.5.5 Eixo Radical:

Dadas duas circunferéncias, A\; e Ay, definimos Eixo Radical como o lugar geométrico
dos pontos do plano que possuem iguais poténcia de ponto em relacao a Ay e As.

Considere duas circunferéncia distintas, uma de centro A e raio R e outra de centro B
e raio r. Sejam P um ponto tal que Pot,P = PotgP e H a sua projecao ortogonal sobre

AB. Assim

PA-R?=PB —*= AH +PH —R*=BH +PH — " =
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T@--mmmmmmea=

Figura 2.33: eixo radical

R?—r*=AH - BH = (AH — BH)(AH + BH) = (AH — BH) - AB = R* —1?

Como AB, R e r sao valores constantes, entdo AH — BH também serd constante, im-
plicando que, para todo ponto P que possui igual poténcia de ponto em relacao as circun-
feréncias, a projecao ortogonal de P sobre AB é constante. Desta forma, o lugar geométrico

procurado é uma reta perpendicular a reta que une os centros das circunferéncias.

Propriedade:

O eixo radical de duas circunferéncias que se intersectam em no maximo um ponto é o
lugar geométrico dos pontos P do plano, tais que os segmentos de tangentes tragadas desde
P as circunferéncias possuem o mesmo comprimento.

Demonstracao:

Figura 2.34: propriedade do eixo radical.
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Como Pot4)P = Pot(p) P entao:

PA'— R*=PB’ —+*= PM' =PN' = PM = PN

Posigoes Relativas:

1*) Duas circunferéncias interiores ou exteriores: o eixo radical ndo intersecta ne-

nhuma das circunferéncias (veja figura 2.35).

Eixo
Radical

Eixo
Radical

Figura 2.35: duas circunferéncias interiores ou exteriores.

2*) Duas circunferéncias secantes: o eixo radical é a reta que passa pelos pontos de

intersegao das duas circunferéncias (ver figura 2.36).

' Eixo
1 Radical

Figura 2.36: duas circunferéncias secantes.

3*) Dua circunferéncias tangentes: o eixo radical é a tangente comum.
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i
1 Eixo
| Radical

1 Eixo

E Radical

Figura 2.37: duas circunferéncias tangentes.

2.6 Concorréncia e Colinearidade

2.6.1 Teorema de Ceva

Seja AABC um triangulo qualquer e sejam M, N e P, respectivamente, pontos sobre os

AM BN CP
lados AB, BC e AC. AN, BP e C'M sao concorrentes se, e somente se, ) . =
MB NC PA
Demonstracao:
AM BN CP
(=) “Se AN, BP e C'M sao concorrentes entao 5 Ne B =17
B NC PA

Inicialmente trace uma reta r paralela a BC' passando por A. Prolongue C'M e BP até

cortar r, respectivamente, em C’ e B’.

Figura 2.38: prova teorema de ceva (=)
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Dos triangulos semelhantes formados, temos:

ANAMC' ~ ACMB = A:]\é AC

3
Q

U‘

B/

"U
o

ABXN ~ ANAXB —
ANAXC'~ ACXN =

=42 AB BN
—_— = = —
_ AT AC"  CN

25 2
ool
=

Portanto, multiplicando membro a membro, (2.1), (2.2) e (2.3), obtemos:

AM BN CP AC AP BC:>AM BN CP_1
MB NC PA BC AC" AB MB NC PA

AM BN CP
(<) “Se ==.=—.=— = 1 entao AN, BP e C'M sao concorrentes.”
MB NC PA

Tracemos inicialmente AN e BP, que se cortam em X. Agora tracemos a reta que passa

por C' e X que corta AB em M’

Figura 2.39: prova teorema de ceva (<)
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AM' BN CP _
M'B NC PA

Como AN, BP e C'M' sao concorrentes, entao

Portanto,

_AM’BNC’P_AMBNOP:AM_AM’
~ M'B'NC'PA MB NC PA MB M'B
ponto que divide o segmento AB numa razao dada, entdao M = M’

, como existe apenas um 1nico

Exemplo 2.6.1. Seja M um ponto no interior do triangulo ANABC. As retas AM, BM,CM
intersectam os lados BC,CA, AB nos pontos A', B',C", respectivamente. Denotando por
S1, Sy, 55,84, S5,56 as dreas dos triangulos AMA'B, AMA'C, AMB'C,AMB'A, AMC'A
e AMC'B, respectivamente.

Provar que, se

S Sz S

Sy

S st
entdo M € o baricentro (intersecio das trés medianas) do triangulo AABC.
Solucgao:

Usando o Teorema de Ceva, obtemos

C'A A'B BC

C'B AC BA

consequentemente

————— —1 (2.4)

Demonstragao:(2.4)

Perceba que os triangulos AMC'B e AMC'A tem mesma altura h, logo

_ BC"-h 255

C"A-h 256

De (2.5) e (2.6), temos
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% _ BC
Se  C'A’
Analogamente,
s _AB s _OF
Sy BC Si AB
dai,
% & &_BC’ AB’ OA’_
S S» Si CA BC AB
Portanto

Pela condicao dada segue

S, 8, S
SZ 54 SG B Sz 54 56

Assim

Si_S_Si_,
Sy Sy Sg

Isso implica

C'A  AB _ BC
C'B AC BA
Segue que A’, B, C" sao os pontos médios dos lados do triangulo AABC e M é o bari-

centro.

2.6.2 Teorema de Menelaus

Sejam AABC um triangulo e r uma reta que intersecta BC' no ponto E, AC' no ponto

F e AB no ponto D, entao

AD BE CF _
BD EC FA
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Figura 2.40: Teorema de Menelaus

Demonstracao:

Consideremos o triangulo ACFE e altura CN = h,, o triangulo AAFD e altura AM =
ha, € o triangulo ABDE e altura BP = h,

Figura 2.41: prova Teorema de Menelaus

Desde que AM, BP e C'N sao perpendiculares ao segmentos M D, entao esses trés
segmentos sao paralelos. Assim:

i) AAMD ~ ABPD = AD _ha

BD  hy

i) ABPE ~ ACNE — BE _ o,
EC  h.

i) AAMF ~ ACNF — SL _ he
FA  ha

Multiplicando: AD BE CF _ ha hy he

2.6.3 Teorema Reciproco de Menelaus

Seja AABC' um triangulo. Se, D, E e F' sao pontos sobre as retas suporte dos lados
. AD BE CF . - .
AB, BC' e AC, respectivamente, e . . = 1 entao D, E e F sao colineares.
BD EC FA
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Demonstracao:

Figura 2.42: prova Teorema reciproco de Menelaus

Suponha que a reta D corta o lado AC' em F'. Pelo Teorema de Menelaus temos que

AD BE CF' AD BE CF - F'A  FA .
. . = 1. Como = 1 entao temos que = ——, como existe
BD EC F'A

BD EC FA CF CF
apenas um unico ponto que divide o segmento AC' numa razao dada entao F' = F' = D,

F e F estao alinhados.
[ |

Observagao 1: A demonstracao do teorema de Menelaus foi realizada para o caso em
que a transversal corta dois lados e o prolongamento do terceiro lado do triangulo. Contudo,
o teorema de Menelaus também ¢ vélido quando a transversal corta o prolongamento dos

trés lados do triangulo, conforme figura ?7. Neste caso, a expressao do teorema de Menelaus

fica
AD BE OF__1
AB EC FA
N\
~
N\
_____________ C D

Figura 2.43: Observacao 1

Observacao 2: Para escrever adequadamente o Teorema de Menelaus é necessario
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destacar sobre qual triangulo e qual transversal o teorema esta sendo aplicado. Por exemplo,
aplicando o Teorema de Menelaus sobre o triangulo AABC e a transversal FED tem-se
AD BFE CF

——-— = 1. Entretanto, aplicando o Teorema de Menelaus sobre o triangulo AFAD
DB EC FA

BD EF CA

e a transversal CE'B segue que . . =
BA ED CF

C

Figura 2.44: observacao Teorema de Menelaus

Exemplo 2.6.2. Prove que se r é uma reta que passa pelo baricentro, G, do NABC, e

intersecta AB em M e AC em N, entao (AM)(NC) + (AN)(MB) = (AM)(AN). (Veja
Figura 2.45)

Figura 2.45: exemplo 2.6.2

Demonstracao:
Na figura 2.45, a reta MN corta % em P. G é o baricentro do AABC'. Considere W
como uma transversal do AAKC'.

Pelo Teorema de Menelaus temos:

NC AG PK
AN GK CP
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2PK NC PC
P AN 2PK

AG 2
1

Desde que — =
GK

=S

Agora considere GM ﬁ como uma transversal do AAK B,

Pelo Teorema de Menelaus temos:

MB AG PK _

AM GK BP
AG 2 MB 2PK MB PB
DeSdeque::—::-::1:::: (II)
GK 1 AM PB AM  2PK

Somando (I) e (II), resulta

NC  MB _PC+PB
AN  AM  2PK
Sendo PC = PB + 2BK, entdo PC + PB = 2(PB + BK) = 2PK.

(AM)(NC) + (AN)(MB)

e — 1 e (AM)(NC) + (AN)(MB) = (AM)(AN).

Portanto

2.6.4 Teorema de Pappus

Os pontos A, B e C estdao em uma reta e A’, B’ e C' estdo em outra reta (em alguma
ordem). Se zﬁ e ,ﬁ intersectam-se em C”, j@ e jﬁ intersectam-se em B” e B<—>C” e %
intersectam-se em A’, entao os pontos A”, B” e C” sao colineares.

Demonstracao:
B'C e A'B encontram-se no ponto Y, AC" e A’B encontram-se no ponto X e B'C e AC’
encontram-se no ponto Z. Conseidere C” AB’ como transversal do AXY Z. Pelo Teorema

de Menelaus:

7B YC" XA )
YB XC" ZA

Tomando A’B”C' como transversal do AXY Z. Novamente pelo Teorema de Menelaus:

YA XB'" 7ZC

7 7 o (2)
XA ZB" YC
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Figura 2.46: prova teorema de Pappus.

Tomando, agora, BA”C" como transversal do AXY Z. Mais uma vez pelo Teorema de

Menelaus:

YB XC' ZA”_l )
XB 7O YA"

Como A, B e C sao colineares e os pontos A’, B’ e C’ sdo colineares, podemos escrever as se-

guintes relagoes do Teorema de Menelaus (quando considerarmos cada reta como transversal

do AXY Z).

7B YA XU n
YB XA ZC'
XA ZC YB
XA 26 YB 5
ZA YC XB
Multiplicando (1), (2) e (3)
ZB YC" XA YA XB" ZC YB XC ZA"
YB XC" ZA XA ZB" YC XB ZC' YA"
Reorganizando,
ZB YA XC' XA ZC YB YC" XB" ZA"
YB XA 7C' ZA YC XB XC" ZB" YA"

(4)
Substituindo (4) e (5), obtemos

(5)

YO//

XB// ZA/I
=1

Xcr

7B ' Y A" o

Desta forma, pelo Teorema de Menelaus temos que A”, B” e C” sao colineares.
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2.7 Triangulos: Pontos Classicos

2.7.1 Mediana e Baricentro
Definicao
Num triangulo, mediana é cada um dos segmento que tem por extremos um vértice e
ponto médio do lado oposto.
Teorema

As trés medianas de um triangulo sdo concorrentes em um ponto denominado baricentro

(G).

Figura 2.47: Baricentro

Demonstracao:
Sejam F', D e E os pontos médios, respectivamente, dos lados AB, BC e AC, ou seja,

AF = FB, BD = DC e CE = EA. Tracemos as trés medianas: AD, BE e CF. Como
AF BD CFE

FB DC EA

= 1, pelo Teorema de Ceva temos que estas trés medianas sao concorrentes.

Propriedades do Baricentro:

I) E o centro de gravidade do triangulo, por isso costuma-se representa-lo por G.
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IT) Divide cada mediana em duas partes tal que uma é o dobro da outra;

AG = 2.GD
BG = 2.GFE (2.7)
CG = 2GF
Demonstracao:
C
D E
B A

Figura 2.48: prova propriedade II

Considere o ABCF e a transversal AD. Pelo Teorema de Menelaus:

AB FG CD FG CcG
FA CG DB CG GF
[ |
As outras duas relagoes sao demonstradas de forma andaloga.
Podemos enxergar esta propriedade de outra forma, por exemplo,
- 2
AG = gAD
(2.8)
GD = JAD

IIT) As trés medianas de um triangulo qualquer o dividem em seis triangulos de mesma

area.

Demonstracao:
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Figura 2.49: prova propriedade III

Observe que ABGM; e ACGM; possuem a mesma altura relativa ao vértice G' (bari-
centro do triangulo AABC) e que suas bases sdo iguais, uma vez que BM; = CM,. Dessa
forma as areas dos triangulos ABGM; e ACG M sao iguais. Analogamente concluimos que
as areas dos triangulos AAGM, e ACGM, sao iguais, bem como as areas dos triangulos
ANAGM3 e ABGMj3 também sao iguais.

Da mesma forma outros pares de triangulos possuem a mesma base e a mesma altura:

i) ABAM; e ACAM;; ii) ABCM;3 e ANACMs; iii) ACBMs e AABM,.

Concluimos, portanto, que:

2242 = 2y+=x
r4+y = 224y = r=y=2=2 (2.9)
2042 = 204z

Definicao:

Dado um triangulo AABC, sejam M, N e P os pontos médios dos lados. O tridngulo
AMN P é chamado triangulo medial de AABC

Proposicao 2.7.1. O triangulo medial de um triangulo AABC é semelhante ao triangulo

AABC e sua drea € 1/4 da drea de NABC.

Demonstracao:

Sejam M, N e P os pontos médios dos lados de um triangulo AABC



CAPITULO 2. RESULTADOS BASICOS 64

Figura 2.50: triangulo medial

Pela construgao temos MN||AB = ACMN ~ ACBA => AB = 2MN
Analogamente M P||AC' = AC' =2MP e NP||BC = BC =2NP

Portanto temos que:

AB AC  BC

= = =2= AMNP ~ ANABC
MN MP NP

Também, como a razao de semelhanca é 2, entao

S 1
2ABC _ 9% — 4 — Spynp = ZSAABC-

SAMNP

2.7.2 Bissetriz e Incentro
Definigao:

A bissetriz do angulo A de um tridngulo AABC é o segmento AD tal que m(BAD) =
m(DAC).

Figura 2.51: bissetriz do angulo A
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Propriedade da Bissetriz:

Os pontos pertencentes a bissetriz AD sao equidistantes dos lados AB e AC.

Demonstracao:

Figura 2.52: prova pontos da bissetriz equidistantes dos lados

Seja P um ponto pertencente a bissetriz AD e os pontos E e F as intersecoes das
perpendiculares baixadas do ponto P, respectivamente aos lados AB e AC. Temos que

os triangulos AAPE e AAPF sao congruentes, pelo caso LAA, de congruéncia, portanto

temos que PE = PF.

Teorema da Bissetriz Interna:

A BD
Se AD é a bissetriz do angulo A de um triangulo AABC' entao S0 = 7

Als

Demonstracao:

Prolongue, a partir de A, o segmento AB até A" de modo que A'C||AD.

Note que sendo A'C||AD entdao m(DAC) = m(ACA).

Como m(CAA") = 180° — 2a entdo m(AA'C) = o = AAA'C é isésceles = AAT =
AC.

Deste modo AA'BC ~ ANABD —

BA’_BA_BA'—BA_AA’_AC:BD_AB
BC BD BC-BD DC DC DC AC




CAPITULO 2. RESULTADOS BASICOS 66

LA

Figura 2.53: prova teorema bissetriz interna

Incentro

As bissetrizes de um triangulo sao concorrentes em um ponto denominado de incentro

(D).

Demonstracao:

Figura 2.54: prova concorréncia das bissetrizes internas

Pelo teorema da bissetriz interna temos que:

AZ AC BX AB CY CB
ZB OB XC AC YA BA

Deste modo, multiplicando membro a membro, temos que

AZ BX CY AC AB CB
7B XC YA (B AC BA

Portanto, pelo teorema de Ceva concluimos que as trés bissetrizes internas sao concor-

rentes:.



CAPITULO 2. RESULTADOS BASICOS 67

Propriedade do Incentro:

E o centro da circunferéncia inscrita no triangulo.

B
/\>

Figura 2.55: propriedade do incentro

Demonstracao:

Pela propriedade da bissetriz temos que I é o ponto equidistante de AB, BC e C'A. Desta
forma existe uma circunferéncia com centro em I tangente aos trés lados do triangulo, cujo

raio é exatamente a distancia de I aos lados AB, BC' e C'A.

Area do triangulo circunscrito

Seja S a area do triangulo AABC' e r o raio do seu circulo inscrito. Desta forma:

a-r b-r cr (a+b+o)r

S=25 S S = =
ABCI T Oaact + OaABr 5 + 5 + 5 5

S=p-r

Definicao:

Bissetriz externa do angulo A de um triangulo AABC ¢ a semi-reta que divide ao meio

o angulo externo A.
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2.7.3 Teorema da Bissetriz Externa

= Q
AlS

Se AP é bissetriz do angulo A de um tridngulo AABC entdo —— =

Demonstracao:

Figura 2.56: teorema da bissetriz externa

Seja AP a bissetriz externa do angulo A. Desta forma BAP = 90° — é.

Aplicando a lei dos senos ao triangulo AABP:

- - - A
AB  BP BP s (5)

= . — 1
sin 6 sin(90° — %) — AB sin 6 (1)

Aplicando novamente a lei dos senos, agora ao triangulo AACP:

ac o cp_ (1) o
sing sin(90° + é) AC  sinf

Portanto, concluimos a partir de (1) e (2) que

S
=3
Als

2.7.4 Mediatriz e Circuncentro
Definicao:

Dados os pontos A e B no plano, mediatriz do segmento AB é a reta perpendicular a

AB que passa por seu ponto médio.
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Proposicao 2.7.2. (Caracteriza¢ao da mediatriz de um segmento como lugar geométrico)
Dados os pontos A e B no plano, a mediatriz do segmento AB € o lugar geométrico dos

pontos do plano que equidistam de A e de B.

Demonstracao:

Figura 2.57: P € (mediatriz de AB) = PA = PB.

Sejam M o ponto médio e m a mediatriz de AB. Se P € m, entao no triangulo APAB,
PM ¢é mediana e altura e, dai, os triangulos APMA e APM B sao congruentes pelo caso
LAL de congruéncia, logo o triangulo APAB é isésceles de base AB. Portanto PA = PB

|

Proposicao 2.7.3. Em todo triangulo as mediatrizes dos lados concorrem em wm mesmo

ponto, o circuncentro (0) do mesmo.

Demonstracao:

Sejam AABC um triangulo qualquer, 7, s e t, respectivamente, as mediatrizes dos lados
BC, CA e AB, e O o ponto de intersegao das retas r e s.

Pela caracterizacdao da mediatriz de um segmento como lugar geométrico, temos OB =
OC (pois O € r) e OC = OA (pois O € s). Portanto, OB = OA e segue, novamente da

caracterizagao da mediatriz como lugar geométrico, que O € t.

Propriedades do Circuncentro:

I) E um ponto equidistante dos vértices do triangulo.
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~

~
L DY TR

<

Figura 2.58: o circuncentro de um triangulo

IT) E o centro da circunferéncia circunscrita no triangulo.

Como O é equidistante de A, B e (', entao existe um circunferéncia A com centro em

O e que contém os vértices do AABC. A esta circunferéncia A\ que contém os vértices do

AABC déa-se o nome de circunferéncia circunscrita ao AABC. Podemos dizer, também,

que o triangulo AABC' estd inscrito a A ou que A é o circuncirculo do AABC

Figura 2.59: circuncirculo do AABC

Area do triangulo inscrito

Se AABC' é um triangulo de lados AB = ¢, AC = b e BC = a, angulos internos A, B,

C' e raio do circulo circunscrito igual a R, entao

abe
Saapc = R

Demonstracao:
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Vimos na secao 2.3.3 que a area de um triangulo AABC pode ser dada pela formula do

seno
a-b-sinC

Saapc = 5

Aplicando a lei dos senos a férmula acima, obtemos

1 c abc
SAABC—Q'a'b'ﬁ—E

2.7.5 Altura e Ortocentro
Definicgao:

Seja AABC um triangulo. chamamos de altura do triangulo em relacao ao lado BC', ao

segmento de reta perpendicular a % que tem por extremidades A e a projecao ortogonal

de A sobre %

Proposicao 2.7.4. As trés retas suportes das alturas de um triangulo concorrem em um

ponto denominado de ortocentro (H).

Demonstracao:

Seja AABC um triangulo qualquer. H& trés casos a considerar:

(a) AABC é retangulo: suponhamos, sem perda de generalidade, que BAC = 90°.
Entao, A é o pé das alturas relativas aos lados AB e AC'.

C

Figura 2.60: ortocentro de um triangulo retangulo.

Como a altura relativa ao lado BC passa (por definigdo) por A, segue que as alturas de

ANABC concorrem em A.
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(b) AABC' é acutangulo: trace, respectivamente por A, B e C, retas r, s e t paralelas a
BC, CA e AB (também respectivamente), e sejam rNs = {P}, sNt={M},tNr={N}.
Entdo, os quadrilateros ABCN e ABMC sao paralelogramos, de sorte que CN = AB =
CM e, daif, C é o ponto médio de M N. Analogamente, B é o ponto médio de MP e A o
ponto médio de N P.

Figura 2.61: ortocentro de um triangulo acutangulo.

Por outro lado, a altura relativa a BC também ¢é perpendicular a NP, ja que % e
W’ sao paralelas. Do mesmo modo, as alturas relativas a AC' e AB sao respectivamente
perpendiculares a M P e M N. Segue que as alturas do triangulo AABC' sao as mediatrizes
dos lados do triangulo AMNP. Mas ja provamos que as mediatrizes dos lados de um
triangulo sao concorrentes, de modo que as alturas de AABC devem ser concorrentes.

(c) AABC ¢ obtusangulo: a prova é totalmente analoga a do caso (b.)

N

Figura 2.62: ortocentro de um triangulo obtusangulo
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Propriedades do Ortocentro:

I) E o circuncentro do triangulo obtido quando tracamos pelos vértices do triangulo
AABC paralelas aos lados opostos (item b da proposi¢ao anterior).
1) E o incentro do triangulo cujos vértices sao os pés das alturas do triangulo acutangulo

AABC (triangulo értico do triangulo AABC)

C

Figura 2.63: triangulo o6rtico do triangulo AABC.

Demonstracao:

Note que ECDH ¢ inscritivel, dai
m(EDH) = m(ECH) = 90° — m(BAC) (1)
Como DBF H também é inscritivel, vem
m(FDH) = m(FBH) = 90° — m(BAC) (2)
Logo, de (1) e (2) temos que
m(EDH) = m(FDH) = altura AD é a bissetriz do angulo ZEDF.
Analogamente pode-se demonstrar que:

m(DEH) = m(FEH) = 90° — B e m(EFH) =m(DFH) = 90° — C.

Portanto, as alturas do triangulo AABC sao as bissetrizes do triangulo ortico ADEF,

isto é, H é o incentro do triangulo ADEF'.
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2.8 Outros Teoremas Classicos

Em secoes anteriores vimos alguns teoremas classicos, como o teorema de Ceva e o

teorema de Menelaus. Aqui veremos outros teoremas classicos.

2.8.1 Teorema de Ptolomeu

Se ABC'D é um quadrilatero inscritivel de diagonais AC' e BD, entao

AB-CD+ AD-BC = AC - BD.

Demonstracao:

Figura 2.64: prova teorema de Ptolomeu.

Marque o ponto P sobre a diagonal BD, tal que m(PAB) = m(C'AD). Como m(ABD) =
m(AéD), os triangulos ABP e AC'D sao semelhantes pelo caso AA e, dai,

5P _A5
D AC

Analogamente, também sao semelhantes os triangulos ABC e APD, de maneira que
PD AD
N )
BC AC 2)

Agora, as relagdes (1) e (2) obtidas acima nos dao

AB-CD n AD - BC
AC AC

AB-CD+ AD-BC = AC - BD

BD = BP+ PD =
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2.8.2 Teorema de Hiparco

A razao das diagonais de um quadrilatero inscritivel é igual a razao entre a soma dos
produtos dos lados que concorrem com as respectivas diagonais.

Demonstracao:

Figura 2.65: prova teorema de Hiparco.

Pela figura temos que

Sapac +Sapac = Saasp + Sacsp

b od- od- b-c-
ab-p cdp _a g, b-ca

4R 4R 4R 4R
pla-b+c-d)=qla-d+b-c)
]_o_a-d—i—b-c
g a-b+c-d

2.8.3 Circunferéncia de Apolonio

Dados dois pontos distintos A e B e o real 0 < k # 1, o lugar geométrico dos pontos
AC
C do plano tais que 2O = k é uma circunferéncia cujo centro esta sobre a reta AB. Este

lugar geométrico é denominado circunferéncia de Apolonio de A e B e razao k.

Demonstracao:
Considere que os pontos D e E dividem harmonicamente o segmento AB na razao k,
. DA EA ) . . AC
ou seja, — = —— = k. Seja C' um ponto qualquer do lugar geométrico, entao — =
DB EB BC
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Figura 2.66: o circulo de Apolonio.

DA _

S5 = k, segue do teorema da bissetriz interna que C'D é bissetriz interna em AABC.
AC FA . : ) ,

Analogamente, VT = 5 = k e conclui-se, pelo teorema da bissetriz externa que CE é

bissetriz externa em ANABC, dai CD e C'E sao perpendiculares e como D e F sao pontos

fixos, o lugar geométrico é o circulo de diametro DFE.

[ |
Observagao: Perceba que é possivel definir o circulo de Apolonio utilizando bissetriz.
Seja D a intersecao do lugar geométrico com o segmento AB. O circulo de Apolénio é o

lugar geométrico dos pontos C' de modo que C'D é bissetriz interna de ZACB.

2.8.4 Teorema de Carnot

Sejam AABC um triangulo acutangulo, O e R, respectivamente, centro e raio da cir-
cunferéncia circunscrita a AABC' e r o raio da circunferéncia inscrita a AABC. Se por O
tracam-se perpendiculares aos lados de AABC', intersectando AB em O, AC' em Oy e BC'

em O3, entao:

001+ 00, +003 = R+ .

Demonstracao:

Inicialmente note que m(BOC) = 2m(BAC) = 2A. E como ABOC é isésceles de
base BC, entdo OO; é altura e bissetriz, logo m(BOOg) = A, o que implica dizer que
003 = R - cos A. Analogamente, 005 =R - cos B e 00; = R - cos C.
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Figura 2.67: o teorema da Carnot.

A area do ABOC' é dada por
a-00; a-R-cosA

SaBoc = 5 = 5

Analogamente: R A
c-R-cosC b-R-cosB
Spaop = ————— € Spa0c = —————
2 2
Desta forma a area de AABC' é dada por:
a-R~cosA+ c-R-cosC n b-R-cosB
2 2 2
S_ R <a~cosfl+b~cos§+c~cosé’)

S = Sapoc + Saraos + Srsoc =

2
EmAABC:azb-cosC’%—C-cosE, b=a-cosC+c-cosA e c=a-cosB+b-cosA
Somando estas equagoes:
a+b+c=(0b+c) cosA+ (a+c)-cos B+ (a+b)-cosC
a+b+c= (a+b+c)-cos A4 (a+b+c)-cos B+ (atb+c)-cosC—a-cos A—b-cos B—c-cos C

a+b+c=(a+b+c)(cosAcosBeosC) — (a-cos A+b-cosB+c-cosC)
003 00y 00 25 28 25
2p:2p( 3 2 1) _( ABOC | 29840C AAOB)

R+R R R R R

00, 00, 00;\ 28
op =2 25
P p( R R T R> R
pR:p(OOl+OOQ+OOg)—pT

001+002+003:R+7’
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2.8.5 Teorema de Euler (Reta de Euler)

Em um triangulo AABC o baricentro (G), o circuncentro (O) e o ortocentro (H) estao
alinhados e pertencem a uma reta denominada de Euler. Além disso HG = 2GO.

Demonstracao:

Figura 2.68: reta de Euler.

Inicialmente tracemos a altura relativa ao vértice A, a mediana relativa ao vértice A e a
mediatriz do segmento BC'. H representa o ortocentro e O o circuncentro do AABC.

Trace o segmento OH e seja W a intersecao de OH com a mediana relativa ao vértice
A.

Como H é o ortocentro do AABC entao BH é a altura relativa ao vértice B, ou seja,
BH1AC.

Como M e N sao pontos médios, respectivamente, dos lados BC' e AC', entao M N||AB
e AB = 2MN. Observe agora os triangulos AAHB e AMON.

Note que: AH||OM, BH||ON ¢ M N|AB.

Desde que dois triangulos que possuem todos os lados paralelos sao semelhantes, entao

AH :BH: AB 9 AF — 9070
OM ON MN

ANAHB ~ AMON :

Repare agora nos tridangulos AAHW ¢ AMOW. Como HAW = OMW =0 ¢ AWH =
MWO = a, entdo temos que AAHW ~ AMOW. Portanto

AW HW AH

= = =2= AW =2WM e HW =2WO
WM WO OM
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Uma vez que W é o ponto da mediana AM tal que AW = 2W M entao W é necessariamente
o baricentro do triangulo AABC. Assim, W = @G, fazendo com que O, G e H estejam
alinhados.

Da expressao HW = 2WO concluimos que HG = 2GO

2.8.6 Teorema de Euler (Circulo dos Nove Pontos)

Em um triangulo, os pontos médios dos lados, os pés das alturas e os pontos médios dos
segmentos que ligam o ortocentro aos vértices pertencem a uma mesma circunferéncia.

Demonstracao:

C

1

1

7

SR
1 s
7 ’ 1
! 1
! L’ H
E ’ 1
v ﬂ‘ - o
B Rt A’y
"l ” 1
f’ 1
1
4 -z
LA | 1
. ’ :I'G‘I‘ :
P ,”| / N H 1
’ D

’, Pid 1 1

" . /

‘. 1 rid 1
,z:—' ll 4"‘ Q
> K .-

A c’ F B

Figura 2.69: Circulo dos Nove Pontos.

Na figura, A’, B’ e C' sdo os pontos médios dos lados do AABC. Uma vez que A'B’ é
base média do AABC, A'B'|AB. Portanto, o quadrilitero A'B'C'F é um trapézio. B'C’

——  BC
é base média do AABC, assim B'C' = — Como A’'F é mediana do triangulo retangulo

ABCF, A'F = 370 Assim, concluimos que B'C’' = A’F e assim temos que A'B'C'F é
um trapézio isésceles, e como todo trapézio iséscele é inscritivel, os pontos A, B', C' e F
pertencem a mesma circunferéncia.

Analogamente pode-se demonstrar que os quadrildteros A’B'C'D e A’ B'C' E sao trapézios

is6sceles. Assim os seis pontos A’, B', C’, D, E e F pertencem a uma mesma circunferéncia.
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Sendo H o ortocentro do AABC, seja M o ponto médio de CH. Deste modo, B'M é
base média do AACH, ou seja, B'M||AH ou B'M||AD. Desde que B’C" é base média do
AABC, B'C'||BC. Desta forma, com ADC é um angulo reto entdo M B'C" é também um
angulo reto. Assim, concluimos que M B’C’'F é um quadrilatero inscritivel, implicando que
M pertence a circunferéncia que passa pelos pontos B, C' e F. Analogamente, definindo
L e K como os pontos médios de BH e AH, respectivamente, pode-se demonstrar que
os quadrilateros B'EA'L e A/ DK B’ sao inscritiveis. Uma vez que por trés pontos nao-
alinhados passa somente uma circunferéncia, conclui-se que os nove pontos A’, B’, C', D,

E, F, K, L e M pertencem a uma mesma circunferéncia.

Teorema 2.8.1.

O centro do circulo dos nove pontos é o ponto médio do segmento que liga o ortocentro
ao circuncentro.
Demonstracao:

Observe que AMC'F é um triangulo retangulo (dngulo reto em F') inscrito no circulo
dos nove pontos, fazendo com que MC’ seja seu diametro. Assim, o ponto N, médio de
MC', é o centro do circulo dos nove pontos. Seja R o ponto onde o prolongamento de AO
intersecta o circuncirculo de AABC.

OC" é base média do AARB, assim OC'||RB. Como o AARB ¢é um triangulo inscrito
em uma semi-circunferéncia de diametro AR, temos que ZABR é um angulo reto.

Desde que RB e C'F sao perpendiculares a AB, entdao RB||C'F. Analogamente BE||CR,
onde concluimos que CRBH ¢é um paralelogramo, daf RB=CH.

Assim, OC" = ? = MH, onde temos que OC'HM ¢ um paralelogramo (um par de
lados congruentes e paralelos). Ja que as diagonais de um paralelogramo intersectam em
seus respectivos pontos médios, chegamos a conclusao que o ponto médio de MC’, ponto

N, é também ponto médio de OH.

Teorema 2.8.2.

O comprimento do raio do circulo dos nove pontos é metade do comprimento do raio do

circuncirculo.
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Demonstracao:

Na figura 2.69, observa-se que M N é base média do AOHC'. Assim, M N =

ocC

2
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Capitulo 3

PROBLEMAS OLIMPICOS

Problema 3.1. (OBM-1993) No quadrildtero convezro ABCD sao dados os angulos
m(BAC) = 30°, m(CAD) = 20°, m(ABD) = 50° e m(DBC) = 30°. Sendo P o ponto de
intersecdo das diagonais AC e BD, provar que PC = PD.

Solucao:

Observe que o triangulo AABD é isésceles de base AB, pois m(BAD) = m(ABD) =
50°.

Construa a circunferéncia de centro D e raio AD = BD. O prolongamento de AC
encontra a circunferéncia em E. Como o angulo BAE estd inscrito na circunferéncia de

centro D, temos BDE =2 - BAE = 60°. Logo o triangulo ABED é equilatero.

! \

-~
-

Figura 3.1: solucao problema 3.1

82
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Segue que m(EBC) = 60° —m(CBD) = 30°. Assim a reta BC' é mediatriz do segmento
DE, donde CE = CD.
Mas 0 AADE é isésceles e deste modo, m(DEA) = m(EAD) = 20°.
Segue que m(CDE) = 20°, m(PDC) = 60° —m(CDE) = 40° e m(PCD) = m(CED) +
m(C’ﬁE) = 40°. Logo o triangulo APCD é is6sceles de base C'D e portanto, PC = PD.
|

Problema 3.2. (OBM-199/) Calcule a drea do triangulo AABC' abaizo, dados BD = 4,
DE =2, EC =6, BF = FC = 3.

Figura 3.2: problema 3.2

Solucao:

Como BD = 2DFE e D é um ponto da mediana AF, entdo D é baricentro do triangulo
AABC e consequentemente E é ponto médio do lado C'A. Além disso, os triangulos ABCE
e AABFE tém mesma altura e mesma base, ou seja, mesma area.

Como o triangulo ABCE é equiltero de lado 6, entao ABCE tem érea 9v/3 e o triangulo
AABC tem drea 18v/3.

Problema 3.3. (OBM-1993). Seja ABC'D um quadrildatero convezo, onde N € o ponto
médio de DC, M € o ponto médio de BC, e O € a intersec¢ao entre as diagonais AC e BD.

Mostre que O € o baricentro do NAMN se, e somente se, ABCD ¢é um paralelogramo.

Solucao:
Inicialmente observemos o seguinte fato: se num ABC' D os pontos médios dos lados BC'
e DC sao pontos M e N, entao qualquer segmento C' X, com X € BD, é dividido em duas

partes iguais pela base média M N.
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Figura 3.3: solugao problema 3.3-1

De fato, se P é o ponto de intersecao dos segmentos C'X e M N, pelo paralelismo de

MN e BD podemos escrever

P N S —
PX ND
Segue que N P e PM sao bases médias dos triangulos ACDX e ACX B e podemos escrever

DX =2NPe XB=2PM.

Voltemos ao problema. Suponha inicialmente que O é o baricentro do AAMN e seja P

o ponto de intersecao de OC' e M N.

Entdo NP = PM e pelas afirmacoes anteriores temos DO = 2NP = 2PM = OB.

Figura 3.4: solugao problema 3.3-2

Também, CP = OP e AO = 20P (lembre-se que O ¢é o baricentro do AAMN). Por-
tanto, AO = OC' e, como DO = BO, segue que ABCD é um paralelogramo.

Suponha agora que ABC'D é um paralelogramo. Devemos provar que O é o baricentro

do ANAMN.

Como O é o ponto médio da diagonal BD, temos NP = = PM e entao AP

é a mediana do AAMN.

<[

B0 o
2
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Figura 3.5: solugao problema 3.3-3

Por outro lado, CP = OP e, com AO = CO, segue que AO = 20P.
Portanto, como O é um ponto sobre a mediana AP tal que AO = 20P, concluimos que
O é o baricentro do AAMN.
|

Problema 3.4. (IMO 2005). Escolhemos seis pontos sobre os lados do triangulo equildtero
ANABC: Ay, Ay sobre BC; By, By sobre AC; Ci, Cy sobre AB. FEssa escolha € feita de
modo que AyAsB1ByC1Cy € um hexdgono convexo com todos os seus lados iguais. Prove

que A1By, B1Cy e C1 Ay sao concorrentes.

Solucao:
Ao desenhar o hexdgono, podemos pensar em recorta-lo! Se tirarmos o hexdgono e

rearranjarmos a figura, obtemos

Figura 3.6: solugao problema 3.4-1
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Ou seja, obtemos um triangulo equilatero dentro do outro. Mas serd que as pecas se
encaixam direitinho mesmo? Sim! E s6 deslizar cada um dos triangulos CyA1B e Ay B1C
ao longo de AB e AC, respectivamente. Cada lado “diminui”de x, entao encaixam-se
perfeitamente num triangulo equilatero.

Vamos calcular alguns angulos. Considere o vértice P na figura abaixo e sejam a e [ as

medidas dos angulos em torno desse vértice. Temos a + 60° + 3 = 180°.

Figura 3.7: solugao problema 3.4-2

Observando os dois triangulos brancos com P como um de seus vértices, nota-se que no
triangulo superior estao marcados os angulos internos de medidas a e 60°, ou seja, o outro
angulo mede f; no triangulo da direita estao marcados os angulos internos [ e 60°, sendo
que o outro angulo mede «. Isso quer dizer que os triangulos brancos sao todos congruentes!

Voltemos agora a figura original e recorte trés triangulos do hexagono, ou melhor, trace
trés de suas diagonais (veja figura 3.8). Pela congruéncia entre os triangulos AAByCh,
ABCyA; e AC AyBy, os angulos externos ZC By By, /B1AsA; e ZA1C5C sao congruentes.
Deste modo, pelo caso LAL de congruéncia, os triangulos AC1 By By, AB1As Ay e ANAC5Ch

sao congruentes e, portanto, B1C; = A;B; = CiA;, ou seja, o triangulo AA;B;C4 é

equilatero!

Para terminar, note que como A;B; = A1Ci e BoB; = By(C4, a reta A B, é mediatriz
de B;C;. Analogamente, A;C é mediatriz de A1 B; e CyB; é mediatriz de A;C;. Como as

mediatrizes de um triangulo sao concorrentes, o resultado segue.
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Figura 3.8: solugao problema 3.4-3

Problema 3.5. (OBM-2005) O ponto D pertence ao lado BC do triangulo ANABC.
Sabendo que AB = AD =2, BD =1 e os dngulos ZBAD e ZCAD sao congruentes, entdo

a medida do seqguimento C'D é:

C) D) E)

| ot

3 4
A)§ B)g

Solucao 1:

«

B M 1/2 D

Figura 3.9: solucao 1 problema 3.5

Como os angulos ZBAC' e ZC AD sao congruentes, o segmento AD é bissetriz interna

do angulo ZBAC do triangulo AABC'. Assim, pelo teorema da bissetriz interna,

AB _ 2_AC a6 _9cDp

C
::>
BD CD 1 CD
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Sendo M ponto médio de BC', temos AM perpendicular a BD. Assim, no triangulo
MD 1/2 1

retangulo AAM D, temos cosa = — = L =-.
AD 2 4

Aplicando a lei dos cossenos ao triangulo AACD, temos

AC2:AD2+CD2—Q‘E'C_D~COS<18OO—OA)
<:>(2C_D)2=22+C_D2—2.2.C_D. <_}L)

30D —CD—-4=0

— 4
— (CD = 3
Solucao 2:
A
y
2 2
B 1 D X C

Figura 3.10: solucao 2 problema 3.5

Pelo teorema da bissetriz interna:
1 T
—=— =y =2
2y

Pela expressao do comprimento da bissetriz interna:

AD2—AB-AC—BD~CD:>4—2y—x:>4—4x—x:>3x—4:>x—%.

Problema 3.6. (Riissia-2006) Os ponto E e F' sio dados no lado BC' de um quadrildtero
convezo ABCD (com E mais perto que F de B). Sabe-se que m(BAE) = m(CDF) e
m(EAF) = m(FDE). Prove que m(FAC) = m(EDB).
Solucao:
Perceba que o quadrildtero AEFD é inscritivel, pois m(EAF) = m(FDE) (ver figura
3.11). Daf,
m(AEF) +m(FDA) =180° (1)

Temos também que,

m(ADC) = m(FDA) +m(CDF) (2)
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D

™

AT

C
<
\ E
B
Figura 3.11: solucao problema 3.6

m(ABC) = m(AEF) — m(BAE)  (3)
Somando (1) e (2), obtemos
m(ADC) + m(ABC) = m(FDA) + m(CDF) + m(AEF) — m(BAE)
Como m(BAE) = m(CDF), resulta
m(ADC) + m(ABC) = m(AEF) + m(FDA)
Substituindo (1) na igualdade acima, teremos
m(ADC) +m(ABC) = 180°
O que permite concluirmos que o quadrilatero ABC' D também ¢ inscritivel, logo m(B AC )=
m(BDC) e como m(BAF) = m(EDC), segue que

m(FAC) = m(BAC) — m(BAF) = m(BDC) — m(EDC) = m(EDB)

Portanto,

Problema 3.7. (Roménia-1992) Seja ANABC um triangulo acutingulo e T uwm ponto em
seu interior, de modo que m(ATB) = m(BTC) = m(CTA). Sendo M, N e P as projecies
de T sobre os lados BC, C'A e AB, respectivamente. A circunferéncia circunscrita no
triangulo ANMN P intersecta os lados BC, CA e AB em M', N' e P’, respectivamente.
Prove que o triangulo AM'N'P’ ¢ equildtero.
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Solucao:

Figura 3.12: solucao problema 3.7

Perceba que os quadrilateros PN'NP" e APTN sao inscritiveis (veja figura 3.12), entao
m(AN'P') = m(APN) = m(ATN). Similarmente, os quadrildteros MM'N'N e CNTM
também sdo inscritiveis, entdo m(CN'M') = m(CMN) = m(CTN). Dai, segue que
m(AN'P) + m(CN'M') = m(ATN) + m(CTN) = 120°. Como m(P'N'M’') = 180° —
(m(AN'P') + m(CN'M’)) = 60°. Analogamente, m(N'M'P') = m(N'P'M’) = 60°. Por-
tanto o triangulo AM’'N’'P’ é equilétero.

|

Problema 3.8. (Esténia-2000) Sejam AABC um triangulo acutingulo com m(ACB) =
60°, AD e BE duas de suas alturas que se intersectam no ponto H. Mostre que o circuncentro

do ANABC pertence a bissetriz de /AHE e /ZBHD.

Solucao:

Sejam I’ e P, respectivamente, o ponto médio de AC' e o ponto de intersecao dos pro-
longamentos de DF' e BE.

Perceba que DF é mediana do triangulo retangulo AADC, logo DF = CF, daio ADFC
é equilatero, com isso temos que m(EF P) = 60° e consequentemente m(EPF ) = 30°.
Como ZCDF ¢é angulo externo do ABPD, entao m(DBH) = 30°, com isso temos que
BH = 2DH. Perceba também que o AHDP é isosceles de base DP, assim BH = 2HP.
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Figura 3.13: solucao problema 3.8

Considere o baricentro G e o circuncentro O, o teorema de Euler (Reta de Euler) garante
que HG = 2GO e como os triangulos ABGH e AFGO sao semelhantes, entdio BH = 20F,
com isso podemos concluir que HP = OF. Perceba que HPFO é um paralelogramo, pois
possui dois lados paralelos e iguais (HP e OF). Assim,

m(BHD)

m(BHO) = m(HPF) = 30° = 5

Com isso provamos que O pertence a bissetriz de ZBHD.

Problema 3.9. (Olimpiada Matemdtica Rioplatense - OMR-1999) Seja AABC
acutangulo cujo ortocentro é H, M ¢é o ponto médio do segmento BC e N é o ponto de
intersecao de AM com a circunferéncia que passa por B, H e C. Demonstre que as retas

HN e AM sao perpendiculares.

Solucao:

Considere a figura 3.14. Seja M’ a interse¢ao do prolongamento de AM com o circunci-
rculo do ABHC. Como m(BHC) = 180° — A, entédo m(BM'C)) = A, uma vez que BHC M’
¢ inscritivel.

Vamos olhar para o quadrildtero ABM'C: temos que BM = MC e m(BM'C) = A =
m(B/lC’). Com apenas essas duas caracteristicas podemos concluir que o esse quadrilatero

¢ um paralelogramo.
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Figura 3.14: solucao problema 3.9

Utilizando a poténcia de M e seja K a intersecao de AM com CH, em relagdo ao

circuncirculo do ABHC', temos que

BM.MC = NM.JMM . BM = NM.A

ou seja,
BM  MA
NM BM

entao concluimos que ABMN ~ AABM pelo caso LAL. Com consequéncia da semelhanca,
NBM = BAM = a
Para finalizar, perceba que

m(AKH) = 90°—a , uma vez que CH L AB.

m(NHK) = NBC =« , uma vez que BHNC é inscritivel.

Assim, AKH + N HK = 90° ou seja, HN 1 AM, conforme queriamos demonstrar.
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Problema 3.10. (OPM-2012) De um ponto arbitrdrio no interior de um triangulo equildtero
sao tracados segmentos aos vértices e perpendiculares aos lados, dividindo o triangulo maior
em seis regioes triangulares menores. Se as letras significam as dreas de cada regido, de-

monstre que A+C+E =B+ D+ F.

Figura 3.15: problema 3.10

Solucao:

Figura 3.16: solucao problema 3.10

Tracemos retas paralelas aos lados passando pelo ponto interior ao triangulo. Repare
que as linhas cheias tragadas formam 3 triangulos equilateros e 3 paralelogramos. Note

agora que as linhas tracejadas dividem ao meio estas figuras, ou seja:
A=a+f, B=a+b C=b+c¢c, D=c+d, E=d+e, F=e+ f

Portanto:

A+C+E=a+f+b+c+d+e=B+D+F.
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Problema 3.11. (Hungria) S é um ponto no interior do NABC' tal que as dreas dos
triangulos NABS, ABCS, ANCAS sdo todas iguais. Prove que S é o baricentro de ANABC'.

A

Figura 3.17: problema 3.11

Solucao:
Inicialmente prolongue os segmentos AS, BS e C'S até que atinja os lados BC, AC e

AB nos pontos M, N e P, respectivamente, conforme ilustra a figura 3.18:

A

Figura 3.18: solucao problema 3.11

Usando o fato de que para triangulos que tem a mesma altura a razao das suas dreas ¢é
igual a razao de suas bases, segue que:
Se (ABS) = (ACS) = (BCS) =T, temos:

BM _ (ABM) _ (SBM) _(ABM)-(SBM) _(ABS) T _,
MC (ACM)  (SCM)  (ACM)—(SCM)  (ACS) T
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O que nos permite concluir que M é o ponto médio do segmento BC'. Analogamente, temos
que N é ponto médio do segmento AC' e P é ponto médio do segmento AB, segue que 0s
segmentos AM, BN e C'P sao suas medianas e portanto o seu ponto de concorréncia, o
ponto S, é o baricentro do triangulo ABC.

[ |

Problema 3.12. (IMO-2008) Seja ABC' um triangulo acutingulo e seja H o seu orto-
centro. A circunferéncia de centro no ponto médio de BC e que passa por H intersecta a
reta BC' nos pontos Ay e As. Analogamente, a circunferéncia de centro no ponto médio
de CA e que passa por H intersecta a reta C'A nos pontos By e By, e a circunferéncia de
centro no ponto médio de AB e que passa por H intersecta a reta AB nos pontos Cy e Cs.

Mostre que Ay, As, By, By, C1, Cy estao sobre uma mesma circunferéncia.

Solucao:

Figura 3.19: solucao problema 3.12

Sejam My, Mp e Mg os pontos médios dos lados BC', AC' e AB, respectivamente. Nao é
dificil observar que MpMc||BC. Temos também que AH 1 BC, entao AH L MgM¢. Agora,

note que o eixo radical de dois circulos é perpendicular a reta liga seus centros. Sabemos
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que H estd no eixo radical dos circulos centrados em Mp e Mc, entao A também esta.
Entao temos que:
POt(MC)A = POt(MB)A

AC,-AC, = AB, - AB, = AB, _ AG
AC, AB;

Isto implica que AAByC, ~ AAC5B;, assim AéQCl = AC'QBl. Assim sendo 01B281 =

180° — ABQC’I = 180° — AC'QBl. Isso mostra que o quadrilatero C1CyB1 B, é inscritivel,
note que o centro de sua circunferéncia é a intersecao das mediatrizes do segmentos CC5
e B1B;y. Contudo, estas sao as mediatrizes de AB e C'A, que se encontram no circuncentro
do AABC, assim o circuncentro do quadrilatero C;CyB1 By é o circuncentro do triangulo
AABC'. Analogamente, os circuncentros dos quadrilateros A;As BBy e C1C5A1 Ay coinci-
dem com o circuncentro de AABC'". Portanto, segue o resultado desejado.

Problema 3.13. (OBMEP - Banco de Questoes 2017) A figura a sequir representa
um triangulo NABC, retangulo em C, com uma circunferéncia no seu interior tangenciando
os trés lados AB, BC' e C' A nos pontos C, Ay e By, respectivamente. Seja H o pé da altura
relativa ao lado A1Cy do triangulo NA; B, C}.

A

Figura 3.20: problema 3.13

a) Calcule a medida do angulo ZA1C1B;.
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b) Mostre que o ponto H estd na bissetriz do angulo ZBAC.

Solucao:

Considere a figura a seguir.

A h.

C\‘

Figura 3.21: solucao problema 3.13

(a) Como m(ACB) = 90°, entdo m(CBA) = 90° — m(BAC) = 90° — A. Dado que AB,
e AC, sao tangentes a circunferéncia, segue que AB; = AC;. De modo semelhante,

BA; = BC4. Assim, como AA;BCy e AAB;C] sao isésceles, segue que

- A 180° — m(B, A A
m(ABCy) = m(ACHBy) = 220 ”’;( ACY) o 4
m(BC1A)) = m(BA,C)) = 180 _mQ(AlBCl) = 45°+§

Dali,

m(Alé'lBl) == 1800 — m(AC’lBl) - m(AlélB)

A A
— 180° — (90° — 7)) ~(45°+ 3)

= 45/°
(b) Analisando agora o triangulo A By HCY, podemos obter m(HBlCl) = 90°—m(A16'1 By) =
45°, ou seja, esse triangulo € isésceles com BiH = C1H. Assim, os triangulos AAB H

e NAC|H sao congruentes, pois possuem os trés lados de mesmo comprimento. Con-

sequentemente, m(ByAH) = m(C1AH) e H esté sobre a bissetriz do angulo ZBAC.
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Problema 3.14. (Olimpiada de Moscow-72) Em um triangulo NABC, AD e BE sado
medianas de BC e AC, respectivamente. Se m(CAD) = m(CBE) = 30°, prove que AABC

¢ equilatero.

Solucao:

Figura 3.22: solucao problema 3.14

Observe que AADC' e AC' BE sao semelhantes pelo caso AA de semelhanca de triangulos,

assim

AC DC 2DC BC
BC EC 2EC AC
Aplicando a Lei dos Senos em ABEC:
EC BC EC 2EC . -
BC___ BC _EC_ C L sum(BEC) =1 = m(BEC) = 90°
sin30°  sinm(BEC)  1/2  sinm(BEC)

Assim, C = 60° e como AC = BC segue que AABC' é equilatero.

—~ AC° = BC" = AB = BC = 2EC = BC

Problema 3.15. (OBM-2008) Dado o quadrilitero ABCD tal que m(C’le) = 25°,
m(ACD) = 45° ¢ m(BAC) = m(BCA) = 20°, qual o valor do dngulo ZDBC?

A) 40° B) 45° C) 50° D) 55° E) 60°

Solugcao: (Alternativa C)
Temos AB = BC e o angulo exterior ZABC tem medida igual a 2 - m(AﬁC’). Isso
implica que o ponto B é o centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo AADC'". Dessa

forma,

m(DBC) = 2-m(DAC) = 50°.
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220°

(2

20° 20°
45°

110°

D

Figura 3.23: solucao problema 3.15

Problema 3.16. (Africa do Sul - 2000) AABC ¢é um triangulo retangulo em C com
D, E ¢ F sendo os pontos médios dos lados indicados. Se CD = 2 entdo AE +W2 vale:

A) 12 B) 5 C) 15 D) 20 E) 25

Figura 3.24: problema 3.16

Solugao: (Alternativa D)

Vamos aplicar o Teorema de Pitagoras no AAFEC":

AE’ = AC° + EC” = AE" = 2FC)2 + EC” = 4FC°+EC° (1)

Aplicando novamente o Teorema de Pitagoras, agora no ABF(C"

BF =BC°+FC’ = BF = (2EC)* + FC° = 4EC° + FC° (2)
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Somando membro a membro (1) e (2), temos:

AE’+ BF =AFC' + EC° +4EC° + FC° =5(FC" + EC’) =5-EF"
o
Agora perceba que CD é mediana do triangulo retangulo AABC, logo CD = BD, dai
AB = 4. Como FE e F sao pontos médios dos segmentos BC e AC, respectivamente, entao

EF é base média, o que permite concluirmos que EF = 2. Portanto
AE" +BF =522 =20
Problema 3.17. (Polénia) Seja ABC'D um quadrildtero concavo, sendo o angulo interno

DAB maior que 180° ¢ AB-CD = AD - BC. Seja P o simétrico de A em relacio a BD.
Prove que PCB = ACD.

Solucao:

Usar o circulo de Apolonio aqui é razoavel se reescrevermos a condicao AB - CD =

- A B
AD - BC como oy D:g Além disso, sendo P o simétrico de A em relacao a BD, os

BP BA BC
triangulos ABPD e ABAD sao congruentes, logo = =
DP DA DC

pertencem a um mesmo circulo de Apolonio I' de B e D.

, ouseja, P, Ae C

Levando em conta ainda que queremos provar uma igualdade de angulos e que o circulo
de Apolonio é o lugar geométrico de vértices de bissetrizes, seja T o ponto de intersecao de
' e BD. Entdo CT ¢é bissetriz de ZBCD e, consequentemente, m(BCT) = m(TCD).

Observe na figura 3.25 que para chegarmos em m(PCB) = m(ACD) basta provar que
m(PCT) = m(TCA). Mas isso é equivalente a AT = TP, o que decorre da simetria entre
Ae P em relagao a BD.

[

Problema 3.18. (OBM-2006) Na triaingulo ANABC' isdsceles (ver figura 3.26), I € o
encontro das bissetrizes e H é o encontro das alturas. Sabe-se que m(HAI) = m(HBC) =

a. Determine o angulo a.

Solucao:
Ora, como o tridngulo é isésceles segue que, m(CBM) = m(ABM) = a e m(ACB) =
90° — «, com isso, m(Cle) = «, pois AF é uma altura. Como AI é bissetriz, entao

m(CAI) = m(IAB) = 2a, como ilustra a figura 3.27.
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Figura 3.25: solucao problema 3.17

B

Figura 3.26: problema 3.18

Finalmente no AAMB: a+a+2a+a =90°= a =18°
|
Problema 3.19. (Iran-1998) Seja AABC um triangulo. Prolongando o lado BC' a partir
de C, e seja D um ponto na extensdo, tal que CD = AC. Seja P a sequnda interse¢io do

circuncirculo de AACD com o circulo de diametro BC. Sendo que BP e AC' encontram-se

em E e que CP e AB encontram-se em F. Prove que D, E, ' sdo colineares.

Solucao:
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A M C

Figura 3.27: solucao problema 3.18

Figura 3.28: solucao problema 3.19

Sendo que AP encontra BC' em D’. Pelo Teorema de Ceva, temos

AF BD CE _
FB D'C EA

e assim pelo Teorema de Menelaus, é suficiente mostrar que

DG _ D
DC DO

para concluirmos que D, E, F sao colineares.

Desde que AC = CD, temos m(DPA) = 180° — 2 - m(DPC) e assim m(DPC) =

m(C’ij’), o que quer dizer que PC é bissetriz interna de ZDPD’. Desde que PB1PC,
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PB é bissetriz externa de ZDPD'. Dos teoremas das bissetrizes (interna e externa),

DB_DP_D(J:>DB_BD’
DB D'P DC DC DC

como desejado.

Problema 3.20. (Hungria-1997) Seja a, b, ¢ os lados, m,, my, m. 0s comprimentos

das alturas, e d,, dy, d. as distancias dos vértices ao ortocentro em um triangulo acutangulo

ANABC'. Prove que

2 2 2
+0% +
Mydy + mpdy +med. = %
Solucao:
C
D
E
H
¥
A F B

Figura 3.29: solucao problema 3.20

Sejam D, E, F os pés das alturas de A, B, C respectivamente, e H o ortocentro do
triangulo AABC. Entao o AACD é semelhante ao AAHFE, assim

Ma _ Y ned, = AE b
AE  d,

por outro lado, 0 AABD é semelhante ao AAHF, assim

Eziémada:ﬁf
AF  d,
Dessa forma L L
AE -b+ AF -
Mady = TAre
2
Analogamente, L L
BF -c+BD-a
mbdb = (2)

2
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CD - CE -
mch:C a—2|—C b (3)

Portanto, somando (1), (2) e (3) temos

—_

Mady + mpdy + med, (AE-b+AF -¢c+BF -c+BD-a+CD-a+CFE-b)

2
1 - - -
= 5[(BD+OD)-CL+(CE+AE)-()+(AF+BF)-C]
a4+ b + 2
2

Problema 3.21. (Austrdlia-1993) Em um triangulo acutingulo ANABC, sejam D, E e

F o0s pés das alturas tiradas desde A, B e C, respectivamente, e H o ortocentro. Prove que

AH+BH+CH_2
AD BE CF

Solucao:

Figura 3.30: solucao problema 3.21

Saane . Sapac  SacHa
Saanp + Sapac + Sacua = Saape = =1
Saapc  Saapc  Saasc

AB-HF BC-HD AC-HE
2 2 2 _
AB-CF*_BC-AD'%AC-BE'_
2 2 2
HF HD HE CF-CH AD-AH BE-BH
+ + S [ Y b Bt
CF AD BE CF AD BE

1=

1=
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AH , BH,  CH_ _ AH BH CH_
AD BE CF AD BE CF

Problema 3.22. (Colorado-1990) Dado um triangulo arbitrario NABC, os pontos M
e N sio selecionados dentro do tridngulo, de modo que m(CAM) = m(MAN) = m(NAB)
e m(ACM) = m(MCN) = m(NCB) (em outras palavra, os angulos A e C do tridngulo
estao trisectados). Prove que M N € a bissetriz do angulo ZANC.

Solucao:

Figura 3.31: solucao problema 3.22

Uma vez que as trés bissetrizes do AANC' se intersectam um ponto, M deve ser esse

ponto, portanto NM é a bissetriz do angulo ZANC.
[ |

Problema 3.23. (IMO-2006) Seja AABC um triangulo com incentro I. Um ponto P

no interior do triangulo satisfaz
m(PBA) +m(PCA) = m(PBC) +m(PCB).
Mostre que AP > AI, mantendo-se a igualdade se, e somente se, P = 1.

Solucao:

Seja A=, B =, C' = ~. Desde que m(PBA) + m(PCA) + m(PBC) + m(PCB) =
(B+7)

Y

B + v, da condicao dada no problema, é equivalente a m(PéC’) + m(PC‘B) =
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5% - 900—% = m(PCB)+m(PCB) = 900—% e

como m(BPC) = 180°—(m(PBC)+m(PCB)) = m(BPC) = 1800—90°+% = m(BPC) =
[0}

90° + —

2
Por outro lado m(BIC) = 180° — @ =90° + %. Consequentemente m(BPC) =

também temos que S+~ = 180°—a =

m(Bf (), logo o quadrilatero BPIC' é inscritivel. Em outras palavra P estd no circuncirculo

w do triangulo ABCI.

Figura 3.32: solucao problema 3.23

Seja € o circuncirculo do triangulo AABC'. é um fato bem conhecido que o centro de w
¢é o ponto médio M do arco BC de 2. Este também é o ponto da bissetriz AI que intersecta
w.

Do triangulo AAPM , temos

AP+ PM > AM = AT + IM = Al + PM.

Portanto AP > AI. A igualdade se mantém se, e somente se, P estiver na reta do segmento
Al, que ocorre se, e somente se, P = 1.

Problema 3.24. (Irlanda-1997) Seja ABC'D um quadrildtero convexo que estd circuns-
crito a uma circunferéncia. Se A=B= 120°, D =90° ¢ BC = 1. Encontre o comprimento

de AD.
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Figura 3.33: solucao problema 3.24

Solucao:
Seja I o centro do circulo inscrito. Entao AABI é um triangulo equilétero, BIC = 105°,

ICB = 15°, AID = 75°, IDA = 45°, assim podemos escrever

Aplicando a lei do senos no triangulo ABIC, temos

BC BI —  sinl1h°
: - = S BI=-
sin 105° sin 15° sin 105°

Novamente a lei dos senos no triangulo AADI

AD Al —  sinT7h°- Al
- = — = AD = ————
sin 75° sin 45° sin 45°

Il
—

w
N~—

Substituindo (2) e (3) em (1), obtemos

sin 15°  sin 75°

AD = = .
sin 105°  sin 45°

Do fato de que sin 105° = sin 75°, resulta
AD =2 -sin15°
[ |

Problema 3.25. (Novo México-1991) Suponha que ABCD ¢é um quadrildtero circuns-
critivel em uma circunferéncia de centro O. Se as dreas dos triangulos NOAB e AOCD

sio iquais a 12cm? e 17em?, respectivamente, qual € a drea do quadrildtero ABCD?
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Figura 3.34: solugao problema 3.25

Solucao:
Desde que ABC'D é circunscritivel, entao a + ¢ = b + d. Multiplicando esta expressao
r

por 3 temos que

a-r c-r b-r d-r

5 + =3 + 5 = Sao04B + Sarocp = Sprosc + Spro0ap

Deste modo:

St = Sroas + Srocp + Saosc + Sroap = 2(Sroas + Srocp) = 58cm?
[ |

Problema 3.26. (Hungria-Israel-1997) Os trés quadrados ACC1 A", ABB|A’", BCDE
sao construidos aos lados do triangulo ABC. Seja P o centro de BCDE. Prove que as

retas A'C'. A"B e PA sdo concorrentes.

Solucao:

Note que girando 90° sobre, levamos C' a A” e A" a B. Portanto os triangulos ACAA" e
ANA"AB sao congruentes, e os segmentos A'C' e A” B sao iguais e perpendiculares. Seja O
sua intersecao.

Dai, temos m(AA'C') = m(A”BA). Portanto o quadrildtero AOBA’ é ciclico, de onde
m(AOB) = 135° e m(AOA") = 45°.

Agora perceba que os angulos ZCOB e Z/BPC' sao suplementares, assim o quadrilatero
OBPC também é ciclico e assim m(POB) = m(PCB) = 45° e m(POC) = m(PBC) = 45°.

Concluimos agora que A, O, P sao colineares, o que prova o resultado desejado.
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AY B,

Figura 3.35: solucao problema 3.26

Problema 3.27. (OBMEP-2012) Na figura abaizo, as retas r e s sdo paralelas. O
segmento AB ¢ perpendicular a essas retas e o ponto P, nesse segmento, ¢ tal que AP =2
e BP =1. O ponto X pertence a reta r e a medida do segmento BX € indicada por x. O

ponto Y pertence a reta s e o triangulo AX PY € retangulo em P.
a) Explique por que os triangulos APAY e AXBP sao semelhantes.

b) Calcule a drea do triangulo AXPY em fungao de x.
Solucao:

a) Devemos mostrar que os trés angulos sao iguais. Perceba que m(ApY) = 90° —
m(AY P), temos também, que m(APY) + m(Y PX) + m(XPB) = 180° = 90° —
m(AY P) + 90° + m(XPB) = 180° = m(XPB) = m(AY P). E como os triangulos
APAY e AXBP sao retangulos, segue que os trés angulos sao iguais, portanto, os

triangulos APAY e A X BP sao semelhantes.
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B - X - X r
_._J
1
P
2
—
A y S

Figura 3.36: problema 3.27

b) Para determinarmos a area do triangulo AX PY’, devemos ter

PX - PY
5 W

temos, pelo Teorema de Pitdagoras no triangulo AX BP, que

SAXPY =

PX=vVa2+1 (2)

De APAY ~ AXBP, temos

2P

X

= - = PY =

3|3

S N
N A s S

|8

substituindo (2) e (3) em (1), temos

2+1) 1 2241 1
Saxpy = ($2+1)'2'( . )5 :>5Axpyzx+5

[ |
Problema 3.28. (Teste Olimpiada Matemdtica Rioplatense-OMR - 2005)Seja

ANABC um triangulo acutangulo e H, O o ortocentro e circuncentro de NABC', respectiva-
mente. Mostre que

drea( NAHB) n dreas( ABHC') N drea( ACHA) 53
drea( NAOB) ~ drea(ABOC) — drea(ACOA) ~
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solucao problema 3.28-1

Figura 3.37:

HH HH
= 4 = 2. Seguindo de modo

Observe a figura 3.37. Note que irea(ABOC) i YU
area(NAHB) HHq area(ACHA) HHp .
= = , isto é, devemos provar que

/1 —_— — - B
analogo, area(AAOB) C'H ¢ area(ACOA)  B'H

Solucao:
drea(ABHC)

HH., HH
a, HHp  HHe
AH  BH  COH

Agora observe que H é o incentro do AH HgHc e A, B', C', Hy, Hp, He estdao em um

mesmo circulo (o circulo dos 9 pontos). Com isso basta provarmos que em todo triangulo

vale L
Al Bl (CI
IX 1y Iz

Onde I é o incentro do AABC e X, Y, Z sao os pontos de intersecao de AI, BI e CI com

o circuncirculo do AABC respectivamente (ver figura 3.38).
Sejam a, b, ¢ e p, as medidas dos lados BC, AC, AB e o semi-perimetro do AABC,

respectivamente. Sabemos que IY = AY, pois 0 AAY T é isésceles de base AI. Como

AY =YC = YMLAC, onde M ¢é o ponto médio do lado AC, daf:
ABID ~ Aayy = BL_BD  BL_p-b  BL_ 2p—b)
Ay AM Iy b2 Iy b

Al 2(p — CcI 2(p —
— M e C: (p C). Dessa forma
17 c

Seguindo de modo andlogo, temos —
X a
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Figura 3.38: solucao problema 3.28-2

Figura 3.39: solucao problema 3.28-3

podemos reescrever (1), assim

Al BI CI 2(p-— 20p—b) 2(p—
IX 1Yy IZ a b c
b b
+C+a+c+a+ -3 =2 3=
a b c
b ¢ a ¢ a b
- +-+-+-+—-+- = 6
a a b b ¢ ¢

O que é facilmente verificado pela desigualdade das médias aritmética e geométrica
(MA> MG)

Portanto,
area(ANAHB) n area(ABHC') n area( ACHA)
area(AAOB)  area(ABOC)  area(ACOA)

>3
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Problema 3.29. (Bulgaria-1997) Seja ABCD um quadrildtero convezo tal que m(DAB) =
m(ABC’) = m(BC’D). Sejam H e O o ortocentro e o circuncentro, respectivamente, do

triangulo NABC'. Prove que H, O, D sao colineares.

Solucao:

Figura 3.40: solucao problema 3.29

Seja M o ponto médio de AB e N o ponto médio de BC. Sendo E a intersegao de AB

e CD, e I a intersecao de BC e AD. Entao AEBC e AFAB sao triangulos isésceles,

assim N e FFM encontram-se em O. Dali, aplicando o Teorema de Pappus no hexiagono

MCENAF, temos que GG, O, D sao colineares, assim D estd sobre a Reta de Euler do
triangulo AABC, portanto H, O, D sao colineares.

[ |

Problema 3.30. (Olimpiada Bdltica - 2001) Seja ABCD um paralelogramo. Uma
circunferéncia passando por A encontra os segmentos AB, AC' e AD nos pontos P, Q e R,

respectivamente. Prove que AP - AB+ AR - AD = AQ - AC
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Solucao:

Figura 3.41: solucao problema 3.30

Trace os segmentos RQ), QP e RP. Considere os angulos «, 3, v e 6 definidos de acordo

com a figura 3.41.
Como APQR ¢ inscritivel, segue que v = e # = «. Portanto, temos que ARQP ~
ANABC ~ ACDA:

AC AB AD )
RP RQ PQ
Aplicando o Teorema de Ptolomeu em APQR: AQ - RP = RQ - AP + PQ - AR (2)

Multiplicando cada termo da expressao (2) pelas razoes da expressao (1) obtemos:

AQ - RP- = RQ - AP - + PQ - AR - = AQ-AC = AP-AB + AR - AD

Il Q
Sk
S
JE



Capitulo I

PROBLEMAS OLIMPICOS PROPOSTOS

Problema 4.1. (Cingapura/95) Sejam D um ponto sobre o lado BC' do triangulo AABC
distinto do ponto médio. Sejam O1 e Oy 0s circuncentro dos triangulos ABD e ADC),
respectivamente. Prove que a mediatriz de AM, sendo M o ponto médio de BC, bissecta o

segmento O10,.

Problema 4.2. (Olimpiada Iberoamericana de Matemdtica -1987) As medianas
BM e CN de um triangulo ABC' cortam-se em um ponto P. O quadrilatero ANPM ¢é

circunscritivel. Prove que o NABC' € isosceles

Problema 4.3. (Banco Cone Sul) Seja ABCD um quadrildtero convezxo, onde M € o
ponto médio de DC, N € o ponto médio de BC' e O € a intersecao das diagonais AC' e BD.

Demonstre que O € baricentro do ANAMN se, e somente se, ABCD for um paralelogramo.

Problema 4.4. (OPM-2001) Um triangulo AABC € tal que BAC = 90°. Tragam-se a
mediana AM , a bissetriz AK e a altura AH. Prove que MAK = KAH.

Problema 4.5. (Olimpiada de Maio-2002) Num ANABC retangulo em A e isdsceles,
seja D um ponto no lado AC(D # A,C) e seja E o ponto do prolongamento do lado BA tal
que 0 NADE € isosceles. Se P ¢ o ponto médio do segmento BD, R ¢ o ponto médio do
segmento CE e () o ponto onde se cortam as retas ED e BC', demonstre que o quadrildtero

ARQP € um quadrado.

Problema 4.6. (Teste IMO-Brasil/2005) Sejam ANABC um triangulo, D e E o0s pés

das alturas de ABC' relativas as lados BC' e AB, respectivamente, e H o ortocentro de
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NABC. Sejam ainda F a sequnda interse¢cao dos circuncirculos de ANABC e ANAFEH.
Mostre que os pontos D, E, F sao colineares se e somente se:

BD 1

DC 3
Problema 4.7. (Olimpiada Iberoamericana de Matemdtica) Um ponto P dista 5,

7 e 8 dos vértices de um triangulo equildatero. Qual a medida do lado desse triangulo?

Problema 4.8. (CRUX-MATHEMATICORUM) Os segmentos DE, CE, BF ¢ CF
dividem o retangulo ABCD em regioes menores conforme ilustra a figura 4.1. Quatro destas
regioes, dois triangulos e dois quadrildteros estao hachuradas na figura 4.1. As dreas destas

quatro regioes hachuradas sao 9, 35, 6 e x. Determine o valor de x

B C

E T

35

Figura 4.1: problema 4.8

Problema 4.9. (Cone Sul-97) Seja C' uma circunferéncia de centro O, AB um diametro
dela e R um ponto qualquer em C' distinto de A e de B. Seja P a intersecdo da perpendicular
tracada por O a AR.

Sobre a reta b_ﬁ marca-se @, de maneira que QP € a metade de PO, ) nao pertence
ao segmento OP. Por Q) tragcamos a paralela a AB que corta a reta /ﬁ em T. Chamamos
H a intersecao das retas Zé e E‘

Provar que H, R e B sao colineares.

Solucao:

TH OB AR

OH AO TR
Problema 4.10. (Bélgica-2001) Dado um quadrilditero ABCD com dangulos retos em B
e D. Sabe-se também que BC =1, CD =4 ¢ DA =3. Qual a drea de ABCD?

=1




CONCLUSAO

O que nos trouxe a elaborar esse trabalho em resolucao de problemas olimpicos de Geo-
metria Plana, foi a experiéncia com esse tipo de problema durante o PROFMAT. Questoes
mais elaboradas com solugoes cada vez mais fascinantes, foram nos chamando mais atencao,
e pensando em levar essa experiéncia para a sala de aula foi o que nos motivou a desenvolver
0 que acabamos de apresentar.

Temos consciéncia de que a Geometria Euclidiana Plana apresenta uma grande variedade
de conteidos a serem estudados, no entanto tentamos aqui trazer alguns pontos importantes,
como apresentar alguns teoremas classicos pouco visto no Ensino Médio, mas com muita
aplicabilidade na resolugao de problemas olimpicos. Esperamos, também, despertar nos
alunos o interesse no aprofundamento, para que busquem complementar o proposto deste
trabalho.

Através dos materiais consultados e das historias relatadas por muitos professores e
alunos envolvidos nesse tipo de competicao, é possivel constatar que uma Olimpiada de
Matematica pode despertar nos jovens o interesse, a criatividade e o gosto pela Matematica,
abrindo portas para o conhecimento.

Uma proxima etapa deste trabalho é aplicar em sala de aula as técnicas apresentadas.

Espera-se que os objetivos propostos tenham sido atingidos com a realizacao deste tra-

balho ao tornar mais conhecidos alguns teoremas da Geometria Plana e suas aplicagoes.
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