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RESUMO

SANTOS, Diogo Bastos dos. A EQUAGAO x’=y*E POSSIVEIS CAMINHOS
NA BUSCA POR SOLUGOES. 2018. 91 f. Dissertagdo (Mestrado) — Colégio
Pedro I, Pro-Reitoria de Pés-Graduacéo, Pesquisa, Extensédo e Cultura, Programa
de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional, Rio de Janeiro, 2018.

O objeto de estudo desse trabalho é a equagao x’=y", no campo dos numeros reais
positivos. Sdo analisadas as condicdes necessarias sobre os valores reais positivos
de x e y, de modo que estes numeros satisfagam tal equacdo. Sao apresentados
dois caminhos possiveis para a constru¢cao de suas solucdes, determinadas em
ambos 0s caminhos, por uma mesma curva parametrizada. As coordenadas que
descrevem essa parametrizagdo sao analisadas de maneira a caracterizar essas
solugcbes como inteiras ou racionais (nao inteiras). A partir das solugdes
apresentadas, € realizada uma analise grafica das mesmas, concentrando a maior
parte dessa analise sobre o traco da curva parametrizada que descreve as solugdes
nao triviais. Com esta analise também ¢é possivel visualizar o comportamento dessas
solugdes, rastreadas pelos dois caminhos apresentados no inicio desse trabalho. No
intuito de apresentar o assunto sobre as solugdes reais e positivas desta equagao no
Ensino Médio, ao final desta pesquisa sao propostas algumas atividades que
abordam métodos de resolucédo de equagdes, algébricos, geométricos e numéricos,
desde o “tentativa e erro” até o método numérico da bissecao.

Palavras-chave: Equacéao; Solucao; Parametrizagdo; Analise Grafica; Métodos de

Resolugao.



ABSTRACT

SANTOS, Diogo Bastos dos. A EQUAGAO x’=y*E POSSIVEIS CAMINHOS
NA BUSCA POR SOLUGOES.. 2018. 91 f. Dissertacdo (Mestrado) — Colégio
Pedro I, Pro-Reitoria de Pés-Graduacéo, Pesquisa, Extensédo e Cultura, Programa
de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional, Rio de Janeiro, 2018.

X

The object of study of this work is the equation x’=y", in the field of positive real
numbers. The necessary conditions on the positive real values of xand y are
analyzed, so that these numbers satisfy this equation. Two possible paths are
presented for the construction of their solutions, determined in both paths, by a same
parameterized curve. The coordinates that describe this parameterization are
analyzed in order to characterize these solutions as integer or rational (not integer).
From the solutions presented, a graphical analysis of them is performed,
concentrating most of this analysis on the parameterized curve trait that describes
the nontrivial solutions. With this analysis it is also possible to visualize the behavior
of these solutions, traced by the two paths presented at the beginning of this work. In
order to present the subject about the real and positive solutions of this equation in
High School, at the end of this research are proposed some activities that approach
methods of solving equations, algebraic, geometric and numerical, from "trial and
error" to method number of the bisection.

Keywords: Equation; Solution; Parameterization; Graphic Analysis; Methods of

Resolution.
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1 INTRODUGAO

Ao tentar estudar a equacdo x’=y", nos deparamos com uma equacao
indeterminada, nas variaveis x e y, com infinitas solugdes em que nao é possivel
expressar uma de suas variaveis somente em fung¢ao da outra. Essas caracteristicas
peculiares, nos obriga a buscar métodos de resolugdo diferentes dos
tradicionalmente vistos em sala de aula. Métodos que podem ser numéricos,
algébricos ou geométricos, nos forgando em algumas ocasides, no caso de solugdes
irracionais, a trabalhar com valores aproximados para as solugdes de x”=y" .

O problema sobre encontrar numeros x e y que satisfacam a equacgao x’=y*
nao é recente. Segundo Bennett e Reznick (2004), a primeira referéncia historica
sobre a equacdo x’=y" pode ser encontrada em uma carta que Daniel Bernoulli’
escreveu para Christian Goldbach?, que esta datada em 29 de junho de 1728,

conforme Figura 1.

Figura1: Carta de Bernoulli a Goldbach
LETTRE XXIX.

D. Bernvoveiey a GorLopsacn.

Sowumainr. Problime de la théorie des nombres.

. — B
St. - Pétersbourg 29 juin 1728,

— — — Je finirai par un probléme qui m'a paru fort
curieux et que )'ai résolu. Le voici: Trouver deux nombres
inégaux x et y tels que ¥ —=y*. Il n’y a qu'un cas ou ces
nombres soient entiers, savoir x—2 et y — & (car 2*=—4’),
mais on peut donner uue infinité de nombres rompus qui
satisfont au probleme. Il y a aussi d'autres espéces de quan-
tités dont je ne dirai rien.

Dan. Bernoulli.

e — D —

Fonte: Correspondance Mathématique et Physique, vol.2, p.262

1 Matematico, fisico e professor sui¢o (1700-1782).
2 Matematico prussiano (1690-1764).
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Nessa carta, Bernoulli comenta sobre a unica solucdo inteira da equacao

x’=y" com y#x e afirma que existem infinitos nimeros racionais que satisfazem o
problema. Porém, Bernoulli ndo realiza nenhuma demonstragao formal que confirme
seus comentarios.

Goldbach entao, responde a Bernoulli, ratificando os seus comentarios sobre
a equacao x’=y" possuir uma unica solucdo inteira com y#x e infinitas solugbes
racionais. Além de mostrar uma solugao geral para equagéao x’=y"*, como podemos

ver na Figura 2.

Figura 2: Carta de Goldbach a Bernoulli
LETTRE XXXYV.

GovLopeacn a D. BeErnouvrrr.

Sowmsine Solution de I'dquation: ) = p*. Sommation des séries par ap-
proximation. Suite convergente pour ¥ 3 Théoréme de la docirine des
séries,

Moscou ce 31 janvier 1729,

de me servirai avec plaisir du mémoire que vous m'avez
envoyé touchant les particularités de la vie de feu M. votre
frere.

Je ne trouve pas la moindre difficulté & faire voir que,
dans V'équation =Y =—y*, les nombres x et y ne peuvent
étre entiers 4 moins que I'un ne soit = 2, et lautre —= &,
et que, pour les nombres rompus, on peut donner une in-
finité de solutions. Voici comment je m’y prends: Je fais

1

y—axz, donc x"*—a*x* et enfin x—a*~* Or, il est
visible que = ne peut étre un nombre entier que dans la
supposition de a==2; car si a est un nombre entier plus

- 2681 —

grand que 2, on veit d'abord que x devient irrationel; d'un
autre coté, a étant un nombre rompu, toutes ses puissances
seront autant de nombres rompus, et par conséquent T ne
peut étre un nombre entier: mais pour exprimer la valeur
de x par des nombres rompus, il n'y a qu'a faire

= ..
a=fS=8:gf=2
ou f et g soient des nombres entiers.

Fonte: Correspondance Mathématique et Physique, vol.2, p.280,281
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Em 1748, Leonhard Euler® também realizou um estudo sobre a equacio
x”=y" no segundo volume de seu livro Introductio In Analysin Infinitorum. De acordo
com Bennett e Reznick (2004), Euler soluciona a equagao para os reais positivos e

mostra como calcular as suas solugdes racionais.

Na Figura 3, alguns valores racionais para x e y dados por Euler que sao

solugbes da equagao x’=y" sdo apresentados. Em seguida, o proprio Euler realiza

algumas verificacbes e confirma que esses valores realmente satisfazem a

igualdade x"=y" .

Figura 3: A equagdo x’=y"resolvida por L. Euler

r

Inter infinitas alius hujus generis Curvas , quarum o7 L=

truio per Logarithmos effici potelt, dantur ejufmodi, qua-
rum conftructio non tam facile patet, qua tamen ope idonez

fubflirutionis abfolvi quear, Talis eft Curva zquarione x/=

»
Il

L
I
W e

]

+,-
S Rl ]

y" contenta; ex qua quidem flatim perfpicitur , Applicatam
¥ perpetio 2qualem effe Abfciflz x, ita ut refta ad Axem fub
angulo (emireflo inclinata a:{,umnl fansfaciat. Interim ta=

men mani(cflum eft hanc aquationem latius patere , quam
zquationem pro refla y==x ; neque igitur hanc vim 2quatio-

il
I
Il

S

-
nis ¥ = y* exhaurire : fatisfieri enim huic quationi poreft , 18

&e. &,
etiamfi non fit x=1y; quoniam, fi x=1, ctiam cfle poteft

y==4. Prater rellam ergo EAF, aquatio propol':r:l alias com- horum falicet bi " .
plofiecar parss; 8d quas veniendas ideoqve 4 totaen Liseam clicet binorum numerorum alter ad alterum elevatus

- aquatione contentam exhibendam , ponamus y ==1x, ut fit eandem quantitatem producit : fic enit

gE k. X : : .
x “=1 x" 1 unde , radice poteflaris x extrabenda, erit 2y = g 16

£
|
o sl

B

=t &

=i L 8
t—1 t—1 1
t &y=1 . Vel, politot — 1=, erit x== L (L]

= t; ideoque habebitur x» = L L i
)

L ¥ ,

(,+:}&YE(I+T) . Hinc Curva , prater &C
re€am EAF, habebit ramom RS od refas A G & AH, '
tanquam Alymrotas, convergentem , cujus relta A F erit
Diamerer, Secabir autem Curva reftam A F in pun&to Cita
ut it AB=BC=¢, denotante ¢ numerum cujus Loga~
rithmus eft unitas. Infuper autem zquario fuppeditat innume-
rabilia punéa difcreta, que cum re®ta EF, & Curva RCS
zquationem exhauriunt. Hinc ergo innumerabilia binorum nu-
merorum x & y paria exhiberi poffunt ut fit ¥ ==y, rales
enim numeri in rarionalibus erunt

Fonte: Introductio In Analysin Infinitorum, vol.2, p.293-295,1797

3 Matematico e fisico suigo (1707 — 1783).
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Outra referéncia € Johann Van Hengel*, que em 1888, demonstrou que os
numeros 2 e 4, formam o Unico par de inteiros positivos que satisfaz a equagao

x’=y". Na Figura 4, encontra-se o inicio da demonstragao realizada por Hengel.

Figura 4. Demonstragcéo de Johann \{an Hengel
b) Beweis des Satzes, dass unter allen reellen
positiven ganzen Zahlen nur das Zahlenpaar 4 und 2
fir a und b der Gleichung a* — b?® geniigt.

Der Beweis, weleher hier gegeben werden soll, stiitzt gich anf folgende 2 Hiilissitze :
Hiulfssatz 1. Versteht man unter r und n (unbenannte) endliche reelle

oy
positive ganze Fablen und ist v = 2, also — &, 80 Ist s (+ 1]
Nach dem binomischen Lelrsatze ist fir irgend ("i]l;: Zahl r: >
- : LN r (T : =
(1 I : }I e (I_’) o (:‘._, == i l;’ g S i also
O T b el e
{\i } : ) 24+ 8, wemn S (_3] = (:;).1:_ (")'r' 4 ... ist.

Sy e r 1 . af
Jeder Summand der mit 8 bezeichneten Summe hat die Form (n.) S e das

Zahl groter als 1 bezeichnet und, wofern unter r nur

dabei m eine reelle positive ganz °
reclle positive ganze Zalilen verstanden wenden, r = m 1st.

Zudem st danm (lln) r.fr—1) . (r—2)...[m Faktoren] . =77
2 T e 2 [(m — 1) Faktoren] .
daher (:’"} 5 ( 1 . ) ( 1 - ) .« [(m — 13 Faktoren] =
1 Ty i Sty R T
Da pun jeder der Faktoren (1 5 ) (- —= ) . s. w. eine reelle positiv

Zahl kleiner als 1 bezeichnet, so ist das Produki aus iimen positiv_und kleiner als 1,

; Ane ]
somit (.:u) 'rl‘" ¢ine positive Zahl nnd il,} 7

Trm > ml
g 1 2 o pelais
Ist aber r = oo, so ist jeder der Faktoren ( b ) ( 1— 1_._) u. 8. w. gleich 1,
gL (1 1 i T 1 1
also anch das Proidukt ans ihuen gleieh 1, und daler {_“] * positiv und L,“) g T

Fonte: Bericht Gber das Kdénigliche Gymnasium zu Emmerich,
vol. 1888, p.9- 12, 1888

Outro autor que escreveu sobre a equagao x’=y* em suas obras foi Leonard
Eugene Dickson®. Na Figura 5, temos o trecho do segundo volume do livro History
Of The Theory Of Numbers, escrito por Dickson, em que o autor comenta sobre a

equacado x’=y". Dickson faz referéncia a Euler, Bernoulli e Hengel, além de citar

outros autores.

4 Professor alemao nascido em 1835.
5 Mateméatico americano (1874-1954).
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Figura 5: Comentarios de L.E.Dickson sobre x”=y*

RATIONAL SOLUTIONS OF z¥=1y*.

L. Euler'® set y={zr and deduced z*'=¢ The graph is composed of
y=z, & branch asymptotic to the positive £ and y axes, and an infinity of
isolated points. Among the rational solutions are (z, y) =(2, 4), (3%/23,
3%/2%), (4332, 44/3%).

D. Bernoulli'” noted that, for z+y, the only integral solution is 2, 4;
but that there is an infinitude of rational solutions.

J. van Hengel'® remarked that r+">(r+n)" if r and n are positive
integers either one =3. Thus if a®=>b", it remains to treat the cases a=1
or2. If a=2, b>4, whence b=2+4n, we apply the above remark.

* C. Herbst'™ noted that 2, 4 give the only solution in integers.

: * A. Flechsenhaar'® and R. Schimmaeck!! discussed the rational solu-

tions. |
A. M. Nesbitt"? and E. J. Moulton'? discussed the graph of zv=y=.
A. Tanturri’™ proved that 2, 4 give the only solution in integers.

Fonte: History Of The Theory Of Numbers,vol.2,p.687,1920

Em 1960, encontra-se na William Lowell Putnam Mathematical Competition®

uma questao sobre as solugdes inteiras para a igualdade n"=m", conforme Figura 6.

Figura 6: Questdo sobre x”=y* em Putnam Competition
1961] 1960 WILLIAM LOWELL PUTNAM COMPETITION 633

7. Let N(n) denote the smallest positive integer N such that ¥ =1 for every permutation x on
n symbols, where 1 denotes the identity permutation. Prove that if #>1,

Nin)
Nir-1)
= pif nisa power of a prime p.
Part I

1. Find all solutions of n™=m" in integers # and m (##m). Prove that you have obtained all
of them.

= 1if nis divisible by 2 distinct primes,

Fonte:The American Mathematical Monthly, vol.68, pg.633, 1960

E mais recentemente, em 1990, Sved afirma que o problema ndo € novo e
que também nao é tao dificil. Porém nao aparece na literatura padrao, e por isso néao

€ amplamente conhecido.

6 Competicdo matematica realizada entre alunos de graduagéo dos Estados Unidos e do Canada.
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1.1 OBJETIVOS

1.1.1 Gerais

» Resgatar o estudo da equagdo x’=y", ja realizado por nomes como Euler e
Goldbach, utilizando tanto a linguagem da Algebra como a da Geometria,
construindo uma ponte entre essas duas areas da Matematica;

* Apresentar novas possibilidades para a construgado de solugdes de equacoes,
diferentes daquelas usualmente trabalhadas em sala de aula;

* Estimular e incentivar a atividade de pesquisa por parte do corpo discente,
promovendo e propondo novas leituras no estudo das equagdes e na
construcao de suas solucoes;

* Propor atividades para alunos de Ensino Médio que os estimulem

o)

desenvolver habilidades relacionadas a representacdo, compreensdo e
investigacdo matematica, de acordo com os PCNEM [5];

 Estimular o uso da tecnologia durante o processo de visualizagdo

(0]

determinacao de solugcdes exatas e aproximadas dessa equagao.

1.1.2 Especificos

* Realizar um estudo detalhado sobre a equacdo x’=y*, selecionando e
demonstrando caracteristicas importantes sobre essa equacéo.

« Determinar e caracterizar, com o auxilio de resultados da Algebra, as
solugdes da equacao x’=y".

» Realizar uma analise grafica das solugdes reais positivas da equacdo x’=y";

* Propor, através de algumas atividades, a construcdo das solugdes por
intermédio de diferentes métodos, desde o mais intuitivo como o método de
“tentativa e erro”, até métodos numéricos de aproximagdo como o metodo da

bissecéo.
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1.2 METODOLOGIA

No intuito de retomar a discussao sobre a equagdo x’=y", resgatamos
no Capitulo 1 alguns trabalhos histéricos sobre esse tema, onde destacam-se
correspondéncias entre Bernoulli e Goldbach, e estudos de Euler publicados em um
de seus importantes livros.

No Capitulo 2 percorremos dois possiveis caminhos para uma analise inicial

da equacdo x’=y*, especificamente, utilizando a funcdo f:R">R" tal que

1
lnix). Em relacdo a primeira

f(x)=x* e a fungdo f:R*»R tal que f(x)=

funcao, seu grafico é construido com a ajuda do software Geogebra, com objetivo de
identificar graficamente valores do dominio que, possuindo a mesma imagem,
representam solugbes para a equagdo x’=y*. Em relagdo a segunda fungéo,
realiza-se um estudo do seu sinal, da sua monotonicidade, da sua concavidade e as

assintotas de seu grafico. E algumas condi¢des importantes sobre os valores de x

X

e y que satisfazem a equagdo x’=y" sao estabelecidas.

No terceiro capitulo, constrdi-se o conjunto solugdo da equacédo x’'=y”,
novamente apresentando duas possibilidades para tal. A primeira delas, também
opcao de Euler e Goldbach, utiliza o feixe de retas y=t-x na identificacdo dessas
solucdes. Na segunda delas a relagao utilizada na busca dessas solugdes é a dada
por y=x'. Em ambos os casos, demonstra-se que o conjunto solugdo da equagao
x’=y" é dado pela semirreta y=x, as solugdes triviais, e pela curva parametrizada

1 t
por a(t):(t”,t”) (teR*—(1}]), as solugdes nZo triviais. Além disso, utilizamos

essas mesmas equacdes paramétricas para estudar as solugdes inteiras positivas e
racionais positivas da equagao x’=y".

A partir das solugbes apresentadas, é realizado no quarto capitulo, uma
analise grafica sobre as mesmas. Concentrando maior parte dessa analise sobre o
conjunto das solugdes néo triviais, que diferentemente do conjunto de solugdes

triviais, imp&e maior dificuldade para o seu entendimento. E, tendo em vista essa
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maior dificuldade, sdo apresentados os rastreamentos das solugdes via as relagdes
y=t-x e y=x' apresentadas no capitulo anterior.

E por fim, no quinto capitulo, propbe-se algumas atividades que podem ser
aplicadas em turmas de Ensino Médio, no intuito de aprofundar o entendimento do
aluno em relacao a resolugao de equacoes, no interesse de solugcdes exatas ou em

solugdes aproximadas.
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2 AEQUAGAO x'=y"

2.1 UMA ANALISE INICIAL

Para entender melhor essa equagao, deve-se isolar as variaveis em membros

diferentes. E para isso, podemos prosseguir de duas maneiras.

L . .1
A primeira consiste em elevar ambos os seus membros a —, obtendo a
Xy

11
equagcao x*=y” , equivalente a anterior.

N
vey ele T =ly T estsy

1
Levando ao estudo da fungdo f:R*=>R" tal que f(x)=x", cujo gréafico esta

representado abaixo.

1

Figura 7: Grafico de f (x)=x"

Fonte: O autor
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1
Ao analisarmos o comportamento de f(x)=x*, podemos determinar os

valores do seu dominio que possuem a mesma imagem. Com isso, podemos

1
descobrir quando dois elementos distintos do dominio de f(x)=x*, a e b por

11
exemplo, satisfazem a igualdade a“=b", ou seja, podemos determinar dois reais

positivos a e b com a#b, que satisfazem a’=b".(ATRACTOR’, 2017).

A segunda maneira, que encontramos em Reznick [18], consiste em
tomarmos o logaritmo natural em ambos da igualdade x’=y"*, obtendo a equagao

In(x”)=In(y"), equivalente a anterior. Desta Ultima, segue que

In(x) _In(y)
X y

In(x")=In(y")e y-In(x)=xIn(y)e

Levando ao estudo da fungdo f:R*->R tal que f(x)=———

Analisando o comportamento de f(x):ln(x), podemos determinar os
X

valores do seu dominio que possuem a mesma imagem. Ou seja, descobriremos

n(x)

quando dois elementos distintos do dominio de f(x)= , a e b por exemplo,

satisfazem a igualdade

. E deste modo, podemos encontrar dois reais

In(a) In(b)
b

positivos ae bcom a#b, que satisfazem o’=b°, j& que

Resolvendo assim, a nossa equagao inicial.

Ao contrario do que foi feito anteriormente, quando o grafico da fungao

> |

f(x)=x

justificativa ou deducao de suas caracteristicas, a partir deste ponto, estudaremos a

foi apenas plotado com a ajuda do software Geogebra, sem nenhuma

7 Portal dedicado a divulgagdo da Matematica.
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fungdo f:R"=>IR tal que f(x):ln(—x), acumulando os conhecimentos necessarios
X

para a construgao de seu grafico.
Com isso, observaremos caracteristicas importantes da equagao x’=y", que

serado utilizadas para determinarmos suas solugdes.

In(x)

2.2 0 ESTUDO DO SINAL DE f(x)=

2.2.1 A Raiz

ln(x).

Sejaafungdo f:R"*»R talque f(x)=
X

Dada uma fungéo real definida por y=f(x), dizemos que x, é raiz de f(x)
se, e somente se, f (x,)=0 .

Assim:

In(x)

(x)

=0=In(x)=0=e"=e"ex=1

In(x)

Portanto, a fungdo f(x)=——* possui uma Unica raiz, que &€ x=1.
X

In(x)

Note que o grafico da fungdo f(x)=—— possui uma Unica interse¢do com
X
o eixo OX, exatamente quando x assume o valor da raiz. Porém o grafico da

In(x)

fungéo f (x)=—=%, ndo possui interse¢cdes com o eixo OY, ja que x=0 ndo pertence
X

ao dominio da fungao.
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2.2.2 O Sinal

In(x)

Queremos determinar para quais valores do dominio, a fungdo f(x)= e
positiva ou negativa. Para isso, analisaremos o sinal da fungcdo separando o seu
dominio em dois intervalos (0,1) e (1,+x) .

Para o intervalo (0,1), temos:

in(x)

0<x<leln(x)<0e .

Para o intervalo (1,+x), temos:

in(x)

1<x=0<In(x)=0< .

In(x)

Concluimos que a fungdo f:R*=>R com f(x)= , assume valores
X

negativos para qualquer x€(0,1) e assume valores positivos para qualquer

x€(1,+o).

In(x)

2.3 MONOTONICIDADE DE f(x)=

In(x)

Derivando f(x)=—-*, segue que
X
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Assim,

1-In(x)

2
X

=0=1-In(x)=0=In(x)=leox=c .

Substituindo x=e em f(x):ln(x),temos:
X

1 . - .
sendo (e,—) , candidato a ponto de maximo ou minimo.
e

Para 0O<x<e, temos:
x<eoIn(x)<lo—In(x)>—1=1-In(x)>0e—

Para x>e, temos:

1-In(x)

2
X

x>e=In(x)>1eo—In(x)<—-1e1-In(x)<0= <0 .

n(x)

Concluimos entdo, que a fungdo f(x)= é estritamente crescente no

intervalo (0,e) , estritamente decrescente no intervalo (e ,+x) , sendo o ponto (e,%) o]

maximo global da fungao.
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2.4 A CONCAVIDADE DO GRAFICO DE f(x)= In (x)
X
Derivando f'(x)= Lr;() encontra-se
X
f”(x):_;.x _(l_ln(x))'zx:—X—2X+2X'1H(X):_3X+2X-ln(x):1n(x2)_3
X ¥ i E

2 —
Portanto, f"(x):w :
X

Fazendo f''(x)=0, segue que

In(x*)-3

J =0oIn(x’)-3=0eIn(x*)=3e X’=e’ e x=+1¢’
X

Como estamos trabalhando apenas com x>0, pela definigdo do dominio de

f(x)=—22L | utilizaremos apenas x=Ve’.

Substituindo x=ve’ em f(x):ln(x) temos:
X

3 3
In \/e ln —ln(e)

=3 3
L e

N

In(x) .

Portanto, (\/e_3 ) é ponto de inflexdo do grafico de f(x)=

3_
2-\/63
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2 J—
Como f"(x):w se anula para x:\/e3, deve-se verificar para quais
X
2
valores do dominio de f(x):lnix) o sinal de f"(x)zw é positivo ou
X

negativo.

Para 0<x<ve’, temos:

w

x<e ex<e’ex’<e’sIn(x?)<In(e’) e In(x)<3 < In(x})—3<0 .

Como x>0, temos que

Concluimos entdo, que no intervalo (0,\/:3)a concavidade do grafico de

f(x):ln(TX)é voltada para baixo, e que no intervalo (\/e_3,+oo)a concavidade do

In(x)

grafico de f (x)= é voltada para cima.
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In(x)

2.5 ASSINTOTAS DO GRAFICO DE f(x)=

2.5.1 Assintota Horizontal

Provaremos primeiro dois limites importantes que nos ajudardo a estudar o

a) lim —=0 ;

xd+0 X

b) lim In(x)=+0 .

X >+

Demonstracbes

a) Dado ¢>0 segue que,

1 1
<€<:>—€<—<€<:>X>? .
X

X

Assim, tomando Nzé , temos que V >0, existe N>0 tal que x> N:‘% <eg.

Dessa forma, lim l:0 )

x>+ X

b) Dado M >0 segue que,

In(x)>Mee"¥s>eM o x>e |
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Assim, tomando N=e¢“ , temos que VYV M>0 existe N>0 tal que
x>N=In(x)>M .

Desa forma, lim In(x)=+c0 .

X >+

Agora utilizaremos a Regra de L'Hospital [11] para indeterminag¢des do tipo

. In(x
3% para calcular lim In(x)

X +0 X

Deste modo,

1
X

lim Mz lim —=lim l:O .
X3+ X X+ ]. x>+ X

Portanto, lim M:0 i

X =+ X
Em [16] pode-se encontrar a seguinte definigao:

Uma reta y=b é uma assintota horizontal do gréafico de uma funcéo y=f(x) ,

se pelo menos uma das seguintes afirmacdes for verdadeira:

i. limf(x)=b ;

X 2+

i.  lim f(x)=b

X >—©0

Com isso, concluimos que a reta y=0 é assintota horizontal do grafico de

f(x):lnix) , por definic&o.
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2.5.2 Assintota Vertical

— e . ~ .1
Primeiro provaremos dois limites que nos ajudarao a estudar o lim nix) :
x=0"
a) lim 1ot :
x-)()*x
b) lim In(x)=—o0
x=>0"
Demonstracées
a) Dado M>0 segue que,
l>M<:>O<x<i
X M
Assim, tomando 5:% , temos que VY M>0 existe >0 tal que
1
0<x<d=>=>M
X
.1
Dessa forma lim ;=+oo .
x~>0"
b) Dado M <0 segue que,
“n(x) _-M ln(;) m_1_ _m M M
In(x)<M<0e—In(x)>—M>0=e ">e " we Vse e >e Tex<e =0<x<e.
Assim, tomando o&=e" , temos que VY M<0 existe 06>0 tal que

0<x<d=In(x)<M

Dessa forma, lim In(x)=—c0 .
x>0"
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Em [15] pode-se encontrar o seguinte teorema:

Teorema 2.1

Se lim f(x)=+o e lim g(x)=—o0, entdo lim (f-g)(x)=—o0 .

x=>a x=>a x=>a

Como lim L=+ , limIn(x)=—w e limM=lim[l-ln(x)] , temos
x20" X x>0 x20" X x20" [ X

pelo teorema 2.1 que lim _lnix> __
x=0"

Para assintotas verticais voltamos a referéncia [16].

Uma reta x=c é uma assintota vertical ao grafico de uma fungédo y=f(x) se

uma das condicdes se verifica:

L. lim f(x)=+0 ;

x=>c+

ii. lim f(x)=+0 ;
iii. limf(x)=—o0 ;

iv. lim f(x)=—o0 .

X=Cc—

Portanto, x=0 é assintota vertical de f(x):# por definicéo.

2.6 O GRAFICO DE f(x)=)

X

In(x)

)

Com o estudo realizado sobre o comportamento da fungdo f(x)=

construimos o seu grafico que esta representado na Figura 8.
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In(x)

Figura 8: Grafico da funcdo f (x)=

Fonte: o autor

Observando o grafico da Figura 8, notamos que os elementos a e b do

In(x)

dominio de f(x)=——, ambos maiores que 1, possuem a mesma imagem c
X

Demonstraremos esse fato provando que se a e b sao elementos distintos

In(x)

do dominio de f(x)=—— que possuem a mesma imagem, entdo a e b s&o
X

ambos maiores que 1. Em outras palavras, provaremos que se a e b sao

. . i . : 1 1 ~
numeros reais positivos e distintos tais que %zn— ,entdo a>1 e b>1.

Nessa demonstragdo usaremos o teorema abaixo, encontrado em [14].

Teorema 2.2

Sendo a€R, 0<a<l, x,€R e x,€R, temos: a">da* se, e somente se,

X,<X, .



Proposicao 2.3

Se a e b sdo numeros reais positivos e distintos tais que a’=b", entdo

a>1 e b>1.

Demonstracio

Para fixar as ideias suporemos a<b , sendo analogo o raciocinio para b<a.

Suponhamos por absurdo que a ou b nao seja maior que 1.

1° caso: O<a<l<b

Se a=1, a igualdade a’=b° sera verdadeira apenas para b=1, o que
contraria o fato de a e b serem distintos por hipotese. Se a<1, temos da’<1 .
Por outro lado, como 1<b, temos 1<b’. O que contradiz a nossa hipotese de

b
a=b".

2° caso: O<a<bx1

Se b=1, a igualdade € verdadeira apenas para a=1, contrariando a

hipétese de a e b serem distintos. Se 0<a<b<1, temos pelo teorema 2.2 que
a<b=d"<a". Por outo lado, da desigualdade a<b temos que a<bea’<b’.
Portanto, teriamos a”<b®, 0 que contradiz a hipétese de a”=b".

Logo, se a e b sdo numeros reais positivos e distintos tais que o’ =b°,

entdo a>1 e b>1.E este fato também é valido para
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In(x)

Outro fato que podemos observar no gréafico de f(x)= é que se a e

b sédo elementos distintos do dominio de f(x)= e possuem a mesma

In(x)

imagem, um sera menor que e e 0 outro sera maior que e . Em outras palavras,

observamos que se a e b sd0 numeros reais positivos e distintos tais que

ln(a):ln(—b),entélo a<e<b ou b<e<a.
a b
Novamente, como (a):lnl(jb)@ab:b“, podemos substituir lnc(la>=¥

por a’=b°.

Proposicdo 2.4

Se a e b sdo numeros reais positivos e distintos tais que a’=b" entdo

a<e<b ou b<e<a.

Demonstracio

Suporemos a<e<b , sendo analogo o raciocinio para b<e<a.

Como a e b sado reais positivos, entdo pertencem ao dominio de

f(x)= X, como definido anteriormente. Utilizaremos esse fato para

prosseguirmos com a demonstragao.

Agora, suponhamos por absurdo que a<b<e ou e<a<b.

1° Caso: a<b=<e

In(x)

In(x)

Pelo estudo do comportamento de f(x)= , sabemos que f(x)=

In(x)

X

é crescente no intervalo (0,e) e que para x=e, f(x)= assume o seu valor
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ln(a)<ln(b)
a b

méaximo. Portanto, se a<b<e, entdo f(a)<f(b)= Ou seja, se

contrariando a nossa hipdtese a’=b°,

a<b<e nao podemos ter

In(a) In(b)
a b

pois

2° Caso: e<a<b

In(x)

Como f(x)= é decrescente no intervalo (e,+«) e assume o seu valor

ln(a)>ln(b).

maximo em x=e, temos f(a)>f(b)= " )

Ou seja, se e<a<b nao

podemos ter , contrariando novamente a nossa hipotese a’=b".

In(a) In(b)
b

Concluimos que, se a’=b’ acontece para a<b, entdo a e b ndo podem
pertencer simultaneamente ao intervalo (0,e] e ndo podem pertencer

simultaneamente ao intervalo [e,+x ). Portanto, se a e b sdo numeros reais

positivos e distintos tais que a’=b", devemos ter a<e<b . E este fato também é

valido para

In(x)

Apoés a analise do grafico de f(x):T’ conseguimos determinar um fato

inerente a equacao x'=y".
Sejam x e y numeros reais positivos e distintos.
Se x e y satisfazem a equacdo x’=y", entdo pelas proposicoes 2.3 e 2.4 temos

l<x<e e y>e ou x>e e l<y<e.
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3 SOLUGCOES DA EQUAGCAO x’'=y"

Neste capitulo analisaremos as solugdes da equagdo x’=y* com x e y
reais positivos. Para isso, localizaremos todos os pontos representados pelos pares
ordenados (x,y) do primeiro quadrante do IR®> que satisfazem x’=y".

Note que podemos garantir a existéncia de solugdes para equagao x’=y",ja
que se y=x a solugao é débvia. Nesse caso, qualquer ponto do primeiro quadrante

cuja abscissa é igual a ordenada satisfaz a igualdade x’=y".
Para y#x a literatura aponta dois caminhos possiveis, que veremos a

seqguir.
. 1* caminho possivel [2]:

Retomamos aqui o raciocinio seguido por Euler [8] e Goldbach [9], e mais
recentemente por Sved [21], que buscam as solugdes para a equagao x’'=y"

através do feixe de retas y=t-x, cominclinagdo teR"—{1}.

Se y#x, existe teR"—(1} tal que %:t:y:t-x. Resolveremos entéo, o

y=t-x
x'=y*’

sistema de equagc")es[ cujas solugdes descrevem a curva o

1
parametrizada por a(t):(t“l,t“l), onde teR"—{1}; como sera demonstrado a

seqguir.

Demonstracéo

Sabemos que para y#x, existe teR"—{1] tal que %:t (i), que implica em

Yy
y=t-x (ii). Por outro lado, a equagéo x’=y" implicaem x*=y (iii). Substituindo

(i) e (ii) em (iii) segue que,
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y t 1 1 1
x X -1 —1)t-1 — —
xX=y=>x'=tx=>==t=>x' :tﬁ(xt ) =t losx=t"".

X

B
Substituindo x=t“"' em (ii) teremos,

1 1 ¢
y=tx=>y=tt''s>y=t Tl y=t"",

Portanto, o conjunto solugdo do sistema [yy:t"i com teR*—(1] descreve
X =y

t

1
acurva a parametrizada por a(t):(t”,t”) com teR"—(1} .
¢ 2’ caminho possivel [18]:

Nesse caminho, buscam-se as solugbes da equagdo x’=y" através da
relacdo y=x'.

Sabemos que para y#x, existe t€R"—{1} tal que %zt. Por outro lado,

Yy Y
y'=x"ey=x" . Fazendo %:t em y=x",temos y=x' com teR"—{1}.
Observe que fazendo t=1 em y=x' temos novamente y=x, tornando a
solugdo para a equagado x’=y" ftrivial outra vez.

ot
Resolveremos entdo, o sistema de equagdes [ );—XX com telR*—{1}, cujas
X =Yy

t

1
solugdes descrevem a mesma curva « parametrizada por a(t):(t”,t”) , onde

telR*—(1} ; como sera demonstrado a seguir.
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Demonstracio

Substituindo y=x' em x”=y"*. Deste modo, teremos:

1 1 1
t =
! t ! t- t X t—1 t—1 ([—1) -1 -1
X=y'ex'=(x')ex =x"ex'=txeo==tex :ta(x ) =t e x=t"".
X

1

Substituindo x=t"' em y=x', temos

y:xt@y:(t[_

ot
Portanto, o conjunto solugdo do sistema [%_XX com t€R"—{1] descreve

X =y

t

,tt‘l) com

1

a mesma curva a do caso anterior, parametrizada por a(t)Z(tH
teR™—{1}.

Concluimos que areta y=x (x,y€lR") é o conjunto das solugdes triviais da

equacao x’=y"* e que as solugbes nao triviais ( no caso em que y#x ) da

t

,tt_l) , onde

1
t—1

equagao x’'=y" sdo dadas pela parametrizacao a(t):(t

teR™—(1} .

1 t
Utilizando a parametrizagio a(t):(t“l,t“l), podemos escrever algumas

solugdes para a equagdao x’=y* com y#x, atribuindo alguns valores para t.

1 3 1 4 1 5
Como exemplos, podemos citar os pares, (2,4), (32,32), (43,43) e (54,5“)
que sao encontrados quando t assume respectivamente os valores 2, 3, 4 e
5.

Ao observarmos os valores encontrados para x e y, podemos questionar

sobre quais circunstancias teremos solugdes racionais para a equacdo x’=y"
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quando y#x, ja que os pares ordenados encontrados para os valores que
atribuimos ao parametro t parecem nao fornecer nenhuma informacgao util nesse
sentido.

Notamos que para t=2 encontramos x=2 e y=4, valores racionais que
por sinal, também sdo os unicos inteiros a satisfazer a equagdo x’=y* como
veremos mais adiante. Porém para os préximos valores inteiros que utilizamos para

t,como 3, 4 e 5;encontramos apenas x e y irracionais como solugao da
equacao x’'=y".

Nos deparamos entdo, com o problema de como encontrar solugdes racionais

t—1 (t—1

1 t
para equacdo x’=y" utilizando a parametrizagao a(t):(t ,t )

Estudaremos como encontrar tais solugdes na proxima sec¢ao deste capitulo.

3.1 SOLUGOES RACIONAIS DA EQUAGAO x’=y"

Prosseguindo com o nosso estudo sobre as solugdes da equagdo x’=y",

1 t

utilizaremos as equacbes paramétricas da curva a(t):(t”,t‘l) estudada

anteriormente, para encontrar as solugdes racionais positivas da equagao x’=y".
Ou seja, determinaremos todos pontos (x,y) do primeiro quadrante, com y#x,

cujas coordenadas sdo0 ambas numeros racionais e que satisfazem a igualdade

y__ . X

X =Yy

1
Reznick (2001) observa que se t:1+% , para k inteiro, a equagdo x=t""

k
~ . 1
resulta em wuma solugdo racional para x’=y* , a saber X:(HE e
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k+1
y:(“E) . Ainda mais, demonstra que toda solugdo racional da equagao

1 k 1 k+1
x’=y" édaforma X:(HE) e y=(1+?) .

De fato, considerando teR*—{1} observe que t=1+%@t—1:%@k:t_%.

1 t

1 . oL ~ . -1 - ~ , .
Se ) for um numero inteiro, entdo os numeros x=t"' e y=t""', sdo racionais

positivos. Demonstraremos essa afirmacao.

Demonstracio

Seja k um numero inteiro tal que %zk,sendo teR™—{1} .

Facamos duas observagdes antes de seguirmos com a nossa demonstragao.

Note que k#0, pois k é igual a uma fragcdo de numerador 1. Além disso,
também temos k#—1, pois k=—1<t=0, e estamos considerando t€R"—{1} .

Prosseguindo com a demonstragdo, provaremos primeiro a veracidade da

afirmagado para x<y (12 etapa) e depois para y<x (22 etapa).
12 etapa

Voltemos a igualdade %:t (teR*—{1}), que utilizamos para chegar as

1
t—1

_t
solucdes x=t"' e y=t"' daequacdo x'=y".

Se x<y temos y>1@t>1©t—1>0@%>0@k>0. Ou seja, k sera

X t—
inteiro positivo.
1 _t

Substituindo t—Ll:k e t:1+l,em x=t"" e y=t"""', temos:

k
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Segundo Lima (2016), o conjunto @ dos numeros racionais € um exemplo
de corpo e por isso, dados a€Q e beQ, temos a+beQ e a-beQ. Ou seja, o
conjunto dos numeros racionais € fechado em relagdo as operacbes de soma e
multiplicagéo.

Como k é um numero inteiro diferente de zero, temos respectivamente pela

definicdo de numero racional e pelo fechamento da soma entre niumeros racionais,

que % e 1+% serdo numeros racionais. E pelo fechamento do produto entre

k k+1
. . . , 1 1 . ~ .
numeros racionais, concluimos que (1+E) e (1+F) também serdo numeros

racionais.

Além disso, como k é inteiro positivo, temos 1+%>0. De fato, como

1+%:t e teR'—(1}, temos 1+%:t>0. Como poténcias com bases positivas

k k+1
sempre resultam em numeros positivos, temos (1+%) >0 e (1+E) >0 .

1
1 . C . - o . T
Logo, se 1 for um numero inteiro positivo, entdo os niumeros x=t""' e

_t

y=t""", sdo racionais positivos.
22 etapa
Se x>y temos O<y<1@0<t<1@t—1<0®%<0@k<0. Ou seja, k

X t—

sera inteiro negativo.
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De modo analogo a primeira etapa dessa demonstracdo, substitui-se

1 1 =
—=k e t=1+- em x=t""
— e L em x

ot 1 k 1 k+1
e y=t""', obtendo X:(HE) e y:(1+z) .

Como k<0 e k#—1, existe m natural e diferente de 1 tal que

k k+1
k=—m . Substituindo k=—m em x:(1+%) e y:(1+E) , Segue que,

et S e
R

n+1 n
Fazendo m-1=n, temos x:(1+—) e y:(1+l), sendo n um
n n

numero inteiro positivo, pois m € natural e maior que 1. Deste modo, pela

. 3 ) n R
primeira etapa dessa demonstracdo, os nimeros x= 1+; e y= 1+; séo

racionais positivos.

1

1 , o . ~ , =
Logo, se 1 for um numero inteiro negativo, entdo os niumeros x=t"" e

_t
t—1

y=t , sdo racionais positivos.

Concluimos entao, que se t%l (teR*—{1} ) for um nimero inteiro, entdo os

1

B t
numeros x=t""' e y=t"', sdo racionais positivos.

Com essa demonstracao, observa-se que a equagao x’=y* possui solucdes

k k+1
na forma x:(1+%) e y:(1+%) (keZ-{—1,0} ), e que essas solugbes s&o

racionais positivas.
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Agora mostraremos que todas as solu¢des racionais positivas da equagao

x’=y"* possuem essa forma.

Para demonstrarmos esse fato, devemos mostrar que, se x e y sao

1 k
nameros racionais positivos e satisfazem a igualdade x’=y", entdo x= 1+E e

B 1 k+1
y= 1+? com keZ-{—1,0] .

Demonstracao

Voltemos novamente a igualdade %zt (teR™—(1}).

Supondo que x e y sao numeros racionais positivos e substituindo t=Y
X

k k+1
Fazendo —X—=k, teremos x=(1+%) e y:(1+%) , sendo k um

y—Xx
numero racional.
Primeiro provaremos que k#—1 e k#0.

Como k é€ igual a uma fragdo com numerador positivo, temos k#0. Além

disso, k#—1. Pois ao supor k=-—1, teriamos yXTX:—I@y—x:—xa»y:O, 0 que

contraria o fato de y ser racional positivo.
Portanto k#—1 e k#0.
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Agora sera provado que k € um numero inteiro.
12 etapa
X

y—x
Suponhamos que k nao seja um numero inteiro. Isto €, tome k um numero

Para x<y,temos k>0, pois y>xeoy—x>0< >0=k>0.

racional positivo n&o inteiro. Nesse caso, existem numeros inteiros positivos a e b,

primos entre si, tais que kzg .

k
Deste modo, substituindo kz% em (1+%) , Segue que

a
b

941
S0 I R B R
k k a |’

a
b

onde o maximo divisor comum entre a e b € igual ao maximo divisor comum
entre a e a+b.Destamaneira a e a+b também sio primos entre si.
De fato, pois caso contrario a e a+b teriam um fator comum
mezZ'—{1} tal que a=mr e a+b=mss onde r,s€Z' com s>r.
Deste modo, a+b=m-seb=m-s—acb=ms—mreb=m-s—r). Assim a=mr e

b=m-(s—r), contrariando o fatode a e b serem primos entre si.
a+b |; 1\
Além disso, como (—a )b:(1+%) € racional positivo por hipotese, existem
p e q inteiros positivos e primos entre si, tais que

a+b %:£® a+b a: P b@(a+b>a_qb:aa.pb
a q a q .
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Como a+b e a sdo primos entre si, temos que (a+b)’ e @' também

serdo primos entre si. Da mesma maneira, como p e q s&o primos entre si, p’

e g¢" também serdo primos entre si. Portanto, (a+b)'=p” e a"=q".

Vejamos a igualdade (a+b)'=p".

Como os expoentes a e b dessa igualdade sao primos entre si por
hipétese, temos que necessariamente, a+b € uma poténcia de expoente b, caso
contrario (a+b)" ndo poderia ser igual a p’, uma poténcia de expoente b. Ou
seja, existe c inteiro, tal que (a+b)'=p°=(c’)'=p°=(c’)’=p’. De modo analogo,
em relagéo a igualdade a°=q", existe d inteiro tal que

a'=q"=(d")'=q"=(d")=q".

Desta maneira, temos a+b=c’ e a=d", com c>dec=d+f, onde feZ".
Segue que, b=a+b—a=c"-d"=(d+f)’—d".

Para prosseguir com os nossos calculos, utilizaremos a férmula do binémio de
Newton, que nos da o desenvolvimento de (a+b)".

“‘Sejam a e b numeros reais € seja n€lN. Tem-se que

(a+b)"=a"+(’17)~a"1~b+(g)-a"2'b2+...+( n 1)-a-b“+b" ». (HEFEZ, 2014).
e

Utilizando a féormula do bindmio de Newton, segue que,

b:(d+f)b—db:(g)-db+(?)-db1-f1+(g)-db2-f2+...+(g)-fb—db:
:db+b-db_l-f1+(l2))-db_2-f2+...+(g)-fb—db:

_p o qb-1 1 [ b gb-2 2 b\ b
=b-d f+(2) d f+...+(b) f>b.

O que é um absurdo. E portanto, nossa suposicao inicial de k nao ser um

numero inteiro é falsa.
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Logo, se x e y (x<y) sdo numeros racionais positivos e satisfazem a

k k+1
x"=y", entéo x:(1+%) e y:(1+%) com k inteiro positivo.

22 etapa

X
y—Xx

<0=k<0.

Para y<x, temos que k<0, pois y<xey—x<0e

Sendo

assim, existe m racional positivo tal que k=-m. Substituindo k=—m em

1 k 1 k+1
X:(HE) e y:(1+z) , Segue que

n+1 n
Fazendo m—-1=n, temos x:(1+;) e y:(1+%), sendo

numero racional positivo, ja que m>1. De fato,

Como x>y@x—y>0@i>0, temos m:1+i>1, e

X—y Xy

n=m-—1=1+ Y —1= Y >0 .
X—y X=Yy

n um

portanto
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Pela 12 etapa dessa demonstracido, concluimos que n é inteiro positivo. E
disso decorre, que m ¢é inteiro maior que 1 e consequentemente k é inteiro

menor que —1, pois definimos anteriormente m—1=n e k=—m.

Logo, se x e y (y<x) sdo numeros racionais positivos e satisfazem a

k k+1
x"=y", entéo x:(1+i) e y:(1+i) com k inteiro negativo diferente de

-1.

E com isso, acabamos de mostrar que todas as solucdes racionais positivas

k k+1
da equacdo x’=y", possuem a forma x:(1+%) e y=(1+%) (kezZ—-{-1,0}).

3.2 RETOMANDO AS SOLUCOES INTEIRAS DA EQUACAO x’ =y

Nesta secdo, determinaremos as solucdes inteiras positivas para a equacao

x’=y"*. Ou seja, determinaremos todos os pontos (x,y) do primeiro quadrante,

com y#x, cujas coordenadas sdo ambas numeros inteiros e que satisfazem a
igualdade x’=y".

Sabemos que as solugdes racionais positivas da equacao x’=y", sdo dadas

1 k 1 k+1
por X:(“?) e y:(1+E) , para kezZ—{—1,0} .

Fazendo k=1, encontramos o par ordenado (2,4) como solugdo inteira
positiva. Que verificaremos ser a unica solugao inteira positiva possivel com x<y.

Pelas proposicdes 2.3 e 2.4 da secao anterior, se x € y sao numeros reais
positivos e distintos, com x<y e satisfazem a igualdade x’=y*, devemos ter

1<x<e e y>e.
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Como e~2,718, o unico valor inteiro positivo que x pode assumir entre 1
e e, o0 2.Portanto, a Unica solucao inteira positiva para a equacado x’=y", com
x<y, éo parordenado (2,4).

Obviamente, o par ordenado (4,2) também satisfaz a igualdade x’=y*. E

para determina-lo, basta tomar k=-2 em x:(1+%)k e y:(1+%)k+1. Deste

modo, temos novamente pelas proposicoes 2.3 e 2.4 da seg¢ao anterior, que se x €
y sao numeros reais positivos e distintos, com y<x e satisfazem a igualdade
x’=y",devemos ter 1<y<e e x>e.

Mais uma vez, como e~2,718, o unico valor inteiro positivo que y pode
assumirentre 1 e e,éo0 2.0 que faz o parordenado (4,2) sera Unica solugéo
inteira positiva para a equagéo x’=y*,com y<x.

Veremos posteriormente, que ndo é mera coincidéncia, os pares ordenados

(2,4) e (4,2) pertencerem ambos ao conjunto solugdo da equagdo x’=y*. No

préximo capitulo verificaremos que o motivo para isso ocorrer, € o fato do trago da

t

1
curva oc(t):(tt‘1 ,tt‘l) (teR*—(1] ) ser simétrica em relagéo areta y=x.
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4 ANALISE GRAFICA DAS SOLUCOES DE x’'=y"

Na busca por pares ordenados (x,y) que satisfazem a equacdo x’=y"*,
vimos no capitulo anterior que a semirreta y=x (x,y€R") representa o conjunto
das solugdes triviais da equagao x’=y* e que o conjunto das solug¢des nao triviais
(0 caso em que y#x) da equagdo x’=y* €& representado pela curva

t

parametrizada por a(t):(t“ll,t“l) ,onde teR"—(1}.

Neste capitulo, seguindo o proposto em ATRACTOR(2017), rastreamos no
primeiro quadrante o comportamento das solugbes da equagdo x’=y" utilizando o
feixe de retas y=t-x com inclinagdo telR*—{1}, descrevendo o lugar geométrico

U
de tais pontos como a(t):(t”,t”) onde teR"—{1].

E seguindo ao exposto anteriormente, quanto aos possiveis caminhos para a
determinagcdo de solugdes da equagdo x’=y*, esse rastreamento é refeito
utilizando o conjunto de curvas y=x' onde teR*—{1] encontrando os mesmos
y=t-x
x'=y*’

consequentemente, descrevendo o mesmo lugar geométrico, ou seja, a curva

pontos (x,y) (y#x) que encontramos quando resolvemos o sistema

1 t

a(t):(t”,t”) onde teR"—{1] .

Com base nesses estudos, visualizaremos o comportamento das solugdes de
x’=y”* no plano OXY.

Comegaremos pela construgdo do grafico das solugdes triviais. Ou seja,

vamos construir o grafico da semirretareta y=x (x,y€R"). Veja a Figura 9.
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Figura 9: Gréfico da semirreta y=x (x,yelR*)

¥
10

y~

o 2 4 L] 8 10

Fonte: O autor

1 t
A partir de agora, concentraremos nossos estudos na curva a(t):(t“l,t“l)
(teR"—{1} ) que, como vimos anteriormente, € a curva que representa as solugdes
da equacdo x’=y", representando a variavel y por y=t-x ou representando

y por y=x'.

1t
4.1 SOBRE O TRAGO DE a(t):(t‘"l,t‘"l)

4.1.1 Simetria em Relacao a Reta y=x

S
O traco ( imagem ) da curva a(t):(t”,t”) (teR*—{1}) é simétrico em

relacdoareta y=x.
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Demonstracio

Para verificarmos que o traco de uma curva « é simétrico em relagao a reta
y=x, basta mostrar que (x,y) pertence ao traco de o se, e s6 se (y,x)

pertence ao traco de « .

1t
Fixemos t>0 e seu par correspondente (x(t),y(t))Z(t‘_l,t‘_l).

Fazendo a substituicdo do parametro ¢ por % segue que,

Concluimos que, para cada t>0 que determina o par (x,y) do traco de «,

0 numero % determina o par (y,x) que também pertence ao traco de «. E

portanto, a curva o € simétrica emrelagcdo areta y=x.

Na Tabela 1, listamos alguns valores para o parametro t e os pontos do
trago da curva a que esses valores determinam. Podemos observar claramente a
simetria em relagcdo areta y=x.

—

R
Tabela 1: Pontos do trago de «a(t)= t”,t”)

A| B| c| D E F G H | 1| J | K| L
1| 1 1|1 2 4 5 3
Y5 al3l2| 3| 5 | 3| 2|23 |4)°
5 i | 3 3\ 5\° 5\ 3\’ 1 1 1
X 54 43 32 4 E z E E 2 32 43 54
1 1] 1 3\ 5| 5\’ 3\ 3 4 5
y| g 4’ 32 2 E H E E 4 3’ 4° 5

Fonte: O autor
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4.1.2 Convergéncia Para o Ponto (e,e)

Estudaremos agora, o que acontece com as equagdes paramétricas da curva

a , quando os valores de t se aproximam de 1. Ou seja, estudaremos os limites

1 _t
limt“! e limt""'.
t>1 t=>1

1 t
Provaremos que limt"'=e e limt"'=e, utilizando o seguinte teorema que
t>1 t>1

pode ser encontrado em [15]:

Teorema 4.1

1
“Seja a funcdo definida em [x€R/—1<x#0], por f(x)=(1+x)*, entdo

1

lim (1+x);:e
x=0

De fato, fazendo t=1+heh=t—1, quando t tende a 1 ( pela direita ou

pela esquerda ), h tende a zero. Deste modo, pelo teorema 4.1 acima, teremos:

1 1

. limt“1=lim(1+h)ﬁ=e;
t=>1 h=0

t 1+h 1

(1+h)"-(1+h)*

e limt"'=lim(1+h) " =lim
t>1 h=0 h=0

=e-l=e.

Portanto, quando t tende a 1, as coordenadas dos pontos do traco da

curva a tendema e.
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Note que o ponto (e,e) nédo pertence ao trago de « . Pois caso contrério,

t 1

1 1
1 =t"'"t=e. Com isso, também teriamos

deveriamos ter t'''=e e t'!

1

tﬁ

‘t=eeet=eet=1, contrariando o fato de teR*—(1}. Portanto, o ponto
(e,e) n&o pertence ao tragco de « .
Em geral, as coordenadas dos pontos do tragco de « nunca assumirdo o

1 o
valor e.Bastalembrar que x=t""' e y=t""' sdo as solugdes reais e positivas da

equacado x’=y" para y#x. Porém, para que x e y satisfagam a equacao
x’=y* com y#x, devemos ter pelas proposicoes 2.3 e 2.4, 1<x<e e y>e Ou

B e
x>e e l<y<e.Portanto t''#e e t''#e.

1t
4.1.3 Assintota Horizontal ao Trago de a(t):(t“l,t“l)

Em relagdo a uma curva parametrizada do tipo «(t)=(x(t),y(t)), quando

tivermos lim x(t)=+c € lim y(t)=b com a,beR, a reta y=b serd& uma

t>a t=>a

assintota horizontal ao trago determinado pela curva o . (ALVES, 2014).

Agora estudaremos o0 que acontece com as equagdes paramétricas de «

1
quando t se aproxima de 0 pela direita. Ou seja, estudaremos limt™"' e

t>0"

_t
lime!.
t>0"

o : t
Primeiro provaremos que lim t—1:0 .
t>0 ™
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Demonstracio

Dado ¢>0 segue que,

tl<—ft-=-—t—<t<Et&---E —1<t-1<-E-1>
c+1 e+1 c+1 c+1 e+1 c+1 c+1

1 e+1 t £
—e—1<—<— =>—£< .
t—1 2e+1 t—1 2¢&+1

2¢?
Como ¢——& = >0, temos e>—&— . Logo,
T 0er1 26+l £ e 8
t ¢ t t |
—E&E<—<L <gE=>—¢< <E=> <€.
t—1 2¢e+1 t—1 t—1]|

Assim, tomando 5:%1, temos que Ve>0, existe 0>0 tal que
&

|t|<5:‘L <.
1

. t . t .. t ,
Como lim ——=0 se, e somente se lim =lim =0, concluimos que
t=>0 t_ [_)0* t_ t>0 t_l

lim ——=0.
o0 t—1
1 t
Voltemos aos limt“ ' e limt""'.

t>0" t>0"

t

Para limt"', utilizaremos o seguinte teorema que pode ser encontrado em

t>0"

[15]:
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Teorema 4.2

“Se ac€R, 0<a#1 e limf(x)=0,entdo lim ad™=1"

x=>b x=2>b

Como lim _L:O e 0<t#1, temos pelo teorema 4.2 que:

t->0"

_t
limt'=¢"=1.
t>0"

1

Para limt'*

t>0"

, utilizaremos a seguinte teorema que pode ser encontrado em

[15]:

Teorema 4.3

“Se lim f(x)=+c € lim g(x)=b#0, entdo:

x=>a x=2a

« se b>0, lim(f-g)(x)=+x;

x=>a

« se b<0, lim(f-g)(x)=—o0.”

x=>a

t
Como lim l:+oo ( provado anteriormente na segdo 2.5 ) e limt"'=1,

t=0° 20"

temos pelo teorema 4.3 que:

1

t

ot
limtt‘lzlim(t“1~t1):lim(tt‘ :

~ | =

t>0" t>0" t>0"

1

J=vo.

_t
Como limt“'=+w e limt"'=1, temos que a reta y=1 serd assintota
t>0" t>0"

1
horizontal ao trago da curva a(t):(t”,t”) ( teR™—{1}).
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1
4.1.4 Assintota Vertical ao Trago de a(t)=(t“1,t“1)

Utilizando o fato do traco de o ser simétrico em relacéo a reta y=x e que
por isso (x,y) pertence ao traco de « se, e somente se (y,x) pertence ao
tragco de «, podemos concluir que o traco de « também tera uma assintota
vertical.

Mostraremos que o traco de «a realmente possui uma assintota vertical

1 C
estudando limt“! e limt‘ !,

t>+o0 t>+00

— . 1
Primeiro provaremos que lim ——=0.

t>+o00 L7

Demonstracio

Dado

11 <&, segue que

1 1 1 1 1 e+1
:<g<:>—g< — <o _1<5@t_1>?@t>1+?@t>T-
Assim tomando N:%, temos que Ve&>0, existe N>0 tal que
1
t>N=>|—|<¢ .
=
1 o
Voltemos aos limt"™" e limt""'.
t>+ t>+0w

1

Para limt" "', temos

t=>+00
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1 1
limt"'= lim " '=¢"=1,
t>+0 1

—
t—1 0

t
Para lim ¢t~ ", utilizaremos a seguinte teorema que pode ser encontrado em

t >+

[15]:

Teorema 4.4

“Se lim f(x)=+w € lim g(x)=b#0, entdo:

X >+ X >+

« se b>0, lim(f-g)(x)=+x;

X +00

 se b<0, lim(f-g)(x)=—ow."

X D+

t 1 1
Como limtf_lzlim(tt_l'tl)ZIim (tt_l-t). E além disso, temos lim t=+w e

t>+00 t=>+00 t>+o0 t=>+

1
limt"'=1, segue pelo teorema 4.4 que

t>+0

t 1
lim ¢t '=1lim (t‘_l-t>=+oo :

t>+0 t>+w

1 _t
Como limt“'=1 e limt“'=+0, concluimos que a reta x=1 sera uma

t>+0 t=>+o0

t

,t‘l) ( teR"—{1}).

1
assintota vertical ao trago da curva oz(t):(t‘1

Com as informacdes obtidas até o momento, podemos construir um esbogo

inicial do trago da curva « , conforme Figura 10.
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1
Figura 10: Esbogo inicial de a(t)Z(tH,t[ )

by

Fonte: O autor

1
4.1.5 Inclinagio da Reta Tangente ao Trago de a(t)=(t""

[y

ot
, tt—l)

Por praticidade, invés de utilizarmos as equagdes paramétricas da curva «,

utilizaremos a equagao x’=y", considerando y#x.

Foi visto no capitulo 2 que

Derivando implicitamente a ultima igualdade acima, teremos:

2 7T a T (1mly)

l—ln(x):( 1-In(y) )_d_yﬁd_y:yz-(l—ln(x))
X y
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Pelas proposicdes 2.3 e 2.4, se x e y satisfazem x’=y*, entdo 1<x<e
e y>e ou x>e e l<y<e.Deste modo,

* Para 1<x<e e y>e,temos

In(x)<1 e In(y)>1e—In(x)>—1 e —In(y)<—1<1-In(x)>0 e
1-In(y)<0;

» Para x>e e l<y<e,temos
In(x)>1 e In(y)<le—In(x)<—1 e —In(y)>—1<1-In(x)<0 e 1-In(y)>0.
Concluimos que se x e y satisfazem x’=y*, entdo 1-In(x) e

2
1-In(y) possuem sinais opostos e portanto %=M<0 :
X .

(1-In(y))
Logo, a inclinagao da reta tangente ao trago de « sera sempre negativa. Ou

seja, otragco de a é sempre decrescente.

Pelo esboco inicial da Figura 10 e pelo fato do sinal da inclinagao da reta
tangente ao tragco de «a ser sempre negativa, podemos concluir que a concavidade
do traco de a sera sempre voltada pra cima. Pois caso contrario, teriamos uma
mudancga no sinal da inclinag&o da reta tangente ao tragco de « .

Vamos juntar todas as informacdes que temos até o momento sobre a curva

1t
a(t):(tt‘l,tt‘l) ( teR*—{1} ) para construir o seu gréfico:

 As equacbes paramétricas de o fornecem as solugdes para a equacao

x’=y" com y#x.E pelas proposi¢cdes 2.3 e 2.4,se x e y sao numeros
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distintos e satisfazem a equagdo x’=y", entdo 1<x<e e y>e ou x>e e

l<y<e;

* As assintotas horizontal e vertical ao traco de « sao respectivamente

x=1 e y=1;

« Otragode a é simétricoemrelacdoareta y=x;

* As coordenadas dos pontos do tragco de « convergem para o numero e

quando t tendea 1 , mas nunca assumem esse valor;

* Ainclinagao da reta tangente ao tragco de « sera sempre negativa;

* Aconcavidade do trago de o sera sempre voltada pra cima.

t

1
Segue na Figura 11, o gréfico da curva a(t):(t”,t”) ( teR*—({1}) que é

representado pelo seu trago.

Ay

ﬁ
I
—_

w

s e sm - ---

4

=R

Fonte: O autor
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4.2 REPRESENTAGAO GRAFICA DAS SOLUGOES DE x’=y*

Na Figura 12, esta sendo representado no plano OXY os pontos pertencentes

1 t

ao traco de a(t):(tt‘l,t“l) (teR*—{1} ) que estdo na Tabela 1 e que s&o

solugbes da equagédo x’=y”*. Também mostramos o comportamento desses pontos
quando sao rastreados pela reta y=t-x quando o pardmetro t tende a 1,

1 _t
t—1 t—1

lembrando que x=t"' e y=t"' s3o as soluges do sistema |¥=l¥

x'=y"

com

teR*—({1} .

Figura 12: Comportamento das solu¢des da equacgéo
x”= y* quando rastreadas pelo feixe de retas y=t-x
by

y=t-x
x'=y"

y

(e, e)

‘x

Fonte: O autor
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Na Figura 13, esta sendo representado no plano OXY os pontos pertencentes

1 t

ﬁ,tﬁ) (teR*—{1} ) que estdo na Tabela 1 e que sdo

ao trago de a(t)Z(t
solugbes da equagédo x’=y”*. Também mostramos o comportamento desses pontos

quando sao rastreados pelo conjunto de curvas y=x' quando o paradmetro t

1 t

tende a 1, lembrando que x=t""' e y=t"' sdo as solugdes do sistema

ot
Y=X com teR"—(1}.
x'=y

Figura 13: Comportamento das solu¢des da equagéo
x’= y*quando rastreadas pelas curvas do tipo y=x'
by

fe.e) y

Fonte: O autor
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Para finalizarmos a andlise grafica sobre as solugbes da equagao x’=y",
construiremos o grafico de suas solugdes.

Plotando em um mesmo sistema de eixos coordenados o trago da curva

R
a(t):(tt‘l,tt‘l) ( teR"—{1} ) e o gréfico da semirreta y=x ( x,y€R" ), vamos

obter a representacado das solugdes reais positivas da equagdao x’=y", conforme a

Figura 14 abaixo.

Figu.ra 14: Gréfico das solugdes de x'=y"

Ay

r=1 y==

w

e

e - ---

Fonte: O autor
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5 PROPOSTAS DE ATIVIDADES

Este capitulo consiste na apresentacédo de algumas atividades pedagdgicas
cujo objetivo é encontrar solugdes reais e positivas para a equagédo x’=y" e que
podem ser aplicadas em turmas de Ensino Médio. As atividades propostas nesse
capitulo tentam aprofundar o entendimento do aluno em relacdo a resolugdo de
equacoes, através da equagdo x’=y*. Trata-se de uma equacado indeterminada,
nas variaveis x e y, com infinitas solugdes, na qual, ao contrario do que
geralmente é visto em sala de aula, ndo € possivel expressar uma de suas variaveis
somente em fungao da outra.

Com isso podemos identificar duas possiveis fontes de “estranheza” por parte
dos alunos. Uma ¢é o fato de, por se tratar de uma equagao indeterminada em duas
variaveis, “ndo encontramos nunca apenas um valor para uma quantidade
desconhecida e sim uma infinidade de valores que variam de acordo com os valores
da outra quantidade”, (Roque, 2012, p. 372). Outra é o fato de nao termos
representada nessa equacao uma funcao explicita na variavel x e sim uma fungao
implicita nas variaveis x e y.

Dessa forma, com as atividades aqui propostas encaminhamos a busca de
solugbes, exatas e/ou aproximadas da equagdo x’=y", abordando tanto os seus
aspectos algébricos quanto os geométricos por caminhos que, no geral, diferem das
tradicionais estratégias de busca de solugbes adotadas em nosso cotidiano em sala
de aula.

Iniciamos a nossa busca pelas solugbes da equagdo x’=y* propondo
inicialmente uma atividade que utiliza o método da tentativa e erro. Porém, para
agilizar e facilitar os calculos, a atividade foi elaborada para ser aplicada com o

auxilio de uma planilha eletrénica.
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Segundo Giraldo et al. (2013, p. 17),

as planilhas podem ser utilizadas para a resolugdo numérica de equagdes,
ou mesmo de sistemas de equacdes, especialmente em situagbes que
envolvam modelos aproximados, permitindo a procura de solugdes
aproximadas em um determinado intervalo.

Em seguida, langamos mao de meios algébricos para encontrar uma “formula”
que forneca as solugcdes que estamos procurando. Faremos isso, utilizando a ideia
de parametrizagao de curvas, podendo ser necessario tocar nesse assunto antes de
iniciar a atividade.

Por fim, exploramos alguns aspectos geométricos da equagdo x’=y" e de
suas solugdes, com o auxilio do Geogebra, um software de matematica dinamica
para todos os niveis de ensino que reune geometria, algebra, planilha de calculo,
graficos, probabilidade, estatistica e calculos simbdlicos em um unico pacote facil de

Se usar.

Tabelas, graficos, desenhos, fotos, videos, cameras, computadores e outros
equipamentos ndo sao s6 meios. Dominar seu manuseio € também um dos
objetivos do préprio ensino das Ciéncias, Matematica e suas Tecnologias.
Determinados aspectos exigem imagens e, mais vantajosamente, imagens
dindmicas; outros necessitam de calculos ou de tabelas de grafico; outros
podem demandar expressbes analiticas, sendo sempre vantajosa a
redundancia de meios para garantir confiabilidade de registro e/ou reforgo
no aprendizado. (BRASIL, 2016, p.53).

5.1 ATIVIDADE 1 — APRESENTAGAO DA EQUAGAO x'=y*

a) Com o auxilio do Calc®, complete as seguintes tabelas:

8 Software de planilha eletrénica que integra a suite de aplicativos para escritorio LibreOffice.



Figura 15: Atividade 1 (item a)

x y X" y-
1 2 1 3
2 2 2 3
3 2 3 3
q 2 4 3
5 2 5 3
6 2 3 3
T 2 7 3
3 2 8 3
g 2 g 3
10 2 10 3
11 2 11 3
12 2 12 3
13 2 13 3
14 2 14 3
15 2 15 3
16 2 16 3
17 2 17 3
] 2 18 3
10 2 10 3
20 2 20 3
1 4 1 5
2 4 2 5
3 ] 3 5
1 1 1 5
5 4 5 5
5 ] 5 5
7 £l 7 5
8 4 8 5
] 4 5] 5
10 1 10 5
11 1 11 5
12 4 12 5
13 ] 13 5
14 1 14 5
15 4 15 5
16 ] 16 5
17 1 17 5
18 4 18 5
19 4 19 5
20 ] 20 5
X v x¥ Vi X vy xv Vi
2,125 2,250 2,125 3,375
2,250 2.250 2,250 3.375
2,375 2.250 2.375 3.375
2 500 2.250 2 500 3.375
2,625 2.250 2.625 3.375
2,750 2.250 2.750 3.375
2,875 2.250 2.87/5 3,375
3.000 2.250 3.000 3,375
3,125 2.250 3.125 3,375
3.250 2.250 3.250 3.375
3.375 2,250 3.375 3.375
3,500 2,250 3.500 3.375
3.625 2.250 3.625 3.375
3.750 2.250 3.750 3.375
3.875 2.250 3.875 3.375
4,000 2.250 4,000 3,375
4125 2.250 4,195 3,375
4250 2.250 4,250 3,375
4375 2 250 4375 3.375
4 500 2 250 4 500 3.375

Fonte: O autor

62



63

b) Quais sdo os valores de x que satisfazem a equacdo x’=y" quando fixamos
y=2, y=3, y=4, y=5, y=225 e y=33757?

X

c) Sempre teremos solugdes para a equagdo x’=y* para y=x7?

d) A equagcdo x’=y" apresenta solugcbes para y#x ? Caso apresente, cite alguns

exemplos.

Objetivos:

 Apresentar o problema: Encontrar numeros reais positivos x e y que
satisfagcam a equagao x’=y";
* Concluir que para y=x,aequagcao x’=y" possui solugcao;

» Apresentar algumas solugdes para a equagado x’=y* com y#x.

Desenvolvimento:

O primeiro item dessa atividade, consiste em atribuir um valor real positivo
fixo para y e realizar uma investigacao para tentar descobrir valores reais positivos
para x que satisfacam a equagdo x’=y*. Para realizar essa investigagao,
atribuimos diferentes valores para x e observamos o que acontece com o0s
resultados de x’ e y*.

Para agilizar os calculos, essa tarefa deve ser realizada preenchendo tabelas
com o auxilio de uma planilha eletrbnica como o Calc. As tabelas devem ser
construidas pelo professor, conforme Figura 15. Sendo atribuido ao aluno, somente
a missdo de preencher as tabelas, configurando as férmulas para obter os

resultados de x’ e y*.
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Em relacao as tabelas que apresentam numeros decimais, a quantidade de
algarismos apd6s a virgula para os resultados de x’ e y* fica a critério do
professor.

No exemplo de tabelas preenchidas que veremos mais adiante, foram
utilizadas sete casas decimais para os valores de x’ e y". Porém, a planinha
acusara os resultados iguais para x” e y", independentemente da quantidade de
casas decimais utilizadas.

Sao atribuidos vinte valores distintos para x em cada tabela apresentada
nesse exercicio, enquanto os valores fixados para y sdo 2, 2,25, 3, 3,375,

4 e 5, conforme Figura 15. Ao fixarmos esses valores para y, iniciamos uma
busca por valores de x que satisfazem a igualdade x’=y*, completando as
tabelas com a ajuda do Calc, que nos permitira encontrar os resultados de x* e

y* de modo muito mais pratico e rapido, como citado anteriormente.

A Figura 16 na pagina seguinte, mostra como as tabelas do item (a) da
atividade 1 ficam apds serem preenchidas. Note que podemos utilizar o recurso de
formatagao condicional do Calc para destacar as células quando x’=y".

Apoés a analise das tabelas construidas no item (a), espera-se que o aluno

consiga encontrar os seguintes valores para x no item (b):

e Para y=2,temos x=2 e x=4;

e Para y=3,temos x=3;

* Para y=4,temos x=2 e x=4;

e Para y=5,temos x=5;

* Para y=225,temos x=2,25 e x=3,375;
» Para y=3,375,temos x=2,25 e x=3,375.



Figura 16: Tabelas da atividade 1 (item a) preenchidas

»
8] =
-
e
.
[ <
-
|'.¢>(

1 2 1 3

2 2 4 4 2 3 8 E]

3 2 9 8 3 3 27 27

4 2 16 16 [] 3 64 81

5 2 25 32 5 3 125 243

6 2 36 64 6 3 216 729

7 2 49 128 7 3 343 2187

] 2 64 256 8 3 512 6561

g 2 a8l 512 g9 3 729 19683
10 2 100 1024 10 3 1000 59049

11 2 121 2043 11 3 1331 177147
12 2 144 4096 12 3 1728 531441
13 2 169 8192 13 3 2197 1584323
14 2 186 16384 14 3 2744 4782969
15 2 225 32768 15 3 3375 14348907
16 2 256 65536 16 3 4096 A3046721
17 2 289 131072 17 3 4913 129140163
18 2 324 262144 18 3 5832 387420439
19 2 361 524288 19 3 6859 1162261467
20 2 400 1048576 20 3 8000 3486784401

1 4 1 4 1 5 1 5

2 4 16 16 2 5 32 25

3 4 a1 64 3 5 243 125

4 [] 256 256 [] 5 1024 625

5 4 625 1024 5 5 3125 3125

6 4 1296 4096 6 5 7776 15625

7 4 2401 16384 7 5 16807 78125

] [] 4096 65536 8 5 32768 380625

9 4 6561 262144 9 5 59049 1953125

10 4 10000 1048576 10 5 100000 9765625

11 4 14641 4104304 11 5 161051 48328125
12 [] 20736 16777216 12 5 248832 244140625
13 4 28561 57108864 13 5 371293 1220703125
14 4 38416 268435456 14 5 537824 6103515625
15 4 50625 1073741824 15 5 758375 30517578125
16 [] 65536 4294967206 16 5 1048576 152587880625
17 4 83521 17179868184 17 5 1419857 762039453125
18 4 104976 68719476736 18 5 1880568 | 3814697265625
19 4 130321 274877906944 19 5 2476009 [19073486328125
20 [] 160000 1099511627776 20 5 3200000 |95367431640625

X Vi x v X Vi x¥ v*
2,125 2,250 5,4520220 5,6025772 2,125 3,375 12,7302345 | 13,2611680
2,250 2,250 6,2002709 6,2002709 2,250 3,375 15,4388874 | 15,4333374
2.375 2.250 7,0023380 68617277 2,375 3.375 18 5295425 | 17 9742269
2,500 2,250 7,8589589 7,5937500 2,500 3,375 22 0316756 | 20,9259143
2.625 2.250 8, 7708350 8,4038658 2,625 3.375 259753503 | 24, 3623212
2,750 2.250 9 7386456 9,3004064 2,750 3.375 30,38119495 | 28,3630472
2,875 2,250 10,7630451 10,2525016 2,875 3,375 35,3104084 | 33,0207634
3,000 2.250 11.8446661 113906250 3,000 3.375 40, 7646985 | 38,4433504
3.125 2.250 12,9841208 12,6057987 3,125 3.375 46,7863131 | 44, 7564419
3,250 2,250 14,1320027 13,9506006 3,250 3,375 5£3,4080035 | 52,1062443
3.375 2,250 15,4388874 15,4388874 3.375 3,375 60,6630159 | 60,6630159
3,500 2.250 16,7553344 17,0859375 3.500 3.375 68,5850800 | 70, 6249609
3,625 2,250 18,1318879 18,90860981 3,625 3,375 77,20830972 | 822228341
3.750 2.250 19,5690775 209250143 3,750 3,375 86, 5676302 | 05, 7252842
3.875 2.250 21,0674194 23,1583310 3.875 3.375 96,6978929 [111 4450765
4,000 2,250 226274170 256280063 4 000 3,375 107 6347412129 7463370
4,125 2.250 24,2495617 28,3630472 4,125 3.375 119, 4141636 [151,0529916
4,250 2.250 25,9343336 31,3888715 4 250 3.375 1320725731 |175,8585763
4 375 2,250 27,6822017 34 7374966 4 375 3,375 145 6467988 |204 7376788
4,500 2.250 29,4936251 38,4433584 4. 500 3.375 160, 1740785[238,3592429

Fonte: O autor
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Em relagdo ao item (c), o aluno deve perceber que a equagédo x’=y"
sempre tera solucdo quando y=x . Nesta etapa, podemos dizer para corpo discente
que os pares ordenados (x,y) com y=x, em que x e y sdo reais positivos,
formam o conjunto das solugdes ftriviais da equagdo x’=y*. Por isso, qualquer
ponto do primeiro quadrante (pois estamos procurando x e y positivos) cujo o
valor da abscissa € igual valor da ordenada € uma solugéo para a equagéo x’=y".

E para o item (d), espera-se que o aluno responda com os valores que podem

ser visualizados nas planilhas eletrénicas, tais como:

. x=2 e y=4 (ou vice-versa);

. x=2,25 e y=3,375 (ou vice-versa).

5.2 ATIVIDADE 2 — SOLUGOES: UMA ALTERNATIVA ALGEBRICA

Essa atividade refere-se ao conteudo exposto no capitulo 3 desse trabalho.
No referido capitulo, desenvolve-se uma sequéncia de calculos que nos permitiram
encontrar um par de equacdes paramétricas capazes de fornecerem solucdes reais
positivas para a equagao x’=y".

No intuito de contemplar parte do conteudo abordado no capitulo 3 dessa
dissertagdo, propomos a atividade a seguir, para trabalharmos tais equagdes

paramétricas em sala de aula.
Sejam x e y numeros reais positivos.
a) Determine o valorde t naequacdo y=t-x quando y=x.

b) Determine a expressdo que indica o valor de t na equagdao y=t-x quando

YFX.
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c) Seja o sistema |V =X com y#x.
x'=y"

* Substitua y=t-x em x’=y* e utilizando propriedades de potenciacao,
determine a expressao que indica o valorde x emfuncaode ¢;

* Substitua a expressdo encontrada no item anterior em y=t-x, e utilizando
novamente regras de potenciagao, determine a expressao que indica o valor

de y emfuncéode t.

d) Utilizando as equagdes paramétricas encontradas no item (c), determine as

~ . 3 oo
solugbes da equagdo x’=y* para tzf’ t=2 e t=3. Verifique se esses valores

X

encontrados para x e y realmente satisfazem x'=y".

e) Utilizando as equagdes paramétricas encontradas no item (c), determine as

solugdes da equagdo x’=y* para t=%, tzé e tzé . Verifiqgue se esses valores

encontrados para x e y realmente satisfazem x'=y".

f) O que acontece quando substituimos t por % nas equacdes parameétricas

encontradas no item (c)?

g) Obtenha uma solugdo para a equagdo x’=y" com y#x tal que y=3

utilizando a solugé&o encontrada no item (c).
Objetivo:
» Encontrar solugbes para a equagdo x’=y* com y#x, utilizando recursos

algébricos e parametrizagdo de curvas tal como visto no capitulo 3 deste

trabalho;
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* Entender o parametro t como recurso necessario para a construcido de um

conjunto solugdo para a equagdo x’=y* com y#x.

Desenvolvimento:

Essa atividade consiste em encontrar através de uma curva parametrizada,
pontos do primeiro quadrante do IR> que sejam solugdes da equagdo x’=y" .
Para isso, inicia-se a atividade com a analise sobre o valor de t em relacéo
aequagao y=t-x quando y=x noitem (a) e quando y#x no item (b).
Espera-se que o aluno seja capaz de perceber que t=1 no item (a) e que
t sera um numero real positivo diferente de 1 no item (b).
Caso seja necessario uma explicacédo mais elucidativa nesses dois primeiros

itens, podemos realizar alguns calculos simples com os alunos, como por exemplo

y:t-xavl—t . E a partir dai, trabalhar com a raz&o entre dois reais positivos iguais

X

e dois reais positivos distintos.

* Para y=x tem-se y=t-xeot=<=1, pois a razao entre dois numeros reais

x |<

iguais € sempre igual a 1;

Entretanto, como x e y séo

« Para y#x também tem-se y:t-X@t:%.

numeros reais positivos e distintos, temos que t sera um numero real
positivo e diferente de 1.

Focando no caso em que y#x, chegamos ao sistema de equacgbes

y__ X

y
Caso seja necessario esclarecer ao aluno o porque deve-se resolver o

[y:t'x no item (c).

y=tx

Yy X’

faca-o lembrar que ele esta tentando encontrar solugdes reais

sistema
X
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positivas para a equacdo x’=y* com y#x. Por outro lado, foi visto no item (b)
que para x e y reais positivos distintos, temos y=t-x onde teR"—{1}.
Portanto, as solugdes que estamos buscando obedecem a duas condicbes: x'=y”"
e y=tx.

Apoés realizar alguns calculos envolvendo substituicdes e propriedades de
potenciacdo, espera-se que o aluno consiga encontrar a solugdo do sistema

1

Y=UX" em fungdo do parametro t. No caso, as equagdes paramétricas x=t'"'

y_ X

X =y

_t

e y=t"!

Um possivel calculo para se chegar a solugdo do sistema esta descrito a

seguir:
1
R X[X:(tX)Xc;’Xt:tX<:>Xt71:tc;’x:tt71 ’
1 t
. y:t_ttﬂc)y:ttﬂ_

1 t

Neste momento, devemos informar ao aluno que x=t"" e y=t""
constituem um par de equagdes paramétricas. Ou seja, os valores de x e y séo
dados em fungdo de um numero real que chamamos de parametro. E que nesse
caso, o parametro esta sendo representado pela letra ¢, onde teR"—{1} .

Também devemos dizer para nossos alunos que cada t determina no plano
OXY um par ordenado (x,y) e que quando isso ocorre temos um exemplo de
curva plana parametrizada.

Para fixar as ideias, pede-se no item (d) que sejam determinadas algumas
solucbes para a equagao x’=y" utilizando as equagdes paramétricas encontradas
no item (c). E que sejam verificadas se essas solugbes encontradas realmente

satisfazem a equagéo x'=y".
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Segue os valores para x e y que o aluno deve encontrar apds as
substituicoes:

3 9 27
e Para t==,tem- =— e,
ara R em-se x 1 ey g’

« Para t=2,tem-se x=2 e y=4;

N =
N|w

« Para t=3,tem-se x=3" e y=3".

Nesta etapa, pode-se informar ao aluno que x=%=2,25 e y:%=3,375, e

que essas representagbes decimais ja foram utilizadas na atividade 1. Essa
informacéo adicional pode ser apresentada como uma simples curiosidade, mas
resgatara o que foi estudado na atividade anterior, atribuindo maior significado a ela.

Por exemplo, apds essa informacéao ficaria evidente para o aluno que os

numeros x=2,25 e y=3,375 nao foram escolhidos ao acaso para a atividade 1.

o ~ ~ 3
Agora, seguem as verificagbes para as solugdes encontradas para =3,

t=2 e t=3:

9 27
. _3 s (9VT (B F_(3)F o (27 Ve |(3) ] (3)F.
Parat—z,temsex_(4) =53] =l ey=lg =) | =)

e Para t=2,tem-se x’=2'=16 e x'=4’=16;

3 1

3* 3\ 3
[yl s

Para o item (e), encontramos os mesmos valores para x e y do item (d),

<27

N [—=
N =

e Para t=3, tem-se xy:(S

porém trocados.

2 27 9
e Para t==,tem-se x=— e y==;
3’ X 8 y 4:

* Para t:%,tem-se x=4 e y=2;
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3 1
« Para t:%,tem-se x=3> e y=3°.

A verificagdo nao precisa ser feita novamente, pois os valores encontrados

sdo os mesmos de anteriormente e foi provado que eles satisfazem a equacéao
X' =y .

Espera-se que o aluno perceba que se o nimero t, com te€R"—(1}, nos

B t
fornece o par ordenado (x,y) pelas equagbes paramétricas x=t"' e y=t"", o

, 1 . .
seu inverso -~ nos fornecera o par ordenado (y,x). De acordo com o que foi visto

1
i1

sobre propriedade de simetria da curva a(t)Z(t ,tﬁ) no capitulo 3.

Para provar esse fato, pede-se no item (f) que o aluno faca a substituicdo de

1 t

1 = Stri 1 -
t por — nasequagdes paramétricas x=t"" e y=t""

Seguem os calculos:

Para finalizar essa atividade, no item (g) o aluno deve encontrar uma solugéo

1
para a equagdo x’=y* com y#x tal que y=3. Como as equagbes x=t"' e

t t

y=t""! estdo em funcdo de t, espera-se que o aluno faca t'"'=3 para tentar

1
encontrar o valor do parametro ¢ e substitui-lo x=t'"" para encontrar x.
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.
Porém, ndo é possivel isolar t quando se tem a igualdade t'"'=3 e
consequentemente, também nao é possivel encontrar um valor para x. Logo, dado

um valor fixo para y, utilizar as equagdes paramétricas para encontrar o valor de

x de modo que tenhamos x’=y* nao é uma boa escolha.

5.3 SOLUGOES: UMA ALTERNATIVA GEOMETRICA

5.3.1 Atividade 3

Nesta atividade, explora-se a relagéo existente entre o grafico da fungao

1
f(x)=x* e as solugdes da equacdo x'=y". Essa relagdo é feita por retas do tipo

1
y=c que cortam o grafico de f(x)=x* fornecendo pontos de intersecédo cuja

abscisas sao aproximagdes para as solugdes néo triviais da equagdo x’=y

-
Il
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|-
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~
~
|~
-
~——

Entrar...

igura 17: Grafico da funcdo f (X)=X" em destaque e traco da curva < (t)
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A esquerda da tela na Figura 17, temos representado em vermelho, o grafico

1

X

dafuncdo f(x)=x* e, em azul, o graficodareta y=c.
(a) Através da ferramenta Mover faga variar os valores assumidos pelo numero c,

observe o que ocorre com o grafico e registre suas observacoes.

1
X

(b) Identifique os pontos de intersecéo entre os graficos da fungdo f(x)=x* e da

reta y=c.

(c) Para um valor fixo de c, escolhido por vocé, identifique as coordenadas desses

pontos de intersecgao, registrando aqui seus resultados.

Valor de ¢ escolhido:

« coordenadas do 1° ponto de intersegdo: ponto coordenadas

« coordenadas do 2° ponto de intersegdo: ponto coordenadas

(d) O que se pode concluir quando se compara as ordenadas desses pontos de

intersecao?

(e) Para esse mesmo valor de c, reescreva a expressdo a’=b" substituindo as

variaveis a e b respectivamente pelas abcissas dos pontos A e B.

(f) De acordo com o que vocé respondeu nos itens (d) e (e), identifique o que

representam as abcissas desses pontos de intersecdo em relacdo a equagao

b
a=b".

1

X

(g) Observando o comportamento dos graficos de f(x)=x* e de y=c, determine

o valor da variavel a quando b=7,86.
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(h) De acordo com o que vocé respondeu nos itens anteriores, registre o que vocé

pode concluir a respeito das solugdes da equagdo o’ =b".

Objetivos:

» Estudar as solugbes da equagdo x”’=y" utilizando recursos geométricos;

* Encontrar aproximagdes para as solugdes nao triviais da equagao x’=y"

1
X

utilizando a intersecéo entre retas do tipo y=c e o graficode f(x)=x

Desenvolvimento:

Iniciamos esta atividade pedindo ao aluno que varie o valor do numero ¢ e
que apos essas variagdes, registre suas observagdes. Espera-se que o aluno
perceba que o numero c¢ determina areta y=c paralela ao eixo OX, que esta em
azul no grafico.

O aluno também observara que aumentando o valor de c, os valores das
abscissas dos pontos de intersecao se aproximam e quando o valor de ¢ diminui,
os valores das abscissas dos pontos de interseg¢ao se afastam.

Para o item (b), o aluno deve identificar que os pontos de intersegao entre a

1
reta y=c e o grafico de f(x)=x* sao os pontos P=(x,,c) e Q=(x,c).Caso o

aluno n&o tenha percebido que as ordenadas dos pontos P e Q sao iguais, tera a
oportunidade de visualizar este fato no item seguinte.

Segue um exemplo para o item (c), de acordo com a Figura 17:
« ¢=13, P=(1,47;13) e Q=(7,86;1,3).

Para o item (d), espera-se que o aluno nao tenha mais duvidas em relagao as

ordenadas dos pontos P e Q serem iguais.
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No item (e), ao substituir as varidveis a e b da expressdo a’=b"
respectivamente pelas abcissas dos pontos A e B, que sdo as projecdes dos
pontos P e Q sobre areta y=1, o aluno encontrara resultados diferentes para

a® e b, porém muito proximos.

Observe os calculos abaixo:
e a"=1,47"%~2066 e b'=7,86""~20,71.

Para o item (f), espera-se que o aluno perceba que os valores das abscissas
1
dos pontos de intersecdo entre a reta y=c e o grafico de f(x)=x* sdo
aproximacdes para as solucdes da equacdo a’=b".
Devemos dar uma explicacao plausivel para o nosso aluno, como a que sera

dada a sequir.
1
A reta y=c intersecta o grafico de f(x)=x* em dois pontos distintos, ou

1
X

seja, temos dois elementos do dominio de f(x)=x*, a e b por exemplo, com a

mesma imagem c . Ou seja, temos:

1
. c=a’=b

(S

sa’=b",

Porém, o software Geogebra nos fornece um valor aproximado para a e b,
o que explica o fato dos resultados das poténcias a” e b" serem valores préximos
mas nao iguais.

Para o item (g), o aluno identificara com facilidade o valor da variavel a ao
observar a janela de algebra do Geogebra. Observando a Figura 17, visualiza-se
que para b=7,86 temos a=1,47.

E para finalizar essa atividade, pede-se no item (h) que o aluno registre suas
conclusbes a respeito das solugbes da equagdo a’=b". Esperamos que o aluno

entenda que as solugbes da equacdo a’=b" nem sempre podem ser encontradas
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utilizando meios algébricos. E que as vezes, deve-se langcar mao de outros métodos

para conseguir resolver um problema.
Espera-se também que o aluno entenda, que nem sempre as solugdes

encontradas para um problema a ser resolvido serdo exatas, ou seja, numeros

inteiros ou decimais com uma quantidade de casas definidas. As vezes as respostas

encontradas podem ser valores aproximados daqueles que por ventura resolveriam

o problema.

5.3.2 Atividade 4

Figura 18: Grafico da fungao f (x)=x"
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A direita da tela na Figura 18 temos representado, em rosa, o trago da curva

t

1
. — = . 1
parametrizada a(t):(t‘ Lt 1) e, em verde, as semirretas y=xx e y=_—x.

(a) Através da ferramenta Mover faga variar os valores assumidos pelo numero ¢, o
mesmo da atividade anterior, observe o que ocorre com o trago da parametrizagao e

com as semirretas e registre suas observagdes.

(b) Identifique os pontos de intersegdo entre o traco da parametrizacdo e as

semirretas.

(c) Para o mesmo valor fixo de c, escolhido por vocé no item (c) da Atividade 3,
identifique o valor do parametro t correspondente e das coordenadas desses

pontos de intersecgao, registrando aqui seus resultados.

Valor de ¢ escolhido:
Valorde t:

1
+ coordenadas do ponto de intersecdo entre a curva a(t):(tt‘l,tf‘l) e a

semirreta y=tx:

ponto coordenadas

1
* coordenadas do ponto de intersecdo entre a curva a(t):(tt‘l,t

. 1 .
semirreta y:?x.

ponto coordenadas

(d) Substitua esse valor de t do item anterior nas expressdes das coordenadas

1t
t—1 ,t—1

x e y da curva a(t):(t ,t ) e encontre, para esse valor de t, o valor
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dessas coordenadas x e y. ldentifique a qual dos dois pontos de interse¢cdo do

item anterior corresponde esses valores. Registre aqui seus resultados.

Valorde t:

1 t
« coordenadas da curva: a(t):(t”,t )

* ponto correspondente:

(e) Para esse mesmo valor de t substitua os valores das coordenadas da curva na

t—1

1 t
a(t):(t ,tt‘l) equagao x’=y", efetue os devidos célculos e registre seus

resultados.

(f) De acordo com o item anterior o que vocé pode concluir a respeito das solugdes

da equagdo x'=y*?

(g) Para esse mesmo valor de t e observando suas respostas nos itens (c) e (d) e

- 1 ~
(e) que ponto devemos encontrar ao substituir o valor de " nas expressodes das

1 t

coordenadas x e y da curva a(t):(t“l,t“l). Registre seus resultados,

justificando sua resposta da maneira que achar mais apropriada.

Valor de % :

ponto:

(h) O que vocé pode concluir ao substituir as coordenadas x e y desse ponto do

item anterior na equacao x’=y*?
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(i) Qual a relagao entre as abscissas dos pontos da interse¢cdo da reta y=c como

1
X

t

ER
grafico da fungdo f(x)=x* e ascoordenadas x e y da curva a(t):(tf—l,tf—l)?
Objetivos:

» Estudar as solugbes da equagdo x’=y" utilizando recursos geométricos;

* Observar o comportamento das solugdes da equacdo x’=y* para y#x,

1t
utilizando o trago da curva a(t)z(t“l,t“l) :

Desenvolvimento:

De modo analogo a atividade 3, iniciamos a atividade 4 pedindo ao aluno que
varie o valor do numero c¢ e que apos essas variagdes, registre suas observagoes.

Esperamos que o aluno perceba que os pontos de interse¢ao entre as semirretas

t

1
-1 -1
,t

y=tx e yZ%x e o traco da curva a(t)Z(t ) se aproximam um do outro

quando o parametro ¢ aumenta seu valor. E se distanciam quando c¢ diminui seu
valor.

Para o item (b) o aluno identificara facilmente que os pontos de intersegéo
entre o tragco da parametrizacao e as semirretassdo R e S

Segue um exemplo para o item (c), (d) e (e) desta atividade, de acordo com o

que foi respondido no item (c) da atividade anterior (veja na Figura 18):

(c) ¢=1,3, t=534, R=(1,47;7,86), S=(7,86;1,47);
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1 5,34

(d) x=5,34>*"~147 e y=5734>*""~786;

(e) x'=1,47""~20,66 e y'=7,86""~20,71.

Para o item (f), esperamos que o aluno perceba que podemos obter

aproximacoes das solucoes da equacdo x’=y* utilizando as intersecdes das retas
y

1 t
y=tx e yZ%x com o trago da curva a(t):(t”,t”).

Segue a verificacao para % do item (g):

1 5,34

1 1
e x=[ L a786 e y=(— |5 ~147;
5,34 5,34

Para o item (h), o aluno deve observar que para cada ponto (x,y)

. N . 1 .
determinado para o parametro t, o seu inverso " determina o par (y,x), como

foi visto por ele na atividade 2.
No item (i), pedimos que o aluno tente encontrar uma relagdo entre as

abscissas dos pontos da intersecdo da reta y=c com o grafico da fungdo

X BTN
f(x)=x* eascoordenadas x e y dacurva a(t):(t“l,tf—l)_

Nesse momento final, esperamos que o aluno perceba que as coordenadas

. ~ . 1
dos pontos de intersecao das semirretas y=tx e y=_,X com o trago da curva
1t
a(t)=\t""",t""), sdo as abscissas dos pontos de interse¢édo da reta y=c com o

1
graficode f(x)=x".

Deve-se fornecer uma explicagcéo plausivel para o nosso aluno em relagao a

iSSO.
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Da atividade 3, sabemos que quando a reta y=c intersecta o grafico de
em dois pontos distintos, temos dois elementos distintos do dominio de
, a e b por exemplo, com a mesma imagem que implica em

a’=b’<d’=b". E portanto, o par (a,b) é uma solugdo ndo trivial (y=x) da
equacao x’'=y".
Por outro lado, pela atividade 2, sabe-se que as solugbes né&o triviais da

t

1
”,t”) . Ou seja, temos

equacdo x’=y* sdo dadas pela parametrizagao a(t)Z(t

1 t t 1

t—1 t—1 t—1 t—1

a=t e b=t ou a=t e b=t Pois ndo podemos esquecer, da

atividade 2, que para cada solugdo (x,y) determinada pelo niumero t, o seu

. 1 . ~
inverso — determina a solugdo (y,x).

Mas qual seria o “formato” do parametro t ?

1 t
Suponhamos que (a,b):(tf‘l,t“l), onde a e b sdo as abscissas dos

1
X

pontos de intersegéo da reta y=c e o gréafico da fungéo f(x)=x".

Segue que,

t

1 1\ L1 1
LR S Y | o1
. C:a“:(t”) =t’ onde z=t"'—t"'=b—a.
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5.4 ATIVIDADE 5 — SOLUGOES: UMA ALTERNATIVA NUMERICA

a) As raizes da fungdo f:R*»>RR com f(x)=x’-3" satisfazem a equagdo x’=3"?

Justifique sua resposta.

Figura 19: Gréfico da fungdo f(x)=x’-3"

Fonte: O autor

Notamos ao observarmos o grafico da Figura 19 que a fungéo f(x)=x’-3" possui

uma raiz no intervalo [a,,b,]=[2.4,2.6].

b) Qual a média aritmética entre os extremos desse intervalo? Esse valor
encontrado como meédia entre os extremos do intervalo esta mais préximo ou mais
distante do valor da raiz da fungdo f(x)=x’-3" do que os proprios extremos do
intervalo? Justifique sua resposta.

Chamaremos o valor da média aritmética encontrado no item (b) de c, .
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c) Observe os sinais das imagens da fungdo f(x)=x’-3" nos extremos do intervalo

e diga se sao positivas ou negativas essas imagens.

d) Substitua na lei de formagéo da fungdo f(x)=x’-3" , o valor encontrado c,

como média aritmética no item (b) e calcule a sua imagem, indicando se esta é

negativa ou positiva.

e) De acordo com os sinais observados nos itens (c) e (d), indique o préximo

intervalo [a,,b,], sobre o qual devemos atuar na busca de uma raiz da fungéo

f (x)=x>-3", justificando sua resposta.

f) Refaga o item (b) para o intervalo [a,,b,] .

Chamaremos o valor da média aritmética encontrado no item (f) de c,.

g) Refaga os itens (c), (d) e (e) para o intervalo [a,,b,|] € para a média c,,

chamando o novo intervalo de [a,,b,] .

h) Chamando as novas médias de c,,c,,... € 0s novos intervalos de
la,,b,],la;,b.],..., repita esse processo, refazendo os itens de (b) a (g)

completando a tabela abaixo com a ajuda do Calc:
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Tabela 2: Atividade 5 (item h)

|teragﬁ° an bn Cn f(cn) bn_ an
1 2,4000000 2,6000000 2,5000000 0,0365427 0, 2000000
2,4000000 2,5000000 2,4500000 -0,0491421 0, 1000000

Fonte: O autor

i) O que acontecera se repetirmos os itens (b), (c), (d), (e), (f) e (g) indefinidamente?

Justifique sua resposta.

j) Apos completar a tabela do item (g), dé um valor aproximado para a solugédo de
x’=3" com até sete casas decimais. Substitua esse valor em x’=3" e verifique

se ele realmente satisfaz a equacéao.

Objetivos:

* Resolver a equagdo x’=y"* utilizando um método numérico;
* Encontrar aproximagdes para as solugdes nao triviais da equagdao x’=y"

utilizando o método da bissec&o, usando como exemplo a equacdo x’=3".
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Desenvolvimento:

Essa atividade envolve a aplicacdo do método da bissegdo para encontrar
uma aproximacéao para a solucdo da equacdo x’=3".
Para o item (a) pedimos ao aluno que responda se as raizes da fungao
f:R"»>R com f(x)=x’-3" satisfazem a equagdo x’=3" e que justifique sua
resposta.

Esperamos que o aluno possua o conhecimento que determinar as raizes da
fungdo f(x)=x’—3", significa encontrar um ndmero real tal que x’—3*=0, o que
implica em x’=3*. E portanto, ao encontrarmos as raizes de f(x)=x’-3",

estaremos encontrando x que também satisfaz a igualdade x*=3".

Para o item (b), o aluno deve responder sem dificuldade que a média entre os

: . 2.4+2.6 . . :
extremos do intervalo é TZZ.S. E ao indagarmos se esse valor esta mais

°—3", precisaremos que o aluno

proximo ou mais distante da raiz fungdo f(x)=x
tenha nogao de ponto médio. Com isso o aluno devera notar, que o valor da média
estara centrado no intervalo e responder que o valor estara mais proximo da raiz da
funcao, pelo menos em relagdo a um dos extremos.

Para esclarecer possiveis duvidas, podemos mostrar as ilustragbes da Figura
20. Onde a e b s&o extremos de um intervalo, ¢ € a média aritmética entre os
extremos a e b, e x & um valor pertencente ao intervalo [a,b]. Excluimos o

caso em que a média ¢ coincide com x.

Figura 20: Possiveis localizagdes para um numero dentro de um intervalo em relagéo a
meédia aritmética dos extremos desse intervalo

a X c b a c X b a C X b
0 0 ¢ (1) o ——o——0(3) o - 0 (5)
¢ -0 (2) 0——0——0 0 (4) 0 00 o (6)
a ¢ X b g X ¢ b a X ¢ b

Fonte: O autor
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Prosseguindo com a atividade, para o item (c) o aluno devera notar que,
estando uma raiz da funcdo no intervalo [2.4,2.6], o sinal da mesma devera mudar
de positivo para negativo ou de negativo para positivo.

No item (d) o aluno substituira o valor da média c,=2.5 na lei de formagao
da fungdo e encontrara o seguinte resultado: f(2.5)=2.5>-3"°=0.0365427319. O
aluno devera indicar entdo que essa imagem é positiva.

No item (e) o aluno devera perceber em qual dos intervalos [a,,c,] ou

[c,,b,] ocorre a mudanga de sinal das imagens da fungdo, observando que nos
préximos passos devera atuar sobre esse novo intervalo a ser chamado de [a,,b,] .

Com base nesse argumento, o aluno deve indicar para o item (e) o intervalo

la,,b,]=[2.4,2.5] pois f(2.4) é negativo enquanto que f(2.5) é positivo.

Prosseguindo com item (f), o aluno deve realizar o seguinte caélculo:

c2:2'4;2'5:2.45 . E apds os célculos, o aluno deve perceber que c,=2.45 esta
mais proximo da raiz da fungéo, pelo menos em relagdo a um dos extremos.

No item (g) o aluno devera retomar as observagdes quanto ao sinal da fungéo
no intervalo [a,,b,]=[2.4,2.5], sendo f(2.4) negativo e f(2.5) positivo, calcular

f (2.45)=—0,0491420508 , observando que este é negativo, e indicar que o préximo
intervalo a ser trabalhado sera o intervalo |[a,,b,]|=[2.45,2.5].

No item (h) esperamos que o aluno proceda as proximas iteragoes,
apresentando uma tabela que o aluno devera preencher com a ajuda do Calc,
programa que ja foi utilizado na atividade 1. A utilizacdo do Calc visa novamente
agilizar os calculos.

De modo analogo a atividade 1, as formulas devem ser formatadas pelo
professor, cabendo ao aluno somente a missao de completar a tabela com o recurso
arrastar da planilha eletrénica.

Segue um exemplo da tabela do item (h) totalmente preenchida.



Tabela 3: Atividade 5 (item h) — tabela preenchida

Iteragdo a b, c, f(c,) b, -a,

1 2.4000000 2,6000000 2.5000000 0,0365427 0,2000000
2 24000000 2.5000000 24500000 -0.0491421 (0,1000000
3 2.4500000 2,5000000 24750000 -0.0052197 (0,0500000
4 2.4750000 2,5000000 2.4875000 0,0159454 0,0250000
T 2.4750000 3.4875000 2.4812500 0,0054320 0,0125000
3 2.4750000 2.4812500 24781250 0,0001233 D,0062500
7 2 4750000 2.4781250 34765675 00025440 0,0031250
B 3 4765625 2.4781250 24773438 00012003 D,0015625
g 24773438 2.4781250 2 ATTT344 ~0.0005427 D,0007813
10 34777344 2.4781250 24779297 ~0.0002097 D,0003006
i 2 4779297 2.4781250 24780273 ~0.0000432 D,0001053
2 2 4780273 2.4761250 2 4760762 0.0000400 D,0000077
3 7 4780273 7.4760762 24760518 ~0.0000016 D,0000488
14 24760518 2.4760762 2 4750640 0.0000192 D,0000244
15 24750518 2.4750640 24780579 0,0000088 D,0000122
16 2 4780518 2.4780579 2.4750548 0.0000036 D,0000061
17 2 4780518 2.4750548 24750533 0.0000010 D,0000031
18 2 4780518 2.4780533 24750525 -0.0000003 D,0000015
19 24780525 2,4780533 24780529 0,0000004 0,0000008
20 24780525 2,4780529 24780527 0,0000001 0,0000004
71 3 4780525 3 4780527 24780526 ~0.0000001 0,0000002
77 3 4780526 3 4780527 2 4780527 0,0000000 D,0000001
73 3 4780527 3 4780527 24780527 0,0000000 D,0000000
I 3 4780527 3 4780527 24780527 0,0000000 D,0000000
75 3 4780527 3 4780527 2 4780527 0.0000000 D,0000000

Fonte: O autor
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Para item (i), o aluno percebera que a partir de certo momento as casas

decimais das médias aritméticas calculadas ( c, ) comecam a repetir, fazendo a

diferenga entre os extremos dos intervalos que estamos trabalhando ficar cada vez

menor, até reduzir-se a zero.

No item (j), o aluno encontrard& como aproximagado da raiz da fungéo

f(x)=x’-3" que pertence ao intervalo [2.4,2.6], 0 numero 2.4780527 .

Seguem as verificagoes:

o 31571709015 ;

. 2.4780527°=15.217090183 .

A partir deste ponto, apresentamos ao aluno o método que utilizamos para

determinar a solugéo da equagdo x’=3", o método da bisseg&o [19].
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Seja a fungdo f(x) continua no intervalo [a,b], tal que f(a)xf(b)<0
( fla) e f(b) com sinais opostos).

Vamos supor, para simplificar, que o intervalo (a,b) contenha uma Unica raiz
da equagdo f(x)=0.

O objetivo deste método é reduzir a amplitude do intervalo que contém a raiz
até se atingir a precisdo ( ¢ ) requerida: (b—a)<e, usando para isso a sucessiva
divisdo de [a,b] ao meio.

Descreve-se abaixo, o passo a passo para a sua utilizagao.

* Calcule c:%;

« Se f(c)=0, entdo a raiz da fungéo é iguala c;
« Se f(c)xf(a)<0, existe uma raiz no intervalo (a,c);

« Se f(c)xf(b)<0, existe uma raiz no intervalo (c,b).

Recomeca-se o processo com o0 novo intervalo para melhorar a aproximagao
da raiz. Ou seja, o processo deve ser repetido até que se encontre um intervalo

la,,b,] talque (b,—a,)<e
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6 CONSIDERAGOES FINAIS

O tema escolhido para ser desenvolvido nesse trabalho foi curiosamente
interessante. Visto que, uma equacado aparentemente simples pode gerar tantas
horas de estudos e tantas paginas de conteudo com demonstracbes matematicas
envolvendo ndo somente assuntos da educagdo basica como poténcias e
logaritmos, mas também limites, derivadas e parametrizagdo de curvas, que
atualmente sao assuntos abordados apenas no Ensino Superior. Assim, podemos
dizer que de nao ha nada de simples na equagdo x’=y"

Ao longo da pesquisa nos deparamos com a dificuldade de encontrar
referéncias bibliograficas que expusessem demonstracbes completas e detalhadas
sobre fatos importantes inerentes a essa equacao. E motivados por essa vontade de
obter um material com um estudo mais abrangente sobre as solu¢gbes da equagao

x’=y"* , procuramos realizar um trabalho minucioso sobre suas solugdes reais.
Com isso, esperamos que esse material passe a ser uma fonte de referéncia sobre o
assunto.

Portanto, acreditamos ter alcangado os objetivos propostos inicialmente pela
pesquisa de realizar um estudo detalhado sobre as solugbes da equacédo x’=y"
dentro do campo dos numeros reais positivos e de propor atividades que realmente
possam ser trabalhadas com turmas do Ensino Médio. E que ao serem aplicadas,
estimulem o interesse do aluno pela atividade da pesquisa através de um assunto
que normalmente ndo € abordado na Educacgao Basica.

Durante a pesquisa realizada, constatamos a relagao entre as solu¢des da

equagao x’=y" e outros assuntos dentro da Matematica. Tais como a

convergéncia das superexponenciais (¢, ¢ ,c° ) e sistemas dinamicos. Podendo ser

esses assuntos, relacionados com as solugdes de x’=y* , temas de estudo para

trabalhos futuros.
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