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RESUMO

Este trabalho visa apoiar professores de Matematica do Ensino Bésico na busca de solugao
para problemas de contagem, por meio da apresentacao e utilizacao de métodos que pri-
orizem a aplicacao do Principio Aditivo da Contagem - PAC, do Principio Fundamental
da Contagem - PFC e de propriedades de funcoes entre dois conjuntos finitos, quanto a
injetividade, bijetividade e sobrejetividade e também quanto ao crescimento. Desta forma,
o presente trabalho apresenta técnicas que poderao ser aplicadas em diversos outros proble-
mas de contagem de acordo com suas restri¢oes, baseado no Programa de Aperfeicoamento
para Professores de Matematica do Ensino Médio (PAPMEM) do Instituto de Matematica
Pura e Aplicada (IMPA). Estéd dividido em seis capitulos: introdugao, principios de conta-
gem, resolucao de problemas selecionados, exercicios propostos e consideracoes finais. Na
introducao, ressaltamos a relevancia deste trabalho. Nos principios de contagem ¢é apre-
sentado o PAC e suas aplicacoes e, em seguida o PFC e suas aplicagoes. Em conjuntos
e fungoes é apresentado o numero de funcoes entre dois conjuntos finitos, sem restricoes,
injetivas, bijetivas e sobrejetivas, estritamente crescentes e nao decrescentes, o qual esta
associado a métodos de contagem do Ensino Basico e serao utilizados para ataca-los e
resolvé-los, estabelecendo uma relacao entre o problema e a funcao a ele associada. Na
resolucao de exercicios selecionados sao resolvidos diversos problemas escolhidos e/ou adap-
tados da Colegao Professor de Matematica, da Colecao Profmat, da OBMEP e do Portal da
Matematica. Os exercicios propostos sao deixados para o leitor exercitar suas habilidades

e, nas consideracoes finais deixamos uma mensagem de reflexao para o leitor.

Palavras-chave: Principio Aditivo da Contagem. Principio Fundamental da Contagem. Con-

juntos. Funcoes



ABSTRACT

This work aims to support teachers of Basic Mathematics in the search for solution to
problems of counting, through the presentation and use of methods that prioritize the
application of the Principle Additive of the Count - PAC, Fundamental Principle of Count
- PFC and properties of functions between two finite sets, as for injectivity, bijectivity and
overjectivity and also for growth. In this way, the present work presents techniques that can
be applied in several other counting problems according to their restrictions, based on the
Improvement Program for Teachers of High School Mathematics (PAPMEM) of the Instituto
de Matematica Pura e Aplicada (IMPA). It is divided into six chapters: introduction,
counting principles, selected problem solving, proposed exercises, and final considerations.
In the introduction, we highlight the relevance of this work. In the principles of counting
the PAC and its applications are presented, and then the PFC and its applications. In sets
and functions is presented the number of functions between two finite ascending and non-
decreasing finite sets, unrestricted, injective, bijective and overjective, which is associated
with the methods of counting the Basic Education and will be used to attack and solve them
them, establishing a relation between the problem and the function associated with it. In
the resolution of selected exercises are solved several problems chosen and / or adapted from
the Collection Professor of Mathematics, the Profmat Collection, OBMEP and the Portal
of Mathematics. The proposed exercises are left to the reader to exercise their abilities, and

in the final considerations we leave a message of reflection for the reader.

Keywords: Additive Principle of Counting. Fundamental Principle of Counting. Sets.

Functions
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Capitulo

INTRODUCAO

O presente trabalho é embasado no Programa de Aperfeigoamento para Professores
de Matematica do Ensino Médio - PAPMEM e tem como objetivo apresentar técnicas
alternativas que podem ser utilizadas para solucionar problemas de contagem, a partir da
identificacao do que se quer contar. Essas técnicas alternativas estao associadas ao nimero
de funcgoes entre dois conjuntos, sem restrigoes, injetivas, sobrejetivas e bijetivas e também
quanto ao crescimento.

A motivacao para essa empreitada tem por base o fato de que, em muitos problemas
de combinatéria sobretudo da OBMEP, os alunos tém dificuldades de interpretar o enun-
ciado do problema. Para minimizar esta problematica, nos problemas apresentados neste
trabalho, serao exibidas serao exibidas possiveis solucoes representadas por sequéncias de
nimeros e/ou de simbolos, tendo em vista identificar e visualizar o que esta sendo contado.
Contudo, este trabalho visa explorar métodos de contagem em que se aplica diretamente
os significados das operagoes aritméticas fundamentais (adigao, subtra¢ao, multiplicacdo e
divisao) e propriedades de fungoes.

Visto desta forma, entendemos que este trabalho possui questoes relevantes para o aper-
feicoamento de professores de Matematica do Ensino Basico, pois apresenta questoes adap-
tadas do Programa de Aperfeicoamento para Professores de Matematica do Ensino Médio -
PAPMEM, das provas da OBMEP, de livros da Colecao Professor de Matematica da SBM,
da Colecao Profmat e questoes adaptadas do Portal da Matematica solucionadas por pro-
fessores do IMPA, todas voltadas a Educacao Basica, tendo em vista promover um ensino

de combinatoria que estimule a curiosidade e interesse dos alunos pela Matemaética.
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Capitulo 2

PRINCIPIOS DE CONTAGEM

2.1 Principio Aditivo da Contagem - PAC

Se A e B sao dois conjuntos disjuntos, com p e q elementos, respectivamente, entao AU B
possui p + ¢ elementos (MORGADO et al, 2016, p.16). A figura a seguir ilustra este fato

para um conjunto com 5 elementos e outro conjunto com 7 elementos.

AUB
A A
A AA

H
.l

Figura 2.1: Imagem ilustrativa do PAC

O problema a seguir ilustra este principio.

Exemplo 2.1. Numa lanchonete hd 4 opgoes de refrigerante, 3 opcoes de suco e 2 marcas

de agua mineral. De quantas maneiras uma pessoa pode escolher UMA BEBIDA?

Consideremos os conjuntos de possibilidades: REFRI: { Ry, Rs, R3, R4}, SUCO: {51, Sa, S3}
e AGUA: {A1, As}. Queremos escolher UMA BEBIDA entre as opgoes dadas. Podemos es-
colher UM REFRIGERANTE (temos 4 possibilidades) ou escolher UM SUCO (temos 3
possibilidades) ou escolher UMA AGUA (temos 2 possibilidades). Observe que a solucdo
do problema é obtida com UMA DAS ESCOLHAS. Assim o nimero total de possibilidades

¢ 9, conforme ilustra a tabela a seguir.

15



Tabela 2.1: Exemplo ilustrativo do PAC

OPCOES DECISAO | SOLUCOES
Ry
Ry
REFRI= {R, Ry, Rs, Ry} | REFRI
R3
Ry
S
SUCO: {Sl, SQ, Sd} SUCO SQ
S
) ) Ay
AGUA= {A;, A} AGUA
Ay
TOTAL DE POSSIBILIDADES 9

Observacio 2.1. Note que a pessoa tem que tomar somente UMA DECISAO, pois trata-se
de escolher UMA BEBIDA, tendo a disposi¢ao trés conjuntos disjuntos de possibilidades.

Assim o numero total de possibilidades ¢ a soma das possibilidades.

2.2 Principio Fundamental da Contagem - PFC

A multiplicacao é a operacao fundamental na andalise combinatéria. Por meio dela existe
um principio, conhecido como Principio Fundamental da Contagem - PFC também chamado
de Principio Multiplicativo. O PFC ocorre sempre que temos um procedimento com varias
etapas , com o mesmo nimero de possibilidades em cada etapa, nao importando as decisoes
anteriores. Por exemplo, se para construirmos a solucao de um problema precisamos tomar
duas decisoes, com 3 opcoes para a primeira decisao e, tomada esta decisao temos 2 opgoes
para a segunda decisao, entao o nimero de possibilidades de se obter uma solugao para o

problema dado sera 2 x 3 = 6. Considere a tabela a seguir.

16



Tabela 2.2: PFC

1° CONJUNTO | DECISAO 1 | 2° CONJUNTO | DECISAO 2 | SOLUCAO
DE OPCOES DE OPCOES
B1 A1B1
Al {Bl) BQ}
BQ AlBQ
Bl AzBl
{A17A27A3} AQ {31732} B2 A2B2
Bl A3B1
A3 {B17 BQ}
Bz AgBQ
TOTAL DE POSSIBILIDADES 3x2=6

Em outras palavras o principio multiplicativo nos diz que, se temos p possibilidades para
a 1* decisao e para cada uma destas p possibilidades ha g possibilidades para a 2% decisao,
entao temos g+q+q+...+q = p X q possibilidades para as duas decisoes consecutivamente,

pois temos p parcelas iguais a q. Considere a tabela a seguir.

Tabela 2.3: PFC (caso geral)

1°  CONJUNTO | DECISAO1 |2° CONJUNTO | DECISAO 2 | SOLUCAO
DE OPCOES DE OPCOES
Bl AlBl
By Ay Bs
Al {BI7B25"'aB}
{A17A23A37"' 7Ap} !
B, AB,
By As By
By Ay Bs
{AlaAQaA?n"' aAp} AQ {BhBQa"' an}
B, AyB,
B A,By
By Ay By
{AlaAQaA?n"' aAp} Ap {BhBQa"' an}
Bq APBQ
TOTAL DE POSSIBILIDADES pXq

17



Segundo Carvalho, 2016 “se ha p modos de tomar a decisao D; e tomada a decisao D,

9 Y

hé q modos de tomar a decisao D5, entao o numero de modos de tomar sucessivamente as

)

decisoes D; e Dy é o produto p x ¢”. Este principio vale para um numero n de decisoes

Y

tendo para a 1 decisao r; possibilidades, e tomado esta 1* decisdo, ha para a 2% decisao rs
Y )

possibilidades e tomadas estas duas decisoes, ha para a 3* decisao r3 possibilidades e assim

por diante até chegar a n-ésima decisao que tera r,, possibilidades. Assim o nimero total de

possibilidades para tomar n decisoes consecutivamente é 1 X9 X - - - X 1,. Veja os exemplos:

Exemplo 2.2. Pedro tem a sua disposicao 3 pares de ténis, 2 calgcas jeans e 4 camisetas. De

quantas formas diferentes ele pode escolher um conjunto ténis-jeans-camiseta para passear?

Considere os conjuntos: TENIS = {T,Ty, T3}, JEANS = {J;, b} ¢ CAMISETAS =
{C1,Cy,
C3,Cy}. Queremos escolher um conjunto formado por um par de ténis, uma calca jeans
e uma camiseta, logo temos trés decisoes a tomar. Podemos escolher um par de ténis (3
possibilidades) e escolhido o par de ténis, escolhemos uma calca jeans (2 possibilidades) e,
escolhido um par de ténis e uma calga jeans escolhemos uma camiseta (4 possibilidades).
Assim, pelo PFC, o nimero total de possibilidades de escolher um conjunto ténis-jeans-

camiseta é 3 X 2 x 4 = 24, conforme mostra a tabela a seguir.

Tabela 2.4: Aplicagao do PFC

CONJUNTO DE OPCOES | OPCOES | TOTAL DE POSSIBILIDADES
TENIS = {1}, Ty, T3} 3

JEANS = {J;, J2} 2 3x2x4=24
CAMISETAS = {C1,C,, C5} 4

E muito importante nos problemas de contagem saber diferenciar e aplicar o PFC e o
PAC, pois sao principios diferentes mais que podem ser utilizados num mesmo problema.

Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 2.3. Numa lanchonete hd 5 tipos de salgado, 3 tipos de sanduiche, 2 tipos de suco
e 4 marcas de refrigerante. De quantas formas diferentes um cliente pode escolher somente

um comestivel e uma bebida?

Solucao: Para o comestivel, o cliente pode escolher salgado ou sanduiche. Na escolha da

9

bebida o cliente pode optar por suco ou refrigerante. Este “ou ” caracteriza o Principio

18



Aditivo da Contagem. Contudo, o cliente pode escolher um comestivel e uma bebida. Este
“e” caracteriza o Principio Fundamental da Contagem. Portanto, temos 8 opgoes para o
comestivel (5 opgoes de salgados + 3 opgoes de sanduiche) e 6 opgoes para a bebida (2

opgoes de suco + 4 opgoes de refrigerante). Logo, pelo PFC temos 8 x 6 = 48 formas.

Observagao 2.2. Os Principios Aditivo e Fundamental da Contagem sao a base para re-
solugao de problemas de cdlculo combinatorio. Por isso, deve ficar muito clara a distingao

entre os dois principios como mostra a Tabela 2.5.

Tabela 2.5: Diferenca entre PAC e PFC

Conjuncao || Faz ligacao entre Operacgao
ou hipéteses adicao
e etapas multiplicagao

19



Capitulo 3

CONJUNTOS E FUNCOES

Trata-se do cédlculo do nimero de fungoes entre dois conjuntos finitos, sem restricoes,

injetiva, bijetiva e sobrejetiva, crescente e nao decrescente, quando dados dois conjuntos A e

B com m e n elementos, respectivamente. Os resultados destes calculos podem ser utilizados

como técnicas para resolver problemas de contagem.

3.1 Numero de funcoes entre dois conjuntos

Sejam A = {1,2,3} e B = {1,2}, o ntiimero de fungoes de A em B é dado conforme a

tabela a seguir.

Tabela 3.1: Numero de fungdes de A em B, com A = {1,2,3} e B ={1,2}.

Contunt Funcs . . | Distribui¢ao do dominio
onjuntos ngoes equéncia da funcio & {1,2), nessa
ordem.
() =1,/2)=1A3)=1] {1,1,1} {(1,2,3); (0)}
L1)=15A12)=1/03)=2| {1,1,2} {(1,2);:(3)}
A= {12.3) (1) =1,132)=2f33) =1| {1,2,1} {(1,3); (2)}
f1(1) =1, fi(2) =2, fa(3) =2 | {1,2,2} {(1);(2,3)}
B {1’2} f5(1) = 27f5(2) = 17f5(3) =1 {27 L, 1} {(273>’ (1)}
fo(1) =2, f6(2) =1,f6(3) =2 | {2,1,2} {(2);(1,3)}
fr(1)=2,2(2)=2,/3)=1] {2,2,1} {(3);(1,2)}
fs(1) =2, fs(2) =2, fs(3) =2 | {2,2,2} {(0);(1,2,3)}
Nimero de funcoes de Aem B=2x2x2=23=38

20



A Tabela 3.1 indica que, o que determina uma funcao de A em B é a escolha da imagem de
cada elemento do conjunto A no conjunto B. Assim sendo, ha 2 possibilidades para escolher
a imagem do 1 € A em B (pois pode ser 1 ou 2 € B), feito esta escolha ha 2 possibilidades
para escolher a imagem do 2 € A em B (pois pode ser 1 ou 2 € B) e, feito estas duas escolhas
hé também 2 possibilidades para escolher a imagem do 3 € A em B (pois pode ser 1 ou 2
€ B). Assim, pelo PFC hd 2 x 2 x 2 = 23 = 8 fungoes de A em B. Considere as funcoes

f1, f2, f3 e f4 representadas na figura a seguir.

A B A B

J1 Iz
!7 ——

A B A B
I3
|

Is

A—

Figura 3.1: Diagramas de fungoes de A = {1,2,3} em B = {1,2}

O caso geral do nimero de fungoes entre dois conjuntos finitos é analogo, conforme a

proposigao a seguir, a qual pode ser encontrada em [3].

Proposicao 3.1. Sejam um conjunto A com m elementos e um conjunto B com n elemen-

tos.O numero de funcoes de A em B € igual a n™.

Considere a tabela a seguir.
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Tabela 3.2: Numero de fungoes de A em B - caso geral

Numero de possibilidades para a escolha

Conjuntos Conjunto A
da imagem dos elementos de A em B
1 n
A={1,2,--- ;m} 2 n
3 n
B={1,2,---,n}
m n

Nimero de fungées de Aem B=nXxnxnxnx---xn=n

m

-~
muvezes

Demonstracao: A Tabela 3.2 indica que, ha n possibilidades de escolha para a imagem

do 1 em B, feito isso ha n possibilidades de escolha para a imagem do 2 em B, e assim por

diante, até chegar ao m-ésimo elemento de A que também possui n possibilidades de escolha

de sua imagem em B, logo pelo PFC o nimero de fungoes de A em B é,

Exemplo 3.1. Quantos sao os gabaritos possiveis de um teste de 10 questoes de maultipla

pxnxnxnx---X@:n

m (3.1)

-~

muvezes

escolha, com 5 alternativa por questao?

Solugao: Considerando as questoes dispostas numa fila de 1 a 10 e as alternativas A, B,

C, D e E, algumas solugoes possiveis estao na tabela a seguir.

Tabela 3.3: Gabaritos de uma prova de 10 questoes

Sequéncia formada pelas alternati-

Conjuntos
vas das questoes de 1 a 10, nessa or-
dem
AAAAAAAAAA
Q=1{1,2,3,---,10} AAAABCCDED
BBBABCCDED
T={AB,C,D,E} CDDDBCCDEA
DDDDDDDDDD

Total de gabaritos = 5 x5 x --- x5 = 510

10 vezes
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Pela Tabela 3.3 a sequéncia AAAAAAAAAA indica que todas as questoes da prova tem
como resposta certa a alternativa A; a sequéncia AAAABCCDED indica que as questoes
1,2,3 e 4 tem como resposta a alternativa A, a questao 5 tem como resposta a alternativa
B, as questoes 6 e 7 tem como resposta a alternativa C, as questao 8 e 10 tem como resposta
a alternativa D, a questao 9 tem como resposta a alternativa E e desta maneira segue os
demais casos. Assim, observamos que as solugoes sao todas as sequéncias ordenadas de 10
letras pertencentes ao conjunto {A, B,C, D, E}. Para chegar a solucao, basta realizarmos

a seguinte sequencia de 10 etapas :

e 1* Etapa: Ha 5 possibilidades para escolha da alternativa certa na questao 1;

e 22 Etapa: independentemente de qual foi a alternativa certa da questao 1, ha 5
possibilidades de escolha para a alternativa certa da questao 2 e assim por diante até

chegar a décima etapa;

e 10* Etapa: que também, independentemente de quais foram as alternativas certas
nas questoes 1,2,3,4,5,6,7,8 ¢ 9 ha 5 possibilidades de escolha para a alternativa

certa da questao 10. Logo, pelo PFC temos 5 X 5 x --- X 5 = 510 gabaritos.

10 vezes

Exemplo 3.2. (Adaptado OBMEP 2014): Tio Pedro trouxe 5 presentes diferentes, e vai
distribuir todos eles por seus sobrinhos Alberto, Bernardo, Carlos e Daniel. De quantos

modos 0s presentes podem ser distribuidos?

Considere a tabela a seguir.

Tabela 3.4: Distribuicao de 5 presentes para 4 sobrinhos

Conjuntos Distribuicao dos presentes a A,B,C,D, nessa ordem

(P, P2); (P3); (Pa); (Bs)
(P3); (P, P2); (Py); (Ps)
(Pr, P3); (Py); (Py, P5); (0)

P:{P17P27P37P47P5}

S ={A,B,C,D}

(0)7(0)7(0)a(P1aP2aP3aP4aP5)
Total de modos = 4 x4 x4 x 4 x 4 = 4° = 1024

A Tabela 3.4 indica que hé 4 possibilidades para distribuir cada um dos presentes, pois cada

um deles pode ser dado a Alberto, Bernardo, Carlos e Daniel sem qualquer restricao. Logo,
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pelo PFC hd 4 x 4 x 4 x 4 x 4 = 45 = 1024 modos de distribuir os presentes. Note que,

havera casos em que ha um ou dois ou trés sobrinhos sem receber nenhum presente.

3.2 Numero de funcoes injetivas

Sejam A = {1,2} e B = {1,2,3}, o nimero de fungdes injetivas de A em B é dado

conforme a tabela a seguir.

Tabela 3.5: Numero de fungoes injetivas de A em B, com A = {1,2,3} e B = {1,2}.

Conjuntos Funcdes Sequéncia formada pelo con-
junto imagem das fungoes
fi(1) =1, /1(2) =2 {1,2}
f(1) =1, f5(2) =3 {1,3}
A=A{12} | f5(1)=2/f3(2) =1 {2,1}
fi(1) =2, f4(2) =3 {2,3}
B={1,2,3} | f5(1) =3, f5(2) = 1 {3,1}
fo(1) =3, f6(2) =2 {3,2}
Ntumero de funcgoes injetivas de A em B=3x2=6

A Tabela 3.5 indica que ha 3 possibilidades para escolher a imagem do 1 € A em B (pois
pode ser 1 ou 2 ou 3 € B) e, feito esta escolha ha 2 possibilidades para escolher a imagem
do 2 € A em B pois o elemento escolhido para ser imagem do 1 nao pode ser usado para
ser imagem do 2. Logo, pelo PFC ha 3 x 2 = 6 fungoes injetivas de A em B. Considere trés

funcoes injetivas fi, fo e f3 e uma funcao qualquer f representadas na figura a seguir.
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FUNGAO INJETIVA

A ;
E FUNGAO INJETIVA

A

FUNGAO INJETIVA NAO E FUNCAO INJETIVA

f

—

Figura 3.2: Fungoes injetivas e fungao qualquer

Na Figura 3.2 as fungoes f1, f2 e f3 sdo fungoes injetivas, pois para x1,zo € A temos f;(z1) #
fi(xe) para i € {1,2,3}. J4 a fungdo f nado ¢ uma fungao injetiva pois f(1) = f(2) =2. O
caso geral do nimero de fungoes injetivas entre dois conjuntos finitos é analogo, conforme

a proposicao a seguir, a qual pode ser encontrada em [3].

Proposicao 3.2. Sejam um conjunto A com m elementos e um conjunto B com n elementos,
com m < n.0 numero de fungoes injetivas de A em B € igual anx (n—1) x (n—2) X ... X

(n—m+1).

Considere a tabela a seguir.
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Tabela 3.6: Numero de fungoes injetivas de A em B - caso geral

Numero de possibilidades para a escolha da
Conjuntos Conjunto A
imagem dos elementos de A em B
1 n—(1-1)=n
A={1,2,--- ,m} 2 n—(2-1)=n-1
3 n—3-1)=n-2
B={1,2,--- ,n} 4 n—(4—-1)=n-3
5 n—B-1)=n—-4
m n—(m-1)=n—m-+1
Numero de fungoes injetivasde Aem B=nx(n—-1)x (n—2) x---x (n—m+1)

Demonstracao: A Tabela 3.6 mostra que, ha n possibilidades para a escolha da imagem
do elemento 1 em B e, feito esta escolha ha n — 1 possibilidades para a escolha da imagem
do elemento 2 em B, e assim por diante até chegar ao m-ésimo elemento de A que por sua
vez possui (n —m + 1) possibilidades para a escolha de sua imagem em B. Logo, pelo PFC

o numero de funcoes injetivas de A em B é,
nx(n—1)xn—-2)x---x(n—m+1) (3.2)

Exemplo 3.3. De quantas maneiras diferentes podem ser escolhidos um presidente e um

secretario de um conselho que tem 12 membros?

Considere a tabela a seguir.

Tabela 3.7: Numero de modos de escolher um presidente e um secretario dentre 12 conse-

lheiros

Conjuntos Distribuicao dos conselheiros aos cargos {P, S}, nessa ordem
{C1, Oy}
K ={P,S} {C2,C1}
{C1,Cs}

02{017027"' 5012} {02703}
{C3,Ca}
Total de maneiras = 12 x 11 = 132
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A Tabela 3.7 indica que, considerando os cargos presidente e secretario, nessa ordem, e

os conselheiros C', Cy, - -+, (1 algumas maneiras possiveis de escolher um presidente e um

secretario sao: (7, (5 indicando que C] ocupa o cargo de presidente e Cy ocupa o cargo

de secretario; Cs, C'; indicando que C5 ocupa o cargo de presidente e C; ocupa o cargo

de secretario; C;,Cs indicando que C4 ocupa o cargo de presidente e Cs ocupa o cargo
’ Y

de secretario; Cy, (5 indicando que C5y ocupa o cargo de presidente e C5 ocupa o cargo de
) y “3 3

secretario. Desta forma, vemos que a solucao sao todos os pares ordenados de duas pessoas,

escolhidas de um total de 12 pessoas disponiveis. Assim, temos as seguintes etapas:
e 12 Etapa: Ha 12 modos para a escolha do presidente;
e 22 Etapa: escolhido o presidente, ha 11 modos de escolher o secretario.

Logo, pelo PFC temos 12 x 11 = 132 maneiras. Note que, este problema esta associado ao
numero de funcoes injetivas de K em C, onde K é o conjunto dos cargos e C é o conjunto

dos conselheiros.

3.3 Numero de funcoes bijetivas

Dados A ={1,2,3} e B ={1,2,3}, encontre o nimero de fungdes bijetivas de A em B

¢ dado na tabela a seguir.

Tabela 3.8: Numero de fungoes bijetivas de A em B, com A = {1,2,3} e B = {1,2,3}.

Sequéncia formada pelo
Conjuntos Funcgoes
conjunto imagem das
fungoes
A =1,/(2)=21B)=3 {1,2,3}
f(1) =1, f2(2) =3, /,(3) = 2 {1,3,2}
A=A{1,2,3} | fs(1) =2 f3(2) = 1, 5(3) = 3 {2,1,3}
f2(1) =2, f4(2) =3, f1(3) =1 {2,3,1}
B={1,23}| s(1) =3,/5(2) =1, /5(3) = 2 {3,1,2}
fo(1) =3, f6(2) = 2, f6(3) = 1 {3,2,1}
Numero de funcoes bijetivas de Aem B=3x2x1=3!=6

A Tabela 3.8 indica que cada fungdo de A em B é determinada pela escolha da imagem

de cada elemento do conjunto A no conjunto B, sendo que uma vez escolhida a imagem de
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um elemento de A em B, este elemento de B fica indisponivel para ser imagem de outro
elemento de A. Visto desta forma, ha 3 possibilidades para escolher a imagem do 1 € A em
B, 2 possibilidades para escolher a imagem do 2 € A em B e 1 possibilidade para escolher
a imagem do 3 € A em B. Logo, pelo PFC hd 3 x 2 x 1 = 3! = 6 func¢oes bijetivas de A em

B. Veja as funcoes f1, fa, f3 e f4 representadas nos diagramas da Figura 3.3.

FUNGAO BIJETIVA FUNGAO BIJETIVA

FUNGAO BIJETIVA FUNGAO BIJETIVA

Figura 3.3: Diagramas de fungoes bijetivas.

O caso geral do numero de funcoes bijetivas entre dois conjuntos finitos é andalogo,

conforme a proposicao a seguir, a qual pode ser encontrada em [3].

Proposicao 3.3. Sejam um conjunto A e um conjunto B, ambos com n elementos. O

numero de funcoes bijetivas de A em B € n!.

Considere a tabela a seguir.
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Tabela 3.9: Numero de fungoes bijetivas

Numero de possibilidades para a escolha
Conjuntos Conjunto A
da imagem dos elementos de A em B
1 n—(1-1)=n
A={1,2,--- ,n} 2 n—(2-1)=n-1
3 n—(3—-1)=n-2
B={1,2,---,n}
n n—(n-1)=1

Ntumero de fungoes bijetivas =n x (n —1) x (n —2) x -+ x 2 x 1 =nl

Demonstracao: Esse é um caso particular de funcao injetiva, ou seja, quando os conjuntos
A e B tem a mesma quantidade elementos (quando m = n). Assim, de maneira anédloga
ao calculo do nimero de fungoes injetivas, ha n possibilidades para a escolha da imagem
do elemento 1 € A em B, feito esta escolha ha n — 1 possibilidades para escolher a imagem
do 2 € A em B e, assim por diante até chegar ao n-ésimo elemento de A que por sua vez
possui (n — (n— 1) = 1 escolha para a sua imagem em B. Desta forma o numero de fungoes

bijetivas de A em B, pelo PFC é,
nx(n—1)xn—-2)x---x1=n! (3.3)

Observacao 3.1. Note que chegamos a conhecida formula do nimero de permutacoes sim-

ples de um conjunto com n elementos.
Exemplo 3.4. De quantas maneiras 5 pessoas podem se sentar em um sofd com 5 acentos?

Solugao: Sejam as pessoas A,B,C,D e E. Algumas maneiras destas pessoas se sentarem sao:
ABCDE, ABDCE, BCDEA, ---, EDCBA. Assim as solucoes deste problemas sao todas as
ordenacoes possiveis de 5 pessoas em fila.Considere as seguintes etapas para encontrar a

solucao:

e 12 Etapa: H& 5 possibilidades para a 1* pessoa sentar-se (pois os 5 acentos estao

disponiveis);

e 22 Etapa: 4 possibilidades para a 2* pessoa sentar-se (apés a 1* pessoa sentar-se

restam 4 acentos disponiveis);

e 32 Etapa: 3 possibilidades para 3* pessoa sentar-se (ap6s a 1* e a 2* pessoa sentarem-

se restam 3 acentos disponiveis);
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e 42 Etapa: 2 possibilidades para 4* pessoa sentar-se (apés a 1*, 2* e 3* pessoa sentarem-

se restam 2 acentos disponiveis) e;

e 52 Etapa: 1 possibilidade para 5* pessoa sentar-se (ap6s as 4 pessoas estiverem

sentados resta apenas um acento disponivel).

Logo pelo PFC, temos 5 x 4 x 3 x 2 x 1 = 120 maneiras.

3.4 Numero de funcoes estritamente crescentes

Sejam A ={1,2,3} e B=1{1,2,3,4,5}, o nimero de fungoes estritamente crescentes de

A em B ¢é dado conforme a tabela a seguir.

Tabela 3.10: Numero de fungdes estritamente crescentes de A em B, com A = {1,2,3} e

B={1,2,3,4,5}.

Conjuntos Funcoes Sequéncia formada pelo con-
junto imagem das funcgoes
A1) =1,£(2)=2,A(3)=3 {1,2,3}
f2(1):17f2(2):25f2(3):4 {17274}
A=1{1,2,3} :
f7(1) :27f7(2) :3af7(3) =4 {27374}
A=1{1,2,3,4,5}
fs(1) =2, f3(2) =3, f3(3) =5 {2,3,5}
fo(1) =2, fo(2) =4, fo(3) =5 {2,4,5}
fio(1) =3, f10(2) =4, f10(3) =5 13,4,5}
, ~ . dx4x3
Ntumero de fungoes estritamente crescentes T 10

A Tabela 3.10 indica que as fungoes estritamente crescente de A em B sao definidas pelas
escolhas nao ordenadas de 3 entre 5 elementos do contradominio B, porque para cada escolha
desta s6 pode ser formada uma tnica funcao de A em B associando, em ordem crescente, os
trés elementos de A a esta escolha. Logo, pelo PFC, hd 5 x4 x 3 = 60 escolhas ordenadas de
3 elementos e, como a ordem entre os elementos de uma escolha é irrelevante, basta desfazer
as ordenagoes dividindo o resultado por 3! = 6 de onde obtemos 10 fungoes estritamente

crescentes. Considere as funcoes f1, fo, fr e fs representadas na figura a seguir.
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A FUNGAO ESTRITAMENTE CRESCENTE B A FUNGAO ESTRITAMENTE CRESCENTE B

e

A FUNGAO ESTRITAMENTE CRESCENTE B A FUNGAO ESTRITAMENTE CRESCENTE B

fr f8

Figura 3.4: Fungoes estritamente crescente de A = {1,2,3} em B ={1,2,3,4,5}.

Nos diagramas da Figura 3.4 o conjunto imagem da funcao f; é {1,2,3}, da fungao f, é
{1,2,4}, da fungao f7 é {2,3,4} e da funcao fz é {2,3,5}. Note que as setas nao se cruzam
nestas funcoes, o que indica que as sequéncias formadas pelo conjunto imagem das mesmas
estao em ordem estritamente crescente. O caso geral do nimero de fungoes estritamente
crescentes entre dois conjuntos finitos é andlogo ao problema resolvido anteriormente, basta
substituir 3 por m e 5 por n, conforme a proposicao a seguir, a qual pode ser encontrada

em [3].

Proposicao 3.4. Sejam um conjunto A com m elementos e um conjunto B com n elementos,
. . . . n
com m <n. O numero de fungies estritamente crescente de A em B € igual a (m) .

Demonstracao: H&a n possibilidades para escolher a imagem do 1 € A em B, n — 1
possibilidades para escolher a imagem do 2 € A em B, n — 2 possibilidades para escolher a
imagem do 3 € A em B e assim por diante até chegarmos a escolha do m-ésimo elemento
do conjunto B que tem n — m + 1 maneiras para ser escolhido. Pelo PFC, temos n x (n —
1)x(n—2)x---x (n—m+1) agrupamentos ordenados e como a ordem entre os elementos

de cada agrupamento ¢ irrelevante, basta dividir o resultado anterior por m! para desfazer
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as ordenacoes de cada agrupamento. Assim, o nimero de fungoes estritamente crescentes

de A em B é dado pela equagao 3.4 a seguir.

nxn—1)xn—-2)x--x(n—-—m+1) n! (") (3.4)

m! T m! x (n—m)!
Observacao 3.2. Note que (TT:L) ¢ a conhecida formula do nimero de combinagoes simples.
Com esta férmula definida, vamos definir o 0! (zero fatorial).

Definicao 3.1. Quando m = n temos que escolher n elementos entre n possiveis e s6 hd

, ‘ . (n n! n! ,
uma maneira para fazer isso, ou seja, = = =1. Assim para que
n n! x (n—mn)l  nlxO0!
a formula continue funcionando € conveniente que definamos 0! = 1. Note que, ndo houve

demonstracao, mas apenas uma definicao para manter a validade da formula nos casos (Z)
n
¢ (0)

Exemplo 3.5. (Adaptado Profmat ENQ 2016.2) De quantas maneiras distintas podemos
escolher trés nimeros distintos do conjunto A = {1,2,3,---,40} de modo que sua soma

seja um numero impar?

Considere a tabela a seguir.

Tabela 3.11: Nimero de escolhas de 3 entre 40 nimeros de A = {1,2,---,40}, que possui

soma impar.

Conjuntos 1° Caso: Escolhas de trés | 2° Caso: Escolhas de um nimero
numeros impares impar e dois niimeros pares
E ={F,, FEy, Es} (1,3,5) (1,2,4)
I ={1,3,---,39} (1,3,7) (1,2,6)
Poy = {2,4,--- ,40} ' :
(35,37,39) (39, 38, 40)
::Z:aiadsi ranetras 20x19 x 18 ;? 18 _ 1140 20 x 20; 19 _ 3500

Total de maneiras = 1140 + 3800 = 4940

A Tabela 3.11 mostra o conjunto E = {Ej, Ey, E53} das trés escolhas nao ordenadas que
devem ser feitas para obter trés niimero distintos do conjunto A = {1,2,3,--- .40} de modo
que a soma seja impar. Mas, A = Iy U Py, ou seja, {1,2,3,---,40} = {1,3,---,39} U
{2,4,---,40}. Visto desta forma, para que a soma de trés nimeros escolhidos do conjunto

A seja fmpar, devemos escolher trés nimeros impares deste conjunto ou escolher nimero
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impar e dois pares. Assim, para o primeiro caso temos: 20 possibilidades para a 1* escolha
(E1), 19 possibilidades para a 2* escolha (F3) e 18 possibilidades para a 3* escolha (Ej).
Logo, pelo PFC temos 20 x 19 x 18 = 6840 escolhas ordenadas e como queremos escolhas

nao ordenadas, para desfazer as ordenacoes de cada escolha basta dividir o resultado por

6840 = 1140 escolhas de 3

3! = 6, que sao as ordenagoes de cada escolha e, assim temos
nimeros impares nao ordenados. Para o segundo caso temos 20 possibilidades para escolher
um numero impar, 20 possibilidades para escolher o 1° nimero par e 19 possibilidades
para escolher o 2° niimero par. Logo, pelo PFC temos 20 x 20 x 19 = 7600 escolhas com
ordenacao dos dois nimeros pares escolhidos por pertencerem ao mesmo conjunto, como no

caso anterior. Assim, para desfazer as ordenacoes destes dois niimeros pares basta dividir
600

por 2! = 2, portanto, temos = 3800 escolhas nao ordenadas de um nimero impar e
dois pares. Logo, pelo PAC temos 11404 3800 = 4940 escolhas de trés niimeros do conjunto

A cuja soma deles é um nimero impar.

Exemplo 3.6. Quantos sao os nimeros naturais de 4 algarismos distintos:
a) em que os algarismos de cada nimero estao em ordem estritamente crescente?

b) em que os algarismos de cada nimero estao em ordem estritamente decrescente?

Alternativa a)

Solugao: Algumas solugoes possiveis deste problema sao: 1234, 1235, 1236, 1237, 1238, - - -
5789, 6789. Para encontrar todas as solugoes basta encontrar o niimero de escolhas de 4
algarismos entre 10 algarismos possiveis, pois a ordem entre os algarismos de uma escolha é
irrelevante. Logo a resposta é (Z) = 126 numeros. Note que este problema estd associado
ao numero de funcoes estritamente crescentes, onde cada solucao representa uma fungao
estritamente crescente de A em B, com A ={1,2,3,4} e B=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Alternativa b)

Solugao: Algumas solugoes possiveis deste problema sao: 3210, 4210, 4310, 4320, 4321, - - -
9875, 9876. Para encontrar todas as solugoes basta encontrar o niimero de escolhas de 4
algarismos entre 9 algarismos possiveis, pois a ordem entre os algarismos de uma escolha é
irrelevante. Logo a resposta é (140) = 210 ntmeros. Note que este problema esta associado
ao numero de fungoes estritamente decrescente, onde cada solugao representa uma fungao
estritamente decrescente de A em B, onde A = {1,2,3,4} e B = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Observe ainda que a diferenca na solucao da alternativa a) e na solucao da alternativa b)
estd no fato de que, o 0 na alternativa a) nao faz parte do contradominio. Desta forma,

observemos que se o dominio e o contradominio tiverem os mesma quantidade de elementos,
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respectivamente, o nimero de fungoes estritamente crescentes e estritamente decrescentes

sao iguais.

3.5 Numero de funcoes sobrejetivas

Para o estudo desta secao, vamos usar um exemplo concreto como motivagao, e em
seguida generalizarmos.

Sejam A={1,2,3,4,5,6 } e B={1,2,3}, encontre o nimero de fungoes sobrejetivas de A
em B.
Solugao 1: Para este niimero de fungoes, nao podemos aplicar diretamente o PFC, pois
nao cumpre suas condigoes, ou seja, precisa ser necessariamente divido em casos. Uma
duvida que pode surgir é em quantos casos sera dividido o problema. E uma maneira de
fazer esta divisao é escrever o numero 6 (nimero de elementos do dominio) como uma soma
de 3 (numero de elementos do contradominio) inteiros positivos ndo ordenados, ou seja,
6=1+144=14+2+3 =242+ 2, o que mostra que temos trés casos a considerar
conforme a seguir.
1° Caso: indica que ha funcoes sobrejetivas em que dois elementos do contradominio
¢ imagem de apenas um elemento do dominio cada um, e o outro é imagem de quatro

elementos do dominio. Para o este caso, temos as seguintes etapas:

e 12 Etapa: Ha 3 maneiras de escolher o elemento do contradominio que serd imagem

de quatro elementos do dominio;

6 . .. .
e 22 Etapa: ( 4) = 15 maneiras de escolher os elementos do dominio que estarao asso-

ciados ao elemento do contradominio escolhido na 1* etapa;

e 32 Etapa: realizado as duas etapas anteriores restam dois elementos do dominio e
dois elementos do contradominio para serem associados, o que pode ser feito de 2! =

2 maneiras. Logo, pelo PFC temos 3 x 15 x 2 = 90 fungoes sobrejetivas deste tipo.

2° Caso: indica que ha fungoes sobrejetivas em que um elemento do contradominio é
imagem de um elemento do dominio, o outro ¢ imagem de dois elementos e o 3° é imagem

de trés elementos do dominio. Considere as seguintes etapas para este caso:

e 12 Etapa: Ha 3 maneiras de escolher o elemento do contradominio que serd imagem

de apenas um elemento do dominio e;
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e 22 Etapa: 6 maneiras de escolher o elemento do dominio que estara associado a ele;

e 32 Etapa: 2 maneiras de escolher o elemento do contradominio que serd imagem de

dois elementos do dominio e;

5 : .. , :
e 42 Etapa: <2) = 10 maneiras de escolher o elemento do dominio que estard associado

a ele;

e 52 Etapa: sobram trés elementos do dominio e um elemento do contradominio, entao,
hé 1 maneira para esta escolha (que associar os estes trés elementos do dominio a este
ultimo elemento do contradominio). Logo, pelo PFC temos 3 x 6 x 2 x 10 x 1 = 360

funcgoes sobrejetivas deste tipo.

3° Caso: indica que ha fungoes sobrejetivas em que cada elemento do contradominio é
imagem de exatamente dois elementos do dominio. considere as seguintes etapas neste 3°

caso:

. (6 . . .
e 12 Etapa: Ha (2) = 15 maneiras de escolher os elementos do dominio que estarao

associados ao 1° elemento do contradominio;

4 . . - .
e 22 Etapa: <2> = 6 maneiras de escolher os elementos do dominio que estarao associ-

ados ao 2° elemento do contradominio e;

e 32 Etapa: sobram dois elementos do dominio e um elemento do contradominio, entao,
hé 1 maneira para esta escolha (que é associar estes dois elementos do dominio a este

ultimo elemento do contradominio).

Logo, pelo PFC temos, 15 x 6 x 1 = 90 funcgoes sobrejetivas deste tipo. Portanto vemos
que, ou ocorre o caso 1 ou ocorre o caso 2 ou ocorre o caso 3, entao, pelo PAC temos
90 4 360 + 90 = 540 fungoes sobrejetivas. Considere o resumo desta solucao na tabela a

seguir.
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Tabela 3.12: Numero de fungoes sobrejetivas de A = {1,2,3,4,5,6} em B = {1,2,3}.

N° de casos 1° Caso: 1 +1+14 2° Caso: 1+2+3 3° Caso: 2+2+2
N° de etapas por

13. 2a 3& 18. 2& 33 48. 5a 1& 2a 38.
caso
Possibilidades

6 5 6 4

31 (y)=15]2=23|6]|2|(3)=10]1]()=15](5)=61
por etapa
Possibilidades

3x15x2=90 3x6x2x10x1=2360 15x6x1=90

por caso

Total de possibi-
lidades

90 + 360 + 90 = 540

Considere trés destas fungoes sobrejetivas e uma funcao qualquer na figura a seguir.

A FUNGAO SOBREJETIVA B A FUNGAO SOBREJETIVA

f1 f2
N/ L=
SRS
A> ’V

A NAO E FUNGAO SOBREJETIVA B

Figura 3.5: Diagramas de fungoes sobrejetivas e fungao qualquer.

Na Figura 3.5 temos que as fungoes f1, fo e f3 sao funcoes sobrejetivas pois todos os elementos
do contradominio (conjunto B) é imagem de pelo menos um elemento do dominio (conjunto
A). Ja na fungao f, 0 3 € B nao é imagem de nenhum elemento do contradominio e portanto
nao é fungao sobrejetiva.

Solugao 2: Vamos dividir 6 elementos distintos (dominio) em 3 (contradominio) grupos
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nao vazios e ordenados. Assim, escrevendo 6 = 1+14+4=1+243 =2+ 2+ 2, temos
trés casos a considerar.

1° Caso: um grupo tem 4 elementos e dois grupos tem 1 elemento cada um. A ordem entre
os elementos dentro de cada grupo é irrelevante, entao basta ordenar os 6 elementos distin-
tos e dividir pelas permutagoes dos elementos de cada grupo e, além disso, hd 3 maneiras

de escolher o grupo que ficara com trés elementos (pode ser o 1°, 0 2° ou o 3° grupo). Logo,
6!

4! x 1! x 1!
2° Caso: um dos grupos tem 1 elemento, o outro tem 2 elementos e o 3° grupo tem 3

temos x 3 = 90 funcoes sobrejetivas deste tipo.

elementos. A ordem entre os elementos dentro de cada grupo é irrelevante, entao basta
ordenar os 6 elementos distintos e dividir pelas permutacgoes dos elementos de cada grupo
e, além disso, ha 3 maneiras de escolher o grupo que ficard com um elemento (pode ser o
1°, 0 2° ou o0 3° grupo); 2 maneiras de escolher o grupo que ficard com 2 elementos e (pode

ser qualquer dos grupos que sobrou da etapa anterior) e 1 maneira de escolher o grupo que
6!

1 21 x 3! X 3 x 2 x 1 = 360 fungoes sobrejetivas

ficard com 3 elementos. Logo temos,
deste tipo.
3° Caso: Cada grupo tem exatamente dois elementos. A ordem entre os elementos dentro

de cada grupo ¢ irrelevante, entao basta ordenar os 6 elementos distintos e dividir pelas per-
|

2! x 21 x 2!
deste tipo. Portanto, pelo PAC temos, 90 + 360 + 90 = 540 funcgoes sobrejetivas.

mutacoes dos elementos de cada grupo. Assim, temos = 90 funcoes sobrejetivas

Observacgao 3.3. Note que, encontrar o numero de fungoes sobrejetivas é um processo que
envolve uma divisdo em vdrios casos e vdrias etapas em cada caso. Assim, se 0os conjuntos
tiverem uma quantidade muito grande de elementos, torna-se muito trabalhoso este cdlculo

usando esta técnica.

A seguir, desenvolveremos um outro método que sera mais eficaz para encontrar o nimero
de fungoes sobrejetivas entre dois conjuntos finitos com qualquer quantidade de elementos,

conforme a proposigao 3.5 que segue, a qual pode ser encontrada em [6].

Proposicao 3.5. Sejam um conjunto A com m elementos e um conjunto B com n elementos,

sendom > n O numero de fungoes sobrejetivas de A em B € igual a Z(—l)k <Z> X (n—k)™.
k=0

Demonstragdo: Seja a fungao f: A — B, com A ={1,2,3,....m} e B={1,2,3,....,n}
e m > n, pois se m < n teremos sempre elementos sobrando no contradominio e dai nao
formaremos nenhuma funcao sobrejetiva. Nestas condicoes temos n™ funcgoes f : A — B,

pois para cada um dos m elementos de A ha n modos de escolher sua imagem em B. Assim, o
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numero de fung¢oes que nao sao sobrejetivas sao aquelas em que 1 ou 2 ou 3,... ou n nao fazem
parte do conjunto imagem da fungao. Denotando por A;, o conjunto das fungoes f : A — B
em que y; nao pertence ao conjunto-imagem, para j = {1,2,3,...,n}, as funcdes que nao sao
sobrejetivas sao aquelas que pertencem a A; UAsUAs...UA,,. Portanto, o numero de funcoes
sobrejetivas de A em B é n™ - (Aj U Ay U A3...UA,) =n"™— S +8y — -+ (=1)".5,,
onde A; é o numero de funcgoes em que escolhido um dos elementos do contradominio
B =1{1,2,3,--- ,n} ndo fard parte do conjunto-imagem da funcao, isto é, A; = (n — 1)™,
e S = (?) XA = (?) x(n —1)™; Ay é o numero de fungdes em que escolhido dois dos
elementos do contradominio B = {1,2,3,--- ,n} nao fardo parte do conjunto imagem, isto
é, Ao = (n—2)" , e Sy = (g) X Ag :(g) x(n —2)™; Az é o numero de fungoes em
que, escolhido trés dos elementos do contradominio B = {1,2,3,--- ,n} nao fardo parte do
conjunto imagem, isto é, A3 = (n —3)"™ , e S3 = (g) X A :<§) x(n —3)™. E Segue-se
deste modo, até chegar a escolha de n-1 entre n elementos do conjunto B que é o A,,_1 ,isto é,
Ay 1=1" e S, 1 = (nﬁ X A,_1 =mnx(—1)™. Logo o numero de fungbes sobrejetivas
de Aem B 6w (1) x(n— 1t (5) xtn—2ym— (5) x(n—3)m 4.+ (~1)"Ix

n—1

(nﬁl) x1m=t =npm — Z(_l)k_l X (Z) X (n — k)™. Esta expressao é equivalente a
k=1

i(_nk x (Z) % (n — k)™ (3.5)

que representa o nimero de fungoes sobrejetivas de A em B.

Usando esta técnica, vamos encontrar o numero de fungoes sobrejetivas de A em B, do
problema ja resolvido, onde A = {1,2,3,4,5,6} e B = {1,2,3}, ou seja, m = 6 e n = 3.
Esta sera a 3% solugao do problema.

3
3
Solugao 3: Usando o resultado obtido na equacao 3.5, temos 2:(—1)’C X < ) x (3—k)° =
k=0

3 3
30 — (1) x 26 + (2) x 16 =729 — 192 + 3 = 540 funcoes sobrejetivas.

Corolario 3.1. Se m = n o numero de fungoes sobrejetivas € igual a n!.
Demonstracao: Neste caso as fungoes serao injetivas e sobrejetivas simultaneamente,
portanto serao bijetivas. Mas, pela proposicao 3.3 o nimero de fungoes bijetivas de A em
B é igual a n!.

Exemplo 3.7. (Adaptado OBMEP 2014): Tio Pedro trouxe 5 presentes diferentes, sendo
um deles uma bola, e vai distribuir todos eles por seus sobrinhos Alberto, Bernardo, Carlos

e Daniel. De quantos modos os presentes podem ser distribuidos:
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a) sem restrigoes?
b) de modo que cada sobrinho ganhe pelo menos um presente ?

¢) de modo que cada sobrinho ganhe pelo menos um presente e a bola fique com Alberto?

Alternativa a)

Solugao: Como os presentes sao distintos, suponhamos sem perda de generalidade, que os
presentes sejam a bola e 4 carrinhos de cores diferentes: azul, branco, preto e vermelho.
Assim, cada presente pode ser distribuido de 4 modos, pois pode ser dado a qualquer um
dos 4 sobrinhos, independentemente de ja ter recebido presente ou nao. Logo pelo PFC,
temos 4 x 4 x 4 x 4 x 4 = 45 = 1024 modos. Oberseve algumas solucoes possiveis na tabela

a seguir.

Tabela 3.13: Distribuicao de presentes

Candidatos Alberto Bernardo Carlos | Daniel
C, (Cy C, (Cy, B)
0 (Cy, Cy) (Cp, Cy) B
Distribuicao de presentes
Cy (C, Cy (Cy, B)
0 (Ca, Cy, Cp, Cy, B) 0 0

A 2% linha da tabela 3.13 indica que Alberto recebeu o carrinho azul, Bernardo recebeu
o carrinho branco, Carlos recebeu o carrinho preto e Daniel recebeu o carrinho vermelho
e a bola; A 3* linha da tabela 3.13 indica que Alberto nao recebeu nenhum presente,
Bernardo recebeu os carrinhos azul e branco, Carlos recebeu os carrinhos preto e vermelho
e Daniel recebeu a bola; A 4* linha da tabela 3.13 indica que Alberto recebeu o carrinho
branco, Bernardo recebeu o carrinho azul, Carlos recebeu o carrinho preto e Daniel recebeu o
carrinho vermelho e a bola; A 2? linha da tabela 3.13 indica que Alberto, Carlos e Daniel nao
receberam nenhum presente e Bernardo recebeu os 5 presentes. Note que, cada configuracao
que representa uma possivel solucao, é considerada a ordem entre os presentes como mostra
a 2* e a 4* linha da tabela 3.13 e ainda, pode ficar sobrinho(s) sem receber presente(s) nessa
distribuicao.

Alternativa b)

Solugao 1: Neste caso, nao é possivel resolver o problema diretamente pelo PFC, pois
como nenhum sobrinho pode ficar sem presente é preciso dividir o problema em casos. Uma

dificuldade que pode aparecer é em quantos casos o problema deve ser dividido. Uma
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maneira de fazer isso é escrever o 5 (0s 5 presentes) como uma soma de 4 (4 sobrinhos)
inteiros positivos nao ordenados, ou seja, 5 = 1+ 1+ 14 2, o que mostra que s6 hd um
caso indicando que 3 sobrinhos recebem 1 presente cada um e o outro sobrinho recebe dois

presentes. Assim, para encontrar a solucao considere as etapas a seguir.

e 1* Etapa: H4a 4 maneiras de escolher o sobrinho que recebera 2 presentes;

. . . , (D .
e 22 Etapa: escolhido o sobrinho que recebera dois presentes, ha (2) = 10 maneiras

de escolher os dois presente para dar a ele;

e 32 Etapa: realizado as etapas anteriores, restam 3 presentes para serem distribuidos

para 3 sobrinhos e isso pode ser feito de 3! = 6 maneiras. Logo, pelo PFC temos

4 x 10 x 6 = 240 modos. Considere a tabela a seguir.

Tabela 3.14: Distribuicao de 5 presentes distintos para 4 sobrinhos

Etapas Possibilidades por etapa | Total de possibilidades

12 Etapa: escolha do sobrinho

que recebera dois presentes

22 Etapa: escolha dos dois

presentes para dar ao sobrinho (g) =10
4 x 10 x 6 =240

escolhido na etapa anterior

32 Etapa: distribuicao de 3

presentes distintos para 3 so- 3l=6

brinhos

Solugao 2: Vamos dividir 5 presentes em 4 grupos ndao vazios e ordenados. Assim, basta
ordenar os 5 presentes em fila e dividir pelas permutagoes dos elementos de cada grupo ja
que a ordem dos elementos dentro de cada grupo é irrelevante e, além disso ha 4 maneiras

de escolher o grupo que ficard com trés presentes(pois pode ser qualquer um dos 4 grupos).
51

m x 4 = 240 maneiras.

Logo temos

Solucgao 3: Contamos todas as maneiras de distribuir os 5 presentes sem restri¢ao, como na
alternativa a), daf retiramos as contagens indevidas que sao aquelas em que hé sobrinho(s)

sem presente(s), como a seguir.
S (=1 x (:) < 4=k = 45— (7) x@—15+ (3) x@a—2y— (5) x(@—3y =
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1024 —4 x 243+ 6 x 32—4 x 1 = 240 modos. Observe que a 2% e a 4* linha da tabela 3.13 sao

dois exemplos que satisfazem este caso, pois cada sobrinho recebe pelo menos um presente.

Assim, fazem parte desta solugao os casos da alternativa a) em que nao ha nenhum sobrinho

sem receber presente(s).

Alternativa c)

Este caso é a alternativa b) com a restrigao de que a bola fique com Alberto. Assim sendo

temos dois casos a considerar:

1° Caso: Alberto ganha dois presentes e os demais um.Considere as seguintes etapas para

este caso:

e 12 Etapa: Sabendo que a bola fica com Alberto outro presente dele pode ser escolhido

de 4 modos;

e 22 Etapa: os demais presentes devem ser distribuidos pelos demais sobrinhos, o que

pode ser feito de 3! = 6 modos.

Logo pelo PFC, o nimero total de possibilidades neste caso é 4 x 6 = 24.

2° Caso: Um outro sobrinho ganha dois presentes e os demais um. Considere as seguintes

etapas para este caso:

e 12 Etapa: O sobrinho a ganhar dois presentes pode ser escolhido de 3 modos e;

4
e 22 Etapa: seus presentes podem ser escolhidos de (2) = 6 modos;

e 32 Etapa: restam dois presentes e dois sobrinhos, entao, ha 2! = 2 modos de distribui-

los.

Logo pelo PFC, o ntimero total de possibilidades neste caso é 3 x 6 x 2 = 36. Reunindo os

dois casos, o nimero total de possibilidades é 24 4+ 36 = 60. Considere a tabela a seguir.

Tabela 3.15: Distribuicao de presentes e Alberto com a bola

N° de casos

1° Caso: Alberto ganha dois pre-

sentes e os demais um

2° Caso: Um outro sobrinho ganha dois presen-

tes e os demais um.

etapa

N° de etapas por caso 12 etapa: esco- | 22 etapa: 12 etapa: es- | 22 etapa: es- | 32 etapa:
lhas do 2° presente | distribuicao colha do sobri- | colhas de dois | distribuigao de
de Alberto de 3 presentes nho que ganha | presentes dois presen-
distintos para dois presentes tes para dois
3 sobrinhos sobrinhos
Possibilidades por 4 A—6 3 (421) 6 o — o

Possibilidades por caso

4xX6=24

3X6x2=36

Total de possibilidades = 24 4 36 = 60
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Observacao 3.4. Note que,a alternativa a) estd ligada ao nimero de fungoes de P em S,
onde P € o conjunto dos b presentes e S € o conjunto dos 4 sobrinhos. Jd as alternativas
b) e c) estao ligadas ao nimero de fungoes sobrejetivas de P em S. Considere os diagramas

da figura a sequir.

¢ ALBERTO ¢ ALBERTO

W « BERNARDO

¢ CARLOS

o DANIEL

o ALBERTO

eBERNARDO

Figura 3.6: Distribuicao de 5 presentes para 4 sobrinhos

A Figura 3.6 temos as seguintes situacgoes: a 1* figura representa a solucao [(B, Cp); Cy; Cy; Cy]
indicando que Alberto ganha de presente a bola e o carrinho branco, Bernardo ganha o car-
rinho azul, Carlos ganha o carrinho vermelho e Daniel ganha o carrinho preto, logo satisfaz
as alternativas a), b) e ¢). A 2* ® figura representa a solucao [0; (B, C,, Cs, C,, C,); 0;0; 0]
indicando que Bernardo ganha todos os 5 presentes, logo satisfaz somente o alternativa a).
A 3* ® figura representa a solucao [Cy; B; (Cy, Cy); C,] indicando que Alberto ganha de pre-
sente o carrinho preto, Bernardo ganha a bola, Carlos ganha os carrinhos branco e vermelho
e Daniel ganha o carrinho azul, logo satisfaz as alternativas a) e b). A 4? figura representa
a solugao [0; (Cy, Cy); (Cp, Cy); B] indicando que Alberto nao ganha nenhum presente, Ber-
nardo ganha os carrinhos azul e branco, Carlos ganha os carrinhos preto e vermelho e Daniel

ganha a bola, logo satisfaz somente a alternativa a).
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3.6 Numero de funcoes nao decrescente

Seja uma fungdo de A em B, com A = {1,2,3,4,5,6} e B = {1,2,3,4}. Considere

algumas funcoes nao decrescente e fungoes quaisquer na figura a seguir.

A FUNGAO NAO DECRESCENTE B A FUNGAO NAO DECRESCENTE B

A FUNGAO NAO DECRESCENTE B A NAO E FUNGAO NAO DECRESCENTE B
I3 Ja
N ——

I Y
= —

F.

A NAO E FUNGAO NAO DECRESCENTE B A NAO E FUNGAO NAO DECRESCENTE 13

N N[
iSPlg==

Figura 3.7: Diagramas de fungoes nao decrescentes e funcoes quaisquer.

Observando a funcao f; vemos que fi(1) = 1, f1(2) = 2, f1(3) = 2, f1(4) = 3, f1(5) = 4
f1(6) = 4. Na ordem crescente dos elementos do dominio, se formarmos uma sequéncia com
as imagens de cada elemento do dominio teremos a sequéncia 122344, o que ¢ uma solugao
da forma (1,2,1,2) indicando que os elementos 1,2,3,4 € B é imagem 1,2,1,2 elementos

do conjunto A, respectivamente. Observe que para x; < To, com x; € To € A temos que
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fi(z1) < fi(z2) para todo fi(xy), fi(z2) € B. Analogamente, temos as sequéncias 122244,
333333 das fungoes f5 e f3, respectivamente, formadas pelas imagens. Observe que, nestes
casos em que as funcoes sao nao decrescentes, as setas nao se cruzam. Agora perceba
que nas funcoes fy, f5 e fg as setas se cruzam, determinando uma funcao que nao é nao
decrescente e por sua vez formam com suas imagens as sequéncias 112433, 112134. Observe

estas sequéncias nas colunas da Tabela 3.16, denotadas pelas fungoes fi1, fo, f3, f1, f5 € f6-

Tabela 3.16: Funcoes nao decrescentes e fungoes quaisquer.

v | fil@) | fa@) | fs(x) | fale) | S5(@) | fo(x)
1 1 1 3 1 1 1

2] 2 2 3 1 1 3

3| 2 2 3 2 2 2

4] 3 2 3 4 1 1

5| 4 4 3 3 3

6| 4 4 3 3 4 3

Conforme a Tabela 3.16, o que determina a funcao nao decrescente é quantas vezes cada
elemento do contradominio (conjunto B) é escolhido para ser imagem de algum elemento do
dominio (conjunto A). Esta quantidade de vezes que os elementos de B podem ser escolhidos
varia de 0 a 6 vezes. Como estamos definindo uma fungao de A em B, sabemos que cada
um dos 6 elementos do conjunto A precisa estd associado a um tinico elemento do conjunto
B. Visto desta maneira, o problema consiste em encontrar o numero de solugoes inteiras

nao-negativas da equacao a seguir.
1+ 22+ T3+ 24 =6

onde x; indica quantas vezes aparece o 1 na sequéncia; x, indica quantas vezes aparece o
2 na sequeéncia; x3 indica quantas vezes aparece o 3 na sequéncia; x4 indica quantas vezes
aparece 0 4 na sequéncia. Por exemplo, a sequéncia 122333 é uma solucao da forma (1,2,3,0),
pois k1 = 1, xo = 2, 3 = 3 e x4 = 0, ou seja, isto equivale dizer que, o elemento 1 € B é
imagem de um elemento do conjunto A, o elemento 2 € B é imagem de dois elementos do
conjunto A, o elemento 3 € B é imagem de trés elementos do conjunto A e o elemento 4 €
B nao é imagem de nenhum elemento do conjunto A. Logo, podemos encontrar a solugao
deste problema, recorrendo a uma sequéncia de simbolos, como por exemplo, usando palitos

como elementos do conjunto A e sinais de mais (+) como separadores, ou seja, I + 11 +
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I TI +. Nestas condicoes, devemos encontrar quantas vezes cada elemento do conjunto B
aparece na sequéncia, podendo ser zero ( ou seja, pode aparecer zero vezes). E como a
soma ¢ constante e igual a 6, podemos pensar em 6 palitos sobre uma mesa, onde queremos
separar estes 6 palitos em 4 grupos e para fazer isso precisamos de 3 separadores. Vejamos

algumas solugoes possiveis da equacao 3.6 na tabela a seguir.

Tabela 3.17: Solucoes inteiras nao negativas da equacao x; + xo + 3 + x4 = 6

Representagao na equacao
Simbolos Sequéncia | Solugao
I1+$2+l‘3+$4:6

IT+14+111+| 112333 2130) | 21=2, 2a=1, 23=3, 24 =0
FIII4+I4+11| 222344 0,3,1,2

( )
( )
T4+ TT++ 11T 122444 | (1,2,03) |21 =1, 29 =2, 23=0, 24 =3
( )
( )

x1:0, 1’2:3, 33'3:1, .1'4:2

+II4+II4+11| 223344 0222) | 21 =0, 20 =2, 23 =2, 14 =2

I+I4+T+1IT1I1 123444 r1=1 29=1 23=1, 24 =3

1,1,1,3

+ 4+ 4+ IITIIT| 444444 | (0,0,06) | 21 =1, 2o =1, 23=1, 24 =3

9!

TR

, N 6,3
Namero de fungoes nao decrescente = Py =

Pela Tabela 3.17 temos que I I + I + III + representa a sequéncia 112333 que é uma
solugao da forma (2,1,3,0); 4+ III + I + I I representa a sequéncia 222344 que é uma solugao
da forma (0,3,1,2); T +1 T 4+ + T I I representa a sequéncia 122444 que é uma solugao da
forma (1,2,0,3); + I T + I T + I 1 representa a sequéncia 223344 que é uma solugao da
forma (0,2,2,2); I + 1 + I + I I I representa a sequéncia 123444 que é uma solucao da
forma (1,1,1,3); + + + I T T T 11 representa a sequéncia 444444 que é uma solugao da forma
(0,0,0,6). Note que qualquer maneira que arrumarmos os palitos vai aparecer uma sequéncia
representando uma solucao da equagao 3.6 e, o que temos que fazer para encontrar todas as
sequencias possiveis é permutar a sequéncia de simbolos composta por trés sinais de mais
(4), que sao os separadores, e os 6 palitos que representam os elementos do conjunto A e
isto equivale ao nimero de permutacao com repeticoes de 9 elementos com trés sinais de

“mais” (+) iguais e 6 palitos (I) iguais. Assim temos, = 84 fungoes nao decrescentes

9!
3! x 6!
de A em B. Observe que os trés sinais de “+” (separadores) é um a menos em relagao ao
nimero de elementos do conjunto B que sao as variaveis da equacao 3.6 e que as sequéncias

formadas sao sequencias em que a ordem do menor para o maior é preservada, admitindo
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repeticao. Por estas razoes, este método é conhecido como combinagoes completas que é
numericamente igual ao nimero de permutacoes com repeticao, que foi técnica usada para
resolver o problema. Note que, permutagoes com repeticao ou combinagoes completas, neste
caso, sao equivalentes. Mas, por questoes de conveniéncia usaremos combinagoes completas,
ja que cada sequencia de simbolos tem sempre 9 simbolos e 0 que muda é a posicao em
que esses simbolos sao colocados. Portanto, sabendo exatamente quais sao essas posigoes,
descobrimos a sequéncia. Visto deste modo, entao basta escolher a posi¢ao onde vao ficar
os sinais de “4”. Logo a solucao do problema equivale responder, de quantas maneiras
pode-se escolher as trés posicoes dos sinais de “+” entre as 9 possiveis? E isto por sua vez,
¢é equivalente ao nimeros de combinacoes simples de 9 elementos tomados 3 a 3. Desta
maneira, juntando as informagoes dos dois paragrafos anteriores concluimos que o problema
trata-se de encontrar o nimero de combinacgoes completas de 4 elementos tomados 6 a 6
indicado pela notacao C'R4¢. Portanto o numero de fungoes nao decrescentes de A em B é
igual a CRy6 = Cy_1466 = Cog = Co3 = %ﬁ? = 84.

O caso geral do nimero de fungoes nao decrescentes entre dois conjuntos finitos é analogo

ao problema resolvido anteriormente, basta substituir 6 por m e 4 por n, o qual pode ser

encontrado em [5]. Observe o Figura 3.8 a seguir.

A B

FUNCAO NAO DECRESCENTE

\ /

Figura 3.8: Numero de fungoes nao decrescente

Como no caso anterior, dados zy ez € A e f(x1), f(z2) € B, se x1 < x5 entdo f(x1) < f(z2).
Dai, segue de maneira analoga ao problema anterior, que cada funcao esta associada a uma

sequéncia de niimeros inteiros e nao negativos com soma constante e igual a m, logo a solugao
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geral equivale ao numero de solucoes inteiras e nao negativas da equagao 3.6 a seguir.

L t+x2t+23+---+x,=m (36)
E de maneira andloga ao problema anterior, dados os conjuntos A = {1,2,3,...,m} e
B =1{1,2,3,...,n}, consideremos m palitos e n — 1 separadores, que serdo os sinais de “+”,

conforme a sequéncia de simbolos, I[I + 1]+ 1+ ---+ I[1I] = m. E assim encontramos

commpalitos en—1 sinais de “mais’’
o numero de fungoes nao decrescentes de A em B dado por:

(m+n—-1)!  (n4+m—1
i ()

m! x (n—1)! m (3.7)

Esta equagao equivale ao nimero de combinagoes com repeti¢ao ( ou combinagdes completas)
n+m-— 1)

de n elementos tomados m a m e, é indicado por CR,, ,, = Chpm—1,m = ( m

Exemplo 3.8. De quantas maneiras podem ser pintados b carros iguais usando 3 cores
diferentes?
a) sem restrigoes?

b) de modo que sejam usadas as trés cores?

Alternativa a)

Solugao 1: Suponhamos, sem perda de generalidade, que as cores sejam azul, branca e
preta, nessa ordem.Como os carros sao iguais se mudarmos a ordem entre qualquer confi-
guracao, que representa uma possivel solucao,nao fara nenhuma diferenca. Assim o problema
equivale ao calculo de todas as permutacgoes da sequéncia de simbolos I + I T + I I, onde os
“IIIIT” representam os 5 carros iguais e os sinais de “+ 47 representam os 2 separadores,
que sdo um a menos em relagdo as cores (que s@o 3). Esta representagao significa que a
quantidade de “I” a esquerda do 1° sinal “4” é a quantidade de carros pintados com a cor
Azul, a quantidade de “I” a direita do 1° sinal “+” é a quantidade de carros pintados com a
cor Branca e a quantidade de “I” a direta do 2° sinal “+” é a quantidade de carros pintados

52 1

com a cor Preta. Logo a solucao é, P;fg =P = Tl 21 modos. Considere a tabela

a seguir.
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Tabela 3.18: Pintura de 5 carros iguais com 3 cores distintas

Representacao na equacao
Simbolos Sequéncia | Solucao
o+ Tp+Tp =05

IT+11+1| AABBP | (2,2,1)
I+I1I1+1| ABBBP | (1,3,1) Ta=1, 2,=3, 7, =1
+III+11| BBBPP | (0,3,2) Ta=0, 3, =3, 1, =2
(0,4,1)
(5,0,0)

Ta=2 2,=2, 7, =1

+IIIT+1| DBBBBP
ITITI+ 4| AAAAA

Tqo =0, 1y =4, v, =1

Tg =29, 1y, =0, x, =0

++III11| PPPPP | (0,0,5) 2o =0, 2,=0, z,=5

71
Bix3l 2t

. : 5,2
Numero de maneiras = P =

Pela Tabela 3.18 temos que I I + I T + I representa a sequéncia AABBP indicando que dois
carros sao pintados de azul, outros dois sao pintados de branco e um é pintado de preto; I
+ I IT+ I representa a sequéncia ABBBP indicando que um carro é pintado de azul, trés
sao pintados de branco e o outro ¢ pintado de preto; + I I I 4+ I I representa a sequéncia
BBBPP indicando que dois carros sao pintados de branco e dois sao pintados de preto; + I
I TI+ I representa a sequéncia BBBBP indicando que quatro carros sao pintados de branco
e um carro ¢ pintado de preto; [ I I I I 4+ + representa a sequéncia PPPPP indicando que
os cinco carros sao pintados com a cor azul; + 4+ I I I I I representa a sequéncia PPPPP
indicando que os cinco carros sao pintados com a cor preta.

Solugao 2: Chamando de x4 o nimero de carros pintados com a cor azul, g o nimero
de carros pintados com a cor branca e xp o nimero de carros pintados com a cor preta a
solugao do problema ¢é equivalente ao ntimero de solugoes inteiras nao negativas da equacgao
Zoq+Tp+x, = 5, que por sua vez equivale ao numero de combinagoes completas de 3 elemen-
tos (3 cores) tomados 5 a 5 (5 carros) que é igual a CR35 = Cs_1455 =Cr5 :5'7712' =21
modos.

Solucao 3: Sejam A,B e P as letras que representam as cores azul, branca e preta, res-
pectivamente. Observe, por exemplo, que a sequéncia AABBP, AABPB, AAPBB, APABB,
AABB, ABABP, ABBAP, ABBPA, ---, PAABB, representam uma mesma solucao, pelo

fato dos carros serem iguais. Logo as solugoes deste problema podem ser descritas por

sequéncias nao ordenadas das letras A,B e P admitindo repeticao das mesmas. Mas, isto
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equivale ao niumero de fungoes nao decrescentes de K em C, sendo K o conjunto dos cinco

carros iguais e C o conjunto das 3 cores, como mostra a Figura 3.9.

Figura 3.9: Pintura de 5 carros iguais com 3 cores.

Nas figuras acima temos que na 1* figura ha 1 carro pintado com a cor azul, 2 carros
pintados com a cor branca e dois com a cor preta (ABBPP); na 2* figura temos 1 carro
pintado com a cor azul, um carro pintado com a cor branca e 3 carros pintados com a cor
preta (ABPPP); na 3* figura temos 1 carro pintado com a cor azul e 4 carros pintados com
a cor branca (ABBBB); na 4* figura os 5 carros sao pintados com a cor preta (PPPPP).

- . - ~ , (H+3—1
Logo, pela proposicao 3.6, o niimero de fungoes nao decrescentes de K em C é ( +5 )

:(g) :(;) = 7; 0 = 21, que equivale a 21 modos de pintar 5 carros iguais com trées
cores distintas.

Alternativa b)

Solugao 1: Como na alternativa a) suponhamos, sem perda de generalidade, que as cores
sejam Azul, Branca e Preta, nessa ordem.Como os carros sao iguais se mudarmos a ordem
entre qualquer configuragao, que representa uma possivel solugao,nao fara nenhuma dife-

renca. Entao considere que trés carros foram pintados cada um com uma cor diferente.Logo

restam 2 carros que podem ser pintados cada um com uma unica cor dentre 3 cores dis-
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poniveis, o que equivale ao cdlculo das permutagoes com repeticao da sequéncia de simbolos
+ I + I, onde os “I I” representam os 2 carros iguais e os sinais de “+” representam os 2
separadores, um a menos em relacao as cores (que sao 3). Esta representacao significa que
a quantidade de “I” a esquerda do 1° sinal “4” é a quantidade de carros pintados com a
cor Azul, a quantidade de “I” a direita do 1° sinal “+” é a quantidade de carros pintados

” 4

com a cor branca e a quantidade de “I” a direta do 2° sinal “+” é a quantidade de carros

pintados com a cor preta. Logo a solucao é P§f2 = 42’2 = 2'47'2‘ = 6 modos. Note que,
cada solucao da sequéncia de simbolos “+ I + I” sera adicic‘)nadé a sequéncia ABP, que
indica que trés carros foram pintados cada um com uma unica cor. Visto desta forma,
algumas solucoes possiveis sao: I + I + representa a sequéncia AB indicando que um carro
¢é pintado de azul e o outro é pintado de branco, resultando na sequéncia AABBP; + 1 +
representa a sequéncia BP indicando que um carro é pintado de branco e o outro é pintado
de preto, resultando na sequéncia ABBPP; + I I + representa a sequéncia BB indicando que
dois carros sao pintados de branco, resultando na sequéncia ABBBP e + + I I representa
a sequencia PP indicando que dois carros sao pintados de preto, resultando na sequéncia
ABPPP.

Solugao 2: Chamando de z, = z/, + 1 o numero de carros pintados com a cor Azul,
x, = 3, + 1 0 nimero de carros pintados com a cor Branca e ), = x, + 1 o nimero de carros
pintados com a cor Preta a solugao do problema é equivalente ao niimero de solucoes inteiras
nao negativas da equagao ;, + 1+ 1z, + 1+, +1 = 5 equivalente a z;, + 1, + z;, = 2. E, este
nimero de solugoes inteiras nao negativas desta equagao ¢ igual ao numero de combinagoes
completas de 3 elementos (3 cores) tomados 2 a 2 (2 carros, pois os outros 3 estao pintados

4!

com uma cor de cada tipo) que é igual a CR39 = C3_14192 =Cy 2 :m = 6 modos.
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Capitulo

RESOLUCAO DE EXERCICIOS
SELECIONADOS

Problema 4.1. (OBMEP 2014) O nimero 2014 tem quatro algarismos distintos, um impar

e trés pares, sendo um deles 0. Quantos nimeros possuem exatamente essas caracteristicas?

Solucgao 1: Temos as etapas a seguir para solucionar este problema.

e 12 Etapa: Ha 3 possibilidades para a posicao do 0, pois ele pode estd na ordem das

centenas, dezenas ou unidades;

e 22 Etapa: 5 possibilidades para a escolha de um algarismo impar (pois pode ser

1,3,5,7 ou 9);

e 32 Etapa: 3 possibilidades para a escolha de sua posicao, as trés posicoes nao ocu-

padas pelo zero;
e 4% Etapa: 4 possibilidades para escolher o 1° algarismo par e;

e 52 Etapa: 3 possibilidades para escolher o 2° algarismo par, para ocupar as duas

posicoes restantes.

Logo, pelo PFC, temos exatamente 3 X 5 x 3 x 4 x 3 = 540 numeros. Considere a tabela a

seguir.
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Tabela 4.1: O nimero de quatro algarismos, um impar e trés pares, sendo um deles o 0.

Etapas Possibilidades por etapa | Total de possibilidades
12 Etapa: escolhas para a posicao do 3

Zero

22 Etapa: n° de escolhas de um alga-

rismo fmpar °

32 Etapa: n° de possibilidades para a

posicao do algarismo impar k BN BN ANE =040
42 Etapa: n° de escolhas do 1° algarismo 4

par

52 Etapa: n° de escolhas do 2° algarismo 3

par

Solucao 2: Ha 3 possibilidades para a posicao do zero, pois nao pode ser a ordem dos
milhares, 5 possibilidades para a escolha de um algarismo impar e 4 x 3 possibilidades para
escolher os dois algarismos pares. Logo, pelo PFC temos 3 x 5 x 4 x 3 = 180 niimeros. Mas
como os conjuntos de ntimeros pares e impares sao distintos e disjuntos, exceto o zero cada
um destes 180 nimeros possui algarismos pares e impares nao ordenados. Assim é preciso

ordené-los ja que os nimeros também se diferenciam pela ordem. E sua ordenacao é igual a

3!
p2l
3 21 % 1!

numeros.

= 3. Portanto, a quantidade de niimeros procurada ¢é igual a 180 x 3 = 540

Problema 4.2. (Profmat - MA12 2012) Num porta-CDs, cabem 10 CDs colocados um
sobre o outro, formando uma pilha vertical. Tenho 3 CDs de MPB, 5 de rock e 2 de musica
classica.
a) De quantos modos diferentes posso empilhd-los de modo que todos os CDs de rock fiquem
Juntos?
b) De quantos modos posso escolher 4 CDs para levar em uma viagem, de modo que eu leve

pelo menos um CD de cada tipo de maisica?

Alternativa a)
Solugao: Vamos descrever as posicoes dos CDs atribuindo nimeros de 1 a 10 a suas

posigoes, contando de baixo para cima conforme as etapas a seguir.

e 12 Etapa: Se todos os 5 CDs de rock ficam juntos, o primeiro CD pode ficar nas

posigoes de 1 a 6 (10 —5+ 1 = 6), portanto sdo 6 escolhas para a posi¢ao do bloco de

CDs de rock;

52



e 22 Etapa: os 5 CDs de rock podem ser arrumados de 5! = 120 maneiras dentro do

bloco;

e 32 Etapa: as posicoes restantes sao 5 e os demais CDs também podem ser ordenados
de 5! = 120 maneiras nessas posic¢oes restantes (ndo importa que o bloco de CDs de

rock interrompa a sequéncia).

Portanto, pelo PFC sao, 6 x 120 x 120 = 86400 maneiras. Considere a tabela a seguir.

Tabela 4.2: Empilhamento de 10 CDs de modo que 5 CDs de rock fiquem juntos
Etapas Possibilidades por etapa | Total de possibilidades

12 Etapa: n° escolhas para

a posicao do bloco de CDs 10-5+1=6

de rock

22 Etapa: n° de per-

mutagoes dos 5 CDs de rock 5l =120 6 x 120 x 120 = 86400
dentro do bloco

32 Etapa: n° de per-

mutagoes dos demais CDs 5! =120

nas posicoes restantes

Alternativa b)
Solucao: Como sao 4 CDs e apenas 3 géneros musicais diferentes entao dos 4 CDs, dois
sao do mesmo género e os outros dois sao dos outros dois géneros restantes cada um.

1° Caso: Se os dois de género repetido forem de MPB entao temos:
3
e 1 Etapa: <2> = 3 escolhas para eles;
e 22 Etapa: para cada uma destas escolhas, restam 5 escolhas para o CD de rock e;

e 32 Etapa: 2 escolhas para o CD de musica cléssica, portanto, sao 3 x 5 x 2 = 30

maneiras para se ter dois CDs de MPB e um de cada dos outros dois.
22 Caso: Se os dois de género repetido forem de rock, temos as seguintes etapas:
(D .
e Ha (2) = 10 escolhas para os dois CDs de rock;

e 3 escolhas para o CD de MPB e;

53



e 2 escolhas para o CD de musica classica. Logo, pelo PFC temos perfazendo 10x3x2 =

60 possibilidades com dois CDs de rock e um de cada dos outros dois.
32 Caso: Finalmente, se os dois CDs de género repetido forem de muisica classica, entao:
e 12 Etapa: Temos 1 possibilidade (sao todos os disponiveis para esse género);
e 22 Etapa: 3 escolhas para o CD de MPB e;

e 32 Etapa: 5 escolhas para o CD de rock, portanto, temos 1 x3 x5 = 15 possibilidades

para se ter dois CDs de musica cléssica e um de cada dos outros dois.

Logo, pelo PAC temos 60 + 30 + 15 = 105 possibilidades. Considere a tabela a seguir.

Tabela 4.3: Escolha de 4 CDs entre 3 repertérios distintos

N° de casos 1° Caso 2° Caso 3° Caso

N° de etapas por caso 12 22 | 32 12 22 | 32 || 1* | 22 32

Possibilidades por etapa (3> =325 (g) =10 2 | 3 1|3 )

Possibilidades por caso 3x2x5=30 10 x 2 x3 =060 1x3x5=15

Total de possibilidades = 30 + 60 4 15 = 105

Problema 4.3. (Adaptado PAPMEM Janeiro / 2015) Sejam A = {1,2,3,4,5,6} ¢ B =
{1,2,3,4,5,6,7,8}.
a) Quantas sao as fungoes estritamente crescentes de A em B tais que f(3) =47

b) Quantas sao as fungoes sobrejetivas de B em A?

Alternativa a)
Solugao: A restrigao de f a {1,2} deve ser uma funcao estritamente crescente de {1,2} em
{1, 2,3}, enquanto a restricao de f a {4,5,6} deve ser uma fungao estritamente crescente

de {4,5,6} em {5,6,7,8}.

e 1* Etapa: Para formar tais funcoes crescentes basta escolher suas imagens, o que

pode ser feito de @) =3 e
4 .
e 22 Etapa: <3> = 4 modos, respectivamente.

Note que, para cada uma das 3 possiveis fungdes estritamente crescente de {1,2} em {1, 2, 3}

hé 4 possiveis fungdes estritamente crescente de {4,5,6} em {5,6,7,8}. Logo, pelo PFC ha
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3 x 4 = 12 funcoes estritamente crescentes satisfazendo as condigoes dadas. Considere a

tabela a seguir.

Tabela 4.4: Numeros de fungoes estritamente crescente de A em B

Etapas 12 Etapa | 2 Etapa
. 3 4

Escolha das imagens (2) =3 (3> =4

Total de funcgoes estritamente crescentes 3x4=12

Alternativa b)

Solucgao 1: Como ja visto em exemplos anteriores, uma maneira de resolver este problema
e dividindo-o em casos escrevendo o 8 como uma soma de niimeros inteiros positivos nao
ordenados, ouseja, 8 =14+1+1+14+1+3=14+1+1+1+ 2+ 2, indicando que para
formar uma funcao sobrejetiva de B em A temos dois casos a considerar como veremos a
seguir.

1° Caso: indica que um valor da imagem deve ser usado trés vezes e os demais uma vez

cada um. Temos as seguintes etapas para este caso:

e 1* Etapa: O valor a ser repetido pode ser escolhido de 6 modos (pois pode ser

qualquer um dos 6 elementos do contradominio) e;

e 22 Etapa: os valores que o usarao como imagem de pode ser escolhido de (2) = 56

modos;

e 32 Etapa: sobram 5 valores em cada um dos conjuntos, que devem formar uma

correspondéncia biunivoca (uma bije¢ao), o que pode ser feito de 5! = 120 modos.

Logo, pelo PFC temos, 6 x 56 x 120 = 40320 fungoes sobrejetivas de B em A deste tipo.
2° Caso: indica que dois valores da imagem deve ser usado duas vezes cada um e os demais

apenas uma vez cada. Temos as seguintes etapas para este caso:

e 12 Etapa: Os dois valores a serem repetidos podem ser escolhidos de (g) = 15 modos

€;

e 22 Etapa: para o 1° valor escolhido, os dois valores que o usarao como imagem de

pode ser escolhido de (2) = 28 modos e;

e 32 Etapa: para o 2° valor escolhido ha (g) = 15 modos;
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e 42 Etapa: sobram 4 valores em cada um dos conjuntos, que devem formar uma

correspondéncia biunivoca, o que pode ser feito de 4! = 24 modos.

Logo, pelo PFC temos 15 x 28 x 15 x 24 = 151200 fungoes sobrejetivas de B em A deste
tipo. Assim, pelo PAC, temos 40320 + 151200 = 191520 fungoes sobrejetivas de B em A.

Considere a tabela a seguir.

Tabela 4.5: Numero de fungoes sobrejetivas

N° de casos 1° Caso 2° Caso
N° de etapas
1@ 22 32 1@ 22 3 42
por caso
Possibilidades
6 (2) — 56 | 5! = 120 (g) — 15 (g) — 23 (g) — 15| 41 =24
por etapa
Possibilidades
6 x 56 x 120 = 40320 15 x 28 x 15 x 24 = 151200
por caso
Total de possibilidades = 40320 4+ 151200 = 191520

Solugao 2: Outra maneira de resolver este problema é aplicar o resultado da proposicao 3.5
6

6
para o calculo direto do niimero de funcoes sobrejetivas. Assim temos, Z(—l)k X ( k) X
k=0

(6—k)8:68—<f) ><58—|—(g> ><48—(g) ><38+(i> x28—(§> x 18 =

1679616 — 2343750 4 983040 — 131220 + 3840 — 6 = 191520 funcoes sobrejetivas.

Problema 4.4. Em um concurso ha trés candidatos e cinco examinadores, devendo cada
examinador votar em um candidato.

a) De quantos modos os votos podem ser distribuidos?

b) De quantos modos os votos podem ser distribuidos de modo que cada candidato receba

pelo menos um voto?

Alternativa a)
Solugao: Sejam A, B e C os 3 candidatos e Ey, Fs, F3, E; e E5 0os 5 examinadores. Algumas

possiveis solugoes estao representadas na tabela a seguir.
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Tabela 4.6: Distribuicao de votos

Candidatos A B C
(Ex, Es) (Es, Ey) Es
o (Es, By) | (B4, Es) Es
Distribuicao de votos
(E17E47E5) <E27E3) O
0 0 (Ey, Es, Es, Ey, Es)

Observando as configuracoes da tabela 4.6 vemos que estamos diante de um agrupamento
ordenado, podendo ser zero. Assim, temos as etapas seguintes para encontrar todas as

solugoes:
e 1* Etapa: Ha 3 opgoes de escolha para o examinador E; votar;

e 22 Etapa: independentemente de quem o examinador FE; votou, hd 3 opcgoes de

escolha para o examinador Es votar;

e 32 Etapa: independentemente de quem os examinadores F; e F, votaram, ha 3

opcoes de escolha para o examinador E3 votar;

e 4% Etapa: independentemente de quem os examinadores Ei, s e E3 votaram, ha 3

opgoes de escolha para o examinador F, votar;

e 52 Etapa: independentemente de quem os examinadores F, Fy, F)3 e 4 votaram, ha 3
opcoes de escolha para o examinador E5 votar. Logo, pelo PFC temos 3x3x3x3x3 =

35 = 243 modos.

Alternativa b)

Solucgao: Vamos escrever o 5 como uma soma de 3 niimeros inteiros positivos nao ordenados
para saber quantos casos temos. Logo, 5 =1+14+3 =142+ 2 e assim temos dois casos
a considerar.

1° Caso: um candidato recebe 3 votos e os outros dois recebem um voto cada um. Para

este caso temos as seguintes etapas:

e 1* Etapa: Ha 3 maneiras de escolher o candidato que recebera trés votos e;

5
e 22 Etapa: escolhido este candidato ha <3> = 10 maneiras de escolher os examinadores

que votarao nele;
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e 3 Etapa: sobram dois candidatos e dois examinadores, entao, temos uma corres-
pondéncia biunivoca e, portanto ha 2! = 2 possibilidades nesta etapa. Logo, pelo

PFC temos, 3 x 10 x 2 = 60 modos.

2° Caso: um candidato recebe um voto e os outros dois candidatos recebem dois votos

cada um. Para este caso temos as seguintes etapas:
a . (3 : . . .
e 12 Etapa: Ha )= 3 maneiras de escolher os candidatos que receberao dois votos
€

5
e 22 Etapa: escolhido estes dois candidatos ha (2) = 10 maneiras de escolher os dois

examinadores que votarao em um deles e;

3 . . . .
e 3? Etapa: (2) = 3 maneiras de escolher o outros dois examinadores que votarao no

outro candidato;

e 4% Etapa: sobram um candidato e um examinador e, assim temos uma corres-
pondéncia biunivoca, portanto temos 1 possibilidade nesta etapa (este tltimo exa-

minador vota no tltimo candidato).

Logo, pelo PFC temos, 3 x 10 x 3 x 1 = 90 modos. Assim, pelo PAC, temos 60 + 90 = 150

modos. Considere a tabela a seguir.

Tabela 4.7: Distribuicao de 5 votos para 3 candidatos

N° de casos 1° Caso 2° Caso
N° de etapas

12 22 3 12 22 3 4
por caso
Possibilidades 5 3 5 3

3 =10|2!=2 =3 =10 =311
S K B0 00 Q)
Possibilidades

3x10x 2 =060 3x10x3x1=90

por caso

Total de possibilidades = 60 + 90 = 150

Problema 4.5. De quantos modos € possivel comprar 4 sabores de sorvete em uma sorve-

teria que os oferece em 7 sabores distintos?

Solucao 1: Suponhamos, sem perda de generalidade, que os 7 sabores de sorvete sejam

acai, baunilha, cupu, flocos, graviola, leite condensado e morango, nessa ordem. Assim,
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basta encontrar todas as sequéncias de I + 1 + 1+ 1 + + + = 4, onde os 4 palitos (I T1
I), representam os 4 sabores de sorvetes, que serao escolhidos com ou sem repetigao e, os 6
sinais de “mais” (+ + + 4+ + +) representam os 6 separadores, que sdo um a menos em
relacdo a quantidade de sabores distintos de sorvetes disponiveis (que sao 7). Considere as

solucoes da tabela a seguir.

Tabela 4.8: Escolhas de 4 sorvetes, de sabores repetidos ou nao, entre 7 sabores distintos

disponiveis

Representagao na equacao A + B

+C+F+G+L+M=4

Simbolos Sequéncia Solugao

I+I+1+1+++| ABCF 1,1,1,1,0,0,0) | A=1, B=1, C=1, F=1 e G=L=M=0

+I++I1+4+1+ BFFL
ITI+ +++1+ + AAAG
++++++1I1I1| MMMM

0,1,0,2,0,1,0) | B=1, F=2, L=1 e A=C=G=M=0

( )
( )
(3,0,0,0,1,0,0) | A=3, G=1 e B=C=F=L=M=0
( )

0,0,0,0,0,0,4) | M=4 ¢ A=B=C=F=G=L=0

Pela Tabela 4.8, temos que I + I + I + I + + + representa a sequéncia ABCF e é uma
solugao da forma (1,1,1,1,0,0,0) indicando que foram escolhidos um sorvete de agai, um
de baunilha, um de cupi e um de flocos e nenhum dos outros sabores; + 1 + + 11 + +
I + representa a sequéncia BFFL e é uma solugao da forma (0,1,0,2,0,1,0) indicando que
foram escolhidos um sorvete de baunilha, dois sorvetes de flocos e um de leite condensado
e nenhum dos demais sabores; [ I 1 + 4+ + + I + 4 representa a sequéncia AAAG e é uma
solucdo da forma (3,0,0,0,1,0,0) indicando que foram escolhidos trés sorvetes de agai, um
sorvete de graviola e um de leite condensado e nenhum dos demais sabores; + + + + + +
[ TT1T representa a sequéncia MMMM e é uma solugao da forma (0,0,0,0,0,0,4) indicando
que foram escolhidos quatro sabores de sorvete de morango e nenhum dos demais sabores.
Visto desta forma, todas as sequéncias procuradas é dada pela permutacao 10 simbolos com
repeticao de 4 e 6 deles. Portanto, temos, P14(36 = 4!170‘61 = 210 maneiras.

Solugao 2: Chamando de A a quantidade de sorvetes do sabor de acai,B a quantidade
de sorvetes do sabor de baunilha, C' a quantidade de sorvetes do sabor de cupui, F a
quantidade de sorvetes do sabor de flocos, G a quantidade de sorvetes do sabor de graviola,
L a quantidade de sorvetes do sabor de leite condensado e M a quantidade de sorvetes
do sabor de morango, a solu¢ao do problema é equivalente ao niimero de solugoes inteiras

nao negativas da equacao A+ B+ C + F+ G+ L+ M = 4, que é igual ao niimero
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de combinagoes completas de 7 elementos (7 sorvetes de sabores distintos) tomados 4 a 4

- . T—1+4
(escolha de 4 sorvetes com ou sem repeticao dos sabores). Assim temos, CR7 4 = ( 4+ )

10 10! [ . . .
= ( 4 ) T 210 modos. Note que este problema esta associado ao numero de fungoes
' x 6!
nao decrescentes, pois as configuragoes que representam possiveis solugoes, sao sequéncias

nao ordenadas que admitem repeticao dos elementos da mesma.

Problema 4.6. (Adaptado OBMEP 2012) Pedro vai participar de um programa de prémios
em que hd uma urna contendo quatro bolas com valores diferentes e desconhecidos por ele,
que serao sorteadas uma a uma até que ele decida ficar com uma delas. Ele observa o valor
das duas primeiras bolas sorteadas e as descarta. Se o wvalor da terceira bola sorteada for
maior que os das duas primeiras, ele ficara com ela e, caso contrdrio, ficard com a bola que

restou. De quantas maneiras Pedro pode ficar com a bola de maior valor?

Solugao: Sem perda de generalidade, podemos numerar as quatro bolinhas de 1 a 4, do
menor para o maior valor. Pedro fica com o prémio de maior valor nos seguintes casos:
1° Caso: A bolinha 4 sai na 3* retirada; neste caso, seu niimero é necessariamente maior

que os das duas primeiras. Considere as etapas a seguir para este caso:

e 12 Etapa: Na 1° retirada hd 3 possibilidades para a saida da 1* bolinha (pois pode

ser a bolinha 1, 2 ou 3);

e 22 Etapa: na 2° retirada ha 2 possibilidades para a 2* bolinha (pois tendo saido uma

das bolinhas 1, 2 ou 3 na 1? retirada sobram duas delas);

e 32 Etapa: na 3? retirada sai a bola 4, ou seja, 1 possibilidade. Logo, pelo PFC, ha 3 x
2 x 1 = 6 possibilidades. Sao elas: (1,2,4),(2,1,4),(1,3,4),(3,1,4),(2,3,4), (3,2,4).

2° Caso: A bolinha 4 sai na 4 retirada, desde que a bolinha 3 saia em uma das duas
primeiras retiradas (caso contrario, ou seja, se ela sair na 3* retirada, Pedro ficard com ela,
por seu nimero ser maior que o das duas primeiras). Considere as seguintes etapas para

este caso:

e 12 Etapa: Ha 2 possibilidades para a posigdo em que sai a bolinha 3 (1* ou 2?

posicao);

e 22 Etapa: tendo saido a bolinha 3 em uma das duas primeiras posicoes, ha 2 possi-

bilidades para a bolinha que sai na outra posicao;
e 32 Etapa: 1 possibilidade para a bolinha que sai na 3* posicao e;
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e 42 Etapa: 1 possibilidade para a bolinha que sai na 4* retirada (que é a bolinha 4).
Logo, pelo PFC, temos 2 x 2 x 1 x 1 = 4 possibilidades. Sao elas: (1,3,2,4),(3,1,2,4),
(2,3,1,4),(3,2,1,4). Assim, pelo PAC temos 6 + 4 = 10 maneiras de Pedro ficar com

a bola de maior valor. Considere a tabela a seguir.

Tabela 4.9: A bola de maior valor

1° Caso: a bolinha 2° Caso: a bolinha 4 sai na 42 reti-

N° de casos 4 sai na 3? retirada rada, desde que a bolinha 3 saia em

uma das duas primeiras retiradas

N° de etapas
12 28 32 12 28 32 42
por caso

Possibilidades

por etapa

Possibilidades
I3x2x1=6 2x2x1x1=4
por caso

Total de possibilidades = 6 +4 = 10

Problema 4.7. De um baralho comum (52 cartas) sacam-se sucessivamente e sem reposi¢ao
trés cartas.Quantas sdo as extracdes nas quais nas quais a primeira carta € de copas, a

sequnda € um rei e a terceira ndo € uma dama?

Solugao: Neste baralho ha 13 cartas de copas (que é um naipe), 4 reis, sendo um rei de
copas e, 4 damas sendo uma delas de copas. Assim, temos trés casos a considerar.

1° Caso: 1* carta é um rei de copas. Considere as seguintes etapas para este caso:
e 12 Etapa: H4 1 possibilidade para a extracdo da 1* carta (o rei de copas);

e 22 Etapa: tendo saido a 1* carta, ha 3 possibilidades para a extracao da 2* carta

(que sao os outros 3 reis);

e 32 Etapa: tendo saido as duas cartas anteriores, h& 46 possibilidades para a extragao
da 3* carta (pois, ja foram extraidas duas cartas e nao pode ser nenhuma das 4 damas);

Logo, pelo PFC temos 1 x 3 x 46 = 138 extragoes.
2° Caso: 1* carta é uma dama de copas. Para este 2° caso temos as etapas a seguir.

e 12 Etapa: H4 1 possibilidade para a extracdo da 1* carta (a dama de copas);
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e 22 Etapa: tendo saido a 1* carta, ha 4 possibilidades para a extracao da 2* carta

(que sao os 4 reis);

e 32 Etapa: tendo saido as duas cartas anteriores, ha 47 possibilidades para a extracao
da 3% carta (pois, devem ser excluidas 5 cartas das 52: um rei e a dama de copas
que sairam e as outras trés damas que nao podem sair). Logo, pelo PFC temos

1 x 4 x 47 = 188 extracoes.

3° Caso: 1* carta nao é um rei nem uma dama de copas. Para este 3° caso temos as

seguintes etapas:

e 12 Etapa: H& 11 possibilidades para a extracao da 1* carta (pois das 13 cartas sao

excluidas o rei e a dama de copas);

e 22 Etapa: tendo saido a 1* carta, ha 4 possibilidades para a extracao da 2* carta

(que sao os 4 reis);

e 32 Etapa: tendo saido as duas cartas anteriores, ha 46 possibilidades para a extracao
da 3* carta (pois, devem ser excluidas 6 cartas das 52: as duas que sairam e as outras
4 damas que nao podem sair). Logo, pelo PFC temos 11 x 4 x 46 = 2024 extragoes.

Assim, pelo PAC, temos 138 + 188 + 2024 = 2350 extracoes. Considere a tabela a

seguir.
Tabela 4.10: Problema dos baralhos
1° Caso: a 2° Caso: a 3° Caso: a 1? carta
N° de casos | 12 carta é um 1? carta é uma nao é um rei nem
rei de copas dama de copas uma dama de copas
N° de etapas
12 22 28 12 28 3@ 12 22 32
por caso
Possibilidades
1 3 46 1 4 47 11 4 46
por etapa
Possibilidades
1 x3x46=138 1 x4x47 =188 11 x 4 x 46 = 2024
por caso
Total de possibilidades =138 + 188 + 2024 = 2350

Problema 4.8. Calcule o nimero de maneiras diferentes pelas quais podemos repartir 7

balas distintas entre 3 criancas.
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a) de modo que cada crianga receba pelo menos duas balas?
b) de modo que cada crianga receba pelo menos uma bala?

¢) Supondo que as balas sejam iguais, responda as alternativas a) e b).

Alternativa a)

Solucao 1: Como as balas sao distintas, isto significa que colocando as criangas numa fila
para receber suas balas, a ordem entre as balas que as criancas recebem é relevante. Assim,
temos um tunico caso a considerar, representado pela soma 7 = 2 4+ 2 4 3, indicando que
duas criancas recebem duas balas cada uma e a outra recebe trés balas. Assim, temos as

seguintes etapas:

3 . .
1* Etapa: Ha (2) = 3 escolhas para as duas criancas que receberao duas balas cada

uma e, escolhido estas duas criancas;

22 Etapa: (;) = 21 escolhas de duas balas para uma crianca e;

5
32 Etapa: (2> = 10 escolhas de duas balas para a outra criancga;

4* etapa: sobram trés balas e uma crianga e s6 ha 1 possibilidade neste caso (dar as

trés balas a esta crianga).Logo, pelo PFC ha 3 x 21 x 10 x 1 = 630 maneiras.
Solucgao 2: Considere as etapas a seguir nesta solucao.

e 12 Etapa: Ha 3 escolhas para a crianga que receberd 3 balas e, escolhido esta crianga;

7

3> = 35 escolhas de tres balas para ela;

o 22 Etapa: (
4 .
o 32 Etapa: (2) = 6 escolhas de duas balas para uma crianga e;

e 42 Etapa: 1 escolha de duas balas para a outra crianca (que é dar as duas balas para

esta outra crianga). Assim, pelo PFC hd 3 x 35 x 6 x 1 = 630 maneiras.

Alternativa b)

Solugao 1: Vamos escrever o 7 (7 balas) como uma soma de 3 nimeros (3 criangas) inteiros
positivos nao ordenados para saber em quantos casos devemos dividir o problema, isto é,
T=14145=14+244=143+4+3 =2+ 2+ 3, o que mostra que temos quatro casos a
considerar, como a seguir. Mas, o0 4° caso ja foi resolvido na alternativa a), entao, apenas o
somaremos com os demais casos apos encontrar suas solugoes.

1° Caso: duas criangas recebem uma bala cada uma e a outra recebe 5 balas. Vamos

considerar as seguintes etapas para este caso:
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3 . .
e 12 Etapa: Ha (2) = 3 escolhas de duas criancas que receberao uma bala cada uma

€;

e 22 Etapa: escolhido estas duas criangas, hé 7 escolhas de uma bala para uma dessas

criancas e;
e 32 Etapa: 6 escolhas de uma bala para a outra crianca;

e 42 Etapa: sobram 5 balas e uma crianga, portanto temos 1 possibilidade (dar as 5

balas a esta crianga). Logo, pelo PFC temos 3 X 7 x 6 x 1 = 126 maneiras neste caso.

2° Caso: a 1* crianga recebe 1 bala, a 2* crianca recebe 2 balas e a 3% crianca recebe 4

balas. Considere as etapas a seguir para este caso:

e 1* Etapa: Ha 3 escolhas da crianca que recebera uma bala e;

22 Etapa: 7 escolhas de uma bala para ela;

32 Etapa: 2 escolhas da crianca que recebera duas balas e;

4% Etapa: (g) = 15 escolhas de duas balas para ela;

52 Etapa: sobram 4 balas e uma crianga, portanto temos 1 possibilidade (dar as 4

balas a esta crianca). Logo, pelo PFC temos 3 x 7 x 2 x 15 x 1 = 630 possibilidades

nesta etapa.

3° Caso: uma crianca recebe 1 bala e as outras duas recebem 3 balas cada uma. Temos as

seguintes etapas para este caso:
e 12 Etapa: Ha 3 escolhas para a crianga que recebera uma bala e;
e 22 Etapa: 7 escolhas de uma bala para ela;

. . N , (6
e 32 Etapa: sobram duas criancas que receberao 3 balas cada uma, entao, ha (3) =

20 escolhas de trés balas para uma crianca e, feito esta escolha;

e 4* Etapa: sobram trés balas e uma crianga, portanto, temos 1 possibilidade (dar as

trés balas a esta crianca).

Logo, pelo PFC, temos 3 x 7 x 20 x 1 = 420 maneiras. Portanto, pelo PAC, temos 126 +

630 + 420 + 630 = 1806 maneiras. A tabela a seguir mostra o resumo desta solugao.
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Tabela 4.11: Distribuicao de 7 balas distintas para 3 criancas
N© de casos | 1° Caso H 2° Caso H 3° Caso H 4° Caso

N° de etapas
la 2& 3'(1 4€L la 2& 321 4'(1 5'(1 1'(1 2'(1 3&1 461 1&1 2&1 3'(1 4&
por caso

Possibilidades

por etapa

Possibilidades
IXTx6x1=126 3 XTx2x15x1=630 3 X T7x20x1=420 3x21 x10x1=630

por caso

Total de possibilidades =126 + 630 + 420 + 630 = 1806

Solugao 2: Usando o resultado da proposicao 3.5, temos, que neste caso consiste em calcular
o total de possibilidades, sem restricoes, em que pode haver criancas sem balas, e em seguida

subtrai deste o nimero de possibilidades em que ha criancas sem receber bala(s). Assim,

3
3 3 3
temos Y (—1)" x (k) x (3—k)7=3"— (1) x 27 + (2) x 17 = 2187 — 384 + 3 = 1806
k=0

maneiras. Note que as alternativas a) e b) deste problema, obedecendo as restri¢oes, estao
associadas ao numero de fungoes sobrejetivas.
Alternativa c)

Agora vamos resolver a alternativa a) de duas maneiras diferentes.
Solugao 1: Como as 7 balas sao iguais, a diferenga entre as configuracoes é apenas a
quantidade de balas que cada crianga recebe e nao a ordem entre elas. Nesta alternativa
queremos que cada crianca receba pelo duas uma bala. Sem perda de generalidade,considere
as criancas André, Bruno, e Carlos, nessa ordem, para distribuicao das balas iguais. Assim
para garantirmos que cada crianga receba pelos menos duas balas, basta dar duas balas
a cada crianca e em seguida calcular o nimero de maneiras de distribuir 1 bala para trés
criangas, que sao 3 maneiras (pode ser dada a André, Bruno ou Carlos). Sao elas: (2,2,3),
(2,3,2),(3,2,2).
Solugao 2: Dado A= A"+2, B=B +2e C = (C'+ 2, a solucao deste problema é dada
pelo nimero de solugoes inteiras e ndo negativas da equagao A'+2+ B’ +24+C'+2 =7 que
equivale a A'4+B’'+C" = 1. Mas, o nimero de solugoes inteiras e nao negativas desta equacao

é igual ao numero de combinagoes completas de 3 elementos tomados 1 a 1. Portanto temos

CR3, = (3+}_1) = (?) = 3 maneiras.

Agora vamos resolver a alternativa b), também de duas maneiras diferentes.
Solugao 1: Como as 7 balas sao iguais, a diferenga entre as configuracoes é apenas a
quantidade de balas que cada crianga recebe e nao a ordem entre elas, como no item a).

Assim, queremos que cada crianga receba pelo menos uma bala. Sem perda de generali-
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dade,considere as criangas André, Bruno, e Carlos, nessa ordem, para distribuicao das balas
iguais. Assim, dada a sequéncia de simbolos I T + I 11 + I 1 = 7, onde os 7 palitos (I
ITITTII), representam as 7 balas iguais e os 2 sinais de “mais” (+ +) representam os
2 separadores, que sdo um a menos em relacdo a quantidade criangas (que s@o 3), basta
encontrar o numero de maneiras de colocarmos os 2 separadores entre os 7 palitos. Mas,
entre os 7 palitos hd apenas 6 espagos. Portanto, temos (g) = 15 maneiras. Considere

algumas solugoes na tabela a seguir.

Tabela 4.12: Distribuicao de 7 balas iguais para 3 criangas

Representagcao na equagao

Simbolos Sequéncia | Solugao
A+B+C=7

II+I1+1I11|AABBCCC| (2,2,3) A=2, B=2, C=3
IT+1I1+11|AABBBCC | (2,3,2) A=2, B=3, C=2
I+I1+1111|ABBCCCC | (1,2,4) A=1, B=2, C=4
ITITI4+1+1|AAAAABC| (5,1,1) A=5, B=1, C=1

Pela tabela 4.12 temos que I I + I I + I 11 representa a sequéncia AABBCCC e é uma
solugao da forma (2,2,3) indicando que André e Bruno recebem 2 balas cada um e Carlos
recebe 3 balas; I I + I I T 4+ I I representa a sequéncia AABBBCC e é uma solucao da
forma (2,3,2) indicando que André e Carlos recebem 2 balas cada um e Bruno recebe 3
balas; I + I 1+ I I11 representa a sequéncia ABBCCCC e é uma solugao da forma (1,2,4)
indicando que André recebe 1 bala, Bruno recebe 2 balas e Carlos recebe 4 balas; IT111
+ I + T representa a sequéncia AAAAABC e é uma solugao da forma (5,1,1) indicando que
André recebe 5 balas e, Bruno e Carlos recebem 1 bala cada um. Note que as solucgoes sao
sequencias de letras nao ordenadas que admitem repeticao, portanto, estao associadas ao
numero de fungoes nao decrescentes.

Solugao 2: Sejam as criangas André, Bruno e Carlos. Para garantir que cada crianga
receba pelo menos uma bala devemos dar uma bala a cada crianga. Sobram 4 balas (iguais)
que devem ser distribuidas a estas trés criancas que equivale ao nimero de solucoes inteiras
e nao negativas da equacao A + B + C = 4, onde A é o nimero de bala(s) dada a André,
B é o nimero de bala(s) dada a Bruno e C é o numero de bala(s) dada a Carlos. Mas, o
niumero de solucoes inteiras e nao negativas desta equacao é por sua vez igual ao nimero
de combinagoes completas de 3 elementos (3 criancas) tomados 4 a 4 (4 balas a serem

distribuidas). Assim, temos C' R34 = (3+i_1) = <2) = 15 maneiras.
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Problema 4.9. (Adaptado Portal da Matemdtica) Um supermercado vende biscoitos com
recheto de diversos sabores. Em uma promocao era possivel comprar trés pacotes de biscoitos
recheados com desconto, desde que estes recheios fossem dos sabores de brigadeiro, chocolate,
flocos ou morango, repetidos ou nao. De quantos modos distintos, um cliente que comprar

trés pacotes de biscoitos da promoc¢ao poderd escolher os sabores do recheio?

Solugao 1: Colocando os sabores do recheio, brigadeiro, chocolate, flocos e morango, nessa
ordem, basta encontrar todas as sequéncias de, I + I + I + = 3, onde os 3 palitos (I I
I), representam os 3 sabores do recheio que serao escolhidos, com ou sem repeticao e, os 3
sinais de “mais” (4 + +) representam os 3 separadores, que sdo um a menos em relacao a
quantidade de sabores de recheio distintos disponiveis (que s@o 4). Assim, basta encontrar
todas as permutacgoes 6 simbolos com repeticao de 3 palitos e 3 sinais de “mais”, portanto

3.3 . . - .
temos, F;° = 20 maneiras. Considere algumas solucoes na tabela a seguir.

Tabela 4.13: Escolhas de trés entre quatro biscoitos recheados com ou sem repeticao

Representacao na equacao
Simbolos | Sequéncia | Solucao

B+C+F+M=3
I+1+4+1+ BCF (1,1,1,0) B=1, C=1, F=1e M=0
+II++4+1 CCM (0,2,0,1) B=0, C=2, F=0 e M=1
I++11+ BFF (1,0,2,0) B=1, C=0, F=2 e M=0
+ 4+ +1I11I MMM (0,0,0,3) B=0, C=0, F=0 e M=3

Pela Tabela 4.13, temos que I + I + I + é uma solugao da forma (1,1,1,0) que representa a
sequéncia BCF indicando que foram escolhidos um biscoito com recheio de brigadeiro, um
biscoito com recheio de chocolate, um biscoito com recheio de flocos e nenhum biscoito de
morango; + I I + + I é uma solugao da forma (0,2,0,1) que representa a sequéncia CCM
indicando que foram escolhidos dois biscoitos com recheio de chocolate e um biscoito com
recheio de morango e nenhum dos biscoitos com recheio de brigadeiro e flocos; I + + 11
+ ¢é uma solucao da forma (1,0,2,0) que representa a sequéncia BFF indicando que foram
escolhidos um biscoito com recheio de brigadeiro e dois biscoitos com recheio de flocos e
nenhum dos biscoitos com recheio de chocolate e morango; + + + I I I é uma solucao da
forma (0,0,0,3) que representa a sequéncia MMM indicando que foram escolhidos trés biscoi-
tos com recheio de morango e nenhum dos biscoitos com recheio de brigadeiro, chocolate e

flocos. Note que as solugoes sao sequéncias de letras nao ordenadas que admitem repeticao,
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portanto, estao associadas ao numero de funcoes nao decrescentes.

Solugao 2: Chamando de B a quantidade de biscoitos com recheio de brigadeiro, C' a
quantidade de biscoitos com recheio de chocolate , F' a quantidade de biscoitos com recheio
de flocos e M a quantidade de biscoitos com recheio de morango, a solucao do problema é
equivalente ao nimero de solugoes inteiras nao negativas da equacao B+ C + F + M = 3,
que por sua vez, equivale ao nimero de combinagoes completas de 4 elementos (4 sabores
distintos de recheio disponiveis) tomados 3 a 3 (escolha de 3 biscoitos com ou sem repeti¢ao

— 6!
de sabores do recheio). Assim temos, CRy3 = (4 §+3> :(g) SETIVETRS 20 maneiras.

Problema 4.10. (Adaptado Profmat - MA12 2011) Os professores de seis disciplinas devem
escolher um dia, de sequnda a sexta, de uma unica semana para a realizagao da prova de sua
disciplina. Suponha que cada professor escolha o seu dia de prova ao acaso, sem combinar
com os demais professores.

a) De quantas maneiras diferentes pode ocorrer a realiza¢ao das provas nesta semana?

b) De quantas maneiras diferentes as provas podem ser feitas em todos os dias da semana?

Alternativa a)
Solugao: Sejam as disciplinas, biologia, fisica, geografia, matematica, portugués e quimica.

Considere as etapas a seguir para encontrarmos a solugao:
e 12 Etapa: H4 5 escolhas para o dia da prova de biologia;

e 22 tapa: tendo escolhido o dia de realizagao da prova de biologia, ha 5 escolhas para

o dia de realizacao da prova de fisica;

e 32 Etapa: tendo escolhido o dia de realizagao das provas de biologia e de fisica, ha 5

escolhas para o dia de realizacao da prova de geografia;

e 4% Etapa: tendo escolhido o dia de realizacao das provas de biologia, fisica e de

geografia, ha 5 escolhas para o dia de realizacao da prova de matematica;

e 52 Etapa: tendo escolhido o dia de realizacao das provas de biologia, fisica, geografia

e de matematica, ha 5 escolhas para o dia de realizacao da prova de portugués;

e 62 Etapa: tendo escolhido o dia de realizacao das provas de biologia, fisica, geografia,

matematica e de portugués, ha 5 escolhas para o dia de realizagao da prova de quimica.
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Logo, pelo PFC, ha 5 x 5 x 5 x 5 x 5 x 5 = 5% = 15625 maneiras.

Alternativa b)

Solugao 1: Vamos escrever o 6 (6 disciplinas) como uma soma de 5 (5 dias) nimeros
inteiros positivos nao ordenados. Logo, 6=1+1+1+1+2 indicando que duas disciplinas
devem ter o mesmo dia de prova e as demais devem ser distribuidas nos demais dias. Asssim,

temos as seguintes etapas:

e 12 Etapa: Ha 5 maneiras de escolher o dia para realizacao da prova de duas disciplinas

€3
6 . e .
e 22 Etapa: <2> = 15 maneiras de escolher estas duas disciplinas para este dia;

e 3% Etapa: sobram quatro disciplinas e quatro dias e, assim temos uma corres-
pondéncia biunivoca (uma bije¢ao), portanto hé 4! = 24 possibilidades. Logo, pelo

PFC ha 5 x 15 x 24 = 1800 maneiras. Considere a tabela a seguir.

Tabela 4.14: Distribuicao de 6 disciplinas em 5 dias

Etapas Possibilidades por etapa | Total de possibilidades
1* Etapa: escolha do dia para
a prova de duas disciplinas ’
22 Etapa: escolha das duas 6 5 x 15 x 24 = 1800
disciplinas (2) -
32 Etapa: distribuicao de

4! =24

quatro disciplinas em quatro

dias

Solugao 2: Contamos todas as possibilidades como feito na alternativa a) e retiramos

destas, as possibilidades em que hé dias sem a realizagdo de prova(s). Isso pode ser feito

5

) )
usando o resultado da proposicao 3.5. Logo, temos Z(—l)k X (k> x (5—Fk)% = 5%~ (1) X
k=0

4%+ <2> x 30 — (g) x 20 + (i) x 1% = 15625 — 20480 + 7290 — 640 + 5 = 1800 maneiras.

Problema 4.11. (Profmat MA12 2015) De quantos modos é possivel dividir 15 atletas em

trés times de 5 atletas, denominados Esporte, Tupi e Minas?

Solucgao 1: Considere as seguintes etapas para encontrarmos a solugao:
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15
e 12 Etapa: Ha ( 5 ): 3003 escolhas possiveis para formar o time do Esporte;

. . , (10 o
e 22 Etapa: e feito a escolha na etapa anterior, ha ( 5 ): 252 escolhas possiveis para

formar o time do Tupi;

e 32 Etapa: e feito estas duas escolhas anteriores, restam 5 atletas, portanto 1 escolha

para formar o time do Minas. Logo, pelo PFC, ha (155) X (15()) x 1 =3003%x252x1 =

756756 maneiras. Considere a tabela a seguir.

Tabela 4.15: Divisao de 15 atletas em 3 times definidos

Etapas Possibilidades por etapa | Total de possibilidades

1* Etapa: escolhas para for- 15

mar o time do Esporte ( 5 ): 0

22 Etapa: escolhas para for- 10 3003 x 252 x 1 = 756756
()2

mar o time do Tupi

3? Etapa: escolhas para for-

mar o time do Minas

Solucao 2: Queremos dividir 15 atletas em 3 grupos ordenados de 5 atletas. Mas, como

a ordem entre os atletas dentro de cada grupo é irrelevante, basta ordenar os 15 atletas e

15!
= 756756

dividir pelas permutagoes dos 5 atletas em cada grupo. Assim, temos, 5 51 X 5l

maneiras.

Problema 4.12. (Profmat MA12 2015) De quantos modos € possivel dividir 15 atletas em

trés times de 5 atletas?

Solugao 1: Queremos 3 grupos nao ordenados de 5 atletas. Como na questao anterior
encontramos 756756 maneiras para 3 grupos ordenados de 5 atletas, basta dividir este valor

por 3! = 6 para desfazer as ordenagoes entre os grupos, obtendo o valor desejado. Portanto,

756756

temos, = 126126 maneiras. Considere a tabela a seguir.
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Tabela 4.16: Divisao de 15 atletas em 3 times nao definidos

Etapas Possibilidades por etapa | Total de possibilidades
12 Etapa: escolhas para for- 15

mar o 1° time < Z ): 0

22 Etapa: escolhas para for- 10 5003 X;52 <1 = 126126
mar o 2° time < b ): 22 |

32 Etapa: escolhas para for-

mar o 3° time !

Solucao 2: Queremos dividir 15 atletas em 3 grupos nao ordenados de 5 atletas e, como a
ordem entre os atletas dentro de cada grupo ¢é irrelevante, entao basta ordenar os 15 atletas

e dividir o resultado pelas permutagoes dos trés grupos e pelas permutacoes dos 5 atletas

15!
em cada grupo . Assim, temos I EPENEE 126126 maneiras.

Problema 4.13. (Profmat MA12 2015) De quantos modos € possivel dividir 20 objetos em

4 grupos de 3 e 2 grupos de 47

Solucgao 1: Queremos 6 grupos nao ordenados de objetos, sendo 4 grupos de 3 e 2 grupos de
4. Entretanto, nao ha risco de haver permutacao de grupos com quantidades diferentes de
objetos. Assim, vamos encontrar os 6 grupos ordenados e em seguida desfazer as ordenacoes
dividindo o resultado por 4! = 24 e 2! = 2 que sao as permutacoes dos grupos entre si que
possuem quantidades iguais de objetos. Vamos encontrar a quantidade de grupos ordenados

realizando as etapas:

2
e 12 Etapa: Ha < 30) = 1140 escolhas possiveis para formar o 1° grupo;

. . , (17 .
e 22 Etapa: feito a escolha na etapa anterior, ha ( 3 ): 680 escolhas possiveis para

formar o 2° grupo;

14

e 32 Etapa: feito as duas escolhas anteriores, ha ( 3 ): 364 escolhas possiveis para

formar o 3° grupo;

1
e 42 Etapa: feito as trés escolhas anteriores, ha (3 ): 165 escolhas possiveis para

formar o 4° grupo;

. . . (8 .
e 52 etapa: feito as quatro escolhas anteriores, ha ( 4): 70 escolhas possiveis para

formar o 5° grupo;
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e 62 Etapa: sobram 4 objetos e portanto ha 1 escolha possivel para formar o 6° grupo.

Logo, pelo PFC, ha (20) y (137

ordenados. Assim, o resultado procurado ¢é igual a,

3

)« ()

(5) <

) x 1 = 3250095840000 grupos

3259095 840 000

maneiras. Considere a tabela a seguir.

94 % 0 = 67897830000

Tabela 4.17: Divisao de 20 objetos em 4 grupos de 3 objetos e 2 grupos de 4 objetos

Etapas Possibilidades por etapa Total de possibilidades
12 Etapa: escolhas para formar o
1140
1° grupo
22 Etapa: escolhas para formar o
680
2° grupo
32 Etapa: escolhas para formar o 1140 x 680 x 364 x 165 x 70 x 1
364 ' ' =
3° grupo 41 x 2!
4% Etapa: escolhas para formar o 67897830000
165
4° grupo
52 Etapa: escolhas para formar o
70
5° grupo
62 Etapa: escolhas para formar o
1
6° grupo

Solucao 2: Queremos dividir 20 objetos em 6 grupos nao ordenados, sendo 4 grupos de 3

e 2 grupos de 4. Assim, a ordem entre os objetos dentro de cada grupo é irrelevante. Con-

tudo, nao ha risco de haver permutagao de grupos com quantidades diferentes de objetos,

entao basta ordenar os 20 objetos e dividir o resultado pelas permutagoes dos 4 grupos de

3 objetos, pelas permutacoes dos 2 grupos de 4 objetos e pelas permutacoes dos 3 e 4 obje-

tos em cada grupo, respectivamente. Assim, temos

maneiras.

|
20 = 67897830000
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Capitulo

EXERCICIOS PROPOSTOS

Problema 5.1. (Adaptado Portal da Matemética) Para ir de uma cidade A até a cidade
B ha 3 estradas diferentes e de B até C hé duas estradas diferentes.

a) De quantas maneiras podemos ir de A até C passando por B? (Sugestao: problema 4.1)
b) De quantas maneiras podemos ir de A até C passando por B, depois voltar de C para A
passando por B 7 (Sugestao: problema 4.1)

¢) De quantas maneiras podemos ir de A até C passando por B, depois voltar de C para A

passando por B sem passar passar na volta pela mesma estrada da ida? (Sugestao: problema

4.1)

Problema 5.2. Em uma banca ha 5 exemplares iguais da Veja, 6 exemplares iguais da
Epoca e 4 exemplares iguais da Isto é. Quantas cole¢oes nao vazias de revistas dessa banca

podem ser formadas? (Sugestao: problema 4.1)

Problema 5.3. (OBMEP 2012) Seis amigos, entre eles Alice e Bernardo, vao jantar em
uma mesa triangular, cujos lados tem 2,3 e 4 lugares. De quantas maneiras esses amigos
podem sentar-se a mesa de modo que Alice e Bernardo fiquem juntos e em um mesmo lado

da mesa? (Sugestao: alternativa a) do problema 4.2)

Problema 5.4. (Profmat - Exame de Acesso 2011) Uma equipe esportiva composta por
6 jogadoras estda disputando uma partida de 2 tempos. No intervalo do primeiro para o
segundo tempo podem ser feitas até 3 substituicoes e, para isto, o técnico dispoe de 4 joga-
doras no banco. Quantas formagoes distintas podem iniciar o segundo tempo? (Sugestao:

alternativa b) do problema 4.2)

Problema 5.5. (PAPMEM Janeiro / 2015) Ha 10 pessoas para telefonar e apenas 3 cabi-

nes telefonicas. De quantas maneiras essas pessoas podem formar filas diante das cabines
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(admita a possibilidade de haver filas vazias). (Sugestao: problema 4.5)

Problema 5.6. Quantas sao as solucao inteiras e nao negativas da equacao x + y + z =

20 com z > 2,y > 2 e z > 27 (Sugestao: problema 4.5)

Problema 5.7. (Profmat MA12 2015) Dispondo de 5 cores distintas. De quantos modos
podemos colorir os quatro quadrantes de um circulo, cada quadrante com uma sé cor, se

quadrantes cuja fronteira é uma linha nao podem receber a mesma cor? (Sugestao: problema

4.6)

Problema 5.8. (PAPMEM Janeiro / 2015) Uma industria fabrica 5 tipos de balas, que
sao vendidas em caixas de 20 balas, de um so tipo ou sortidas. Quantos tipos diferentes de

caixa podem ser fabricadas? (Sugestao: alternativa c) do problema 4.8)

Problema 5.9. (Profmat - MA12 2013) Penélope quer distribuir 6 presentes entre seus
sobrinhos Alfredo, Bruno Carlos e Daniel, de modo que cada um receba pelo menos um
presente. Todos os presentes devem ser distribuidos.

a) Supondo que todos os presentes sejam iguais, de quantos modos ela pode distribuir os
presentes? (Sugestao: alternativa c¢) do problema 4.8)

b) Resolva novamente o item a), supondo agora que todos os presentes sejam diferentes.

(Sugestao: alternativa b) do problema 4.8)

Problema 5.10. (PAPMEM Janeiro / 2015) Em um torneio de tiro, oito alvos sao dispostos
em trés colunas penduradas, sendo 3 alvos na 1* coluna, 2 alvos na 2% coluna e 3 alvos na
terceira coluna. Cada competidor deve atirar nos alvos da seguinte forma: ele escolhe
primeiro uma das trés colunas e atira no alvo mais baixo que ele ainda nao acertou. Em

quantas ordens os oito alvos podem ser acertados? (Sugestao: problema 4.11)
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Capitulo

CONSIDERACOES FINAIS

Mostramos neste trabalho algumas técnicas alternativas para resolver problemas de con-
tagem tendo em vista que, analise combinatéria é um tema mais abrangente do que é
apresentado nos livros didaticos do ensino basico. Assim, o que foi apresentado neste traba-
lho visa fornecer mais uma ferramenta que possa ser 1til para atacar e resolver problemas
de combinatéria presentes nos livros didaticos do Ensino Bésico, nas provas da OBMEP,
nas provas do ENEM, entre outras.

Além disso, espera-se promover a reflexao do leitor (professores e alunos) diante de pro-
blemas de contagem tendo em vista o encorajamento dos mesmos para o planejamento e
execucao de estratégias que sejam bem sucedidas, de modo que ao resolver problemas com-
binatérios os mesmos possam extrair significados relevantes, uteis para aplicar em outros
problemas. Neste contexto vislumbra-se a formagao de sujeitos ativos e criticos que possam
estabelecer relacoes e diferencas entre métodos de contagem, observando em que situagao
cada método deve ser aplicado, exibindo configuragdes do conjunto solucao em cada pro-
blema resolvido com vistas ao reconhecimento do que esta sendo contado. Contudo, apds
muitas experiéncias em resolver problemas de contagem, espera-se que professores e alu-
nos sejam capazes de ataca-los e resolvé-los, aplicando mais de uma técnica e/ou método,

explicando as etapas da resolucao.
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