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Resumo

O estudo de geometrias ndo euclidianas no ensino médio tem por objetivo reforcar
o estudo da geometria de Euclides além de apresentar aos alunos novas geometrias que
também descrevem a realidade que nos cerca. Por meio de uma abordagem compara-
tiva entre a geometria euclidiana e outros modelos geométricos é possivel reforcar os
conceitos estudados no plano euclidiano. Neste sentido, estudamos, do ponto de vista
axiomatico, a geometria plana associada ao principio da relatividade de Galileu e mos-
tramos que, nessa geometria, vale o principio da dualidade. O plano cartesiano (plano
de Galileu), com eixos associados as grandezas temporal e espacial, € um modelo da
geometria de Galileu que nos permite estudar analiticamente objetos geométricos tam-
bém estudados no plano euclidiano. Neste contexto foi desenvolvido um conjunto de
atividades relativas as geometrias de Euclides e de Galileu para o publico alvo de alunos
do ensino médio com objetivo de ensinar geometria seguindo a proposta presente nos
PCNEM.

Palavras-chave: Geometria nao euclidiana. Principio da Dualidade. Geometria de Ga-
lileu. Ensino de geometria. PCNEM.
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Abstract

The study of non-Euclidean geometries in high school aims at reinforcing the study
of Euclidean geometry in addition to presenting to the students new geometries which
also describe the world that surrounds us. Through a comparative approach between
Euclidean geometry and other geometric models, it is possible to reinforce the concepts
studied in the Euclidean plane. In this sense, we study, from the axiomatic point of view,
the plane geometry associated with Galileo’s principle of relativity in which the principle
of duality is shown to be valid. The coordinate plane (Galilean plane), with axes associ-
ated with temporal and spatial magnitudes, is a model of Galilean geometry that allows
us to analytically examine geometric objects studied in the Euclidean plane. In this con-
text, a set of activities related to the Euclidean and Galilean geometries was developed
for the target audience of high school students with the objective of teaching geometry

following the proposal found in the PCNEM.

Keywords: Non-Euclidean geometry. Principle of Duality. Galilean Geometry. Galilean

Plane. Teaching geometry. PCNEM.
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Capitulo 1

Introducao

Segundo os PCNEM (Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio)-Cién-

cias da Natureza, Matemadtica e suas Tecnologias [17], a abordagem tradicional do en-

sino de geometria, que se restringe ao cédlculo de areas e volumes de alguns sélidos, ndo

é suficiente para explicar certos fendmenos da natureza e, por vezes, nem demandas

cotidianas. Os PCNEM afirmam ainda que ensinar geometria no ensino médio deve

possibilitar que dividas a respeito dessas demandas aflorem e possam ser discutidas e

analisadas pelos alunos ([17], p.119). Nesse sentido, o estudo comparativo entre geome-

trias ndo euclidianas no ensino médio, pode estimular esses questionamentos. Segundo

Kaleff (2009):

o estudo das geometrias nao euclidianas traz grandes contri-
buic¢des para a escola, pois possibilita uma visdo da matematica
como um conhecimento que pode ser contestado, por meio de
discussdes dos conceitos de verdade matemética e de espaco,
ja que historicamente o estudo das geometrias ndo euclidianas
comecou a partir da tentativa de se provar ou negar o 5° axioma
de Euclides, conhecido também como postulado das paralelas.
([16], p. 4).

Parafraseando Franco e Delai (2010), o trabalho com geometrias nao euclidianas

pode ser conduzido em paralelo aos estudos da geometria de Euclides fazendo com que

os alunos reconhecam as diferencas e semelhancas entre elas [19]. Por fim, segundo

Berro (2008):

Nao se exclui evidentemente as grandes vantagens que um pro-
fessor teria de comparar as diferentes geometrias hoje estuda-
das a fim de que os alunos comecem a enxergar o universo com
olhares distintos do que estdo acostumados a fitar, bem como
ter uma visdo mais critica do que se passa ao seu redor. ([18], p.
78).

Seguindo essas ideias, nessa dissertacao foi desenvolvido um conjunto de atividades
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que visam o estudo comparativo entre uma geometria nao euclidiana e a geometria eu-
clidiana plana com objetivo de reforcar os conceitos dessa tltima para alunos do ensino
médio.

Para tal, estudamos, segundo uma abordagem axiomaética, uma geometria nao eu-
clidiana, associada ao principio da relatividade de Galileu (1564-1642 d.C) que admite o
quinto axioma de Euclides, mas é ndo euclidiana pois possui maneira propria de medir
distancias [1]. Além disso, essa geometria admite como modelo o plano cartesiano com
eixos O x e Oy representando coordenadas temporais e espaciais, respectivamente, em

que as transformacoes

x = x+a

/

y' = vx+y+b,

formam seu grupo de isometrias. Além do mais, um aspecto fundamental desse traba-
lho consiste em estabelecer a validade do principio da dualidade na geometria de Gali-
leu e entdo estudd-lo sob a perspectiva de teoremas classicos da geometria euclidiana.

A geometria associada ao principio de Galileu se presta bem como ensino de geome-
tria pois as peculiaridades das representacgdes graficas dos objetos geométricos no plano
de Galileu desempenham um papel de "estranheza"para os alunos que é o ponto de
partida para que os mesmos reconhecam a aprendizagem desses conceitos como signi-
ficativa. O aluno que interpreta/projeta defini¢coes, propriedades e elementos do plano
euclidiano no plano de Galileu mostra que possui competéncias essenciais ao estudo
de geometria ja que para transitar nessas duas geometrias é necessério o conhecimento
dos conceitos estudados.

Essa dissertacdo estd dividida em cinco capitulos tais que: no primeiro capitulo é
apresentada a geometria de Galileu onde os termos fisicos que a justificam foram ci-
tados de forma breve. Além disso, nesse capitulo é realizada a construcao axiomadtica
dessa geometria. No capitulo 2 foram explanados importantes resultados usados em
demonstracgdes posteriores acerca dos tridngulos nessa geometria. No capitulo 3 foi de-
monstrado que o principio da dualidade é vdlido na geometria de Galileu. No capitulo 4,
quatro grandes teoremas classicos foram estudados assim como os seus teoremas duais.
O ultimo capitulo dessa dissertacdo conta com um grupo de atividades propostas para
o estudo da geometria euclidiana a partir da geometria de Galileu. Esse capitulo é en-
cerrado com algumas sugestdes para auxiliar o professor na mediacao dessas atividades
ao publico de alunos do ensino médio.

20



Capitulo 2

A Geometria do principio de Galileu

De acordo com Klein (1849 - 1925), geometria € o estudo das propriedades invarian-
tes das figuras, ou seja, propriedades que sdo preservadas por determinados grupos de
transformacoes [1]. No caso da geometria euclidiana plana, estas transformagdes sdao
dadas pelas isometrias [14]:

xcosa+ysina+a,

{x - @1
y' = —xsina+ycos a+b.

A geometria do principio de Galileu, ou simplesmente, geometria de Galileu esta
baseada no principio da relatividade de Galileu': as leis bdsicas da fisica sdo idénticas em
todos os sistemas de referéncia’ que se movem com velocidade uniforme uns em relagdo
aos outros[13].

Este principio da relatividade pode ser representado de uma maneira geométrica
considerando-se um plano (plano de Galileu), com eixos Ox e Oy representando as
coordenadas temporal e espacial, respectivamente, que indicam a localizacao do objeto
A que se move com velocidade constante v ao longo de uma reta fixa r.

As transformacoes,

x' = x+a
{ (2.2)
y' = vx+y+b,

permitem a troca de sistemas de referéncia® preservando as leis basicas da fisica e de-
sempenham o papel das isometrias (2.1) do plano euclidiano.

Dessa maneira, enquanto a geometria de Euclides estuda as propriedades das figuras
do plano euclidiano que permanecem invariantes sob as transformacdes (2.1), a geome-

tria de Galileu estuda as propriedades das figuras do plano de Galileu que sdo preserva-

Informagdes sobre o principio da relatividade de Galileu podem ser encontradas em [12].

2Sistemas fisicos onde ¢é vélida a primeira lei de Newton [13].

3A deducdo dessas equacdes é realizada a partir de conceitos fisicos e pode ser encontrada de forma
detalhada em [1].
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das pelas transformagoes de Galileu (2.2) em consonancia com o conceito de geometria
sugerido por Klein [1].

2.1 Axiomatizacao da geometria de Galileu

A axiomatizacdo desta geometria, que envolve 5 grupos de axiomas, se baseia no
conceito de espaco vetorial e usa como termos indefinidos "ponto"e "vetor". Esta secdo
foi elaborada com base na referéncia [1].

Axiomas do Grupo 1. A adigdo de vetores possui as seguintes propriedades:

—_— — —
1. comutatividade: @ + b = b +a , para todos os vetores @ e b .

—

— — —

2. associatividade: (7-1— b )+?=7+( b +7), para quaisquer vetores a, b ec .
e A . —_ T — —

3. existéncia de um elemento neutro: a + 0 = a’, para cada vetor a .

4. existéncia de um inverso aditivo: para cada vetor a existe a’ talque a +a’ = 0

Axiomas do Grupo 2. A multiplicacdo de um vetor por ntimeros reais possui as seguintes
propriedades:

. A . . . . —
1. existéncia de um elemento neutro multiplicativo: para cada vetor a’ temos que

—_ —
l.a=a .

2. associatividade: a.(f a)= (a.ﬂ).?, coma ef reais e a um vetor.

3. distributividade:

e (a+p) @ =aa +pB.a, paratodosa,p reais e para cada vetor a .

— -0 . —
. b, para todos a € R e para quaisquer vetores a e b .

Observacao 2.1. Os axiomas acima implicam na unicidade do vetor zero (elemento neu-
tro da soma) e do inverso aditivo.

Axiomas do Grupo 3. Os axiomas de dimensdo sdo os seguintes:

—_ 37— . A . . ~
1. Dados os vetores a', b e c’, existem trés ntimeros reais, &, 3 ey, ndo todos nulos
tais que
— - —
aa+pBb+yc=0.
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—
2. Existem™a e b vetores tais que

se, e somentese,a=0ef3 =0.

Observacao 2.2. Os axiomas do grupo 3 garantem a existéncia de um par de vetores li-
nearmente independentes que chamaremos de base.

Axiomas do Grupo 4. Propriedades do produto escalar entre vetores:

. . —_ 7 T . —
1. o produto escalar é comutativo: a . b = b. a para quaisquer vetores a e b .

2. o produto escalar é associativo relativamente a multiplicagdo de um vetor por um
—

— . —
a’.b), para quaisquer vetores a’ e b e qualquer a real.

=
niimeroreal: (a.@). b = a.(

s — N
3. oproduto escalar é distributivo em relagdo a adicdo de vetores: (a’ +b). ¢’ = a'. ¢
—

— —_ 7 — e
b.c,para a’, b e c vetores arbitrdrios.

+

z ~ . —_— —
4. o produto escalar é néo negativo: a . a >0, para qualquer vetor a .

. e _.)2 — , —
5. existeumvetor i com i*>0eumvetor 0# 0 com 0-°=0.

—

. — . — —
6. o conjunto de todos os vetores o tais que a .o =0 para todo vetor a é uma reta
euclidiana.

-0 — — . L. . . .
Dada{ i, o'} umabase, paracada a existe um tnico par de nimeros reais x, y tais

que

P . ~ — ~ s
Os nuimeros reais x e y sao chamados de coordenadas do vetor a em relacdo a base
- —
{i,0}
Como consequéncia dos axiomas temos que o produto escalar do plano de Galileu,
J—y - . 2
entre os vetores a e b de componentes (x, y) e (x;, 1), respectivamente, é dado por

=X.X;. (2.3)

Em particular,

O médulo | @ | do vetor @ =(x, y) é definido por
@’ |=vx2=|x]. (2.4)
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Definicao 2.1. Chamamos de base ortonormal do plano de Galileu, a base formada pe-

los vetores i e o taisque i?=1, 0°=0e i.0 =0.

Axiomas do Grupo 5. Os axiomas da relagdo “ponto-vetor” sdo os seguintes:
— . L. - —
1. para todo ponto A e vetor a’ existe um uinico ponto B tal que AB = a’'.
. R —_— — —
2. para quaisquer trés pontos A, B e C temos que AC =AB+ BC.

Observacio 2.3. A relacdo que associa cada par ordenado de pontos (A, B) ao vetor @
—

denotado por AB, onde A é chamado a origem e B o extremo do vetor estabelece uma

—_—

relagdo entre os conceitos ndo definidos de ponto e de vetor, onde as componentes de AB

sao determinadas por (xg — X4, Yz — Ya)-

Proposic¢ao 2.1. Osaxiomas dos grupos 1, 2, 3, 4 e 5 sdo invariantes pelas transformacoes'

x' = x+a
{ (2.5)

/

y' = vx+wy+b.
Demonstracao 2.1.

Sejam @ = (x,, ) e D = (xp, y») vetores do plano de Galileu. Temos entdo que
— —
a =(x,,vx,+wy,)e b’ =(x,,vx,+wy,)sdo os vetores obtidos a partir de (2.5). Dessa

maneira,

—_— — —_— —
a' + b =(x,+x,, VX, + Wy, + VX, + W)= (Xp + X0 VX + Wy, + VX, +wy,)=b' +a’,
0 que mostra a invariancia do axioma 1 do grupo 1 pelas transformacgdes (2.5). Seguindo
raciocinio andlogo é possivel verificar a invariancia dos demais axiomas dos grupos 1,
2, 3 e 5. Para concluir a invariancia dos axiomas do grupo 4, precisamos mostrar que
o produto escalar é invariante sob (2.5). De fato, dados os vetores 7 e 7 do plano de
Galileu, as imagens ;’) e E’) sdo tais que

— —
a'.b'=x,.x,=

L,
a.b

Definicao 2.2. (Vetor especial) Um vetor de componentes (0, y) com y € R é chamado de

vetor especial.

As expressOes em (2.5) sdo mais gerais que as transformacoes de Galileu (2.2) e, por

esse motivo, descrevem um modelo mais geral que essa geometria. O axioma 6 do grupo

IExpressoes mais gerais que as transformagoes de Galileu.
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4 resolve esse problema pois afirma que no conjunto de todos os vetores especiais 0 =
(0, ¥) n6s podemos definir um produto escalar especial, satisfazendo as propriedades

da geometria euclidiana', que permanece invariante sob as transformacées de Galileu.

Definicao 2.3. O produto escalar entre os vetores especiais 0, =(0, ) 0, = (0, ¥.) é dado
por

0,.0;, = J.)5. (2.6)

Em particular, podemos definir o comprimento | 0’| de um vetor especial o = (0, y)

como

0=V 702=1+/y2=y|

—
para cada vetor o'.

Proposicao 2.2. O produto escalar entre vetores especiais é invariante pelas transforma-
coes (2.5) se, somente se, w = %1.

Demonstracao 2.2.

_— o —
Sejam 0, = O,A, e 0, = 0,A, vetores especiais do plano de Galileu. Os vetores o}

J—y
e 0, sdo determinados pelas imagens O, O,, A e A, dos pontos O;, O, A, e A,, pelas
transformacdes (2.5). Temos entdo que,

O/ =(xo, +a,vxg +wyp, +b), O;=(xp,+a,vxp,+wys, +b),
Al = (x4, +a, VX4, + Wy, +b)e A, =(Xs, +a, VX, + WYy, + b),

ou seja,

— —
/ /
0 = (X4, — X0, VXy, + WYa, — VX — Vo,) € 0, = (X4, — X0,, UVXp, + W Y4, — VXo, — Yo,)-

—_— — .« . _ _ ~
Como o, e 0, sdo vetores especiais segue que x,, — Xo, =0 e x4, — Xo, =0 e entdo
—_— —
/ ’7 2 _ —_— _
0,.0, = W (Ya, — Yo )-(¥a,— Vo,) = 01.0, & w =+£1.

|
Agora, fazendo w =—1 em (2.5) as transformacoes resultantes ndo sao movimentos?
no plano de Galileu. De fato, para w =—1 e (a, b) =(0,0) em (2.5), ndo hd como obter

a transformacao identidade variando-se continuamente o parametro v. Com w =—1,

Essas propriedades incluem os axiomas 1, 2, 3, 4 do grupo 4 e a propriedade que afirma que @2 = )
—

somentese d= 0 .
20u seja, ndo ha uma sequéncia de transformacoes de Galileu infinitesimais que variam continua-
mente com o parametro v que as conectam com a identidade.
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as transformacoes (2.5) em que (a, b) = (0,0), desempenham o mesmo papel que as re-
flexdes' da geometria euclidiana plana. Como o grupo das transformacdes de Galileu,
equacoes (2.2), é definido como sendo a componente conexa com aidentidade do grupo
de transformacoes (2.5), concluimos que os axiomas dos grupos 1, 2, 3 e 4 permanecem
invariantes para w = 1. Esse fato, mostra a importancia do axioma 6 do grupo 4 na ca-

racterizacdo dessa geometria.

2.2 Alguns elementos e definicoes dessa geometria

2.2.1 Distancia entre pontos

Definicdo 2.4. A distdncia entre os pontos A e B do plano de Galileu é dada por
dag=|xp—x4|. 2.7

o

A distancia entre os pontos A e B é definida como o comprimento do vetor AB (Fi-

gura 2.1). Este comprimento é determinado pelo intervalo de tempo entre os eventos A
e B.

xA xB

Figura 2.1: Distancia entre os pontos A e B.

2.2.2 Reta

_— —
A reta AB (A # B) é indicada como o conjunto de pontos M tais que AM e AB sdo
—_— — —
linearmente dependentes, ou seja, AM = AAB para algum niimero real A. O vetor AB é
—
chamado “vetor direcao” dareta e é determinado de forma tinica. Se pusermos AB = T,

entdo a reta AB pode ser descrita como o conjunto de pontos M tais que

AM=1T. 2.8)

Wer [20].

26



Ou ainda, se O é qualquer ponto do plano, a reta AB é dada pelo o conjunto de pontos
M (Figura 2.2) tais que
OM=0A+17T. 2.9)

Figura 2.2: Representacdo da reta AB.

Sejam {_i), ?}, uma base e O, a origem do sistema de coordenadas do plano de Ga-
lileu. As coordenadas do ponto M do plano de Galileu referem-se as coordenadas do
vetor OM relativo  base {_i),?}. Se denotarmos o ponto A por (p, q) e as coordenadas
do vetor 7, definido anteriormente, por (—b, a), entao, de acordo com a relacao (2.9),
as coordenadas do ponto M da reta [, que passa por A e tem direcao T, satisfazem as
equacoes x =p—Abey=qg+Aa,ouainda,ax+by=ap+bq. Fazendo—c=ap+bq
concluimos que as coordenadas do ponto M satisfazem

ax+by+c=0. (2.10)

A equacao (2.10) é chamada de equacdo geral da reta. Para b # 0, fazendo k = —% e

ap+b
s= —qu, obtemos a equacao reduzida da reta

y=kx+s, (2.11)

onde k é o coeficiente angular e s o coeficiente linear da reta.

2.2.3 Angulo entre retas e distincia especial

Na geometria euclidiana, o angulo ¢ entre as retas /; e [, que se intersectam no ponto
A é definido como o comprimento do arco circular PQ determinado pela circunferéncia
S de raio unitario centrada em A (Figura 2.3).

Para medir angulos entre retas na geometria de Galileu usaremos essa mesma defi-

nicao, restando apenas definir circunferéncia no plano de Galileu e uma maneira para
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| )

Figura 2.3: Angulo entre retas na geometria euclidiana.

determinar o comprimento de um arco circular.

Definicao 2.5. (Circunferéncia) Uma circunferéncia no plano de Galileu é o conjunto dos
pontos M(x, y) cuja distancia r a um ponto fixo A= (a, b) é constante.

O ponto A(a, b) é chamado de centro da circunferéncia S e r é o raio. Desta forma,
temos,

r=dyy=|x—al

e assim,
(x—a)P=r? (2.12)

é a equacao que define a circunferéncia S (Figura 2.4). Podemos agora representar o an-

M(x,y)

Figura 2.4: Circunferéncia no plano de Galileu.

gulo 0, , entre as retas [, e [, que se intersectam no ponto A(a, b), segundo a geometria

de Galileu, conforme mostrado na Figura 2.5.

Definicao 2.6. Na geometria de Galileu, uma reta paralela ao eixo O y é chamada de reta

especial. Caso contrdrio a reta é chamada de ordindria.
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A

4

Figura 2.5: Angulo entre as retas [, e [, na geometria de Galileu.

Definicao 2.7. (Distdncia Especial) A distancia 0 55 entre os pontos A e B de uma reta
especial (Figura 2.6) é dada por
048 =1Y8— Yal- (2.13)

50X, )

(x’yA)

Figura 2.6: Distancia especial entre os pontos A e B.

. . ~—~ . . A
Portanto para medir o comprimento do arco P(Q na Figura 2.5, ou seja, o angulo 6, ;,,
€ necessdrio calcular a distancia especial 6 p,.

Proposicao 2.3. Se y, =k, x + s, e ), = k, x + s, sdo as equagoes das retas ordindrias 1, e,

que se intersectam no ponto A (Figura 2.5), respectivamente, entao 0,,;, = |k, — k.
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Demonstracao 2.3.

De fato, como {A} = [, N[, temos

kza + 52 = kld + Sl'

Além disso,

P:(a+1,k2a+k2+32)
e

Q=(d+l,k1a+k1+sl).
Logo,

51][2 :5PQ =|k2a+k2+82—k1a—k1+51|=>51112 == |k2_k1|.
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Capitulo 3

Triangulos na geometria de Galileu

Este capitulo é dedicado ao estudo de algumas propriedades dos tridngulos na geo-
metria de Galileu que serdo usadas em demonstracdes posteriores e foi elaborado com
base nas referéncias [1] e [11]. Os critérios de congruéncia de tridngulos, importantes
propriedades da geometria euclidiana, também podem ser estudados na geometria de

Galileu, mas nao serdo objeto de estudo desta dissertacgao.

Definicao 3.1. Na geometria de Galileu, um tridngulo ABC é o poligono formado por

trés pontos A, B e C ndo colineares e trés segmentos de retas ordindrias AB, AC e BC.

Os lados a, b e ¢ do triangulo ABC sio dados, respectivamente, por dy: = BC,
dca= CAedyg = AB e as magnitudes dos angulos sdo tais que A=15,,|, B=16,, e

C= |0,,1, onde p, g e r sdo as retas suportes aos lados como na Figura 3.1.

AN

Figura 3.1: Triangulo no plano de Galileu.
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Proposicao 3.1. Num tridngulo ABC do plano de Galileu, se ¢ é o maior lado, entdo
c=a+b.

Demonstracao 3.1.

Dado ABC triangulo no plano de Galileu, temos AC=b, BC=aeAB=c. Note

que

a=|xg—xcl
e

b = |xC_xA .
Entao,

a+b=|xg—xc|+|xc—x4l, (3.1)
e assim,
a+b=xg—x,oua+b=x,—Xxp,

ou seja,

a+b=|xg—x,l=c.

Os casos em que a+ b = +(2x;—x,—xg) ndo sdo validos. Paraque a+b = x,+ x5 —2x¢
seja vdlida, devemos ter xz > xc e x4, > Xc 0 que implicariaem a > c ou b > ¢, o que
contraria a hipétese. O caso em que a + b =2x. — x, — xp segue de maneira analoga.

|

Proposicdo 3.2. Num tridngulo ABC do plano de Galileu, se C é o maior dngulo, entdo
C=A+B"

Demonstracao 3.2.

Sejam y, =k, + 51, ) =k, + 5, € y3 = k3 + $3 as equacoes das retas ordindrias AC, BC

e AB, respectivamente. De acordo com a definicdo de tridangulo e pela Proposicao 2.3
segue que

A=k — k| (3.2)

lekg_kzl. (3.3)

Dessa maneira, A+ B = k; —k, ou A+ B = k,— k;, ou seja,

A+B=|k;—k|=C. (3.4)

Pela definicdo de dAngulo nesta geometria, ndo é possivel estabelecer o conceito de angulo externo.
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Procedendo como na conclusio da Proposicdo 3.1 é possivel verificar que se A+ B =
+(2k; — k, — k) teriamos A> C ou B> C.
|

Definicdo 3.2. (Altura) A altura AP de um tridngulo ABC, relativa ao vértice A ( Figura
3.2), é o segmento sobre a reta especial que une o ponto A ao ponto P, em que P é a inter-
secgdo dessa reta especial com a reta suporte oposta ao ponto A [11].

\ Q

Figura 3.2: Alturas do tridangulo ABC do plano de Galileu.

Proposicao 3.3. Num tridngulo ABC do plano de Galileu, os lados sdo proporcionais aos
angulos opostos, ou seja,

(3.5)

Demonstracao 3.3.

Tracando as alturas AP = 6,4p = h,, BQ =63 = h;, € CR = 6y = h, relativas aos
vértices A, B e C, respectivamente, temos as seguintes proporcoes!

A h .
—:—b:>hb:C.A
1 c

e A
C h N
—:—b:>hb=a.C.
1 a

1Estas proporgoes decorrem da defini¢do de angulo na geometria de Galileu.
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E assim,

a_ c (3.6)
A C '
Além disso, A
B h, "
—=—=h,=c.B
1 c
e A
C h A
—="=h,=b.C,
1 b
ou seja,
c b
== = 3.7)
C B
Comparando (3.6) e (3.7) concluimos que
a b ¢
A B ¢
|

Observacao 3.1. A relagdo (3.5) do plano de Galileu corresponde a lei dos senos no plano
euclidiano.

Proposicao 3.4. O tridngulo ABC do plano de Galileu é isdsceles, isto é, possui dois lados
congruentes ou de medidas iguais, se, e somente se, é isogonal, ou seja, possui dois angulos
congruentes ou de medidas iguais.

Demonstracao 3.4.
Suponha inicialmente que b = AC = BC = a. Pelarelacio (3.5),

a

A

A

= A=8.

| &

A reciproca ocorre de maneira andloga. [ ]

Observacao 3.2. O conceito de triangulo equildtero no plano de Galileu ndo é definido.
De fato, pela Proposicio 3.1, se AC = BC = x entdo AB = 2x. Por meio de raciocinio

andlogo concluimos resultado semelhante para os dngulos.

Proposicao 3.5. (Semelhanga de tridngulos de 1 espécie) Dois tridngulos ABC e A’B’C’

que possuem dangulos homologos congruentes tém lados correspondentes proporcionais.
Demonstracao 3.5.

Sejam ABC e A’B’C’ triangulos de lados a, b, c e a’, b’, ¢’, respectivamente, e que

possuem angulos congruentes, ou seja, A2 A, BB eC=C. Pela relagdo (3.5) temos
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e
a’ =MA, b =1,B, ¢’ =2,C".
Dessa maneira,
a_ b ¢ A 3.8)
a b ¢ A '
0 que conclui a demonstracao. [ ]

Proposicao 3.6. (Semelhanga de tridngulos de 2* espécie) Dois tridngulos ABC e A’B’C’
que possuem lados homaélogos congruentes tém dngulos correspondentes proporcionais.

Demonstracao 3.6.

Anéloga a demonstracao 3.5.
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Capitulo 4

O principio da dualidade

O principio da dualidade em geometria permite a deducao de novos resultados a
partir de resultados dados. Na geometria de Galileu, este principio pode ser definido

como Se segue.

Definicao 4.1. (O principio da dualidade) Dados resultados vdlidos na geometria de Ga-

lileu, a troca entre si dos termos "pontos” e "retas", "segmentos ou distdncias" e "angulos”,

"estd sobre" e "passa por", estabelece outros resultados também vdlidos nessa geometria.

Nas secoes seguintes discutiremos a validade deste principio na geometria de Gali-

leu. O texto que segue se baseia nas referéncias [1], [2], [3] e [10].

4.1 O principio da dualidade na geometria de Galileu

non

Na geometria euclidiana, com a troca entre si dos termos "pontos" e "retas", "estd
sobre" e "passa por", em alguns resultados, é possivel estabelecer uma correspondéncia
entre propriedades das retas e dos pontos. Por exemplo, dois pontos determinam uma
Unica reta (Figura 4.1(a)), enquanto que duas retas se intersectam num Unico ponto
(Figura 4.1(b)). O conjunto de pontos colineares da reta a (Figura 4.2(a)) corresponde

ao conjunto de retas concorrentes no ponto A (Figura 4.2(b)).

(a) (b)
Figura 4.1: Analogia entre pontos e retas na geometria euclidiana.
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Figura 4.2: Pontos colineares e retas concorrentes na geometria euclidiana.

Apesar de ocorrer a analogia entre pontos e retas na geometria euclidiana em algu-
mas situacdes, o principio da dualidade ndo se sustenta nessa geometria. Por exemplo,
o andlogo a "retas paralelas"(duas retas coplanares que nao se interceptam [10]) seriam
"pontos paralelos"(pontos que nao possuem retas em comum) e este tltimo paralelismo
ndo pode ser definido na geometria de Euclides uma vez que dois pontos determinam
uma reta nessa geometria.

E natural estabelecer uma analogia’ entre a distancia entre pontos e o angulo entre
retas. Assim surge uma outra situacdo que nao valida o principio da dualidade na ge-
ometria euclidiana. Note que, na Figura 4.2(a), a distancia entre os pontos colineares
pode ser tao grande quanto se deseja, mas o mesmo ndo ocorre com os angulos entre as
retas da Figura 4.2(b).

Na geometria de Galileu, essas situagoes sao superadas ja que existe o conceito de
"pontos paralelos”, ou seja, pontos que ndo pertencem a uma mesma reta ordinéria [1].
Além disso, o angulo entre duas retas ordindrias pode ser tdo grande quanto a distancia
entre pontos do plano de Galileu (Figura 4.3). Desta forma, a analogia entre pontos e
retas nessa geometria se sustenta®.

Segundo o principio da dualidade, proposicoes duais® sao resultados obtidos a partir
da analogia completa entre pontos e retas de uma sentenca vidlida dada em determinada
geometria. Por exemplo, vimos que num triangulo do plano de Galileu de lados a, b e c,
se ¢ é o maiorlado, entdo ¢ = a+b. Considerando este principio vdlido na geometria de
Galileu, a relagcdo dual desse resultado é a seguinte: num tridngulo do plano de Galileu
de dangulos A,B e C, se C é o maior dngulo, entiio C = A+ B.

No exemplo anterior, vimos que ao aplicar o principio da dualidade obtivemos um
resultado diferente do original que é o que geralmente ocorre, mas pode ocorrer o con-

trario. Veja o caso da relacdo correspondente a lei dos senos nesta geometria: num tri-

10u correspondéncia.

2Este argumento mostra que a analogia discutida é perfeitamente possivel, mas ndo prova o principio
da dualidade nessa geometria. A prova em questdo é assunto da se¢do seguinte.

3Aqui "proposi¢des"pode ser interpretado como teoremas, coroldrios e etc.
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Figura 4.3: Magnitude do angulo entre retas na geometria de Galileu.

angulo do plano de Galileu, os lados sdo proporcionais aos dngulos opostos, ou seja,

a_b_c
A B ¢

Novamente, considerando o principio valido nessa geometria, o resultado dual é: num

triangulo do plano de Galileu, os dngulos sdo proporcionais aos lados opostos, ou seja,

Veja que temos essencialmente o mesmo resultado. Logo, o principio da dualidade pode
admitir resultados auto duais'.

Seguiremos agora aplicando o principio da dualidade em alguns resultados da geo-
metria de Galileu, apesar de ndo té-lo demonstrado ainda, com objetivo de estudar um

pouco mais a analogia entre as propriedades de pontos e retas nesta geometria.

Proposicdo 4.1. Num tridngulo isésceles ABC do plano de Galileu com AC = BC, o

ponto médio F do lado AB é paralelo ao vértice C (Figura 4.4).

1Resultados obtidos pelo principio da dualidade que sdo essencialmente iguais aos resultados origi-
nais.
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Demonstracao 4.1.

Por hipétese, AC = BC, ou seja,
dgc =dac = |xp—Xc| = |xXc— X4l

Decorre entao que:

. Xg—X¢c = X4— Xc = Xg = X4. Absurdo, pois ABC é triangulo.
Xp+ X4
>

Como F é ponto médio do lado AB,

« Xp—Xc=Xg—Xp4=> Xc =

Xa+ Xp

dps=dgp = Xp = 5

Temos entdo que x- = xp, 0 que mostra que C e F estdo sobre a mesma reta especial,
ou seja, sdo paralelos. [ ]

Aplicando o principio da dualidade na Proposicao 4.1 obtemos a proposicao abaixo.

Proposicao 4.2. Num triangulo isoésceles ABC do plano de Galileu em que os dngulos da
base A e B sdo congruentes, a bissetriz' f do dngulo C é paralela a base AB ( Figura 4.4).

Demonstracao 4.2.

Sejam
n=kx+m,
=kx+n,
VB=ksx+p,
Va=ksx+gq,

as equacoes das retas BC, AC, AB e [, respectivamente. Vamos mostrar que k; = k,

para concluir o paralelismo entre f e AB. Por hipétese, A= B, ou seja,
A= |y — kes| = [ ey — ks =B.
Temos entdo dois casos:
i) k,—ks=k,—k;= k, = k,. Absurdo, pois AC e BC concorrem no ponto C.
ky + ky

ii) kz_kgzkg_kljkgz 2 .

1Por abuso de linguagem, nos referiremos a bissetriz de um angulo como sendo a reta que contém a
sua bissetriz.
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Figura 4.4: Dualidade no triangulo isésceles.
Como f é bissetriz do angulo C,
[y — kgl = [hey — k|-

Pode ocorrer entdo que,

ki + k.
a) kl_k4:k4_k2:>k4: 12 2.

b) kl - k4 == k2 - k4 = kl == kz. AbSUI‘dO!

Concluimos entao que k3 = k;, 0 que mostra que no tridngulo is6sceles onde AC = BC
a bissetriz f é paralela a base AB. [ ]

Considere agora o paralelogramo AB C D (quadrilatero que possui lados opostos pa-
ralelos [3]) da Figura 4.5 (a) . Sabemos que na geometria euclidiana essa figura possui

as seguintes propriedades:

i) lados opostos tém medidas iguais;

ii) angulos opostos sdo congruentes;

iii) {Q}=mnn é ponto médio das diagonais AC =m e BD = n.

Essas propriedades também sao vélidas na geometria de Galileu. Dessa forma é pos-
sivel construir uma figura no plano de Galileu que apresenta propriedades duais a i), ii)

e iii). Chamaremos essa figura de "coparalelogramo” (Figura 4.5 (b)).
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(a)

=

Figura 4.5: Paralelogramo e coparalelogramo no plano de Galileu.

Definicao 4.2. Na geometria de Galileu, coparalelogramo é um quadrildtero que possui
vértices opostos paralelos' [1].

Dualizando? o paralelogramo da Figura 4.5 (a) temos que o coparalelogramo deve
possuir lados a e b concorrentes no ponto A, lados b e ¢ concorrentes no ponto B com
anc ={M}, lados c e d concorrentes no ponto C paralelo ao ponto Acom bNnd ={N}e
os lados a e d concorrentes no ponto D paralelo ao ponto B conforme a Figura 4.5 (b).

Avalidade das propriedades do paralelogramo na geometria de Galileu implica que,
num coparalelogramo ABC D, sdo vélidas as propriedades duais correspondentes, ou

seja:
a) angulos opostos de medidas iguais;

b) lados opostos congruentes;

c) areta g =MN é bissetriz dos angulos de vértices M e N.

De fato, pela Definicao 4.2 de coparalelogramo temos que A e C, B e D sdo pares
de vértices paralelos e assim AC e BD sio retas especiais. Segue entdo que CD = AB,
CM =AM e DM = BM, ou seja, ACDM ~ AABM (semelhanca de 2? espécie). Dessa

maneira,

€MD _MDC
BAM ABM

o —

donde concluimos que MCD=BAM e MDC = ABM?®. Paraa propriedade b), temos
que AB é o lado oposto a CD e o lado BC € oposto a AD. Como AC e BD sao retas

Vértices opostos sdo aqueles que ndo estdo sobre a mesma reta ordindria.
2Refere-se a aplicar o principio da dualidade por meio da analogia entre as propriedades de pontos e
retas.

SABM é 0 angulo de vértice B e lados AB e BM. O mesmo vale para os outros angulos citados.
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especiais, segue que AB = CD e BC = AD. Para o item c), ao tracarmos a reta espe-
cial que passa por M temos que as alturas dos tridngulos CDM e ABM tém a mesma
medida pois sdo opostas a angulos congruentes o que implica na igualdade DNM =
MNB. Pela Proposicdo 3.2, ZcMq=/4dNq+ZcCd' e ZaMq=ZaAb+/bN q. Como
LdNqg = /bNqg e LcCd = ZaAb, temos LcMq = ZaMq, ou seja, q é bissetriz dos
angulos de vértices M e N.

Esse exemplo ilustra que se um resultado é valido e demonstrado na geometria de
Galileu, entdo o resultado dual também é vélido e ndo exige demonstracao a partir do
momento em que o principio da dualidade é provado. Além disso, caso seja de interesse
demonstrar o resultado dual, um caminho é dualizar os passos adotados na demonstra-
cao original ( vide demonstracdo do Teorema 5.2).

4.2 Demonstracao do principio da dualidade na geome-
tria de Galileu

Na secdo anterior, vimos que a inexisténcia do conceito de pontos paralelos é um
dos argumentos que mostra que o principio da dualidade ndo é vdlido na geometria eu-
clidiana. Além disso, os exemplos apresentados mostram que esse principio € bastante
plausivel na geometria de Galileu, apesar de ndo termos discutido nenhum argumento
que prove sua validade nessa geometria.

O conceito de dualidade em geometria foi estudado inicialmente na geometria pro-
jetiva pelo engenheiro e gedbmetra francés J. V. Poncelet (1787-1867) que o deduziu a
partir da troca dos termos pontos e retas em resultados estudados no plano projetivo.
Um outro gedmetra francés, J. D. Gergonne (1771-1859), também estudou o principio
da dualidade. Apesar de conhecer os estudos de Poncelet, Gergonne nao os usou para
estabelecer este principio. Ele escreveu teoremas e os seus duais em duas colunas e no-
tou que o principio da dualidade pode ser deduzido a partir de uma lista de axiomas
da geometria projetiva. Além de Poncelet e Gergonne, o gedmetra alemado A.E Mdobius
(1790-1868) provou o principio da dualidade na geometria projetiva usando os concei-
tos de "coordenadas dos pontos"e "coordenadas das retas"[1].

No capitulo 2 descrevemos, a partir de um conjunto de axiomas, a geometria de Ga-
lileu em termos dos conceitos indefinidos de "ponto"e "vetor". Vimos que para cada par
(A, B) de pontos do plano de Galileu, existe um vetor associado @ = AB que satisfaz os
grupos de axiomas 1, 2, 3 e 4. Além disso, essa relacdao "ponto-vetor"satisfaz os axiomas
do grupo 5.

1/¢Cd é o angulo de vértice C e lados coincidentes com as retas ¢ e d. O mesmo vale para os outros
angulos citados.
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Para provar a validade do principio da dualidade na geometria de Galileu, definire-
mos o conceito de doublet, que é o conceito dual do conceito de vetor, e entdo verificare-
mos a validade dos axiomas estudados no Capitulo 2 para o doublet o que nos permitira
estabelecer axiomas duais aos estudados. Dessa maneira, a validade dos axiomas duais,
no ambito da geometria de Galileu, estabelece o principio da dualidade.

Definimos o vetor @ no plano de Galileu como um par ordenado de pontos (A, B) e
areta AB é chamada de reta suporte do vetor ‘@ . Dizemos que os vetores (4, B) e (C, D)
sdo iguais se suas retas suporte sdo paralelas (ou coincidentes) e seus comprimentos
sdo iguais, ou seja, d, 5 = dcp(0u 0 4,5 = 0 p NO caso de vetores especiais que possuem
retas especiais como retas suporte). Esta regra é equivalente a lei do paralelogramo na
geometria de Galileu: se AB = CD e suas retas suporte sao distintas, entdo os pontos
A, B, C, D sao vértices de um paralelogramo [1] (Figura 4.6).

I

A dAB = dCD

Figura 4.6: Lei do paralelogramo na geometria de Galileu.

De maneira similar, definimos o conceito de doublet no plano de Galileu.

Definicdo 4.3. Um doublet é um par ordenado (a,b) ouab de retas ordindrias. Sea e b
sdo retas paralelas, dizemos que o doublet é um doublet especial, caso contrdrio, temos
um doublet ordindrio [1].

Chamamos as retas a e b do doublet ab de origem e extremo, respectivamente. O
ponto de interseccio das retas a e b é o vértice do doublet ordinério ab e qualquer
ponto da origem de um doublet especial a, b, é seu vértice (Figura 4.7). O dngulo do
doublet ab é definido como o angulo § ,, entre as retas a e b e a distancia d,, 1, associada
ao doublet especial a, b, é o dngulo especial.

Note que com essas caracteristicas, o doublet é, de fato, o dual do vetor: as retas de
origem e de extremo sao os duais dos pontos de origem e extremo de um vetor; o vértice

é o dual da reta suporte do vetor; o angulo é o dual do médulo do vetor.
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(b)

L 2

Figura 4.7: (a) Doublets ordindrios; (b) Doublets especiais.

Dizemos que os doublets ab e cd sdo iguais se os seus vértices sio paralelos (estdo
sobre a mesma reta especial) ou coincidentes e os seus angulos, ou angulos especiais,
sdoiguais ! (Figura 4.7). Essa definicdo é equivalente a afirmar que se ab = cd e os vérti-
ces dos doublets sdo distintos, entdo asretas a, b, ¢, d sdo lados de um coparalelogramo.
Além disso, doublets nulos ? sao ditos todos iguais. O doublet nulo aa é denotado por
0. Nossa defini¢do da igualdade de doublets implica que qualquer doublet ché igual a
algum doublet com origem em a?.

A adicdo de vetores é definida pela lei do triangulo [9]: ﬁ+ﬁ —AC (Figura 4.8 (a)).
Essa defini¢do implica na comutatividade e associatividade dessa operacao (axiomas do
grupo 1).

De maneira similar, a adicdao de doublets é definida como ab+bc=ac (Figura 4.8
(b)). Essa definicdo implica na comutatividade (ab+bc =ac=ad+dc=bc+ab) e
associatividade ((ab + bc¢)+cd = ad = ab + (E + ﬁ)) dessa operacdo, propriedades
que podem ser verificadas pela lei do coparalelogramo para a adi¢cao de doublets: ab+
ad =ac seosvérticesde ab e dc, ad e bc sdo paralelose b || d (Figura 4.8 (b)).

Temos ainda que a existéncia de um elemento neutro aditivo é justificado pela igual-
dadeab+0=ab+bb = E, para cada doublet ab. Além disso, o doublet ba éoinverso
aditivo do doublet ab, ou seja, ab + ba = aa = 0. Concluimos entdo que a adico de
doublets satisfaz todos os axiomas do grupo 1. Note que a adi¢do de doublets satisfaz
os axiomas do grupo 5 desde que as retas facam o papel dos pontos. De fato, a defini¢dao
de igualdade de doublets implica que dada a reta a, existe um tinico doublet de origem

em a igual a um doublet ab dado e, pela definicdo da adicio de doublets, temos que

!Observe que essa defini¢do é o dual da definigdo de igualdade de vetores citada acima.

2Doublets que possuem mesma origem e extremo.

3Para verificar esse resultado, basta considerar a reta d || b que intercepta @ num ponto paralelo ao
vértice de cb (Figura 4.8) e tal que as intersecdes de d e ¢ e b e a sejam pontos paralelos.
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Figura 4.8: (a) Lei do paralelogramo para vetores; (b) Lei do coparalelogramo para dou-
blets.

ab+bc=ac.

A multiplicacio do doublet por um ntimero real é definida por: @c = aab se os dou-
blets @c e ab tem um vértice em comum com &, = a8 ,,, no caso de doublets ordina-
rios, ou d,, = ad,,, caso contrario.

Para deixar a notacdo de doublet menos carregada, vamos representar o doublet a b
por A e a multiplicacdo do doublet por um nimero real por A = @A com 6, = ad, .

Segue da definicdo de multiplicacdo de doublet que, para a, 3 reais e os doublets A e B:
) 1A=A;
1) a(BA)=(ap)A;
D) (a+pB)A=aA+ BA;
IV) a(A+B)=caA+aB.
De fato,
1.A=A=AeA tem o mesmo vérticee 1.6, =6, =>A=A.

Parall),
a(BA)=aX =5, =6,

Fazendo aA’ = C,
5C:a5A/:>5C:aﬁ5A. (41)
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Tomando agora (a3)A=D,
5D=(Zﬂ5A. (4.2)

Além dos doublets C e D terem o mesmo vértice que A, as igualdades (4.1) e (4.2)
sugerem que os doublets C e D tém angulos congruentes. Pela igualdade de doublets
segue que C=D.

O resultado III) é valido pois para B=(a + f3)A temos

ou seja, B tem o mesmo vértice que A. Fazendo C = ¢A+ A temos que C tem 0 mesmo
vértice que A e assim
Go=ab,+Pb,=(a+p)s,. (4.4)

Segue entao, pela igualdade de doublets, que B=C.
No caso de IV), paraC=A+B e C’ = aC temos

5C/:(Z5C:a(5A+5B), (45)

onde C tem o mesmo vértice que a soma A+B. Fazendo D’ = A+ aB temos que D’ tem
o mesmo vértice que a soma A + B, uma vez que a multiplicacdo por um escalar afeta

apenas o angulo do doublet. Além disso,

5D/=5aA+5aB=a5A+a5B=Ol(5A+5B). (46)

Logo, por (4.5) e (4.6), concluimos que C=D.

Os resultados em I), IT), I1I) e IV) verificam a validade dos axiomas do grupo 2 para o
conceito de doublets.

A adicao e a multiplicacao de doublets por ntimeros reais nos permitem associar
coordenadas aos doublets. De fato, tome I como o doublet oe onde, por uma questao
de simplicidade, a reta o é horizontal e §,, = 1; tome O como o doublet especial ﬁ com
d,r =1 (Figura 4.9). Se A =0a é o doublet com origem o, extremo a, com vértice M,
entdo, tracando u || a passando pelo ponto O n6s obtemos a decomposicao oa =ou +
ua =ou+ov',onde v || o é areta determinada pela condi¢ao d,, = d,,. Segue entdo
queou=~%&oe,ov= nﬁz, onde os nimeros £ =6,, € N =dgy.0,,° sa0 0s coeficientes
da decomposicao

A=EI+1n0 (4.7)

Essa decomposicdo decorre da adi¢do de doublets e da igualdade dos doublets especiais 0V e ua.
2Expressoes que decorrem da multiplicacdo de doublets.

3Igualdade que decorre da proporgéo n__ £
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e sao chamados de coordenadas do doublet A (escrevemos A = (£,17) ou A(, 1) para ex-

pressar o doublet A em termos de £ e 1)).

Figura 4.9: Coordenadas & e 1 do doublet A.

A decomposicao (4.7) implica que os doublets satisfazem o axioma 1 do grupo 3, ou

seja, dados os doublets A, B e C existem «, 8 e 1, nem todos nulos, tais que
aA+ BB+yC=0.

De fato, fazendo

A=¢&1+n,0,
§: 521-1-7’]26,
E: 5314-7’]36,

temos
aA+BB+7yC=(a&, +BE,+rE+(an, + Bn,+7n5)0=0,

se, e somente se,
{ ag,+ P& +7183=0,
any+pn,+rn; =0.
Note que o sistema linear acima possui uma infinidade de solucdes. Dessa forma, exis-
tem a, 8 e 7, nem todos nulos, tais que aA+ BB +yC=0.
Além disso, como um doublet especial nunca é miltiplo de um doublet ordindrio,
temos que esses doublets sdo sempre linearmente independentes. Esse fato mostra que

os doublets satisfazem o axioma 2 do grupo 3.
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Observacao 4.1. Seguindo a notagdo anterior temos que:
1. seA tem coordenadas(&,n), entdo aA tem coordenadas (a&,an);

2. AE,)+BE,n)=0E+&,n+n).

De fato, pela definicao de multiplicacao,

A =aA=qa(&,n)=(a&,an).

Agora, pelas férmulas £ =6,, e )= dp.0,4, Segue que paraA = EI+n0 e B=&,1+1;0

temos

>
+
=]
Il

S oa+ 80, A+ dop-00q-0+do s, -60,0,-0
= (5oa + 5ola1)-i+ (dOM-5oa + d01M1-501a1)-6
= (E+)+(n+n)0=C.

O produto escalar de doublets é definido pela férmula
Eﬁ = 5a b .5”1

ou
AB=IA|.B|,

(4.8)
4.9)
(4.10)

(4.11)

(4.12)

onde o valor absoluto ou médulo |A| do doublet ordindrio A é o seu angulo e o mddulo

de um doublet especial é definido como zero. Segundo essa definicao, o produto escalar

dos doublets A(E,n) e B(£,,7,) éigual a

AB=£.5.

(4.13)

A equacdo (4.13) mostra que os doublets satisfazem os axiomas de 1 a 5 do grupo 4. De

fato, dados os doublets A(£,n), B(£,,1;), C(£,,71,) e 0 ntiimero real o temos

.AB=¢£8,=£,E=BA;

. (@A) B=AB={".5,=at.E,=a(.£,)=a.(AB);

. A+B).C=(E+E,Nn+M)Em)=(E+81).8, =8, +&,E, =AC+B.G
. AA=(.£=E2=A">0, para todo doublet ordindrio A;

.0 = 0, para todo doublet especial O.
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O axioma 6 € satisfeito devido a existéncia de um angulo especial para cada doublet
especial 0. Temos entdo que cada doublet O satisfaz A.O = 0 para todo doublet A or-
dinéario e, dessa maneira, podemos definir um produto escalar especial entre doublets
especiais, a saber,

(ab.mn)=d,,.d,,, (4.14)

ondeallbem]|n.

Concluimos entdo que os doublets satisfazem todos os axiomas dos grupos 1, 2, 3,
4 e 5. Este fato implica que os axiomas duais sdo resultados vélidos na geometria de
Galileu, ou seja, o principio da dualidade esta estabelecido.

Dessa forma, mostramos que os axiomas da geometria de Galileu continuam véli-
dos sob a substituicdo entre si dos termos "ponto"e "reta", "estd sobre"e "passa por",
"distancia entre pontos"e "angulo entre retas".

|
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Capitulo 5

Teoremas classicos e a dualidade

Este capitulo serd dedicado ao estudo de grandes teoremas classicos na perspectiva
da geometria de Galileu e do principio da dualidade.

O primeiro teorema a ser estudado serd o Teorema de Menelaus (ca. 70-130 d.C),
importante teorema sobre a colinearidade de pontos num triangulo.

Nosso segundo teorema € atribuido a Giovanni Ceva (1647-1734 d.C). Aqui é inte-
ressante citar que esses teoremas sao frequentemente chamados de "Teoremas Gémeos"
[4] ja que enquanto o teorema de Menelaus trata da colinearidade de trés pontos, o te-
orema de Ceva aborda a concorréncia de trés retas. Giovanni Ceva estudou o teorema
de Menelaus e em 1678 publicou um novo resultado importante hoje conhecido como
o Teorema de Ceva.

O teorema proposto por Girard Desargues (1591-1661 d.C) serd o terceiro a ser es-
tudado na geometria de Galileu. Girard Desargues em seu livro Brouillon Projet d'une
atteinte aux événements des rencontres du Cone avec un Plan de 1639, apresentou a ge-
ometria projetiva. O livro ndo foi bem aceito e recebeu vérias criticas, mas em 1822
colaborou para os estudos de Poncelet [4].

Encerraremos o capitulo com o Teorema de Pappus, importante teorema provado
primeiramente por Pappus de Alexandria (ca. 290-350 d.C). Pappus é conhecido como
o ultimo dos grandes gedmetras da Antiguidade e seus trabalhos influenciaram o desen-
volvimento da geometria projetiva.

As referéncias bdsicas utilizadas na elaboracao do capitulo sao: [1],[4], [5], [6], [7]-

5.1 O teorema de Menelaus.

Para estudar o teorema de Menelaus segundo a geometria de Galileu, considere as

seguintes convencoes:
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Convencao 1. Dados os pontos distintos X e Y do plano de Galileu, XY denota o seg-
mento ordindrio que une X e Y, orientado de X para Y. Em particular, escrevemos

XY ==Y X pelo fato de os segmentos orientados XY e Y X terem orientagdes opostas.

Convencao 2. Dados os pontos X, Y e Z, pertencentes a uma reta ordindria, denotamos

XY XY ) ) _ .. XY XY
— =——, e XY e YZ tém a mesma orientacdo e, caso contrdrio, — = ———, onde
YZ YZ YZ YZ

XY eYZ indicam os comprimentos dos segmentos XY e Y Z, respectivamente.

Teorema 5.1. (Teorema de Menelaus) Seja ABC um tridngulo, X, Y e Z pontos sobre as

retas suportes BC, AB, e AC, respectivamente, todos distintos dos vértices. Entdo

AY BX CZ _

— .= =—1 5.1
YB XC ZA 6.1

se, e somente se, X, Y e Z forem colineares.

Demonstracao 5.1.

(«<) Inicialmente, suponha que os pontos X, Y e Z estdo sobre a mesma reta ordi-
ndria, em que X € BC, Y € AB, Z € AC (Figura 5.1). Marque o ponto P € X Z tal que
BP || AC. Entdo os pares de tridngulos XBP, XCZ e BPY, AZY sao semelhantes por

uma semelhanca de primeira espécie (Proposicao 3.5).

Figura 5.1: Volta do teorema de Menelaus.

_ BX BP AY AZ -
Temos entdo que =———e = —. Multiplicando membro a membro,
XC cCZ YB BP

BX AY  BP AZ
XC'YB  CZ BP

E, dessa maneira,



(=) Suponha que X, Y e Z ndo sdo colineares com

AY BX CZ _

i |

(5.2)

Figura 5.2: Ida do teorema de Menelaus.

Prolongando Y X na Figura 5.2 obtemos {Z,} = Y XNAC (Na Observacao 5.1 abaixo,
mostra-se que nao podemos ter Y X || AC). Pela demonstracdo anterior temos que

AY BX CZ,
st S (5.3)
YB' XC Z,A

Comparando (5.2) e (5.3) concluimos que

z — _Czl (5.4)
ZA  ZA '

Afirmacao 5.1. Na equacgdo (5.4), Z e Z, coincidem.
De fato, usando a distancia de Galileu na equacao (5.4), temos que

Xz—Xc Xz;,—Xc
=— = (xz=xc)(xp—Xxz) = (Xa—X2).(x7,—Xc) = Xz(X4—Xc) = Xz, (Xa—Xc).
Xpa—Xz  Xpa— Xz

Como areta AC ¢ ordindria (lado do triangulo), x, — x, # 0, 0 que implica que x, = x,.

Agora, como Z e Z, estdo sobre AC, segue que Z = Z,. Concluimos entdo que os pontos

X, Y e Z sdo colineares. [ ]

Observacao 5.1.

Se a igualdade (5.2) é vdlida, entao ndao podemos ter X Y || AC pois, caso contrario,
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ABXY ~ABCA o que implicaria em

BX BC

= AB.BC—BX.AB=AB.BC—YB.BC (5.5)

YB AB

= (BC—BX).AB=(AB—YB).BC (5.6)
AB _(AB—YB) _YB AY

= = = )
BC (BC—BX) BX XC

(5.7)

Substituindo a dltima igualdade em (5.2) obtemos CZ =—Z A o que, pela distancia de
Galileu, implica que x, = x¢, ou seja, AC é uma reta especial o que é um absurdo ja que
AC élado do triangulo ABC.

Observacao 5.2. A reta que contém os pontos X, Y e Z é conhecida como reta de Mene-
laus.

5.1.1 Dual do teorema de Menelaus

Para a demonstracdo do teorema dual de Menelaus considere a seguinte convencao:

/

~ ~ ~ 5ab 5ab A~
Convencdo 3. Se a, b e c sdo retas concorrentes, entdo — = —— se 0,4, € 0. tém a
0p 0]
, 4 bc
5ﬂb 5 ’ ’
. ~ ) ab . . .
mesma orientagdo e, caso contrdrio, 5 =— 5 ondeé ,, eo, indicam as magnitudes
be bc

dos angulos 6 ,;, e 04,., respectivamente.

Essa demonstracdo serd realizada por meio da dualizacdo dos passos adotados na
volta do Teorema 5.1, o que mostra um aspecto interessante da dualidade nessa geome-

tria.

Teorema 5.2. (Dual do teorema de Menelaus) Seja ABC um tridngulo, x, y, e z retas que
passam, respectivamente, pelos vértices, C, B e A, mas ndo pelos lados. Se a, b e c sdo as

retas suportes aos lados AB, BC e AC, respectivamente, entdo,

5ay 5bx 5cz
5yb ' 5xc .6za

=—1 (5.8)

se, e somente se, x, y e z forem concorrentes.
Demonstracao 5.2.

(<) Suponha que a reta x passa por C, areta y por Bearetaz porAeque x, y e
z sdo concorrentes em P (Figura 5.3). Seja G € b, tal que A e G sejam paralelos, e seja
p =PG. Temos entao que ACPG ~ACPAe ABPG ~ ABPA, ambas semelhancas de
22 espécie (3.6). Dessa maneira,

/

5bx _ 5bP
5350 - 5/CZ

(5.9)
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x () b
Figura 5.3: Volta do dual do teorema de Menelaus.

=<3 (5.10)

Multiplicando termo a termo,

’ 4 ’

5ay 5bx 5cz _ 6za 5bP 6cz

. . =—a. = =—1.
6yb 6360 5261 5bp 5/cz 5lza

(=) Suponha que xNy ndo é vazia e que a reta z ndo passe pela intersecao de x com

y e que seja valida

561)/ 5bx 5cz
— . =—1. 5.11
5yb 5xc 5za ( )

Trace z, passando pelo vértice A e concorrente as retas x e y conforme a Figura 5.4. Pela

demonstragdo anterior temos que

Oay Bux Ocar _ 1 (5.12)
5yb.5xc.5zla B . .
Comparando (5.11) e (5.12) obtemos
Ocz _Den (5.13)
5za a 5z1a .
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zZ1a

C 5ay
o
yb
b

Figura 5.4: Ida do dual do teorema de Menelaus.

que ocorre somente se z e 2, sdo retas coincidentes. Chegamos a essa conclusao usando
as expressoes das distancias especias para medir os angulos da equacao (5.13). Conclui-
mos entio que x, y e z sdo concorrentes!. |

Observacao 5.3. Definiremos o ponto de concorrénciaentreasretas x, y e z cOmo o ponto
de Menelaus.

5.2 0O teorema de Ceva.

Teorema 5.3. (Teorema de Ceva) Sejam ABC um tridngulo qualquer e X, Y, Z pontos so-
bre as retas suportes aos lados BC, AC e AB, respectivamente. As retas AX, BY e CZ sdo

concorrentes ou pamlelas se, e somente se,

AZ BX CY _
ZB'XC' YA
Demonstracao 5.3.
1 . 561}’ 5bx 5cz L 413 = . . A
Se aigualdade . . =—1 évilida ndo podemos ter areta z como especial pois 0o angulo o,
5yb 6xc 52(1

nao seria definido.
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(=) Inicialmente, vamos supor que asretas AX, BY e CZ sdao concorrentes conforme
a Figura 5.5, onde AX é suposto ndo especial; os demais casos de concorréncia sdao ana-
logos. Temos que o triangulo da Figura 5.5 pode ser decomposto conforme a Figura 5.6

e, dessa forma, é possivel aplicar o Teorema 5.1.

Figura 5.5: O teorema de Ceva.

(a) (b)

Figura 5.6: Decomposicdo do triangulo ABC.

Aplicando o teorema de Menelaus ao triangulo AC X, temos que

CY AF XB _

———.—=-1 (5.14)
YA FX BC

Fazendo o mesmo para o tridngulo ABX, temos que

AZ BC XF
—.——.—=—1 (5.15)
ZB CX FA
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Multiplicando (5.14) e (5.15) obtemos

AZ BX CY _

i

ZB XC'YA

Suponha agora que AX, BY e CZ sao paralelas (mas ndo sao retas especiais) con-
forme a Figura 5.7. Desta maneira:

Figura 5.7: Teorema de Ceva com AX, BY e CZ paralelas.

. os tridngulos ABY e AZ C sdo semelhantes! e assim
AZ AC CZ
AB AY YB’
. os tridngulos CBY e CAX sdo semelhantes e assim

CB_CY YB
CX CA AX’

. os triangulos AX B e Z C B sdo semelhantes e assim

XB AB AX
CB ZB CZ

!As semelhancas aqui tratadas sdo todas de primeira espécie.
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Temos,

AZ BX CY

ZB'XC YA
AZ AB BX CB CY AC

7B AB'XC CB YA AC
AZ AB CB BX AC CY

CZ AX YB AX CZ YB_l
YB'CZ AX ' CZ 'YB AX '

em que usamos as semelhancas anteriores na ultima igualdade’.
(¢«) Para a reciproca, suponha que as retas ordinarias AX, CZ, BY nao sao concor-
rentes ou paralelas, com AXNCZ = {F}, (Figura5.8) e que

AZ BX CY _

= =1

Figura 5.8: Reciproca do teorema de Ceva.

Ao prolongar BF encontramos Y; € AC e entdo

AZ BX CY,

ZB XC YA

Dessa forma,
CY Cy
YA YA

e, procedendo como na afirmacdo 5.1, concluimos o resultado.

1Se AX, BY e CZ forem retas especiais, o resultado é imediato ja que teriamos AZ = XC, BX=YA
eCY=ZB.
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Na demonstracdo anterior, temos que BF intercepta AC. De fato, supondo BF ||

AZ BX CY )
AC,AXNCZ={F}e —.—.—— =1, temos que areta XAF é reta de Menelaus do
) ZB XC YA ] ]
triangulo Z BC (considerando CZ nao especial). Assim,
BX CF ZA _
XC' FZ AB

BX.ZA  ABFZ
XC  CF °

Pela hipotese podemos escrever

BX.ZA  YA.ZB
Xc  cy '’

(5.16)

o quelevaa
AB FZ CY AB ZF CY _

e | i
ZB CF YA BZ FC YA
ouseja, BFY éreta de Menelaus do tridngulo AZ C, mas isso é absurdo pois AY = AC ||

-1, (5.17)

BF. Portanto, se CZ nao for especial, BF intercepta AC.
Se CZ é especial, entdo é necessario considerar dois casos: AX € especial ou AX

intercepta CZ em F. Para o primeiro caso, segue que

AZ BX CY ~ AC BACY BA CB

L ==

. . =1= —. =>—=—, (5.18)
ZB XC YA CB AC YA YA C(CY

e entdo, pela distancia de Galileu,

(x4 —xp)(xy —xc)=(xp — Xc)(Xa— Xy) = (X4 — X)Xy = (X4 — X ) Xp.

Como x, # Xc, segue que Xy = Xz 0 que implica que BY é especial.

Se CZ é especial e AX intercepta CZ em F, entdo, de acordo com o que foi mostrado
anteriormente, BY intercepta também CZ e, portanto, AX e BY sdo ordindrias. Neste
caso ZF C éretade Menelaus de ABX e GZC é reta de Menelaus de ABY, onde {G} =
BYNCZ. Devemos mostrar agora que G = F. Do fato de Z F C ser reta de Menelaus de
ABX, temos

AZ BC XF

ZB' CX FA
mas X F = XG e FA=GApois F e G estdo sobre a mesma reta especial. Portanto, segue
que

AZ BC XG

ZB'CX GA
mas isso implica que ZG C é reta de Menelaus de ABX e portanto G € XA, logo G =F.
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5.2.1 Dual do teorema de Ceva

Teorema 5.4. (Dual do teorema de Ceva) Seja ABC um tridngulo qualquer e a, b, ¢ as
retas suportes aos lados AC, AB e BC, respectivamente. Se x, y, z Sao retas que passam
pelos vértices, B, C e A, respectivamente, mas ndo pelos lados, entdo

se, esomentese, {X}=anx,{Y}=bny e{Z}=cnNz forem colineares ou paralelos.

Demonstracao 5.4.

Figura 5.9: Dual do teorema de Ceva com pontos colineares.

(<) Suponha, inicialmente, que X, Y e Z sdo colineares (Figura 5.9) ou paralelos
(Figura 5.10). Podemos decompor a Figura 5.9 conforme as Figuras 5.11 (a) e 5.11 (b)
(a decomposicdo da Figura 5.10 é anéloga) e entdo aplicar o teorema dual de Menelaus
demonstrado anteriormente.

Note que se X, Y e Z forem colineares ou paralelos devemos ter y, b e f concorren-
tesem Y'e c, z e f concorrentes em Z2.

Pelo teorema dual de Menelaus para o tridngulo BC X da figura 5.11 (a), o primeiro

De fato, ndo podemos ter f || b || y pois, por hipétese yNb ={Y'}. Além disso, se [ || b, X, Y e Z ndo
seriam colineares ja que teridmos Z e X em f, mas Y em b. De forma semelhante verificamos que f e y
nao podem ser paralelas.

2Argumentacdo andloga  anterior.
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Figura 5.11: (a) Decomposi¢ao no ABCX. (b) Decomposi¢cdo no ABXA.

caso ocorre se, e somente se,

Ocp 047 0
oy el Txb g, (5.19)
5ya 5fx 5bc
Fazendo o mesmo para o triangulo BX A da Figura 5.11 (b), o segundo caso ocorre, se e
somente se, 5
04, O
Zaz Zbe Zxf g (5.20)
5zb 5cx 5fa

Multiplicando (5.19) e (5.20), concluimos que X, Y e Z sao concorrentes ou paralelos

se, € somente se,




5.3 O teorema de Desargues.

Teorema 5.5. (Teorema de Desargues) Sejam A, B, C, A’, B’, C’, X, Y, Z pontos do plano
de Galileu e os triangulos ABC e A’B’C’ tais que BCNB'C’ = {X}, ACNA'C'={Y}e
ABNA'B’ ={Z}. As retas ordindrias* AA’, BB’ e CC’ sdo concorrentes ou paralelas se, e

somente se, os pontos X, Y e Z forem colineares (Figura 5.12).
Demonstracao 5.5.

(<)Inicialmente suponha que X, Y e Z sdo colineares e que AA” e CC’ concorrem
no ponto V. Vamos mostrar que V € BB’, ou seja, que V, B e B’ sdo colineares. Para

isso, basta mostrar que o teorema de Menelaus é valido para o tridngulo AA’Z, ou seja,

ZB' AV AB _
B'’A’" VA 'BZ

Figura 5.12: O teorema de Desargues.

De fato, aplicando o teorema de Menelaus aos tridngulos YAA’, YZAe YZA’ obte-

10s casos em que AA’, BB’ e CC’ sdo retas especiais ndo serdo tratados.
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mos, respectivamente, que

YC' AV AC
C'A"VA'CY
ZX YC AB

= = =
XY CA BZ
ZB AC' YX
B'A'C'Y XZ

Multiplicando membro a membro,

YC" AV AC ZX YC AB ZB' A’/C" YX _ ZB" A'V AB

. . . . . . . . = = . . =
C'A VA CY XY CA BZ B'A C'Y XZ B’A’ VA BZ

Concluimos entao que V, B e B’ sdo colineares, o que implica que AA’, CC’ e BB’ sdo
concorrentes.

Supondo agora que X, Y e Z sdo colineares com BB’ || CC’ (Figura 5.13) vamos
provar que AA’|| BB’ || CC’.

Figura 5.13: Hipo6tese: X, Y e Z colineares; Tese: AA’ || BB'.

Pelo teorema de Menelaus para os tridngulos ZY A e ZY A’, temos respectivamente,

ZB AC YX _ ZB AC' YX

BACY Xz S BaCcY Xz
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Entao,
BA ZB’_ AC C'Y

B’A”"ZB A'C CY’

Por hipétese BB’ || CC’ e assim

XB XB' BB
XC Xc'r ccr

Agora, para os tridngulos XBZ e XB'Z
XC BAZY _ XC" BA ZY

cBAzYx S oBazvx

’

e assim,
Eﬁ:XC’ B’A’:> BA :XC’ AZ CB
CB AZ C'B’ A2/ BA C(C'B AZ XC
Da mesma maneira, para os tridngulos CXY e C'XY
XB CAYZ _ XB CAYZ

BC AY zx S BC AV ZX

)

e entao,
XB CA_ XB C'A CA _XB’ AY BC

= . = = . . .
BC AY B/'C’ A'Y’ C’'A” XB A’Y’ B'C’
Substituindo (5.22) e (5.23) em (5.21),

AZ ZB' AY C'Y
A'Z'ZB AY CY’

Note que para os tridngulos ZAA’ e Z BB’, temos, respectivamente,

A 7z A Az A

= = = = —
AZ AA AZ AZ A

B Z _B/:>ZB’_A
ZB’ BB’ ZB ZB B’

o que implica em
B.BB' AAA __ZB' BB B

= = <.
Z B’ AZ AZ AA A
Substituindo (5.25) em (5.24),

AZ BB’ B AY C'Y

ZB AAA AY CY’

Da mesma forma, para os tridngulos AY A’ e C Y C’, temos, respectivamente’,

A

A, A v vA A

* = = = = —
YA YA AA YA A

*

10s angulos em A e A’ serdo denotados por A, e A/,
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¢ C ijc’_A
Yc:r vYC cCccCc’ T yc ¢

0 que implica em
ALAN Cr.CCT YA AA A

= = = (5.27)
YA YC Yc cCc ¢
e entdo’ .
Yyc’ cc’ cC
- — (5.28)
YA AACA,
Substituindo (5.28) em (5.26) e usando a hipétese inicial, isto €,
AZ BB B Ay cc’ ¢ AZBXCYB C B C
ZB AAY A CY AA A, ZB XC YA A A, A A,
Na igualdade (5.29) usamos a convenc¢do 1 para escrever AY = —Y A e entdo obter a
AZ BX CY BB’ BX
igualdade —.——.—— = 1. Além disso, = — pois, ABB’X ~ ACC’X. Para
ZB'XC YA o cc’~ XC
concluir, note que A=A,—a e C = B+a ja que por hipétese BB’ || C C’. Nesse contexto,
B B+a a a . .
A A+a A B

ou seja, AA’|| BB'.
(=) Areciproca é obtida por meio de raciocinio andlogo. Basta considerar o teorema
de Menelaus para os triangulos VCB, VAB e VAC da Figura 5.12, obtendo, respectiva-

mente, que
CX BB VC' _
XB'BV'C'C
VB BZ AA _

B'B ZA AV ’

AY CC’' VA B
YC C'V AA
Multiplicando, novamente, membro a membro e cancelando os termos corresponden-

tes obtemos,
CX BZ AY _

XB'ZA'YC
ou seja, o teorema de Menelaus € valido para o triangulo ABC e este fato implica na

colinearidade dos pontos X, Y e Z.

Para o caso em que AA’ || BB’ || C C’ (Figura 5.14), o resultado € obtido pelas seguin-

tes semelhancas (de primeira espécie) de triangulos:

o . YA A . YC
Fazendo A’ =A,.—— e C’'=C.
* YA. YC’
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AZ AA
. ANAZA~ANZBB = — =———,
BB’

BX BB’
. AXBB'~AXCC'= —

XC cc’’

CY cc
. AYAA~AYCC = —=—

AAT

I...
---...'.'..c ‘u-l-‘
tamnn® L5

...-..........

Figura 5.14: Teorema de Desargues com AA’ || BB’ || CC’.

Multiplicando termo a termo,

AZ BX CY _ AA BB’ CC/ _

ZB'XC'YA BB CC AA

5.3.1 Dual do teorema de Desargues

Teorema 5.6. (Dual do teorema de Desargues) Sejam a,b,c,a’,b’,c’,x,y, z retas ordi-
ndrias do plano de Galileu e os tridngulos delimitados pelas retas a,b,c ea’,b’,c’ tais
que x passaporbnNc eb’'Nc’, y passaporanc ea’Nc’ ez passaporanb ea’Nb’. Os

pontosana’, bNb’ ecnc’sdo colineares ou paralelos se, e somente se, as retas X,y ez
forem concorrentes.
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Afirmacao 5.2. O teorema de Desargues coincide com o seu teorema dual, ou seja, é um
teorema auto dual.

L4

*
LIS b
‘.--.....

. ruroent st
e mmmmmEE T bR ]

B

Figura 5.15: Dualidade no teorema de Desargues.

De fato, os dois teoremas podem ser descritos pela mesma redacao: dados dois tri-
angulos, as intersegoes das retas que ligam lados correspondentes sdo colineares se e so se
as retas que unem os vértices correspondentes concorrem. Fato este que mostra a auto
dualidade do teorema de Desargues.

Além disso, veja que, ao dualizar os elementos da Figura 5.12 obtemos a Figura 5.15
que também pode ser obtida de acordo com o Teorema 5.6.

5.4 O teorema de Pappus.

Teorema 5.7. (Teorema de Pappus) Se A, B, C, A, B’, C’ sdo seis pontos tais que A, B’, C
estdo sobre areta u e os pontos A’, B, C’ estdo sobrearetav, ABNA'B’={L}, BCNB'C’'=
{M}, CA'nC’A={N}, entdo os pontos L, M e N sdo colineares.

Demonstracao 5.7.

Sejam P, Q e R pontos tais que ABN CA’ = {P}, CAnB'C’' = {Q}, ABNB'C’ =
{R}! (Figura 5.16).

'Para o caso em que AB || B’C’, fagca A’B’'NAC’ = {P}, AC'nBC = {Q}, AB’'nBC = {R} com u,
v, a, a’ e b’ retas de Menelaus. Se tivermos AB || B'C’ || A’C, faca AC’'nBC = {P}, BCNA'B’ = {Q},
AC'NA’'B’={R}com u, v, a, a’ e b’ retas de Menelaus.
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Figura 5.16: Teorema de Pappus.

Vamos mostrar que os pontos L, M, N estdo sobre uma reta de Menelaus referente
ao triangulo PQR. Para isso, considere , no triangulo PQR, as retas de Menelaus u, v,
b, c, ¢’. Temos entao que para areta u

PA RB’ QC
=, (5.31)
AR 'B'Q CP
para areta v
RC’ QA' PB
. —=—1, (5.32)
C'Q AP BR
paraareta b
QN PA RC’
=, (5.33)
NP AR C'Q
paraareta c
PL RB’ QA
—_— . =—1, (5.34)
LR B'Q AP
para areta c’
QC PB RM
_——.——=—1. (5.35)
CP BR'MQ

Multiplicando as equacdes em (5.31)-(5.35) obtemos

PL RM QN PA RB’ QC RC’ QA' PB PA RB' QC RC' QA PB _
LR'MQ NP AR B'Q ' CP C'Q AP 'BR AR 'B'Q CP C'Q AP 'BR

—1. (5.36)
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Desta forma,

PL RM QN
— e ——=—1 (5.37)
LR MQ NP

como queriamos. Concluimos entdo que os pontos L, M, N sao colineares. [ |

5.4.1 Dual do teorema de Pappus

Teorema 5.8. (Dual do teorema de Pappus) Sejam a, b, c, a’, b’, ¢’ seis retas ordindrias
tais que a, b’, ¢ concorrem no ponto U, e as retas a’, b, ¢’ concorrem no ponto V. Se l
é a reta que passa por {A} =anb e{C}=b'Nna’, n areta que passa por {B}=anc’e
{B’}=cna’ em areta que passa por{A’} =c’Nnb’ e{C’}=bnNc entdoasretasl, n em
sdo concorrentes (Figura 5.17).

Demonstracao 5.8.

Realizaremos, novamente, a dualiza¢do dos passos da demonstragdo anterior para

concluir o resultado.

Figura 5.17: Dual do teorema de Pappus.

Sejam p, q e r retas ordindrias tais que p passapor Ae B, g por B’e A’ e areta r passa
por A e A’. Vamos mostrar que as retas [, m e n satisfazem o teorema dual de Menelaus
referente ao triangulo AA’B determinado por p, g e r. Considere, nesse tridngulo, os

pontos de Menelaus U, V, B, C e C’. Temos entdo que para o ponto U

5pa 0,1 5070 _

Ly -1, 5.38
Bar Byy ey (5.38)
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para o ponto V,
Orer Ogar Opp B

Berg Barp By

—1,

para o ponto B
qn 61061 5r6’

5
Bup Our Borg

para o ponto C
6pl 5rb’ 6[]&’

—_—. . =—1,
81 Byg Bap

para o ponto C’
Oac Opb Orm _
Ocp Opr Omg B
Multiplicando as equacoes em (5.38)-(5.42) obtemos

5pl 5rm 5qn
61r .5mq .5np

=1,

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

que mostra que O é ponto de Menelaus do triangulo AA’ B, ou seja, [, m e n sao concor-

rentes.
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Capitulo 6

Sugestoes de atividades

Neste capitulo serd apresentado um conjunto de sugestoes de atividades para o es-
tudo da geometria euclidiana a partir das ideias e conceitos da geometria de Galileu.
Aqui reforcamos a ideia de que o estudo de geometrias ndo euclidianas pode ser uma
ferramenta que colabora para o aprendizado e compreensdo dos conceitos da geome-
tria de Euclides. O aluno é levado ao estudo comparativo dos elementos e propriedades
em ambas as geometrias com objetivo de aplicar e analisar os conceitos e definicoes
estudados [15].

6.1 Atividades

6.1.1 Distancia na geometria de Galileu

Nesta secdo discutiremos alguns conceitos iniciais da geometria de Galileu com au-
xilio de papel quadriculado ou Geogebra. Para responder as questdes considere, pri-

meiramente, as seguintes definicdes:

Definicao 6.1. Uma reta r é dita especial se for paralela ao eixo Oy, caso contrdrio, r é
chamada de reta ordindria.
Definicao 6.2. A distdncia entre os pontos A e B do plano de Galileu é dada por

dag =1xp— X4

Definicao 6.3. A distdncia 6 45 entre os pontos A e B de uma reta especial é dada por

045 =y —yal.
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Atividade 1. (Conceitos Iniciais)

2 4 ]

“a
“u
"u
L]
-.....
“u
a
“a
]

ol u

“u
.
L]
......
a
]
L]

]

0 1 2 3 4 5 X 8 9

Figura 6.1: Retas no plano de Galileu.

1. Escreva as coordenadas dos pontos A, B, C, D e E da Figura 6.1.

2. Classifique asretas p,q, 1, s, t e u em ordindria ou especial de acordo com a Figura
6.1.

3. Quais pontos estdo sobre retas especiais?
4. Determine a distancia de Galileu entre os pontos Ae D, Ae E, Ae B.

5. O que afirmar sobre as distancias d,, e d,z? No plano euclidiano ocorreria o

mesmo?
6. Calcule o perimetro do triangulo AC E usando a distancia de Galileu.

7. Repita o item anterior usando a distancia euclidiana.

6.1.2 Angulo entre retas e equacdo da reta

Nestas atividades trabalharemos com os conceitos de angulo entre retas e equagao

da reta.

Atividade 2. (Circunferéncia e angulo)
1. Qual é a definicdo de circunferéncia segundo a geometria euclidiana?
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2. Usando a mesma defini¢do do item anterior, esboce o grafico de uma circunferén-

cia de centro A e raio r=1 no plano de Galileu.

3. Na geometria euclidiana, o angulo a entre as retas [, e [, que se intersectam no
. . . — .
ponto A é definido como o comprimento do arco circular PQ determinado pela

circunferéncia S de raio unitério centrada em A (Figura 6.2).

Figura 6.2: Angulo euclidiano.

De acordo com essa definicao e com o item anterior, represente, no plano de Ga-
lileu, o angulo 6,,;, entre as retas ordindrias /; e [, que se intersectam no ponto
A.

4. Determine o angulo, na geometria de Galileu, entre as retas da Figura 6.3 com base
na definicdo anterior. Qual distancia deve ser usada para medir os angulos dados?

n P2

! (a) (b) (c) (d)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Figura 6.3: Angulo entre retas.
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Atividade 3. (Retas e dngulos)

Figura 6.4: Angulo e equacdo da reta.

Responda as questdes de acordo com a Figura 6.4.

1.

2.

Identifique os elementos geométricos da Figura 6.4.

Se k, e k, sdo os coeficientes angulares das retas [, e ,, respectivamente, escreva
as equacoes dessas retas. De acordo com a Figura 6.4, como comparar k; e k,?
Justifique.

. O que afirmar sobre as retas [/; e I, no ponto Q(xy, J)? Escreva uma relacao que

justifique essa afirmacao.

. Expresse as coordenadas de N; e N, em termos de k;, k,, X, J; e das ordenadas

dos pontos s, € s,.

. Usando os itens anteriores e as ideias da atividade 2, determine o angulo 6, ,, en-

tre as retas [, e [,. Conclua como definir o angulo entre duas retas ordindrias na

geometria de Galileu a partir das equagdes dessas retas.

. Compare sua resposta ao anterior com a forma usual para determinar angulos en-

tre retas na geometria euclidiana.
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Atividade 4. (Angulos do triangulo)

Figura 6.5: Angulos do triangulo.

Definicao 6.4. Na geometria de Galileu, um tridngulo ABC é o poligono formado por

trés pontos A, B e C ndo colineares e trés segmentos de retas ordindrias AB, AC e BC.

Na Figura 6.5, ABC é um triangulo da geometria de Galileu e BC = a, AC = b,
AB = c¢. Sabendo que k,, k, e ks sdo os coeficientes angulares das retas BC, AC e AB,

respectivamente, responda os itens abaixo no contexto da geometria de Galileu.

1. De acordo com o grafico, qual é a relacdo entre as medidas dos lados a, b e c? Essa

relacdo vale para qualquer tridangulo do plano de Galileu?
2. Escreva as equacoes das retas ordindrias presentes na Figura 6.5.
3. Determine as medidas dos angulos A, B e C do triangulo ABC.

4. Como relacionar os angulos A, B e C do tridngulo ABC?

6.1.3 Conicas e a geometria de Galileu

Nas atividades seguintes é recomendado o uso de papel quadriculado ou software

Geogebra.
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Atividade 5. (Circunferéncia)

A circunferéncia do plano de Galileu da Figura 6.6 possui equagao da forma (x—a)* =

r?2 onde a é a abscissa dos centros e r é o seu raio.

51 i o N
.l @ s :
M: H
: Q :
b :
0 i 2 3 4 &

Figura 6.6: Circunferéncia centrada em Q.

1. Qual é o diametro dessa circunferéncia?

2. Escreva a equacao dessa circunferéncia de acordo com as informacodes da Figura
6.6.

3. Esboce a circunferéncia correspondente no plano euclidiano.
4. Qual é a equacao da circunferéncia do item anterior?
5. Compare as equagoes encontradas nos itens 2 e 4.

Atividade 6. (Pardbola)

1. Escreva a definicdo de pardbola na geometria euclidiana.

2. Usando a definicdo anterior, esboce o grafico de uma pardbola no plano de Galileu

de foco F e reta diretriz d quando essa reta é:

a) uma reta especial.
b) uma reta ordindria ndo paralela ao eixo O x.

¢) uma reta ordindria paralela ao eixo O x.

3. Escreva as equacoes das pardbolas encontradas no item anterior no contexto da

geometria de Galileu.
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Atividade 7. (Elipse)

1. Escreva a definicdo de elipse na geometria euclidiana.

2. Usando a definicdo do item 1, esboce, no plano de Galileu, o gréfico de uma elipse

de focos F, e E, centro C, distancia focal 2¢ =4 e constante 2a =6 quando F F, é:

a) uma reta ordindria.

b) uma reta especial.

3. Escreva a equacdo da elipse em que F F, é uma reta ordindria.
Atividade 8. (Hipérbole)

1. Escreva a definicdo de hipérbole na geometria euclidiana.

2. Usando a definicdo do item 1, esboce o gréfico de uma hipérbole no plano de Ga-
lileu de focos F e E, centro C, distancia focal 2¢ = 4 e constante 2a = 2 quando
REé

a) uma reta ordindria.

b) uma reta especial.

6.1.4 O principio da dualidade na geometria de Galileu

O objetivo destas atividades é compreender o que € o principio da dualidade, veri-
ficar sua validade na geometria de Euclides, além de aplicd-lo em resultados validos na
geometria de Galileu. Primeiramente vamos conhecer o que diz este principio, que é
valido na geometria de Galileu.

"O principio da dualidade estabelece que a troca entre si dos termos pontos e retas,
distancia e dngulo, estd sobre e passa por, em qualquer teorema da geometria de Galileu,

resulta num novo teorema também vdlido nessa geometria'1].
Atividade 9. (Primeiros passos)

Nesta atividade, considere que as sentencas estdo no contexto da geometria de Ga-
lileu.

1. Aplique o principio da dualidade para o resultado: dois pontos determinam uma
unica reta.

2. Qual é o dual da sentencga "retas concorrentes?
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3. Dualize o resultado: as retas a, b e c concorrem no ponto P.
4. Defina ponto médio do segmento AB e dualize sua definic3o.

5. No triangulo da Figura 6.7, a é a reta suporte ao lado BC, b é a reta suporte ao
lado AC e c é areta suporte ao lado AB. Determine a figura dual a este triangulo.
O que afirmar sobre esta figura?

Figura 6.7: Triangulo do plano de Galileu.

Atividade 10. (O principio da dualidade na geometria euclidiana)

O principio da dualidade é vadlido numa geometria quando a analogia entre pontos
eretas é completa, ou seja, a troca desses termos num resultado valido numa geometria
gera um novo resultado também valido nesta geometria. Responda os itens no contexto

da geometria de Euclides.

1. Considere a definicao : retas paralelas sdo aquelas que ndo possuem pontos em
comum. Qual é o dual dessa defini¢ao? E um resultado vélido na geometria eucli-
diana? Por qué?

2. O dual da distancia entre os pontos A e B é interpretado como o angulo entre as
retas duais de A e B, a e b, respectivamente. A distancia entre os pontos A e B
pode ser tao grande quanto se deseja, 0o mesmo pode ocorrer com o angulo entre
asretas a e b? Justifique.

3. O que ositens anteriores sugerem a respeito do principio da dualidade na geome-
tria euclidiana?

Atividade 11. (O cotrapezoide)

78



1. Na geometria de Galileu, um quadrilatero que possui apenas dois lados paralelos
€ chamado de trapézio. O quadrilatero dual é chamado de cotrapezoide. Esboce

um cotrapezoide no plano de Galileu.

Desafio 1. (O teorema da bissetriz interna)

1. No contexto da geometria euclidiana, enuncie o teorema da bissetriz de um an-

gulo interno de um triangulo.

2. Com auxilio de papel quadriculado ou Geogebra, construa a Figura 6.8 e verifique
a validade do teorema anterior segundo a geometria de Galileu para o triangulo
da figura construida.

N

\_J

L
N
Figura 6.8: O teorema da bissetriz de um angulo interno.

3. No contexto da geometria de Galileu, aplique o principio da dualidade a Figura 6.8

para construir uma figura dual com auxilio de papel quadriculado ou Geogebra.

Desafio 2. (O teorema de Pappus e a dualidade)

(O teorema de Pappus) "Sejam A, B, C, A’, B, C’ seis pontos tais que A, B’, C estdo
sobre a reta u e os pontos A’, B, C’ estdo sobrearetav. Se ABNA’'B’={L}, BCNB'C’'=
{M}, CA'nC’A={N}, entdo os pontos L, M e N sdo colineares.

1. Dualize a redacao do teorema de Pappus enunciado acima.
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2. A Figura 6.9 ilustra o teorema de Pappus no plano de Galileu. Aplique o principio

da dualidade para esta figura. Dica: comece pelos pontos colineares das retas u e

\a

V.

Figura 6.9: O Teorema de Pappus na geometria de Galileu.

6.2 Sugestoes de mediacao das atividades propostas

6.2.1 Atividadel

Esta questdo inicial tem o objetivo de apresentar novos conceitos dentro da geo-
metria de Galileu. De posse de uma nova classificacdo de retas no plano e de uma
nova maneira de medir distancias o aluno € levado ao estudo do plano de Galileu. Aqui
recomenda-se algumas questoes complementares aos itens apresentados com objetivo

de aprofundar a discussao:

a) Os pontos do plano de Galileu sdo representados de maneira diferente que no plano
de Euclides?

b) Como comparar, no quesito simplicidade, as distancias de Galileu e de Euclides?

¢) O perimetro de um poligono na geometria de Galileu é interpretado da mesma ma-

neira que na geometria euclidiana?
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6.2.2 Atividade 2

O objetivo desta questdo € a internalizacao da definicdo de circunferéncia e de an-
gulo no plano euclidiano. A partir da definicdo de circunferéncia euclidiana, o aluno
deve representar a figura equivalente no plano de Galileu aplicando a defini¢ao de dis-
tancia discutida na atividade 1. E interessante verificar que, no plano de Galileu, a cir-
cunferéncia possui infinitos centros. A representacao correta da circunferéncia no plano
de Galileu indica que o aluno é capaz de reconhecer os elementos da circunferéncia
tanto na geometria euclidiana quanto na geometria de Galileu.

Uma questdo interessante que pode ser debatida é se a Figura 6.10 representa uma
circunferéncia no plano de Galileu. Aqui espera-se que o aluno seja capaz de perceber
que a resposta € negativa pois a distancia entre o ponto A e os pontos sobre as retas da
figura ndo é constante.

Figura 6.10: Figura que ndo representa uma circunferéncia no plano de Galileu.

Além disso, é apresentada uma maneira geométrica sobre como medir angulos entre
retas na geometria de Galileu. No item (c) da questdo 4, questione o aluno sobre o por-
que da inexisténcia do angulo entre as retas n, e n,, jino item (d) o questionamento € se
o angulo nao existe ou se é infinito. Use a definicao de angulo na geometria de Galileu
para conduzi-lo a resposta: néo existe. Eimportante que o aluno se familiarize com essa

maneira de medir angulos pois ela é pré-requisito para algumas atividades posteriores.

6.2.3 Atividade 3

Na atividade anterior foi discutida uma maneira geométrica para medir angulos en-
tre retas na geometria de Galileu. O objetivo desta atividade € introduzir uma forma
algébrica para determinar o angulo entre retas nesta geometria.

Aqui espera-se reforcar o conceito e as propriedades do coeficiente angular de uma
reta euclidiana ja que a equacdo da reta (ndo vertical) nas duas geometrias pode ser

representada da mesma maneira. No item 1, por "elementos geométricos"conduza o
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aluno a entender, caso haja diivida, que se trata das retas ordindrias e da circunferéncia
unitdria centrada no ponto Q(xy, ,)-

No item 2 é esperado que o aluno indique a resposta correta a partir da andlise da
declividade dasretas [; e [,. No item 3, perceba que a reta especial que contém os pontos
N, e N, dista uma unidade do ponto Q e para determinar as ordenadas é necessario usar
as equacoes das retas [; e [, encontradas no item 2.

No item 5, o aluno deve calcular o angulo usando a distancia especial entre os pontos
N, e N, e, apartir darelacdo encontrada do item 4, determinar uma expressao que indica
o angulo entre as retas [, e [,.

Discuta se ao medir o angulo 6,, em sentidos opostos haveria diferenca no valor
encontrado. Como justificar isso usando a distancia especial? A comparacao realizada
no item 6 leva o aluno a perceber a simplicidade para medir angulos na geometria de

Galileu.

6.2.4 Atividade 4

Nesta atividade o aluno deve aplicar seus conhecimentos acerca da equagao da reta
na geometria euclidiana para obter propriedades singulares dos tridngulos na geometria
de Galileu. E importante frisar que é possivel aplicar esses conhecimentos no plano de
Galileu pois sdo equivalentes nas duas geometrias.

No item 3, use a forma algébrica para medir angulos entre duas retas na geometria
de Galileu. Para relacionar os angulos do tridngulo no item 4, sugira aos alunos, se ne-

cessdrio, adotar um sentido para medir os angulos no item anterior.

6.2.5 Atividade5

O conhecimento da equacao euclidiana da circunferéncia é muito importante para
o estudo dessa conica. Nesta atividade o aluno deve ser capaz de representar uma cir-
cunferéncia euclidiana a partir de uma circunferéncia do plano de Galileu e, além disso,
comparar as equacoes dessa conica nas duas geometrias.

No item 3, verifique se o aluno indica corretamente a posicao dos pontos M e N.
Caso haja dificuldade, leve o aluno a compreender que esses pontos devem ser diame-
tralmente opostos, pois é assim que se encontram na Figura 6.6. No item 4, é esperado
que o aluno escreva corretamente a equacao euclidiana usando as coordenadas do cen-
tro Q.

Observacao 6.1. Reconhecer uma conica pela sua definig¢do é muito relevante para o en-
tendimento de suas propriedades. O objetivo das atividades 6, 7 e 8 é refor¢ar a defini¢do

dessas conicas na geometria euclidiana usando o plano de Galileu.
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6.2.6 Atividade 6

Paraoitem a), espera-se que o aluno encontre as representacoes da Figura6.11, onde

p é apardbola, F é o foco e d areta diretriz.

'

>

Figura 6.11: Pardbola p com reta especial d como diretriz.

Em relacdo as equacgoes, € necessdrio aplicar a definicdao de pardbola do item 1 para
o plano de Galileu. Tome xp, x; € x, as abscissas de um ponto da parabola, do foco e

da reta diretriz, respectivamente. Teremos entdo que:

|xp — x| =|xp — xp|. (6.1)
E assim,
Xp + Xp
xpzT

é a equacao da pardbola para o item a).

Para o item b), um resultado possivel estd ilustrado na Figura 6.12. Para este caso
aplicaremos a definicao de pardbola considerando a igualdade entre distancia e distan-
cia especial, tomando P(xp, yp) um ponto da pardbola, x abscissa do foco e y, orde-
nada de um ponto da reta diretriz. Dessa maneira, a equacao pode ser obtida por meio
de

|xp—xp|=1yp—¥pl, (6.2)

onde, yp, = kxp + s é a equacdo da reta diretriz d. Note que ao calcular |y, — yp| é im-
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L 4

/

Figura 6.12: Pardbola com reta ordindria d como diretriz.

portante perceber que xp = xp. Assim,
Xp—Xp=Yp—Vp=>Vp=Xp—Xp+kxp+s=>Vp=(k+1)xp—xp+s (6.3)

ou
Xp—Xp=Yp—Yp=>Yp=—Xp+Xp+kxp+s=>yp=(k—1)xp—xp+S5. (6.4)

Concluimos entdo que, na geometria de Galileu, a pardbola do caso b) serd representada
pelo par de retas (6.3) e (6.4). Note que o ponto M também faz parte da pardbola e, nesse
caso, é necessario discutir com o aluno o que justifica este fato.

A pardbola do caso c) é obtida de forma anéloga a pardbola b), o mesmo vale para a
equacdo dessa pardbola. Um resultado possivel estd indicado na Figura 6.13.

"N

Figura 6.13: Pardbola com reta diretriz d paralela ao eixo O x.
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6.2.7 Atividade 7

Na geometria euclidiana, elipse é o lugar geométrico dos pontos do plano a cuja
soma das distancias aos pontos distintos F, e F, com dp 5 = 2¢, € a constante 2a > 2¢
[8]. Seguindo essa definicao, é esperado que o aluno encontre um resultado semelhante
a Figura 6.14 (a) para o caso em que F F é uma reta ordindria' e a Figura 6.14 (b) se
EFE é uma reta especial. Vale ressaltar que as constantes 2a e 2¢ sdo, na geometria
de Galileu, respectivamente, os correspondentes ao eixo maior e a distancia focal na

geometria euclidiana.

IN I
Ay
B, B, 1)
(-] (-]
C
Al R c A R
kK
(-] (]
B, B,
LN LN

(a) (b)

Figura 6.14: (a) Reta focal ordindria, 2a=6 e 2c=4; (b) Reta focal especial, 2a=6 e 2c=4.

A equacao da elipse & do item a) é encontrada por meio da definicao desta conica,
ou seja, dado P(x, y) no plano de Galileu, P € £ se

|x — x| +]|x —xg| =2a. (6.5)
Dessa maneira,
2a+ Xp + X,
x—xFl+x—xFl=2a:>x=f (6.6)
ou
—2a+ xp + Xp,
Xp—X+Xp—Xx=2a=>Xx= 2 . (6.7)

Logo, as retas (6.6) e (6.7) compdem a elipse®. Além disso, ao considerar P(x, y) sobre

1Por simplicidade, foi representada a elipse em que F, F, é uma reta ordindria paralela ao eixo Ox. O
caso em que F F; nao é paralela ao eixo O x é completamente anédlogo.
xF] + xFZ

2Fazendo x,; = , abscissa do ponto médio entre F, e F,, podemos indicar a equacao da elipse
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as retas especiais que passam por F e F temos que:

|y —ygl+|x—xg]=2a. (6.8)
E, assim,
Yr—Yy+t2c=2a=y=—2a—-2c+yg (6.9)
e
Y=Yy t2c=2a=y=2a—2c+yg. (6.10)

Os pontos B, e B sdo as intersec¢Oes da reta especial que passa por F e da reta obtida
em (6.9). De maneira semelhante, B, e B, s@o as intersec¢des da reta especial que passa
por E e dareta obtida em (6.10).

E possivel explorar ainda o caso em que F, F, é uma reta especial (Figura 6.14 (b)).
Para determinar as equacoes deve-se proceder de maneira andloga para obter o par de
retas x = —a + xp € X = a + x;. Os pontos A; e A, sdo encontrados ao se analisar as
distancias aos focos sobre a reta especial F .

6.2.8 Atividade 8

A definicao euclidiana de hipérbole a ser considerada é a seguinte : é o lugar geo-
métrico dos pontos do plano a cuja diferenca das distancias aos pontos distintos F, e
E,, com dp 5 = 2c, € a constante 2a (0 < 2a < 2c¢) [8]. E importante deixar claro para o
aluno que as constantes 2a e 2¢ representam, no plano de Galileu, os correspondentes
ao eixo real e a distancia focal na geometria euclidiana, respectivamente.

O caso em que areta focal é paralela ao eixo O x estd representado na Figura 6.15(a),
se F| i, é umareta ordindria ndo paralela ao eixo O x o gréfico pode ser obtido de maneira
analoga.

Devido a definicao de hipérbole usada, o caso em que F F é uma reta especial gera
um resultado bem curioso. Como F, e F, estdo sobre a mesma reta especial, qualquer
ponto do plano que ndo esteja em F F serd equidistante de F; e F, ou seja, a diferenca
mencionada na defini¢do serd sempre nula.

E importante levar o aluno a concluir esse fato pois assim a construcao da hipérbole
serd imediata ja que, nessa situacao, a hipérbole serd formada apenas por dois pontos,
a saber, A, e A, (Figura 6.15 (b)).

Em relacao as equacoes, para o caso da hipérbole H representada na Figura 6.15 (a),
temos que P(x,y)€ H se

l|x —xp|—|x—xg||=2a (6.11)

pelo par de retas x =+a + x;.
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Figura 6.15: (a) Reta focal ordindria, 2a = 2 e 2c¢ = 4; (b) Reta focal especial, 2a =2 e
2c =4.

Dessa maneira,

2a+ xp + X,
|x—x5|—|x—x5|:2a:>x=f (6.12)
e
—2a+ Xp + Xp,
|x—xg|=|x—xp|=—2a=x= 5 . (6.13)

Logo, o par de retas (6.12) e (6.13) compoe a hipérbole H do plano de Galileu.! O debate
sobre as condi¢Oes em que a equagao (6.11) possui solugdo, ou seja, x > xp € X < Xg,
ou vice-versa, ndo pode deixar de ser realizado. Além disso, se P(x, y) pertence a reta

especial que passa por F, temos
ly —yrl—lx—xgll=2a (6.14)
e se P(x, y) pertence a reta especial que passa por F, temos
ly = ygl=1x— x5l =2a. (6.15)
Resolvendo (6.14), obtemos as retas
y=2a+2c+yg,

¥y =—2a+20+yp1,

y=—2a—2c+yg,

XF +Xx

1Se x), = b , abscissa do ponto médio entre F e F, a hipérbole é dada pelas retas x =+a + x,,.
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y=2a—2c+yg.

Resolvendo agora (6.15), obtemos
y=2a+2c+yg,

y=—2a+2c+yg,

y=—2a—2c+yg,

y=2a—2c+yg.

Argumentando como no caso da elipse da Figura 6.14 (a) obtemos os pontos By, B;,
B/, B/, B,, B,, B) ¢ B,".

6.2.9 Atividade9

No item 1, o resultado esperado é "duas retas determinam um tinico ponto". A re-
presentacdo geométrica da sentenca dada pode ajudar o aluno a concluir o que se pede.

A pura substituicao dos termos mencionados no principio da dualidade, levard o
aluno ao resultado "pontos concorrentes”. Essa sentenca pode gerar certa confusao ja
que a concorréncia é uma propriedade das retas. Peca para que o aluno represente ge-
ometricamente a sentenca dada e use o resultado obtido no item 1 para concluir a sen-
tenca dual: "pontos colineares". A aplicacao desses resultados auxiliard na resposta do
item 3.

O ponto médio do segmento AB pode ser definido por "ponto M do segmento AB
com AM = M B [3]". E esperado que o aluno perceba que a definicdo dual do ponto
médio é a reta que contém a bissetriz m do angulo entre as retas a e b. O debate sobre
o dual do segmento AB pode ajudar na conclusdo do item.

A dualidade no tridngulo do item 5 foi sugerida para que o aluno perceba que é pos-
sivel aplicar o principio da dualidade a uma figura e suas propriedades, habilidade que
serd exigida em atividades posteriores.

6.2.10 Atividade 10

Essa atividade foi sugerida para que o aluno conclua que o principio da dualidade
ndo se sustenta na geometria euclidiana ja que ocorrem falhas, em alguns casos, na com-

paracao entre as propriedades das retas e pontos nessa geometria.
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No item 1, é esperado que o aluno conclua que o dual da defini¢cdo dada exige o con-
ceito de "pontos paralelos", fato que justifica a invalidade dessa definicao na geometria
de Euclides. J4d no item 2, o que justifica essa invalidade é que o angulo entre duas retas
na geometria euclidiana ndo pode ser tdo grande quanto se deseja, contrariamente a
distancia entre dois pontos.

Uma pergunta interessante a ser explorada € sobre a existéncia do conceito de pon-
tos paralelos na geometria de Galileu. O que justifica a validade desse conceito nessa

geometria? Essa discussao ajudara na conclusdo da atividade seguinte.

6.2.11 Atividadell

A aplicacdo do principio da dualidade para o trapézio deve levar o aluno a perceber
que a figura dual possui pontos paralelos. E indicado que o aluno use a figura de um

trapézio para que a construcao do cotrapezdide seja facilitada.

6.2.12 Desafio 1 e Desafio 2

Esses desafios sdo uma aplicacao de grande parte do que foi discutido na se¢do 6.1.4
e pode ser sugerido como forma de aprofundar e enriquecer o estudo sobre o principio
da dualidade.

Para o primeiro desafio, é indicado o uso de papel quadriculado ou do software Geo-
gebra. Inicialmente, relembre com o aluno o teorema da bissetriz de um angulo interno
de um tridngulo na geometria euclidiana. Um enunciado possivel é o seguinte: num tri-

angulo ABC, a bissetriz do dnguloA/C\B divide o lado oposto em segmentos proporcionais

, ~AD BD
aos lados adjacentes, ou seja, — = — [3].
AC BC

Paraverificar a validade desse teorema na geometria de Galileu, é necessario lembrar
ao aluno como medir os lados do triangulo nessa geometria. No caso do tltimo item, a
orientacgdo € dualizar primeiramente o tridngulo e posteriormente a bissetriz do angulo
no vértice C. Um resultado possivel é o da Figura 6.16.

Para finalizar, é apresentado o teorema de Pappus, um resultado geralmente ndo es-
tudado no ensino médio. No item 1, o resultado esperado € o seguinte: sejam a, b, c,
a’, b’, ¢’ seis retas tais que a, b’, ¢ concorrem no ponto U, eas retasa’, b, ¢’ concorrem
no ponto V. Sel é a reta que passa por{A}=anb e{C}=b’'Nna’, n areta que passa por
{B}=anc’ e{B'}=cna’ em areta que passa por {A’} =c’Nb’ e{C’} = bnNc entio as
retas |, n e m sdo concorrentes.

No item 2, a estratégia sugerida é decompor a Figura 6.9 conforme a dica dada e
aplicar a dualidade. Assim, o aluno pode se organizar de tal maneira a ndo se atrapalhar

no processo de dualizacao da Figura 6.9.
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Figura 6.16: Dualidade no teorema da bissetriz de um angulo interno.
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Consideracoes finais

Segundo os PCNEM, o estudo de geometrias ndo euclidianas no ensino médio tem
por objetivo reforcar os conceitos da geometria de Euclides além de apresentar aos alu-
nos novas geometrias que também descrevem a realidade que nos cerca [17]. Nessa
dissertacao, seguindo a mesma linha dos PCNEM, comparamos uma geometria desen-
volvida a partir do principio de Galileu com a geometria euclidiana plana usualmente
estudada no ensino bdsico.

A geometria de Galileu é ndo euclidiana. Ela possui maneira propria de medir dis-
tancias; admite a existéncia de um principio da dualidade; seu grupo de isometrias ndao
é o mesmo que da geometria euclidiana plana.

Essa geometria, ao contrdrio de outras nao euclidianas, admite o axioma das parale-
las, além disso, diversos teoremas do plano euclidiano também sdo vélidos no plano de
Galileu. Essas caracteristicas fazem da geometria de Galileu uma ferramenta bastante
plausivel para o estudo da geometria euclidiana visando reforcar as defini¢es estuda-
das no ensino médio assim como sugerem os PCNEM ao tratarem do ensino de geome-
tria nao euclidiana [17] .

No caso particular da geometria analitica do plano euclidiano, existe uma gama de
definicoes e equacdes que nem sempre sdo assimiladas pelos alunos e, visto que a com-
preensdo desses conhecimentos é fundamental para o entendimento dos objetos geo-
métricos estudados, faz-se necessdrio o uso de ferramentas/abordagens, complementa-
res ao estudo tradicional, que possam enriquecer o processo de ensino e aprendizagem
desses contetidos. E nesse sentido que o estudo da geometria de Galileu pode ser um
facilitador desse processo por possuir muitas semelhancas com o modelo estudado no
ensino bésico.

Ainterpretacdo grafica dos coeficientes da equacgdo reduzida dareta, o entendimento
das definicoes e das equagdes cartesianas da circunferéncia, da pardbola, da elipse e da
hipérbole bem como os seus elementos (vértice, reta diretriz, eixo focal e eixo maior,

distancia focal) podem ser adquiridas/aprofundadas com o estudo dessa geometria.
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A aplicac¢ao das atividades propostas serd objeto de um futuro trabalho. Essas ativi-
dades deverdo ser trabalhadas com alunos do 3° ano do ensino médio paralelamente aos
estudos de geometria analitica. As atividades, através da comparacao entre conceitos
correspondentes em ambas as geometrias, exploram tanto o manuseio de expressoes
analiticas tanto quanto a andlise grafica das situacoes apresentadas. Como consequén-
cia, espera-se que os resultados da aplica¢cdo dessas atividades sugiram uma melhora
no aprendizado dos conceitos abordados em geometria analitica no 3°ano do ensino
meédio.

Entre os aspectos merecedores de estudo estdo: o desenvolvimento da habilidade
dos alunos no manuseio de expressoes algébricas; a formacao de imagens conceituais
mais robustas relativas aos conceitos abordados em geometria analitica; o desenvol-
vimento do raciocinio critico; como os alunos veem o principio de dualidade? em que
aspecto o fato de trabalhar atividades que usem este principio ajuda o aluno a modificar
suas imagens conceituais a respeito dos conceitos de geometria? Tal estudo certamente

fornecerd dados que permitirdo aprimorar o ensino de geometria no nivel médio.
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