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RESUMO

Neste trabalho buscaremos analisar os principais conceitos da Teoria
da Probabilidade de uma maneira nao usual: utilizando o jogo de car-
tas Poker, em sua mais popular modalidade, o Texas Hold’em. As
principais regras e terminologias deste jogo também serao explanadas,
visando facilitar a compreensao das abordagens que serao feitas em
seguida, quando jogadas reais ocorridas no Texas Hold’em servirao de
modelo para a exemplificagao de diversos conceitos desta teoria. Espaco
amostral, eventos, varidveis aleatorias e valor esperado serao alguns dos
tépicos explanados, sendo também destacados importantes resultados,
como a regra geral do produto e o Teorema de Bayes, todos eles ilus-
trados com situacoes relacionadas ao famoso jogo de cartas.
Palavras-chave: Matematica. Probabilidade. Texas Hold’em. Espe-
ranca Matematica.






ABSTRACT

In this work we will try to analyze the main concepts of Probability
Theory in an unusual way: using the card game Poker, in its most
popular modality, Texas Hold’em. The main rules and terminologies of
this game will also be explained, in order to facilitate the understanding
of the approaches that will be made next, when real plays in Texas
Hold’em will serve as a model for the exemplification of several concepts
of this theory. Sampling space, events, random variables and expected
value will be some of the topics explained, and important results are
also highlighted, such as the general product rule and Bayes’ Theorem,
all of which are illustrated with situations related to the famous card
game.

Keywords: Mathematics. Probability. Texas Hold’em. Mathematical
Hope.
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INTRODUCAO

Os esforgos para determinar, com certo grau de exatidao, o
possivel desfecho de eventos cujos resultados sao incertos ou impre-
visiveis tém desafiado e instigado a mente humana hd muito tempo.
Sua direta relagao com as mais diversas situagoes da vida cotidiana fez
com que o homem buscasse, ao longo do tempo, mecanismos e artificios
para encontrar alguma légica em meio ao aparente acaso, entendendo
seus principios e enunciando diversos resultados gerais que fossem tteis
na tomada de decisoes diante de situagoes aparentemente aleatérias e
imprevisiveis. Ao longo da histdria, foi possivel observar que saber iden-
tificar esses padroes ou semelhancas em experimentos aleatérios con-
cedeu significativa vantagem aos detentores deste conhecimento, bem
como gerou graves inconvenientes aos que deles se afastaram.

Assim, conhecer as nuances e compreender os principios gerais
que regem a aleatoriedade, sabendo analisar de forma correta as diver-
sas possibilidades existentes, permite ao homem aumentar sua chance
de sucesso em determinado evento, bem como lhe afastar de situagoes
condenadas ao fracasso. E, da mesma forma que ocorre com outros
talentos, saber tomar a melhor decisao diante da incerteza é uma ha-
bilidade que pode ser aprimorada. “A capacidade de tomar decisoes
e fazer avaliagoes sdbias diante da incerteza é uma habilidade rara.
Porém como qualquer habilidade, pode ser aperfeicoada com a ex-
periéncia.” [MLODINOW, 2008]. E um dos instrumentos que podem
auxiliar positivamente no processo de tomada de decisao que envolvem
a aleatoriedade é o conhecimento da Teoria da Probabilidade.

Em geral, boa parte das abordagens pedagogicas relacionadas a
esta teoria utilizam quase que somente exemplos relacionados a lancga-
mentos de dados ou de moedas, simples extracoes de cartas de um
baralho ou extragoes de bolas coloridas de urnas. Apesar de auxilia-
rem na construcao do conhecimento citado, tais exemplos nao possuem
relagao direta com a realidade vivenciada pela maior parte das pessoas
e, por isso, tendem a nao ofertar nenhum novo estimulo ou motivagao
ao seu aprendizado.

Buscamos entao encontrar algo contemporaneo que estimulasse
e atraisse a atengao das pessoas para a construcao dos conhecimentos
relacionados & Teoria da Probabilidade, e vislumbramos em um famoso
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jogo de cartas, o Poker, algo possivelmente motivador. Tal escolha nao
ocorreu ao acaso: o Poker é atualmente um dos jogos online mais prati-
cados no mundo, atraindo a atencao e a curiosidade de pessoas de todas
as idades. Além disso, o sucesso no jogo tende a exigir dos jogadores
uma série de habilidades intelectuais e comportamentais, despertando
assim nos seus praticantes o interesse pelo estudo aprofundado de di-
versos atistica e légica, e também de outras areas do conhecimento,
como psicologia, por exemplo.

Assim, o objetivo principal deste trabalho é compreender os prin-
cipais conceitos e resultados matematicos relacionados a Teoria da Pro-
babilidade, modelando-os através do jogo de cartas que tem atraido a
atencao de muitas pessoas pelo mundo, o Poker, em uma de suas mais
famosas modalidades: o Texas Hold’em. Veremos que, apesar da alea-
toriedade estar presente nesse tipo de jogo, existem diversas possibili-
dades que, se bem compreendidas, podem otimizar a chance de sucesso
ao longo do tempo.

O primeiro capitulo sera dedicado aos aspectos tedricos da Teoria
da Probabilidade. Na primeira parte relataremos, de forma breve e su-
perficial, o processo histérico de construgao da Teoria da Probabilidade
e sua intima relagdo com os jogos de azar. Em seguida enunciaremos e
demonstraremos diversas proposigoes relacionadas a probabilidade, que
apesar de sua aparente simplicidade escondem avancados e complexos
conhecimentos. Todos os conceitos abordados serao acompanhados de
exemplos, relacionando a teoria apresentada com situagoes praticas do
cotidiano social. Serao abordados conceitos como probabilidade con-
dicional, independéncia entre eventos, regra geral do produto, teorema
da probabilidade total e o teorema de Bayes, sendo também demons-
trados os principais resultados. O capitulo inicial serd finalizado com
a explanacao de algumas caracteristicas e propriedades das varidveis
aleatérias discretas e a Esperanca Matematica.

No segundo capitulo falaremos sobre o Poker. Na parte inicial
abordaremos um pouco da histéria e algumas das principais modalida-
des deste jogo. Em seguida detalharemos as regras e formas de aposta
de seu principal estilo, o Texas Hold’em No Limit, e abordaremos as
mais importantes caracteristicas relacionadas a esta modalidade. O
capitulo sera finalizado com a exposi¢ao do ranking de mao do Poker,
conjunto hierarquico de combinagoes formadas por cinco dentre as 52
cartas do baralho que define o jogador vencedor em uma rodada de
Texas Hold’em. Toda essa construgao tedrica fornecerd uma familia-
rizagao com parte da terminologia utilizada no Poker e sera 1til para o
entendimento e desenvolvimento da parte mais importante do trabalho:
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a exemplificacdo de diversos conceitos da Teoria da Probabilidade com
a utilizacao de jogadas reais do Texas Hold’em.

No ultimo capitulo faremos a conexao entre as duas primeiras
partes do trabalho: utilizaremos situagoes reais relacionadas ao jogo de
Poker para abordar os conceitos da Teoria da Probabilidade. Inicia-
remos analisando as probabilidades associadas ao ranking de maos do
Poker, mostrando a intima relagao deste ranking com a possibilidade
de ocorréncia de cada uma das maos. Em seguida, apresentaremos va-
riadas situagdes e maos que podem ocorrer (ou que ocorreram, de fato)
em jogos de Poker, que servirao de molde para a aplicacao dos conceitos
da Teoria da Probabilidade elencados no capitulo inicial.

Concluiremos este trabalho mostrando que é possivel compre-
ender e exemplificar os conceitos e resultados da Teoria da Probabi-
lidade exclusivamente com jogadas de Texas Hold’em, fornecendo as-
sim subsidios para possiveis novas apresentagoes para areas do conhe-
cimento matematico como probabilidade, estatistica e andlise combi-
natoria, por exemplo. Também destacaremos o nosso entendimento
sobre o fato de que o conhecimento (ou nao) da Teoria da Probabili-
dade pode fazer alguma diferenca no jogo do Poker.

Destacamos que o objetivo deste trabalho nao é o de ensinar
alguém a jogar e nem mesmo o de criar algum tipo de “algoritmo ven-
cedor” para o jogo de Poker. Pelo contrario, buscaremos conhecer e
compreender, mesmo que de forma introdutdria, a magia existente na
Teoria da Probabilidade, utilizando para isso um conhecido jogo de car-
tas. Além disso, buscamos trazer outros exemplos relacionados a pro-
babilidade que poderao ser utilizados com os alunos do Ensino Médio,
dando outras alternativas aos recorrentes e tradicionais exemplos tao
comumente abordados pelos livros didéaticos.

Conhecimentos prévios sobre conjuntos e relacoes De Morgan,
fungoes, principio da indugao finita e teoria da contagem, em especial de
andlise combinatéria, podem auxiliar na compreensao deste trabalho,
mas nao sao requisitos indispensaveis.
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1 A TEORIA DA PROBABILIDADE

O primeiro capitulo deste trabalho serd dedicado a Teoria da
Probabilidade. Serao apresentadas defini¢oes, conceitos e proprieda-
des diversas relacionadas a essa teoria. Inumeros exemplos, em boa
parte adaptados das obras citadas na bibliografia, mostrarao algumas
aplicagoes dos conceitos abordados.

A parte inicial, que traz um breve relato histérico da cons-
trugao da Teoria da Probabilidade, teve como referéncias principais
as informagoes contidas em [GADELHA, 2004] e [CALABRIA, 2013].
As secbes seguintes, que abrangem algumas das principais definigoes,
teoremas e resultados relacionados a Teoria da Probabilidade foram
embasadas, principalmente, nos resultados e informagoes encontrados
em [SERRACOSTA, 1981], [DANTAS, 2008], [MAGALHAES, 2011],
[ACTION, 2017] e [FARIAS, 2006], ainda que outras obras citadas na
bibliografia também tenham sido utilizadas, direta ou indiretamente,
na elaboracao do presente capitulo.

1.0.1 Um pouco da histéria

Desde as épocas mais antigas da humanidade o homem ja lidava
com a incerteza. Previsoes sobre o tempo, sobre o cultivo do campo ou
mesmo sobre a vida e a morte ja eram feitas, mesmo que baseadas ape-
nas em crengas ou em suposicoes que nao apresentavam uma deducao
l6gica mais apurada. Por muito tempo as pessoas tentaram compreen-
der esses fendmenos que ocorriam de modo aleatério, buscando assim
obter algum tipo de vantagem ou evitar perdas provenientes de fatores
imprevisiveis.

Até meados do século 17, algumas consideragdes filoséficas so-
bre a casualidade haviam sido redigidas e algumas investigagoes sobre
eventos sujeitos ao acaso, em especial aos jogos de azar, haviam sido
criadas de forma esparsa, mas sem um maior rigor ou formalismo.

A sistematizagao de uma teoria, com o estabelecimento de al-
gumas regras gerais que pudessem estimar uma medida da chance de
ocorréncia de um experimento aleatério teve um grande impulso em
1654, com os resultados obtidos por Pierre de Fermat (1601-1665) e
Blaise Pascal (1623-1662), em resposta a um problema proposto 160
anos antes por Luca Paccioli (1445-1514), um monge franciscano. O
problema, novamente relacionado a um jogo, que ficou conhecido por
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problema dos pontos, era o seguinte: “Suponha uma partida entre dois
jogadores, que é vencida pelo primeiro que fizer seis pontos. Se ambos
os jogadores tém a mesma habilidade no jogo, como deve ser distribuida
a premiagao caso a partida seja interrompida quando um dos jogadores
tiver quatro pontos e outro trés pontos?”.

A época, tal problema era de dificil resolucao, ja que nao exis-
tiam artificios matematicos eficientes para resolvé-lo. Utilizando al-
gumas ideias de outros precursores desta area de conhecimento, como
Gerolamo Cardano (1501-1576), Niccolo Tartaglia (1499-1557) e Gali-
leo Galilei (1564-1642), a troca de cartas entre Pascal e Fermat levou
a resolucao daquele problema, mostrando de maneira precisa como a
premiacdo poderia ser distribuida proporcionalmente as chances (pro-
babilidades) que cada jogador tinha de vencer o jogo. (Para mais in-
formagoes sobre a resolugao deste problema, recomendamos a leitura do
artigo “O problema dos pontos e o inicio da Teoria da Probabilidade”,
disponivel em [ORM/SC, 2016]).

Essa teoria foi sendo ampliada e recebeu contribuicoes importan-
tes de outros matemadticos memoraveis, como Jacques Bernoulli (1654—
1705), Leonhard Euler (1707-1783), Abraham DeMoivre (1667-1754),
Carl Friedrich Gauss (1777-1855) e Pierre Simon de Laplace (1749-
1827), dentre outros, até Andrei Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987)
sistematizar, em 1931, de forma matematicamente rigorosa, a partir de
uma axiomatica consistente, a Teoria da Probabilidade.

Importante destacar que muitos outros matematicos, filésofos e
estudiosos foram participes do processo de construcao desta teoria, e
que boa parte dos avangos obtidos foram originados de discussoes re-
lacionadas aos jogos de azar, com destaque para jogos de envolvendo
moedas ou cartas, tdo comuns em todas as eras da humanidade. Os
conceitos e resultados obtidos passaram a ser utilizados nas mais di-
versas areas do conhecimento, como medicina, economia e engenharia,
por exemplo, maximizando as possibilidades de acerto nas agoes desen-
volvidas, o que tem impactado significativamente na qualidade de vida
das pessoas.

1.1 PROBABILIDADE
1.1.1 Definigoes e propriedades

Para que possamos falar em probabilidade, precisamos conhecer
a natureza do processo que estamos avaliando. Nesse contexto, pode-
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mos classificar os experimentos ou fenémenos em dois tipos: os nao
aleatdrios (também chamados de deterministicos) e os aleatérios (ou
chamados de estocdsticos).

Os experimentos deterministicos sao aqueles em que o re-
sultado ja é conhecido antes mesmo do fato ocorrer, como por exemplo
o fato de que a luz, no vacuo, independentemente do ponto de onde
é emitida, se deslocard a uma velocidade de 299.792.458 m/s, ou o
fato de que a dgua, aquecida a 100 "C, sob pressao normal, entrard em
ebuli¢ao. Neste caso, sabe-se de antemao exatamente o que acontecera
se 0 experimento ocorrer.

Ja os experimentos aleatdrios sao aqueles que, mesmo se re-
petidos nas mesmas condigoes, podem produzir resultados diferentes,
como por exemplo determinar qual sera o naipe de uma carta retirada
de um baralho, qual serd o tempo de vida 1til de uma lampada incan-
descente ou quais serao os seis nimeros sorteados na Mega Sena. Estas
sao situagdes em que, embora saibamos quais sao todos os possiveis
resultados, nao temos como afirmar, com certeza, a priori, o que ira
ocorrer.

O conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento
aleatério é denominado espago amostral e serd representado por S.
Quando o espago amostral é finito ou infinito enumerével, é chamado de
espaco amostral discreto. Caso contrério, isto é, quando .S é infinito nao
enumeravel, é chamado de espaco amostral continuo. Neste trabalho
assumiremos que o espago amostral é finito (a menos que digamos o
contrério).

Exemplo 1.1. Ao considerarmos o experimento aleatério “langamento
de um dado”, temos que o espaco amostral referente ao valor numérico
da face do dado que fica voltada para cima é S = {1,2,3,4,5,6} sendo,
portanto, um espago discreto.

Exemplo 1.2. Seja o experimento aleatdrio que consiste em quantifi-
car, em decibéis, diariamente, durante um més, o nivel de ruido pro-
veniente das decolagens e aterrissagens de avides em um aeroporto. O
espaco amostral associado a este experimento aleatério é formado pelos
numeros reais, ou seja, S = R, sendo, portanto, um espago amostral
continuo.

Exemplo 1.3. Trés pilhas sao retiradas, uma na sequéncia da outra,
de uma caixa. Cada pilha é classificada como nova (N) ou usada (U).
O espago amostral associado a esse experimento aleatério é

S = {(NNN),(NNU),(NUN),(NUU),(UNN), (UNU), (UUN), (UUU)},
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onde a tripla (PP, P3) representa a classificacdo da pilha obtida na
retirada i, para ¢ = 1,2, 3.

Qualquer colecao de possiveis resultados de um espago amostral,
isto é, qualquer subconjunto de S, é denominado de evento e serd
denotado por uma letra maiiscula. Eventos que contém apenas um
elemento do espago amostral, ou seja, que sao um conjunto unitario,
sao chamados de eventos simples e serao denotados por w. Note que
o proprio espago amostral é também um evento, chamado de evento
certo. O conjunto de todos os eventos possiveis de .S, também chamado
de espaco de eventos, é o conjunto das partes do espago amostral.

Exemplo 1.4. (Espago de eventos) Consideremos o espago amostral
S ={1,2,3}. Entao o espago de eventos de .S, denotado por j, é

B =12,{1,2,3},{1,2},{2,3}, {1,3}, {1}, {2}, {3}}-
——

S

Exemplo 1.5. Para o experimento aleatério “langamento de um dado”,
temos que os eventos simples sao {1},{2},{3},{4},{5},{6}. Outros exem-
plos de eventos associados ao espaco amostral S sao, por exemplo, “Face
par”= {2,4,6}, “Face fmpar”= {1,3,5}, e “Face par maior que 2”=
{4,6}, dentre outros.

Exemplo 1.6. Do Exemplo 1.3, consideremos os eventos A: “duas
pilhas sao novas” e B: “quatro pilhas sao usadas”. Temos que

A={(NNU),(NUN),(UNN)} e B=g,

pois nas condigoes dadas o evento B ¢é impossivel de ser concretizado.

Perceba que cada evento possui uma chance de ocorrer ou nao.
O peso que atribuimos a essa possibilidade de ocorréncia de um evento
especifico é chamado de probabilidade.

Para refletir esse grau de confianga que associamos a possibili-
dade de ocorréncia de um evento A, utilizaremos um nuimero real, con-
tido no intervalo [0, 1], sendo que 1 representard absoluta certeza da
ocorréncia do evento. Esse nimero serd encontrado através da funcdo
probabilidade (ou medida de probabilidade), que é axiomaticamente
definida assim:

Definicao 1.7. (Fung¢do probabilidade)

Seja S um espaco amostral. Uma fungao probabilidade, que denotare-
mos por P, € uma funcdo que tem dominio em 3, o conjunto das partes
de S, e contradominio em R, satisfazendo os seguintes axiomas:



21

1. P(S)=1¢e P(@)=0;
2. 0 < P(A) <1, para todo evento A C S; e

3. Se Aj,i =1,2,--- ,n, € uma sequéncia finita de eventos mutua-
mente exclusivos, isto €, eventos em que A;NA; = @ sempre que
i#£j (comi,je{1,2,3,---,n}), entdo

P(A UAsU---UA,) = P(A)) + P(As) + - + P(Ay).

Qualquer funcao que tenha como dominio o espaco de eventos e
contradominio em R, atendendo aos axiomas 1,2 e 3 da definicao acima
serd uma funcdo probabilidade. A imagem de um evento A C S gerada
pela funcao de probabilidade P é chamada de probabilidade do evento
A e serd denotada por P(A). A trinca (S, 3, P) é chamada de espaco
de probabilidade.

Exemplo 1.8. Dizemos que uma moeda é honesta quando, apds ser
lancada e observada a face voltada para cima, a possibilidade de ocor-
réncia de cada uma das duas faces distintas da moeda (cara (K) ou
coroa (C)) é a mesma, sendo estes também os dois unicos resultados
possiveis no langamento. Seja o experimento aleatdério “lancamento de
uma moeda honesta”. Veja que S = {K,C} e que, neste caso, pode-
mos dizer que a probabilidade do evento simples K= “o resultado do
langamento foi cara”, que denotaremos por P(K), é a mesma do evento
simples C= “o resultado do langcamento foi coroa”, que denotamos por
P(C), ou seja, P(K) = % (ou 50%) e P(C) = % (ou 50%) - que atende
ao Axioma 2. Veja que, da forma como definimos as probabilidades
para os eventos simples de S, temos uma funcao de probabilidade: te-
mos a certeza que o langamento resultard em cara ou em coroa, isto é,
que P(S) =1, e que a probabilidade de que o lancamento nao resulte
em cara nem em coroa é nula, ou seja, que P(&) = 0, ja que o re-
sultado do lancamento é necessariamente um dos dois eventos simples,
cara ou coroa - atendendo assim ao Axioma 1. Ainda, observando que
B ={2,{K},{C},{K,C}}, se tomarmos qualquer sequéncia finita de
eventos mutuamente exclusivos de 3, teremos que a probabilidade da
uniao destes eventos é a soma das probabilidades de cada um deles,
que atende ao Axioma 3. De fato, fixemos uma sequéncia qualquer de
eventos de 3 :

e Se um dos eventos da sequéncia for S = {K, C}, todos os demais
eventos terao que ser o vazio, jAque SN =0e NI =0, e
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P(SUgU.--U@) = P(S)+P(@)+---+P(@) =1+0+---+0=1.

e Caso contrario, podemos ter que

— Todos os elementos sao &, e
P@U---U@)=P@)+---+P@)=0+---+0=0; ou

— Um dos elementos da sequéncia é K e os demais sao &, e
PKU@---U@)=P(K)+ P(@)+---+ P(9)

— Um dos elementos da sequéncia é C e os demais sdo &, e
P(CU@---U@)=PC)+P(@)+---+ P()

— Um dos elementos é K, outro é C, e os demais sao &, e
P(KUCU@---U@)=PK)+P(C)+P(@)+---+P(2)
=1+14+04---+0=1

Como todos os axiomas da Definicao 1.7 foram atendidos, podemos
afirmar que a funcao probabilidade estd bem definida neste exemplo.

Observagao 1.9. Em um espago amostral finito, basta definir a pro-
babilidade dos eventos simples. Ou seja, no exemplo anterior, tomando
S = {K,C}, bastaria termos definido que P(K) = 1 e P(C) = 3. Isso
porque qualquer evento A C S serd formado por uma uniao finita de
eventos simples de S, tendo como valor méaximo de probabilidade 1,
que é a probabilidade do préprio espago amostral.

Mais tarde veremos uma forma simples de calcular a probabili-
dade de eventos de um espago amostral em que os eventos simples tem
a mesma chance de ocorréncia. Agora, apresentaremos algumas propri-
edades da probabilidade que sao consequéncias imediatas dos axiomas
da Definigao 1.7.

Proposigao 1.10. Se A¢ é o complementar do evento A, entao
P(A%) =1- P(A).

Demonstracdo. A e A€ sao eventos mutuamente exclusivos, cuja reuniao
é S, ouseja, ANA =g e AUA® =S . Pelo Axioma 1 da Definigao 1.7
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temos que P(S) = 1 e pelo Axioma 3 da mesma definigdo, temos que
P(AU A¢) = P(A) + P(A®). Assim, temos que

1= P(S) = P(AU A°) = P(A) + P(A°)

e, portanto, P(A) + P(A¢) = 1. Finalmente, subtraindo-se P(A) em
ambos membros desta dltima igualdade, obtemos que P(A¢) = 1 —
P(A).

Proposigao 1.11. Sejam A e B dois eventos quaisquer do espago
amostral S, tais que A C B. Entao

P(A) < P(B).

Demonstra¢ao. Como A C B, temos que B = AU (B \ A) e, portanto,
utilizando o Axioma 3 da Defini¢do 1.7 e o fato de que A e (B\ A) séo
disjuntos, temos que P(B) = P(A) + P(B\ A). Como P(B\ A) > 0,
temos que P(B) > P(A), ou seja, P(A) < P(B). |

Proposicao 1.12. Sejam A e B dois eventos quaisquer do espago
amostral S. Entao

P(A\ B) = P(A) — P(AN B).

Demonstra¢do. Observe que A pode ser escrito como a unidao de dois
conjuntos disjuntos: A = (A\ B)U (AN B). Assim, pelo Axioma 3 da
Definigao 1.7, temos que

P(A) = P(A\ B) + P(AN B). (1.1)

Entao, subtraindo P(AN B) de ambos os lados da igualdade 1.1, obte-
mos que P(A\ B) = P(A) — P(AN B). |

Proposigao 1.13. Sejam A e B dois eventos quaisquer do espago
amostral S. Temos que

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Demonstra¢do. AU B pode ser escrito como a reunido de dois eventos
mutuamente exclusivos: AUB = AU (B \ A), e pelo Axioma 3 da
Definigao 1.7 temos que

P(AUB) = P(A)+ P(B\ A). (1.2)
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Pela Proposi¢ao 1.12, temos que P(B\ A) = P(B) — P(BN A) e
portanto, obtemos que P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B). [

1.1.2 Eventos equiprovaveis

Considere um experimento aleatério que tem como espago amos-
tral um conjunto S com um numero finito de elementos. Dizemos
que os eventos simples pertencentes a S = {w1,wa, - ,w,} s80 equi-
provdvets se cada um deles possui a mesma probabilidade de ocorrer.
Neste caso, considerando os n resultados possiveis para o experimento,
temos que para todo 1 <1i < n,

1
Pw;) = —.
(i) = -
Assim, podemos definir a probabilidade de um evento A = {w;,,...,w;, . }
com m < n elementos, como sendo
m
P(A) = — 1.
(4)=", (13)

onde m é o nimero de casos favordveis ao evento A (também denotado
por n(A)) e n é o nimero total de casos possiveis no experimento
aleatdrio (também denotado por n(S)). A expressdo (1.3), definida nas
condigoes acima, é conhecida como defini¢cdo cldssica de probabilidade.

Exemplo 1.14. Ao langarmos um dado honesto e observarmos o niime-
ro da face voltada para cima, observamos que os elementos do espago
amostral S = {1,2,3,4,5,6} sdo equiprovaveis, pois cada um deles
tem a mesma possibilidade de ocorrer, ou seja, a chance de sair um
nimero é a mesma chance de sair outro. Como temos seis diferentes
resultados possiveis, a probabilidade de cada evento simples w € S é

P(w) = % = %, ou seja,

P({1}) = P({2}) = P({3}) = P({4}) = P({5}) = P({6}) =

Exemplo 1.15. Denotando por K o evento “cara” e por C o evento
“coroa” aos resultados obtidos em cada um de dois lancamentos de
uma moeda honesta, teremos o espago amostral equiprovavel S =
{KK,KC,CK,CC}. O evento A=“pelo menos um dos lan¢amentos
resulta em cara” possui trés casos favordveis, pois A = {KK, KC,CK}.
Logo, utilizando a expressao (1.3), a probabilidade do evento A ocorrer



25

¢ o numero total de casos favordveis a A (3), dividido pelo total de casos

possiveis no experimento aleatério (4), ou seja, P(A) = Z((?; = %.

Exemplo 1.16. Considere um baralho usual composto de 52 cartas
divididas em quatro naipes: ouro <), copas O, paus & e espadas @,
cada naipe com 13 cartas. As cartas dos dois primeiros naipes sao
vermelhas e as dos dois tltimos naipes sao pretas. Em cada naipe, as
cartas podem ser A (As), 2,3,4,5,6,7,8,9, 10, J (Valete), Q (Dama)
e K (Rei). Essas trés ultimas sdo figuras que representam a realeza.
Retirando-se ao acaso uma carta desse baralho:

(a) Qual é a probabilidade de que ela seja uma figura?

(b) Qual é a probabilidade que a carta retirada seja vermelha?
Solugao: (a) Seja F o evento “a carta retirada é uma figura”. Em cada
um dos quatro naipes hé trés figuras: J, Q e K. Logo, o nimero total
de figuras é 4 -3 = 12, ou seja, n(F) = 12. Ainda, como o baralho é
composto por 52 cartas, temos que n(S) = 52. Como a probabilidade de
retirar uma carta é a mesma da retirada de outra qualquer, temos que
os eventos sao equiprovaveis e, portanto, a probabilidade de retirarmos
uma figura é P(F) = % =£=2=

(b) Denotemos por V o evento “a carta retirada é vermelha”. Dos
quatro naipes de cartas, dois sdo de cor vermelha. Assim, metade das
cartas é de cor vermelha e, como o total de cartas no baralho é 52,
temos que o numero de casos favordveis ao evento V é 26, ou seja,
n(V) = 26. Portanto, a probabilidade de que a carta retirada seja

vermelha é P(V) = % = %g — %

1.1.3 Independéncia entre eventos

Dizemos que dois ou mais eventos sao independentes quando a
ocorréncia de um nao exerce nenhuma influéncia na probabilidade de
ocorréncia do outro. Se eles forem independentes, entdo a probabili-
dade de que eles ocorram simultaneamente é igual ao produto de suas
probabilidades individuais. Formalmente, temos a seguinte definigao:

Definigao 1.17. Dois eventos A e B de um espago amostral S sdo
independentes se

P(ANB) = P(A) - P(B).

Exemplo 1.18. Sao lancados simultaneamente um dado e uma moe-
da honestos. Qual é a probabilidade de obtermos como resultado cara
e o numero 57
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Solug¢do: O resultado obtido no lancamento da moeda nao interfere no
resultado do lancamento do dado e, portanto, os eventos sao indepen-
dentes. Como a probabilidade de obtermos cara (que denotaremos por
K) no lancamento de uma moeda honesta ¢ P(K) = 3 e a probabili-
dade de obtermos 5 no langamento de um dado é P(5) = %, temos que
a probabilidade de obtermos cara e 5 como resultado no lancamento
simultaneo de uma moeda e um dado é

P(KNb)=P(K)-P(5 L 1

(KN5) = P(K)-P(5) = 5 = = -

Exemplo 1.19. Considere um baralho tradicional de 52 cartas. Re-
tirando-se ao acaso e com reposigdo duas cartas (isto é, apés retirar a
primeira carta, ela é recolocada no baralho para a segunda retirada),
qual a probabilidade da primeira carta retirada ser um 8 e a segunda
carta retirada ser um J vermelho?
Solugdo: Seja A o evento “a primeira carta retirada é um 8’e¢ B o
evento “a segunda carta retirada é um J vermelho”. Existem quatro
cartas “8” dentre as 52 cartas do baralho e, portanto, a probabilidade
que a primeira carta retirada seja um 8 é P(A) = % = 1—13 Para a
segunda retirada, que é feita com a reposicao da primeira carta, temos
que existem quatro cartas “J’no baralho, das quais duas sdo verme-
lhas. Assim, a probabilidade que a segunda carta retirada seja um “J
vermelho” é P(B) = 5% = 2%. O que ocorre na primeira retirada nao
influencia no que ird ocorrer na segunda retirada (pois a primeira carta
retirada é recolocada no baralho) e, portanto, os eventos sdo indepen-
dentes. Logo, a probabilidade que a primeira carta retirada seja um 8
e a segunda carta retirada seja um J vermelho é
11 1

P(ANB)=P(A)-P(B)= —.— = .
(4N B) (4)- P(B) 13 26 338

Proposigao 1.20. Sejam A e B eventos independentes em um espago
amostral S. Sao também independentes os eventos

1)A¢ e B.

2)A¢ e B©.

Demonstragdo. 1) Veja que A°N B = B\ A e, portanto, P(A°N B) =
P(B\ A). Pela Proposi¢ao 1.12, temos que P(B\ A) = P(B)—P(ANB),
de onde P(A°NB) = P(B)—P(ANDB). Como A e B sao independentes,
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P(ANnB) = P(A)- P(B). Logo,

P(A°NB) = P(B)- P(ANDB)
= P(B)-P(A)-P(B)
= P(B)[1- P(A)].

Pela Proposigao 1.10, temos que 1 — P(A) = P(A°) e, portanto,
P(A°NB) = P(B)-P(A°). Logo, os eventos A° e B sao independentes.

2) O resultado é imediato: no item a, vimos que dados dois eventos
independentes, sao também independentes um destes eventos e o com-
plementar do outro. Assim, considerando independentes os eventos A
e B¢, temos que também sdo independentes os eventos A° e B€. |

Exemplo 1.21. Utilizando as informagoes do Exemplo 1.19, determine
a probabilidade de que a primeira carta retirada nao seja um 8 e a
segunda nao seja um J vermelho.

Solucao:  Os eventos A e B sao independentes e, pela proposigao
anterior, os eventos A° e B¢ também sao independentes. Observe que,
para a primeira retirada, 48 casos sdo desfavordveis ao evento A e,
portanto, P(A€) = é—g = % De modo analogo, para a segunda retirada,
50 das cartas ndo sao “J vermelho”e, portanto, P(B¢) = 23 = 2.
Logo, a probabilidade de que a primeira carta retirada nao seja um 8
e a segunda nao seja um J vermelho é

12 25 150

PA°NBY) = — —=—.
13 26 169

Exemplo 1.22. Uma pesquisa feita com alunos que cursam o Profmat

em uma determinada universidade apresentou o seguinte resultado:

Recebe bolsa?

Resultado da pesquisa Sim Nao Total
Sim 7 4 11
o
Atua na docéncia? N0 3 5 5
Total 7 10 17

Seja o experimento aleatério que consiste em escolher, ao acaso e de
modo equiprovavel, um dos alunos que participou da pesquisa. Consi-
deremos os eventos A= “aluno recebe bolsa”’ e B=“aluno atua na docéncia”.
Estes dois eventos sao independentes?

Solucao: Dos 17 alunos participantes da pesquisa, 7 recebem bolsa e,
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portanto, a probabilidade que o aluno escolhido receba bolsa é P(A) =
1—77. Ainda, 11 dos discentes atuam na docéncia e, portanto, P(B) = %
O resultado da pesquisa mostra também que 7 dos alunos recebem
bolsa e, ao mesmo tempo, atuam na docéncia. Assim, temos que
P(ANB) = i=. Como P(A)- P(B) = & - 11 = J& # %, temos
que os eventos nao sao independentes.

1.1.4 Probabilidade condicional

Quando trabalhamos com probabilidades, muitas vezes nos de-
paramos com situagoes onde queremos saber a probabilidade de algo
ocorrer quando ja dispomos de uma informagao parcial sobre o resul-
tado do experimento. Por exemplo, consideremos o lancamento de um
dado néo viciado. Sejam S = {1,2,---,6} e os eventos A = {1,2,5} e
B ={2,4,6}. Veja que P(A) = Z%‘;; = 2 = 1. Esta 6 a probabilidade
de A ocorrer. Imaginemos agora que, uma vez realizado o experimento,
sejamos informados que o resultado foi um numero par, isto é, que B
ocorreu. Com essa informacao, nossa opiniao sobre a ocorréncia de A
se modifica, j4 que A s6 ocorre caso o resultado tenha sido 2. Neste
caso, a probabilidade de A é alterada para P(A|B) = "(n’?gj)g) = %,
onde P(A|B) representa “a probabilidade de A, sabendo que ocorreu
B”. Isso é o que chamamos de probabilidade condicional.

Quando calculamos P(A|B), estamos calculando P(A) com rela-
¢ao ao espago amostral reduzido B, em lugar do espaco amostral original

S.

B S B=S'

Figura 1: Diagrama de Venn associado & P(A) e P(A|B).

Na primeira parte da Figura 1 observamos o espago amostral
original S e o evento A. Quando sabemos da ocorréncia do evento
B, temos uma mudanga no nosso espago amostral, que é reduzido ao
préprio B. Entéo, a probabilidade de ocorrer o evento A passa a ser a



29

probabilidade de ocorrer A, sabendo que estamos em B = s’

Definigao 1.23. Probabilidade Condicional
Sejam A e B eventos de um espaco amostral S. A probabilidade con-

dicional do evento A dado que ocorreuw B, denotada por P(A|B), é
definida por:

P(AN B)

P(A|B) = PB) se

P(B)#£0

e ndo estd definida para P(B) = 0.

Observagao 1.24. Esta defini¢ao nos fornece uma maneira de encon-
trar a probabilidade da intersecao de eventos, ou seja, de eventos si-
multaneos ou sucessivos. Veja que o resultado direto da Definigao 1.23
é que P(AN B) = P(B)P(A|B) = P(A)P(B|A) (expressao vélida
também quando P(A) e P(B) forem nulas). Esse resultado é conhe-
cido como Regra do Produto e seréd visto com mais detalhes a frente.

Observagao 1.25. Quando os eventos sao independentes, a ocorréncia

de um evento nao altera o espago amostral para que o proximo evento
ocorra. Entéo, neste caso, P(A|B) = P(A) (e P(B|A) = P(B)).

Veja que a probabilidade do evento A dado que o evento B ocorreu,
isto é, P(A°|B), é expressa por P(A°|B) =1 — P(A|B). De fato, pela
Definicao 1.23, temos que P(A¢|B) = P(If(cg)B). Como A°NB = B\A4, e
utilizando os fatos de que P(B\A) = P(B)—P(ANB) (Proposi¢ao 1.12)
e que P(AN B) = P(B)P(A|B), temos que

P(B) - [P(B)P(A[B)]
P(B)
P(B)[1 - P(A|B)]

- ) —1- P(A|B).

P(A%|B) =

Exemplo 1.26. Dois dados sao lancados simultaneamente, sendo ob-
servado o numero da face superior de cada um deles. Qual é a probabi-
lidade que o nimero obtido em uma das faces observadas seja 3, dado
que a soma dos nimeros obtidos nas faces dos dois dados foi 77

Solugcao: O resultado obtido no langamento de um dado nao interfere
no resultado do outro e, portanto, os resultados sao independentes.
Assim, temos um total de 6 - 6 = 36 pares de resultados possiveis.

Seis casos sao favoraveis ao evento A= “a soma obtida é 77, ou seja,
A ={(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}. Assim, P(A) = % = é.
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Destes, temos dois casos onde uma das faces obtidas é 3. FEntao,
denotando por T o evento “uma das faces obtidas é 3”7, temos que
a probabilidade que a soma obtida seja 7 e uma das faces seja 3 é
P(ANT) = % = 1—18. Portanto, a probabilidade condicional de que
uma das faces seja 3, dado que a soma obtida no langamento dos dois
dados foi 7, é

PTIA) = =5 =

1
P(ANT) g 6 1
== =-.
5 18 3
Exemplo 1.27. Escolhe-se aleatoriamente um nimero entre 1 e 50.
Qual é a probabilidade que ele seja impar, sabendo que ele é primo?
Solugdo: Seja S o espaco amostral e denotemos por A o conjunto dos
nimeros primos entre 1 e 50. Existem 15 ntmeros primos no conjunto
A, dos quais 14 s@o fmpares. Assim, temos que n(S) = 50, n(A) =15
e n(ANI) =14, onde I representa que o ntimero é fmpar. Temos que
_n(A) _ 15 _ 3 _nAnhH _ 14 _ 7 :
P(A) = Z(S) =5 =15¢e P(ANI) = ”n(s) = 55 = 3¢ Assim, dado
que o nimero escolhido é primo, a probabilidade que ele seja impar é

_P(AND) £ 70 14

ot

—

Em geral, o célculo das probabilidades condicionadas pode ser
facilitado com a utilizacao de um espaco amostral reduzido, que contém
apenas os eventos simples relacionados a um evento que sabemos ter
ocorrido. Por exemplo, no caso anterior, sabemos que o niimero esco-
lhido era primo, ou seja, que era um dos 15 casos favoraveis ao evento
A. Como 14 deles atendem deles ao evento I, temos que P(I|4) = 12,
Exemplo 1.28. Um teste sanguineo desenvolvido por uma empresa
farmacéutica detecta se uma pessoa estd infectada com uma determi-
nada doenca com 99% de precisdo. Se a pessoa nao estiver doente, o
exame tem uma probabilidade de 2% de acusar a doenga, o chamado
“falso positivo”. Vamos assumir que a probabilidade de uma pessoa
estar doente seja de 5%.

a) Nestas condigoes, qual é a probabilidade que o exame de uma pessoa
sadia seja um falso positivo?

b) Qual a probabilidade de que a pessoa esteja doente, mas o exame
dé negativo?

Solugao: a) Seja D o evento “a pessoa estd doente”, com P(D) = 0,05
e P(D°) = 0,95. Ainda, seja o evento E = “o exame acusa a doenga”
e E° o seu complementar. Pelo enunciado, a probabilidade de que
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o exame detecte a doenga, dado que uma pessoa nao esteja doente,
é P(E|D¢) = 0,02 e, portanto, P(E°|D¢) = 0,98. Ainda, a proba-
bilidade de que o exame detecte a infeccao em uma pessoa doente é
P(E|D) = 0,99 e, portanto, P(E¢|D) = 0,01.

Queremos saber qual é a probabilidade de um falso positivo, isto é, qual
a probabilidade da pessoa nao estar doente e o exame acusar a doenca.
Pela Probabilidade Condicional, temos que P(E|D¢) = % e, por-
tanto, a probabilidade desejada pode ser obtida pela probabilidade da
pessoa nao estar doente, multiplicada pela probabilidade do exame acu-
sar a doenga dado que a pessoa nao esteja doente, isto é,

P(D°N E) = P(E|D)P(D°) = 0,02 0,95 = 0,019.

b) Temos que P(E°|D) = % e, portanto, a probabilidade de
que o exame nao acuse a doenga e a pessoa esteja doente é dada pela
probabilidade da pessoa estar doente, multiplicada pela probabilidade

do exame nao acusar a doenca dado que a pessoa esteja doente, isto é,
P(E°N D)= P(E°|D)P(D)=0,01-0,05=0,0005.

Uma forma conveniente e pratica para se representar e encontrar
as probabilidades em geral é através da “arvore de probabilidades”,
nas quais representamos as probabilidades das partes e probabilidades
condicionais em ramos, conforme a Figura 2.

099 —FE 00495
005D =001 e
. E 0.0005

w 0,02 E o019
DCQ 00315
ECo931

Figura 2: Arvore de probabilidades para o Exemplo 1.28.

0,0685

Nesse esquema, as probabilidades conjuntas (das intersecgoes)
sao obtidas percorrendo-se os ramos e multiplicando-se as probabili-
dades. Destacamos em azul a probabilidade da primeira parte e, em
amarelo, a probabilidade da segunda parte do exemplo anterior. O
numero 0, 0685 representa a probabilidade do exame acusar a presenca
da doenca, enquanto o ntimero 0,9315 representa a probabilidade que
a doenca nao seja registrada pelo exame, em ambos os casos conside-
rando a soma das probabilidades do exame detectar a doenga ou nao,
tanto em pessoas sadias quanto nas realmente infectadas.
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1.1.5 Regra Geral do Produto

No exemplo anterior utilizamos o resultado imediato da De-
finicao 1.23, calculando a probabilidade da intersecao de eventos. Esse
resultado pode ser generalizado de modo a exprimir a probabilidade
da intersecao de eventos aleatérios que tém cardter sequencial, isto é,
que sao executados em etapas sucessivas, por meio das probabilidades
condicionais sucessivas.

Teorema 1.29. Regra Geral do Produto

Considere um conjunto finito de eventos {Ay, Ag, -+, Ay}, tais que os
eventos Ay N AsN---NA;_1, comi={1,2,--- ,n}, tenham probabili-
dades ndo nulas. Entao

P(N,A;) = P(A;)P(Ag]Ay)P(A3]A; N Ag) - P(A,| NP2 Ay).

Demonstracdao. Por hipétese, todos os condicionamentos do lado direito
sao feitos com probabilidade positiva, ja que eles contém intersecoes de
eventos com probabilidades nao nulas.

Vamos provar por inducao sobre n. Para n = 1, o resultado é trivial:
P(A;) = P(A;). Agora, suponhamos que o resultado seja vélido para
algum k € N*, ou seja,

P(AlﬁAQﬂ---ﬁAk):P(Al)P(AQ‘Al)---P(Ak|A1ﬁA2ﬂ~--ﬂAk_1). (1.4)

Vamos verificar se a validade da proposi¢ao para k implica na
validade para k + 1. Temos que

PAiN---NAgt1) =P[(A1NAanN---NAg) N Agia]

e, utilizando o resultado direto da Defini¢do 1.23 aos eventos Agi1 €
Ay NAsN---N Ag, temos que

PA1N-NAps1) = P(AN- N A)P(Apsa] AN N Ay).

Finalmente, substituindo nesta ultima igualdade o resultado da ex-
pressao 1.4, obtemos que

P(Alﬁ~~~ﬁAk+1):P(Al)P(AglAl)N'P(Ak‘Alr‘l'~~r‘lAk,1)~P(Ak+1‘Alr‘lAng“ﬁAk)

e, portanto, pelo Principio da Indugao Finita, a proposicao estd de-
monstrada. u
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Em particular, se os eventos A, As, -+, A, forem dois a dois
independentes, entdo P(N,A;) = P(A1)P(As)--- P(4,).

Exemplo 1.30. Qual é a probabilidade de conseguirmos retirar con-
secutivamente quatro ases de um baralho de 52 cartas?

Solugdo: Temos no baralho um total de quatro ases (A) e estamos
interessados na probabilidade de que os quatro sejam retirados suces-
sivamente (intersegdo). Logo, a probabilidade desejada é

P(N}_1A;) = P(A1)-P(As] A1) P(As|A1NAs)-P(As|A1NA2NAg)
4 3 2 1 1
52 51 50 49 270725’

onde A; representa que um As foi retirado na i-ésima extracao.

Exemplo 1.31. Uma urna contém 7 bolas azuis e 5 bolas brancas.
Extraem-se sequencialmente 3 bolas dessa urna, sem reposicao. Qual é
a probabilidade de que as 3 bolas sejam da mesma cor?

Solugdo: Seja E o evento “as trés bolas retiradas sdo da mesma cor”.
Observe que a probabilidade de ocorréncia deste evento é a soma de
duas probabilidades: a de que as trés bolas retiradas sejam azuis e a de
que as trés bolas retiradas sejam brancas. Assim, podemos dizer que
P(E)=P(A)+P(B), onde P(A) é a probabilidade de que “as trés bolas
retiradas sejam azuis”e P(B) é a probabilidade de que “as trés bolas
retiradas sejam brancas”.

Em ambos os eventos A e B temos casos de probabilidades condiciona-
das, ja que, por exemplo, queremos saber a probabilidade da primeira
bola ser da cor azul e a segunda bola ser azul dado que a primeira foi
azul e a terceira bola for azul dado que a primeira e a segunda bolas
foram azuis.

Assim, utilizando a Regra Geral do Produto, temos que a probabilidade
de que as trés bolas retiradas sequencialmente da urna sejam azuis é

P(A) = P(nM2_,A;)) = P(A))P(A3]A)P(A3|A; N Ay)
7 6 5 210 7

12 11 10 1320 44

e a probabilidade de que as trés bolas retiradas sequencialmente da
urna sejam brancas é

3 60 1

P(B)=P(N%_,B;) = P(By)P(B|B1)P(Bs|B1 N Bs)
4

12 11 10 1320 22’
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onde A; e B; representam que a bola retirada na i-ésima extracao tem
a cor azul ou branca, respectivamente. Assim, a probabilidade de que
as trés bolas retiradas sejam da mesma cor é

701 9

P(E)=P(A)+ P(B)

“utmTw
1.1.6 Teorema da Probabilidade Total e Teorema de Bayes

Outros dois importantes resultados da Teoria da Probabilidade
sao o Teorema da Probabilidade Total e o Teorema de Bayes. Eles sao
obtidos da definicao de probabilidade condicional e das propriedades
vistas para a probabilidade.

Definicao 1.32. Particao do espag¢o amostral

Dizemos que uma sequéncia de eventos A1, Ao, - - - , A, forma uma parti-
¢do do espago amostral S se os eventos A; sdo disjuntos dois a dois,
isto ¢, se A; N A; = @,Vi # j, e sua uniao é o préprio espago amostral
S, isto é, U A4; = S.

A Figura 3 representa uma partigao do espaco amostral S.

S

Figura 3: O espago amostral S particionado pelos eventos Ay, -- - , A7.

Teorema 1.33. Teorema da Probabilidade Total

Sejam A1, Ag, -+, A, eventos que formam wma particio do espaco
amostral S e suponha que P(A;) > 0V i € {1,---,n}. Entdo, para
qualquer evento B, temos que

mm:im&nm:immmmm)
=1 1

i=
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Demonstra¢do. A sequéncia Ap, Ag, -+, A, forma uma particdao de S,
isto é, S = U, A;. Assim, como os eventos A; sdao disjuntos dois a
dois, temos que B N A; também sao disjuntos dois a dois e, portanto,

=A1NB)U---U(4,NB).

O fato de alguns desses termos serem o conjunto vazio (por exemplo,
BN As; = @) nao invalida o resultado, uma vez que AU @ = A. Pelo
Axioma 3 da Definicao 1.7 temos que

P(B)=P[(A,NB)U---U(A,NB)] ZPA N B),

ou seja,
P(B)=P(A1NB)+ P(A2NB)+ -+ P(A, N B).

Reescrevendo cada uma das interse¢oes P(A4;NB) como P(B|A4;)-P(A;)
(da Definigao 1.23) e utilizando a Regra do Produto, temos que

P(B) = P(B|Ay) - P(A1) + -+ + P(B|Ay) - P(Ay)
e, portanto, P(B) = Zn: P(A;)P(B|A;). [ ]

Esse teorema nos mostra como calcular a probabilidade de um
evento que pode ocorrer sob varias circunstancias. Neste caso, quando
as circunstancias formam uma particdo do espago amostral, a proba-
bilidade de um evento B pode ser encontrada se tivermos informagoes
sobre a probabilidade de cada um dos eventos que particiona o espago
amostral e as probabilidades condicionais do evento B em cada uma
dessas partigoes. A Figura 4 ilustra o Teorema da Probabilidade Total.

Figura 4: Uma particao do espago amostral S e o evento B C S.
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Exemplo 1.34. Uma caixa contém quatro moedas. As moedas 1 e 2
sao honestas, a moeda 3 possui duas caras e a moeda 4 é defeituosa, de
modo que a probabilidade de cara é duas vezes maior que a de coroa.
Uma moeda é escolhida ao acaso e langada. Qual é a probabilidade de
que a face obtida seja cara?

Solugdo: Denotemos K= “cara”, C=*coroa” e por M;, com 1 <i <4,
a moeda escolhida. Temos que

PUSIM) = 5, P(KIM) = 5, PUIMy) = L e P(KIM) = .

N |
N |

Ainda, escolhendo-se uma moeda ao acaso, a probabilidade de que cada
uma das moedas seja a escolhida é a mesma, ou seja,

1

P(My) = P(Mz) = P(M3) = P(M,) = 1

Veja que os eventos My, Mo, M3 e M, sao dois a dois disjuntos, cuja
reuniao é S. Assim, pelo Teorema da Probabilidade Total, a probabi-
lidade de que a face obtida seja cara é de

P(K) = P(M)P(K|M1)+P(M2)P(K|Ma)+P(Ms)P(K|Ms)+P(Ms) P(K| M)
11 11 1 1 1 2 2

S ratietittizTy
Exemplo 1.35. Um piloto de Férmula 1 tem 50% de probabilidade
de vencer uma determinada corrida, caso esta seja realizada sob chuva,
sendo essa probabilidade reduzida para 20% caso nao chova. Se mo-
mentos antes da corrida, o servico de meteorologia estimar que a pro-
babilidade de chuva durante a corrida é de 35%, qual é a probabilidade
que o piloto tem vencer a corrida?
Solucao: Definindo os eventos V="“piloto vence a corrida”, C=“chove
durante a corrida’e C°="“nao chove durante a corrida”, temos que

P(C)=0,35 e P(C% =0,65.

Como o piloto pode vencer a corrida chovendo ou mesmo se nao estiver
chovendo, temos que

P(V|IC)=0,5 e P(V|C%) =0,2.

Os eventos C' e C° sao mutuamente exclusivos e particionam o espago
amostral S. Assim, pelo Teorema da Probabilidade Total, temos que a
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probabilidade de vitéria do piloto é

P(V) = P(C)P(V|C)+ P(C)P(VI|C)
0,35-0,5+0,65-0,2=0,175+0,13 = 0,305 ou 30,5%.

0,5 Vence 0,175

035 -C 05 5 -
’ ! Nao ¢ 475
0,65

Vence
. 0.2 Vence 0:130 |
C { oo l0.695
Vence 0,52

Figura 5: Arvore de probabilidades para o Exemplo 1.35.

E se desejdssemos saber qual a probabilidade de que tenha cho-
vido durante a prova, sabendo que o piloto venceu a corrida? Ao
contrario do que possamos intuitivamente supor, nao podemos utilizar
a informagao inicial de que a probabilidade de chuva durante a prova
era de 35%. Essa informacao, a probabilidade a priori, era 1til quando
nao tinhamos nenhuma informagao adicional sobre o evento. Contudo,
apds sabermos que o piloto venceu a corrida, nosso espago amostral foi
modificado e, assim, podemos “revisar” a chance de ocorréncia deste
evento. Essa nova probabilidade, a probabilidade a posteriori, foi mo-
dificada pela nova informacao recebida.

A relagdo de uma probabilidade condicional com a sua inversa,
ou seja, a probabilidade de uma hipotese dada a observagao de uma
evidéncia e a probabilidade da evidéncia dada pela hipdtese, pode ser
encontrada através do Teorema de Bayes. A dedugao deste teorema é
relativamente simples, mas trouxe significativos avancos na Teoria da
Probabilidade, sendo responsédvel pelo desenvolvimento de uma linha
de fundamentos da estatistica que hoje é conhecida como Bayesiana.

Teorema 1.36. Teorema de Bayes
Sejam Ay, -+, Ay, eventos ndo nulos com probabilidade positiva, dois a
dois disjuntos, que formam uma particao do espago amostral S e seja B
um evento qualquer, com P(B)# 0. Entao, para cada i,j € {1,--- ,n},
temos que

P(A;)P(B|A;) P(A;)P(B|4;)

PAIB) = ==pmy — = S, P(4,)P(BI4,)

j=1




38

Demonstragao. Utilizando a definicdo de probabilidade condicional de
ocorréncia de um evento A4; dado que ocorreu um evento B (com
P(B) > 0, temos que

P(A; N B) = P(A;)P(B|A;) e P(4;NB) = P(B)P(Ai|B),

ou seja,
P(A;)P(B|A:)
pB) 7
0 que nos garante a primeira parte da igualdade. A segunda igualdade
segue da aplicacdo o Teorema 1.33 para P(B), da onde

P(Ai|B) =

P(A;))P(B|A;)) _ P(A;)P(BJA;) -

S PA)PBIA).

P(B)

(a) Espago amostral original (b) Espago amostral apds obser-
var B

Figura 6: Probabilidades a priori e a posteriori dos eventos A;.

Na parte (a) da Figura 6 temos uma partigdo de S, onde cada
A; possui uma probabilidade a priori. Apds observar a ocorréncia de
um evento B, temos uma atualizagao do espago amostral de maneira
que as probabilidades de ocorréncia de cada particdo A; se alteram,
como pode ser visto na parte (b) da Figura 6. Perceba também que
quanto maior a intersecdo de B com um determinado A;, maior serd a
probabilidade condicional desse A; ocorrer.

Exemplo 1.37. Utilizando as informagoes do Exemplo 1.35, determine
qual a probabilidade de que tenha chovido durante a prova, sabendo
que o piloto venceu a corrida.

Solugao: O piloto venceu a corrida e queremos saber qual a probabi-
lidade de que tenha chovido durante prova, ou seja, P(C|V). Vimos
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que
P(C)P(V|C) =0,35-0,5=0,175 e

P(C%)P(VI|C®) =0,65-0,2=0,13.
Assim, utilizando o Teorema de Bayes, temos que
P(C)P(V|C)
P(V)
P(C)P(VIC)
P(C)P(V|C) + P(C°)P(V|CY)

0,175 0,175
0,175+0,13 0,305 57,37%.

PClV) =

Exemplo 1.38. Utilizando as informagoes do Exemplo 1.34 e sabendo
que o resultado do lancamento foi cara, determine a probabilidade de
que a moeda langada tenha sido a Ms.
Solucdao: Sabemos que o resultado do langamento foi cara e desejamos
saber qual a probabilidade de que a moeda langada tenha sido a M3,
ou seja, P(M;3|K). Vimos que

1 1 2

P(My)P(K|Mg) = 7-1=1 e P(K)==.

Assim, utilizando o Teorema de Bayes, temos que

P(Ms)P(K|Ms)

SIINIENES
oo

Exemplo 1.39. Uma empresa do setor automobilistico é responsével
pela produgao e distribuicao de uma determinada pecga, que é produ-
zida por trés maquinas distintas. A maquina A, a mais antiga, produz
25% das pecas, e as mdquinas B e C, mais novas, produzem respec-
tivamente 35% e 40% das pecas. Com base nas informagdes repassa-
das pelos fabricantes e pelo histérico registrado pelos operadores das
maquinas, estima-se que a proporcao de pegas defeituosas produzidas
pelas maquinas A, B e C sejam, respectivamente, de 5%, 4% e 3%. To-
das as pegas produzidas seguem para o setor de armazenamento, onde
sao embaladas, sem distincao da maquina que as produziu, para serem
posteriormente vendidas.

(a) Qual é a probabilidade que uma pega colocada a venda seja defei-
tuosa?

(b) Se um cliente adquire uma pega defeituosa, qual é a probabilidade
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que ela tenha sido produzida pela maquina A? E pela maquina B? E
pela maquina C?

Solugao: (a) Pelos dados do enunciado, podemos estimar as probabili-
dades a priori da produgao das pegas por cada uma das méaquinas:

P(A)=0,25, P(B)=0,35 e P(C)=0,40.

Ainda, sabemos a proporgao de pecas defeituosas (que denotaremos por
D) produzidas por cada uma das méaquinas. Essa proporgao se traduz
na probabilidade condicional, ou seja,

P(D|A) = 0,05, P(D|B)=0,04 e P(D|C)=0,03.

Veja que A, B e C produzem todas as pecas desse modelo pela empresa,
ou seja, formam uma particdo do espaco amostral. Assim, pelo Teorema
da Probabilidade Total, temos que a probabilidade de que uma peca
produzida seja defeituosa é a soma das probabilidades de que ela seja
produzida pela maquina A, ou pela B, ou pela C, ou seja,

P(D) = PMDONA)UPDNB)UPDNC)
P(A)P(D|A) + P(B)P(D|B) + P(C)P(D|C)
= 0,25-0,05+0,35-0,04+0,40-0,03

= 0,0125+ 0,014 + 0,012 = 0,0385.

(b) Agora, dado que uma pega é defeituosa, queremos saber qual é
a probabilidade de que ela tenha sido produzida por cada uma das
maquinas. Para isso, utilizamos o Teorema de Bayes:

P(AND) _ P(A)P(D|A)  0,0125

P(AID) P(D) —  P(D) 0,035 " 3T
_ P(BND) P(B)P(D|B) 0,014 _

PBID) = =5y =~ Py 00385 %3086
_ P(CnD) _PC)P(D|C) _ 0,012 _

PC|D) = D)~ PO~ 0.03% " 0,3117.

Observe que, inicialmente, poderiamos ser levados a crer que se
escolhéssemos uma peca defeituosa ao acaso, haveria maior probabili-
dade de que ela tivesse sido produzida pela méaquina A, ja que 5% das
pecas produzidas por esta maquina sao defeituosas, o maior percentual
dentre os trés equipamentos. Contudo, a andlise pela condicionalidade
inversa nos mostrou que a maquina que proporcionalmente apresenta
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a maior probabilidade de produzir uma peca defeituosa é a méaquina
B. Tal resultado poderia influenciar diretamente na tomada de decisao
caso a empresa desejasse substituir uma das méquinas, objetivando ma-
ximizar seu lucro e diminuir a probabilidade de que pegas defeituosas
fossem produzidas.

1.2 VARIAVEIS ALEATORIAS

Em alguns experimentos aleatérios os resultados obtidos sao des-
critos numericamente, como no Exemplo 1.1, onde os valores obtidos
pelo lancamento de um dado sao nimeros inteiros de 1 a 6 e no Exem-
plo 1.2, que quantificava em decibéis o nivel de ruido emitido por uma
aeronave. Contudo, em grande parte dos casos, os elementos do espaco
amostral nao sao expressos por numeros. No Exemplo 1.3, que con-
sistia em retirar trés pilhas de uma caixa e verificar se cada uma de-
las era nova (N) ou usada (U), obtivemos o seguinte espaco amostral:
S = {(NNN),(NNU),(NUN),(NUU),[UNN),(UNU), (UUN), (UUU)}.
Ao invés de listarmos todas essas possibilidades, poderiamos relacionar
os pontos desse espaco amostral com um subconjunto de R, através de
uma funcao que associasse os resultados possiveis das retiradas com,
por exemplo, o numero de pilhas usadas obtidas. Este processo de re-
lacionar valores reais com resultados de experimentos é feito através da
nocao de varidvel aleatoria.

Dado um experimento e seu respectivo espago amostral S, uma
varidvel aleatéria associa cada um dos resultados de S a um nimero
real. Formalmente, temos a seguinte definicao:

Definicao 1.40. (Varidvel aleatdria)

Uma varidvel aleatoria, ou simplesmente v.a., € qualquer funcao X
definida em um espagco amostral S, que associa os eventos simples do
espago amostral a um niumero real R.

Figura 7: Av.a. X :S5 — R
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O resultado de uma varidvel aleatéria é o elemento da imagem
de X gerado pela observagao do resultado do experimento. Por exem-
plo, na Figura 7, se o resultado do experimento foi w; € S, entao o
resultado da v.a. é o = X(wq). Assim, a imagem de uma v.a. pode
ser representada pelo conjunto

RX)={zeR:z=X(w),w e S}.

As varidveis aleatorias sao classificadas em discretas e continuas.
Uma v.a. discreta é aquela cuja imagem admite um numero finito de
valores ou que possui uma quantidade enumerdvel de valores, como
por exemplo a quantidade de dias em um determinado més do ano,
ou o préprio conjunto dos numeros naturais N = {0,1,2,3,---}. Jd a
v.a. continua é aquela que assume valores em intervalos de nimeros
reais, mensurados em uma escala continua, como por exemplo a altura,
em metros, de uma pessoa, ou 0s valores pertencentes ao intervalo
I=[0,1] CR.
Neste trabalho desenvolveremos apenas o estudo das varidveis aleatérias
discretas.

Exemplo 1.41. Consideremos o Exemplo 1.15, em que uma moeda é
lancada duas vezes. Seja X uma funcao definida no espago amostral que
é igual ao nimero de caras (K) obtidas nos dois langamentos. Veja que o
espago amostral é S = {KK,CK, KC,CC?}. Entao, a correspondéncia
entre os pontos do espaco amostral e os valores da varidavel X pode ser
expressa da seguinte maneira: X(KK) = 2, X(CK) = 1,X(CK) =
1,X(CC) = 0. Neste exemplo, temos que R(X) = {0,1, 2}.

Exemplo 1.42. No Exemplo 1.3, seja X a funcao que representa a
quantidade de pilhas usadas retiradas de cada um dos eventos do espago
amostral. Temos, neste caso,

Eventos
NNN
NNU, NUN, UNN
NUU, UNU, UUN
UuvU

W N = O

Neste exemplo, R(X) = {0,1, 2, 3}.

Exemplo 1.43. Uma pessoa lanca uma moeda honesta até obter a
primeira cara ou até fazer 3 lancamentos, o que ocorrer primeiro. As-
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sim, temos que S = {K,CK,CCK,CCC?}. Denote por X o ntmero de
lancamentos realizados. X é uma varidvel aleatéria tal que X (K) = 1,
X(CK)=2,X(CCK)=3e X(CCC)=3.

1.2.1 Distribuicao de Probabilidade de v.a. Discretas

Para conhecermos uma varidvel aleatéria discreta, além de co-
nhecermos seus valores, é preciso que conhegamos também as probabi-
lidades associadas a cada valor da v.a. X. A distribuicdo de proba-
bilidade associa uma probabilidade a cada resultado numérico de um
experimento, ou seja, dé a probabilidade de cada valor de uma variavel
aleatoria.

Definicao 1.44. (Distribuicao de probabilidade de uma v.a. dis-
creta)

Se X é uma v.a. discreta que assume valores distintos x1, o, -+ Ty, -+,
entdo a fungdo de distribuicdo de probabilidade (fdp) de X, denotada
por px, € uma funcdo definida por

(z) = P(X =) sex=x;,1=1,2,3,--+,n,---
PX\T) =19 o caso contrdrio.

A notagdo X = x; representa o conjunto {w € S : X(w) = z;}, onde w
é um evento simples do espago amostral S. Ou seja,

P(X=z)= Y  P).
weS: X (w)=x;

Por exemplo, no Exemplo 1.42, temos que a probabilidade que
a v.a. X assuma o valor 1 é %, ja que uma pilha usada pode ser
encontrada nos eventos simples equiprovaveis NNU, NUN e UNN (cada
um deles com probabilidade %)7 ou seja,

P(X=1) = > P

weS: X (w)=1
= P(NNU)+ P(NUN)+ P(UNN)
1.1 1 3
- ststsTw

Outros nomes comumente dados & px(x) sao func¢ao densidade, fungao
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massa de probabilidade e funcao de frequéncia discreta. A notacao
px (z) também é usada para diferenciar quando se trata de uma varidvel
aleatdria discreta, jd4 que usualmente usa-se a notagdo fx(x) para as
v.a. continuas.
As duas regras a seguir se aplicam a qualquer distribuigdo de
probabilidades:
a)0<px(z) <1, V z€R;

b) > px (i) = 1.

Assim, qualquer funcdo que satisfaca as regras do item anterior serd
uma distribuicao de probabilidade de uma v.a..

Exemplo 1.45. Do lancamento de uma moeda honesta, seja a v.a. X
uma fungao definida no espaco amostral que é igual ao ntimero de caras
(K) obtidas. Assim, temos que X (K) = 1, caso o resultado seja cara,
e X(C) =0, caso o resultado seja coroa. Ainda, como a probabilidade
de obter cara ou coroa é a mesma, temos que

px(0) =P(X =0)=P({weS: X(w) =0}) =P({C})=0,5e
px(1)=P(X=1)=P({we S: X(w)=1}) = P{K}) =0,5.
Por simplicidade, podemos escrever simplesmente P(X = 0) =0, 5.

Exemplo 1.46. Vamos determinar a probabilidade da variadvel aleaté-
ria X do Exemplo 1.41. Para cada valor de X, que representa a quan-
tidade de caras (K) obtidas em dois lan¢amentos de uma moeda, agru-
pamos os eventos do espago amostral que possuem X igual a esse valor.

X Eventos Probabilidade
0 CcC 1/4
1 KC 1/4
1 CK 1/4
2 KK 1/4

Assim, os valores das v.a, pela tabela acima, sao:

px(0)=P(X=0) = P(CC)=1/4
px(1)=P(X =1) = P(CK)+ P(KC)=1/2
px(2)=P(X =2) = P(KK)=1/4.
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Exemplo 1.47. Considere o experimento que consiste em jogar dois
dados equilibrados e observar a face voltada para cima de cada um
deles. Sejam i e j a face de cada um dos dados, respectivamente. O
espago amostral serd dado por S = {(i,5) : 4,5 € {1,2,3,4,5,6}}.
Vamos definir a variavel aleatéria que representa a soma obtida pelas
faces observadas: x = X((i,5)) = i + j, para (i,7) € S. Considerando
que s@o equiprovaveis os eventos w = (i,7) de S, podemos estabelecer
a seguinte correspondéncia entre os resultados de X, os eventos de S e
as respectivas probabilidades:

X(w)== B, ={w: X(w) =2z,w € S} px(x) = P(By)
2 {(1,1)} 1/36
3 {(1,2),(2,1)} 2/36
4 {(1,3),(2,2),(3,1)} 3/36
5 {(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)} 4/36
6 {(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1)} 5/36
7 {(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)} 6/36
8 {(2,6),(3,5),(4,4),(5,3),(6,2)} 5/36
9 {(3,6),(4,5),(5,4),(6,3)} 4/36
10 {(4,6),(5,5),(6,4)} 3/36
11 {(5,6),(6,5)} 2/36
12 {(6,6)} 1/36

A imagem da v.a. X é R(X) = {2,3,...,12}, que representa a
colecao de imagens dos pontos (i,5) € S pela funcao x = X ((4,5)) =
i+ j, que representa a soma das faces observadas nos dois dados.

As probabilidades dos possiveis resultados da v.a. X sdo dados
por px(z) = P(B,.), onde B, é a colecao de imagens inversas de x, ou
seja, os pontos w; do espaco amostral tais que X (w;) = x.

Se desejamos, por exemplo, obter a probabilidade de um evento
x € A= {511}, entao

Px(A)=> px(x) =px(5) + px(11) = % + % _ é
€A

Se A = {12}, entdo teremos Px(A) = 1 px(z) = px(12) = 5.
Outro conceito relevante é o de fungao de distribuicao acumu-

lada. A fung@o acumulada de X é a fungao que calcula a probabilidade
de X assumir valores menores ou iguais a um valor especifico x. Para
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tanto, ela avalia os eventos w do espago amostral tais que X (w) é menor
ou igual que z.

Definicao 1.48. (Funcdo de distribuicdo acumulada de uma v.a.
discreta)

A fungdo de distribuicao acumulada (fda) de uma varidvel aleatdria X,
denotada por Fx, ¢ uma fun¢do com dominio em R e contradominio
no intervalo fechado [0,1] que satisfaz, para todo nimero real x,

Fx(zx)=P(X <z)=P{w: X(w) <z}).

O conhecimento da fungao de distribuicao acumulada é sufici-
ente para entendermos o comportamento de uma varidvel aleatdria.
De fato, se x1, 2, ,z, forem as imagens da v.a. X, ordenadas de
forma crescente, basta tomar px(z1) = Fx(x1) e px(z;) = Fx(x;) —
Fx(z;—1),Vi > 2. Por simplicidade, escreveremos F ao invés de Flx.

Mesmo que a varidvel aleatéria assuma valores apenas num sub-
conjunto dos reais, a fungao de distribuicao acumulada é definida em
toda a reta. Ela é chamada de funcao de distribuicao acumulada, pois
acumula as probabilidades dos valores inferiores ou iguais a x.

Exemplo 1.49. Uma moeda honesta é lancada trés vezes. Vamos
encontrar a funcao de distribuicao acumulada de X: “nimero de caras
obtidas nos trés langamentos”.

Solucao: O espago amostral associado a este evento é

S={CCC,CCK,CKC,KCC,CKK,KKC,KCK, KKK}.

Os valores que X pode assumir sdo 0,1,2 e 3. Temos que

P(X=0) = PUCCCH =13 5=1
P(X=1) = P({KCC})+ P({CKC})+ P({CCK}) = g
P(X=2) = PUKKC})+P({KCK}) +P(KKC})= g
P(X=3) = PUKKK}) = é

Portanto,

sex < 0= P(X <z)=0,
se0§x<1:>P(X§a:)=P(X:0):%’
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sel<zr<2=PX<2)=PX=0+PX=1)=f+2=1,
se2<r<3=>P(X=0+PX=1)+P(X=2)=3+3+2=1 e

sex>3,=PX=0+PX=1)4+PX=2)+P(X=3)=1.
Desta forma, temos que a funcao de distribuigao acumulada de X é
dada por

0, se x < 0;

1/8, se 0 <z < 1;

F(z)=< 1/2,sel1 <z < 2;
7/8, se 2 <z < 3;
1, se x > 3.

Exemplo 1.50. Seja a v.a. discreta X, com distribui¢do de probabi-
lidade dada por:

X px) F(x)
0 0,15 0,15
1 0,28 0,43
2 0,26 0,69
3 0,18 0,87
4 0,08 0,95
5 0,05 1,00

Assim, temos, por exemplo:

a) px(3) = P(X =3) =0,18;
b) F(2)=P(X <2)=P(X =0)+P(X =1) 4+ P(X =2) =0,69;

M=

)P(1<X <5)=3 P(X=x)=0,28+0,26+0,18+ 0,08 = 0, 80;

x

d) P(2< X <4)=F(4) — F(1) = 0,52.

1.2.2 Esperanca Matematica

Outro conceito relevante na Teoria da Probabilidade é o de Espe-
ranga Matemadtica. Assim como as raizes da Teoria da Probabilidade,
o conceito de Esperanca Matematica foi historicamente desenvolvido
com o objetivo de tentar maximizar as possibilidades de ganhos em
jogos. Ele traz, numa perspectiva a longo prazo, qual é a expectativa
média geral esperada de um experimento aleatorio.

Defini¢ao 1.51. (Esperanca Matemdtica)
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Seja X uma v.a. discreta que assume os valores {x1,xa,... x,} € seja
p(z) a fungdo de probabilidade de X, isto €, p(z;) = P(X = z;). A
Esperanga Matemadtica de X, denotada por E(X), € definida por

E(X) = sz p(x;) = Zx, - P(X = ;).

Este nimero também é denominado de valor médio, valor espe-
rado ou expectancia de X, e indica o valor médio que esperariamos
ter se pudéssemos repetir os experimentos infinitamente. O valor em si
pode nao ser esperado no sentido geral, podendo mesmo ser improvavel
ou impossivel.

Exemplo 1.52. Do Exemplo 1.49, temos que o espago amostral associ-
ado ao evento “numero de caras obtidas apds trés langamentos de uma
moeda”é S = {KKK,CKK,KCK,KKC,CCK,CKC,KCC,CCC}.
Temos que R(X) = {0,1,2,3} e as probabilidades associadas & fun¢ao
XsioP(X=0)=1,PX=1)=2PX=2=3eP(X=3) =4
A Esperanca Matematica associada a esse evento é

3
E(X) = > x-pla)= Y x PX=z)
i=1 zER(X)
1 3 3 1
= 4124202 -
0-g+1-2+2- 2432
_ g 3.6,3 123
N 8 8 8 8 2

Veja que P(X = %) = 0, ja que é impossivel obtermos 1,5 caras apds
trés langamentos de uma moeda. O valor encontrado representa o va-
lor médio que esperariamos obter caso essa experiéncia fosse repetida
muitas vezes.

Exemplo 1.53. As probabilidades associadas a v.a. X no Exem-
plo 1.50 sao P(0) = 0,15, P(1) = 0,28, P(2) = 0,26, P(3) =
0,18, P(4) = 0,08 e P(5) = 0,05. Assim, a Esperanca Matemadtica

associada a esse evento é

E(X) = 0-0,15+1-0,2842-0,26+3-0,18+4-0,08+5-0,05
= 0+0,2840,52+0,54+0,32+0,25 = 1,91.

Exemplo 1.54. Em um jogo com trés moedas, o participante ganha
R$5,00 se ocorrerem trés caras ou trés coroas e perde R$3,00 se apa-
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recerem uma ou duas caras. Qual é o ganho médio esperado de um
participante?
Solucdao: O espaco amostral associado a este evento é

S={KKK,CKK,KCK,KKC,CCK,CKC,KCC,CCC}.
Seja Y : S — R, definida por

v — 5, caso o langamento resulte em KKK ou CCC;
"~ | —3, caso contrario.

Veja que
11 1
P(Y=5) = P(KKK)+ P(CCC)= stg=z1°
PY=-3) = P[(Y:5)C]:1—P(Y:5):1—i:%

Entao, o ganho médio esperado pelo participante é a Esperanca da v.a.
Y, ou seja,

By)= Y Vi PY)=5;+(-3)-
Y;e{5,-3}

Isso significa que, a longo prazo, o jogador pode esperar uma
perda média de R$ 1,00 para cada partida disputada.

Observe que a v.a. poderia ter sido definida de outras formas.
Por exemplo, poderfamos ter definido Yj : {vitéria, derrota} — {—3,5}
ou entdo Y7 : {0,1,2,3} — {—3,5}, onde 0, - - - , 3 representam a quan-
tidade de caras obtidas no langamento. Veja que, nestes casos,

P(Yy=-3)=P(Y;=-3)=P(Y = -3) =

e, portanto, a Esperanga Matematica associada a cada uma das de-
finigoes distintas da v.a., para um mesmo exemplo dado, permanece a
mesma. Nos trés casos, as variaveis aleatérias associam pontos dos seus
dominios com o conjunto R(Y) = {—3,5}. Isso mostra que um mesmo
experimento pode ser modelado por v.a. distintas (com dominios distin-
tos) e que independentemente da escolha da fung¢ao Y, a probabilidade
associada a um mesmo evento nao é alterada.
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Outro resultado semelhante associado as varidveis aleatérias é
a Esperanga Condicional. Ele fornece o valor médio esperado de um
evento, dada a certeza da ocorréncia de outro.

Definicao 1.55. (Esperanca condicional)

Seja X wuma varidvel aleatoria discreta e A um evento em um espaco
amostral S. A Esperanga Condicional de X dado A, denotada por
E(X|A), também chamada de valor esperado condicional, € dada por

E(X|A) =) X(w)P(w]A).

weS

Exemplo 1.56. Considere o langamento de um dado e seja X o re-
sultado obtido no langamento. Qual é o valor esperado de X, sabendo
que o resultado obtido no langcamento foi um ntmero par?

Solugdo: Os eventos simples do espago amostral S = {1,2,---,6} sdo
equiprovaveis e, portanto, possuem a probabilidade % de ocorréncia.
Denotemos por A o evento “o resultado do lancamento foi um nimero
par”, ou seja, A = {2,4,6}. Veja que P(A) = % = % = % Assim,
as probabilidades condicionais associadas a esse experimento sao

P(1n4A)  P(2)

PUAY = =5 = P = °
e, de modo andlogo, P(3|A) =0e¢ P(5|A) =0, ¢
_P@2nA) P2 § 1
PO =50 " A 178

e, da mesma forma, P(4|A) = % e P(6|A) = 1. Assim, a Esperanca
Condicional de X, dado que ocorreu A, é

E(X|A) = 1-P(1JA)+2- P(2|A)+ -+ 6 P(6|A)

1 1 1
= 1-04+42--4+3-0+4--4+5-046--=—=4.
+ 3 + + 3 + + 3 3
Também é possivel estabelecer a Esperanca Condicional entre
duas varidveis aleatorias.

Definigao 1.57. (Esperanca Condicional de duas v.a.)
Sejam X eY wvaridveis aleatdrias discretas que assumem valores R(X) =
{z1,22, - ,2n} e R(Y) ={y1,¥y2, s ym}- A Esperanca Condicional
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de X dado Y, denotada por E(X|Y), é dada por

EX[Y=y)= > aP(X=zY =y), yeR(Y),
zER(X)

ou seja, € a Esperanca de que a v.a. X assuma cada um dos valores
z; € R(X), dado que a v.a. Y assumiu um determinado valor y €
R(Y).

Exemplo 1.58. Considere a soma obtida pelo langamento de dois
dados. Qual é o valor esperado associado a esse evento, considerando
que o primeiro dado teve como resultado o valor 2?7

Solu¢do:  Sejam Y7 a v.a. do valor do primeiro dado, Y2 a v.a.
do valor do segundo dado, e X a v.a. da soma dos resultados obti-
dos pelo lancamento dos dois dados. Temos que R(Y;) = R(Y3) =
{1,2---,6} e R(X) = {2,3,4,---,12}. Sabendo que Y7 = 2, te-
mos que a soma obtida pelos dois dados sé pode ser um valor do
conjunto A = {3,4,---,8}. Ainda, dado que Y; = 2, a probabi-
lidade de cada um dos eventos simples de A é a mesma, %, ja que
cada um dos seis possiveis resultados para Y5 sao equiprovéaveis, e que
P(X=zY1=2)=0, V z€ B=R(X)\A. Assim, a Esperanca
Matematica associada ao evento é

EXv1=2) = Y z-P(X=zy;=2)
zeR(X)
= 2. P(X=2]Y1=2)++12- P(X =12|Y; = 2)

1 1
= 2:043 48 o 4904 41210

_ o422 0 T 8
n 6 6 6 6 6 6

33 11
T =5 =55

1.2.3 Esperanca Matematica e jogos

O conceito de Esperanga Matematica estd intimamente relaci-
onado com o0s jogos, j4 que estima, a longo prazo, se a expectativa
média geral é de fracasso ou de sucesso em um determinado evento.
Assim, adaptando a Definicao 1.51 para o espago amostral formado pe-
los eventos complementares vitéria e derrota, temos que a Esperanca
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Matemaética pode ser dada pela expressao
E(z)=P(z) -V —[1-P(x)]-a,

onde P(x) é a probabilidade de vencer, V é o valor obtido em caso de
vitéria, 1 — P(z) é a probabilidade de perder, e a é o valor apostado.

Exemplo 1.59. (Mega-Sena) O concurso 1937 da Mega-Sena, ocorrido
em 07/06/2017, estimava em R$ 6,5 milhdes a premiacgao para o vence-
dor. Cada aposta simples do jogo (escolha de seis dezenas distintas, de
01 a 60), custa R$ 3,50. A probabilidade de ganhar a Mega-Sena com
uma simples aposta (ter as seis dezenas escolhidas dentre as sorteadas)
é de:
1 1
Cle0,6)  50.063.860

PV) =

e a probabilidade de nao ganhar é, consequentemente

_50.063.859

PV)= —ur—.
(V) 50.063.860

Assim, definindo a v.a. X como sendo o valor resultante da aposta
apds o sorteio, o valor esperado é de

50.063.859

0-500.000 - =3-563:860 ~ >*° " 50.063.860
= ~0,1298 — 3,5000 = —3, 3702.

BE(X)

Isso nos mostra que, nas condigoes gerais deste jogo, a cada aposta de
R$3,50 o jogador pode esperar uma perda de aproximadamente R$3,37
(considerando apenas o prémio principal, em que o jogador acerta as
seis dezenas, e que o acertador seja tinico).

Veja que, pensando num jogo a longo prazo, se o valor esperado
for positivo, entdo é conveniente ao jogador apostar ou realizar uma
jogada; caso contrario, desistir é a melhor escolha. Assim, um jogador
que usa o conceito de Esperanga Matematica antes de cada decisao a
ser tomada em um jogo, a longo prazo, tende a tomar mais decisoes
acertadas do que fadadas ao fracasso. Contudo, é importante destacar
que o valor esperado e o resultado real podem sofrer enormes variacoes
durante qualquer curto periodo de obervagoes. Conforme a quantidade
de observacoes aumenta, tendendo ao infinito, a tendéncia é que a média
dos valores aferidos se aproxime cada vez mais do valor esperado teérico.
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Estes resultados serdo abordados novamente no capitulo final,
onde modelaremos algumas possibilidades relacionadas ao jogo de Po-
ker, utilizando para isso os conceitos e propriedades relacionados a Te-
oria da Probabilidade expostos neste capitulo inicial.
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2 O POKER

O Poker é uma familia de jogos de cartas que combina jogo,
estratégia e habilidade. Todas as suas variantes (ou modalidades) en-
volvem apostas, que sao feitas principalmente com base na qualidade
das cartas recebidas e no potencial de vitéria estimado pelo jogador.
As apostas feitas no decorrer da rodada sao acumuladas em um pote,
que é entregue ao vencedor da mao. Pelo menos algumas das cartas
permanecem ocultas até o final da rodada, e o vencedor de cada méao é
o jogador que tiver a melhor combinagao de cartas dentre todos os jo-
gadores envolvidos ou o jogador que permanecer no jogo caso os demais
tiverem desistido.

Neste capitulo detalharemos diversos aspectos relacionados a
este jogo e, em especial, a sua principal modalidade: o Texas Hold’em.
Iniciaremos fazendo uma abordagem histérica do Poker, destacando a
grande popularizagao que o jogo passou a ter a partir do ano 2000.
Aspectos relacionados as regras, ranking das méaos e estrutura do jogo,
dentre outros, serao utilizados para proporcionar um razoavel entendi-
mento do Poker - também necessarios para a compreensao das aborda-
gens seguintes. As principais referéncias utilizadas na construcao desta
segao foram [SKLANSKY, 2004], [POKERNEWS, 2017], INTELIPO-
KER, 2017], [EFDESPORTES, 2017], [CBTH, 2017 | e [VVIKIPEDIA7
2017]. Um glossario contendo os principais termos utilizados no Poker
estd disponibilizado no Anexo A, na parte final deste trabalho.

2.0.1 Aspectos histéricos

A origem do jogo é dificil de ser precisada. Alguns atribuem-na a
Dinastia Sung, na China, no século X, enquanto outros apontam o seu
inicio com o jogo Persa chamado“As Nas”, do século XVI. J4 outros
historiadores do jogo dizem que sua origem estd em uma palavra fran-
cesa, “poque”, que era o nome de um famoso jogo desse pais. Segundo
essa teoria, o jogo teria sido levado da Francga para os Estados Unidos
através de um grupo de colonizadores franceses que teriam fundado a
cidade de Nova Orleans, se difundindo durante o século XVIII e se po-
pularizando nos Estados Unidos durante o século XIX, quando o pais
comecou sua expansao até o oeste.

Independente de sua origem, é considerado como certo de que
o jogo foi mudando e evoluindo ao longo do tempo, sendo jogado em
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suas origens, possivelmente, com 20 cartas, até chegar a quantidade de
cartas do baralho atual, 52. Ao longo de sua histéria, o jogo recebeu
novas variagoes, embora os conceitos bésicos e a sequéncia hierarquica
de valores das cartas tenham sido mantidos ao longo de sua evolucao.

O jogo sempre manteve alguns adeptos, mas foi neste século que
passou a se popularizar de uma forma mais intensa. Esse “boom”do
Poker se deu principalmente depois do americano Christopher Bryan
Moneymaker protagonizar, em 2003, uma das histérias mais fantasticas
do Poker em todos os tempos: dispondo de 39 délares, jogou um torneio
online e ganhou como prémio um bilhete para participar do evento de
Poker mais importante do mundo, o World Series of Poker (WSOP),
sagrando-se o campeao do evento principal. Naquela oportunidade
o jovem Moneymaker, entdao com 27 anos de idade, derrotou 13 ex-
campeoes mundiais e 36 jogadores do time profissional do PokerStars
(famosa plataforma de Poker online), em uma competi¢ao com um total
de 839 jogadores, recorde até entao, garantindo o prémio de 2,5 milhoes
de ddlares. A vitdria improvavel fez explodir no mundo a imagem do
Poker como um jogo em que o sucesso pode estar ao alcance de pes-
soas ditas normais, tornando-se um dos jogos online mais praticados
do mundo.

Debates entao se intensificaram quanto ao Poker ser um jogo de
azar, o que o tornaria ilegal em muitos paises, ou a um processo em
que, apesar da sorte estar envolvida, prevalecem a habilidade, o ra-
ciocinio 1égico matematico e a estratégia. Apesar de ainda nao existir
um consenso nessa questao, diversos laudos periciais, como por exem-
plo os emitidos pelo Instituto de Criminalistica de Sao Paulo e pelo
Laboratério de Pericias Dr. Ricardo Molina de Figueiredo, inferem
que o jogo de cartas Texas Hold’em (principal modalidade do Poker)
tem como requisito preponderante e indispensédvel a habilidade. Além
disso, outros estudiosos e jogadores profissionais tem confirmado, com
seus estudos e relatos de experiéncia, que o sucesso no Poker depende
muito mais das habilidades mentais do que apenas da sorte.

Em 2010 o Poker foi reconhecido pela Associagdo Internacio-
nal de Esportes da Mente (International Mind Games Association -
IMSA) como um esporte da mente, assim como o xadrez e o gamao.
No Brasil, o Poker é regulamentado pela Confederagao Brasileira de
Texas Hold’em (CBTH), que desde 2012 é uma entidade cadastrada no
Ministério dos Esportes.
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2.1 TEXAS HOLD’EM: REGRAS GERAIS

Diversas sao as variagoes existentes na pratica do Poker, mas a
que mais ganhou destaque e popularidade é o Texas Hold’em No Limit,
chamada comumente apenas por Texas Hold’em. Como as outras vari-
antes, o objetivo do Texas Hold’em é o de ganhar o pote, isto é, ganhar
a soma apostada por todos os jogadores da mesa, a cada rodada. Um
pote pode ser ganho quando, apoés encerradas as rodadas de apostas,
um jogador tiver a melhor combinacao formada por cinco dentre as sete
cartas disponiveis, ou quando os outros jogadores desistirem da rodada
por nao julgarem conveniente pagar uma aposta.

Para o jogo, utiliza-se o tradicional baralho de 52 cartas, dividi-
das em quatro grupos (ouro {, copas O, paus & e espadas #), chamados
de naipes, cada um deles com 13 cartas, com valores 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8,9, 10, J (Valete), Q (Dama), K (Rei) e A (As), assim ordenados da
carta com valor mais fraco (2) para a carta com valor mais forte (A)
- embora nas sequéncias o As também pode ser considerado como a
carta de valor 1. Nao existe hierarquia entre os naipes no Poker, tendo
todos o mesmo valor.

A i ijio 9 8 7 6 5 4 3 2
O e e e e HE R ) S R R
| w5 3%
V_ | ea® 5| v .6‘:6_ ww| #%| 9] s9| |+ v
A s 0z 2|92 2|8/« «|7(= 2|62 |5+ |4z 23 2r=
é@ &% &:“: 'b.:*: *:* u’s* A é'* t3 i o o A &
pe 25| #3| s2| =5 =%| =2 55| | %
A Ko“w \IU..Q.. 8;07_00 60 500400 3 2 *
Q@ Ow 0:’: Q:‘: & 0‘0‘ Q‘ + i + + +
e otell o+ +e s o] o o] e o] (o] | +
A K vrse mv_v Ay v||8w w|7[v v|B(v v |5 v||4% v|| 3 20
"f}} Vﬂi : v::v:': v.':_v'v'v' v iv v v
Akia I al &%l [aall [a"a] [aal] aall (aa] [aa -

Figura 8: As 52 cartas que compdem um baralho.

A cada rodada, cada um dos jogadores recebe duas cartas, as
quais somente ele tem acesso, chamadas de “cartas fechadas”, e outras
cinco serao abertas na mesa, visiveis e compartilhadas por todos, sendo
por isso chamadas de “cartas comunitarias”. Essas cinco cartas serao
abertas sobre a mesa em trés momentos: no primeiro deles, chamado
de flop, trés das cartas sao expostas; em seguida, apés uma rodada de
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apostas, é aberta a quarta carta, chamada de turn; e, finalmente, no
river, é aberta a quinta e ultima carta comunitaria. As rodadas de
apostas ocorrem logo apds as duas cartas fechadas serem distribuidas
aos jogadores (chamadas de apostas pré-flop), apds o flop, apds o turn
e apds o rwer. O valor minimo e méximo das apostas podem variar,
conforme a estrutura de apostas do jogo: existem jogos com um limite
fixo para as apostas (Fized Limit), que pré-definem o valor maximo
de aposta em cada rodada; jogos que limitam o valor das apostas ao
valor que ja foi acumulado no pote (Pot Limit), e jogos que nao limi-
tam o valor da aposta (No Limit), sendo esta a estrutura mais comum
nos torneios. Focaremos nosso estudo ao estilo Texas Hold’em No Li-
mit e, por simplicidade, nos referiremos a ele simplesmente por Texas
Hold’em.

2.1.1 Estrutura detalhada do Texas Hold’em

Nesta se¢ao explanaremos, de forma breve, os principais elemen-
tos de uma rodada de Poker. Destacaremos boa parte dos termos uti-
lizados no decorrer do jogo, terminologia que serd utilizada com certa
frequéncia no decorrer deste capitulo. Para informacoes mais deta-
lhadas recomendamos a leitura de INTELIPOKER, 2017] e [POKER-
NEWS, 2017].

2.1.1.1 Os blinds

Uma mesa pode ser formada por 2 a 10 competidores, sendo o
formato mais usual em torneios mesas iniciais com 9 participantes. Um
indicador, chamado comumente de “botao”, é colocado sobre a mesa e
serve para indicar o jogador que serd o dealer, o “carteiro”da rodada.
Antes das cartas serem distribuidas, seguindo no sentido horério, o pri-
meiro jogador ao lado do dealer deve colocar na mesa o small blind
(SB), e o segundo jogador o big blind (BB). Essas apostas pré-flop sdo
conhecidas como blinds: o big blind é a aposta minima referéncia para
a rodada, sendo o small blind metade deste valor. Uma aposta comu-
nitaria, conhecida como ante, também pode ser utilizada em conjunto
com os blinds, principalmente apds varias rodadas de um torneio. Os
valores dos blinds aumentam a cada certo periodo tempo, e sao dispo-
nibilizados previamente para todos os participantes do jogo através da
“tabela de estrutura do jogo”. Por exemplo, os jogadores podem iniciar
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um torneio com 3000 fichas, sendo os valores iniciais de 5 fichas para o
small blind e de 10 fichas para o big blind. A cada 15 minutos o jogo
muda de nivel e os blinds aumentam de valor, passando para 10 e 20, 15
e 30, 25 e 50, etc., seguindo a tabela de estrutura do jogo. Entao, apds
o0 15° nivel, quando os blinds estiverem em 1000 e 2000, pode comecar
a ser cobrado também um ante de 100 fichas de cada jogador.

2.1.1.2 O jogo pré-flop

Os dois primeiros jogadores a esquerda do dealer depositam na
mesa o small blind e o big blind e, em seguida, é feita a distribuicao
das duas cartas fechadas para cada um dos jogadores. Inicia-se entao
a primeira rodada de apostas, chamadas de apostas pré-flop. Seguindo
sempre no sentido horario, cada um dos jogadores, iniciando pelo pri-
meiro jogador a esquerda do big blind, deve tomar uma das trés atitu-
des: desistir de pagar o valor da tltima aposta e descartar suas cartas
(dar fold); pagar o valor da tltima aposta e continuar no jogo (dar
call) ou aumentar o valor da aposta (dar um raise). Cada jogador tem
como base o ultimo valor apostado na rodada: essa é a aposta minima
que ele deve fazer para permanecer no jogo. Ainda, um jogador pode
re-aumentar uma aposta, ato conhecido como re-raise ou 3-bet (ter-
ceiro aumento), podendo haver outros re-aumentos (4-bet, 5-bet, etc).
Um jogador também pode fazer uma aposta de todas as suas fichas
(ato chamado de all-in). As apostas seguem até que nao ocorra mais
nenhum aumento depois que houve o ultimo raise, ou quando todos os
jogadores da mesa estiverem em all-in. Caso nenhum jogador aumente
a aposta até o dealer, o jogador que apostou o small blind pode simples-
mente completar a aposta para o valor do BB, e o jogador na posicao
do big blind também dispoe da opcao de dar check - que representa ja
ter pago o valor da aposta e permanecer no jogo. As duas cartas in-
dividuais que cada jogador recebe sé serao mostradas quando todos os
jogadores estiverem em all-in, ou quando acabarem todas as rodadas de
apostas, apds a abertura do river. As cartas dos jogadores desistentes
nunca sao mostradas. Em qualquer momento do jogo, caso um jogador
fagca uma aposta e os outros desistam, o jogador remanescente ganha o
pote e nao precisa mostrar suas cartas.



60

2.1.1.3 As rodadas de apostas e o showdown

Encerradas as apostas pré-flop, considerando que pelo menos
dois jogadores permanecem na mesa, o dealer mostra o flop, que con-
siste em trés cartas comunitdrias. A seguir é feita a segunda rodada
de apostas, valendo a mesma ordem de apostas da primeira rodada
(iniciando pelo jogador na posi¢ado do SB). Apds as apostas do flop é
mostrada a quarta carta comunitaria, o turn, seguida da terceira ro-
dada de apostas. A tultima carta comunitdria, o river, é entdo mostrada,
ocorrendo entdo a tltima rodada de apostas. Caso restem pelo menos
dois jogadores, ocorre o showdown: os jogadores que permaneceram
no jogo mostram suas duas cartas fechadas para ver qual deles vence
a rodada. Nesse momento é observada a melhor combinagao de cinco
cartas, escolhidas dentre as suas duas individuais e as cinco cartas co-
munitdrias. Se dois ou mais jogadores tiverem uma mao semelhante
(com mesma hierarquia no ranking de maos) ocorre o empate e o valor
acumulado no pote é dividido.

Uma mao de Poker é um conjunto de cinco cartas que repre-
senta a melhor combinagao possivel dentre as sete cartas disponiveis.
Essa combinacao pode ser formada por duas cartas da mao e trés da
mesa, por uma carta da mao e quatro cartas da mesa, ou mesmo pelas
cinco cartas da mesa, estas cinco partilhadas por todos os jogadores.
A escolha da melhor combinagao possivel de cada jogador é feita por
um ranking de maos, sendo indispensavel para um bom entendimento
do jogo que o participante conhega a hierarquia deste ranking.

2.1.1.4 O ranking de maos

Quando dois os mais jogadores permanecem na mesa para O
showdown, as cartas sao analisadas para definir quem possui a me-
lhor combinacdo de cartas. A escolha da melhor combinacdo nao é
aleatdria: ela segue um ranking hierdrquico, que define a melhor méao
dentre os jogadores que permanecem no jogo. O conhecimento das
combinagoes que formam o ranking é fundamental para um jogador, ja
que oportuniza uma avaliagdo sobre a mao que possui (e que seus ad-
versdrios podem ter), melhorando a possibilidade de tomada da melhor
decisao. Veremos agora, em detalhes, da combinacao mais forte para
a mais fraca, quais sdo as combinagoes que formam o ranking de maos
do Poker.
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1) Royal Straight Flush (Sequéncia Real)
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Figura 9: Royal Flush.
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Esta é a mao mais forte no Texas Hold’em, sendo também a
tnica que d4 ao jogador a certeza de ter a melhor combinacao. Con-

siste em uma sequéncia do 10 ao As, com todas as cartas do mesmo
naipe.

2) Straight Flush (Sequéncia Naipada)
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Figura 10: Straight Flush.

Sao cinco cartas ordenadas, todas do mesmo naipe, desde que a
maior delas nao seja um As. Caso dois jogadores tenham um straight
flush, vence o que tiver a sequéncia finalizada com a carta mais alta.

3) Quadra (Four of a Kind)
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Figura 11: Quadra.

Sao combinagoes onde quatro das cartas possuem o mesmo valor.
Caso dois jogadores tenham feito uma quadra, vence o que tiver a qua-
dra formada pelas cartas de valores mais altos. Caso os dois jogadores
possuam a mesma quadra (quando a quadra estd exposta na mesma),
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vence o jogador que tiver a carta sobressalente mais alta, ocorrendo o
empate caso esta carta também seja do mesmo valor.

4) Full House
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Figura 12: Full House.

Sao sequéncias representadas por uma trinca e um par, onde trés
das cartas possuem o mesmo valor e as outras duas também possuem
o mesmo valor (diferente das trés primeiras). Quando dois ou mais
jogadores conseguem um full house, vence aquele que tiver a trinca
formada pelas cartas de maior valor e, caso a igualdade persista, pela
dupla formada pelas cartas de maior valor. Caso os full houses sejam
formados por cartas de mesmo valor, ocorre o empate.

5) Flush
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Figura 13: Flush.

Sao sequéncias nao ordenadas de cinco cartas de um mesmo
naipe. Caso dois ou mais jogadores tenham um flush, vence aquele
que tiver as cartas mais altas na sequéncia, ocorrendo o empate caso
estas cartas sejam as mesmas.

6) Straight (Sequéncia)
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Figura 14: Sequéncia.
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Sao sequéncias ordenadas de cartas, nao sendo todas elas de um
mesmo naipe. Caso dois ou mais jogadores tenham um straight, vence
aquele que tiver a sequéncia finalizada com a carta de maior valor,
ocorrendo o empate caso esta seja igual.

7) Trinca (Three of a Kind)

Figura 15: Trinca.

Sao sequéncias em que trés das cartas tem o mesmo valor, e as
duas restantes nao formam um par. Quando mais de um jogador pos-
sui uma trinca, vence aquele que tiver a trinca formada pelas cartas
mais altas. Caso estas sejam de mesmo valor, vence aquele que tiver as
outras duas cartas de maior valor.

8) Dois pares (Two pairs)

Y 2-}-} R?%j..

o
ofs e A\
w7 i | ‘%
T

F | =7 lmae

»

Figura 16: Dois pares.

Sao sequéncias compostas por dois pares, cada um deles forma-
dos por cartas de valores distintos, acompanhados de uma carta que
também difere em seu valor dos valores das cartas de ambos os pa-
res. Quando dois ou mais jogadores possuem dois pares, vence aquele
que tiver o par formado pelas cartas de maior valor (chamado de par
maior). Caso este seja igual, vence o que tiver o segundo pair maior
e, persistindo a igualdade, é observado o valor da carta sobressalente.
Caso os valores das cartas sejam iguais, ocorre o empate.

9) Um par (One pair)

Sao sequéncias formadas por um par e trés outras cartas de va-
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Figura 17: Um par.

lores distintos. Quando mais de um jogador tem um par, vence aquele
que tiver o par mais alto e, caso este seja 0 mesmo, vao sendo observa-
dos os valores das cartas sobressalentes restantes, vencendo aquele que
tiver, dentre elas, a de maior valor. Caso as cartas sejam de mesmo
valor, ocorre o empate.

10) Carta alta (High Card)

+ + 4+

Figura 18: Carta Alta.

Sao sequéncias em que as cinco cartas nao formam nenhuma das
nove primeiras combinagoes listadas. Neste caso, vence o jogador que
tiver a carta de maior valor, sendo observadas também as outras, em

sequéncia, caso os valores sejam iguais. Se todas as cartas tiverem o
mesmo valor ocorre o empate.

Esses dez tipos de combinagao formam o ranking de maos do Po-
ker. A figura abaixo resume, graficamente, cada uma das combinagoes:

KQ J 109876
ﬁovvvo/ LAAAKXY
L AAAAJ P9
ROYAL STRAIGHT FLUSH STRAIGHT FLUSH
(SEQUENCIA REAL) (SEQUENCIA DE COR)
AAAA3, wKB8B8g| wQ985 98765
FOUR OF A KIND FULL HOUSE FLUSH STRAIGHT
(QUADRA) (FULL HOUSE) (coR) (SEQUENCIA)
NJJ3/3/8) Q77 3) NA3Bw K753 2
49220/ 4920 YT EL] LAY
THREE OF A KIND TWO PAIRS ONE PAIR HIGH CARD
(TRINCA) (DOIS PARES) (UM PAR) (CARTA ALTA)

Figura 19: Ranking de maos do Poker.
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Com a apresentacdo do ranking de maos encerramos esta segao.
Embora superficiais, sem qualquer investigacao mais profunda relacio-
nada a estratégia ou outros fatores envolvidos no jogo, as informacoes
apresentadas neste capitulo fornecem subsidios para uma razoavel com-
preensao do Poker, importantes para o entendimento das abordagens
que serao feitas em seguida. Na proxima se¢ao, veremos que a de-
terminacao do ranking de maos do Poker tem relagao direta com a
probabilidade de cada uma das combinacoes. Além disso, utilizaremos
diversas situagoes do jogo do Poker (sempre que possiveis reais, ocorri-
das em algum evento) para modelar e exemplificar os diversos conceitos
da Teoria da Probabilidade abordados no primeiro capitulo.
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3 TEXAS HOLD’EM: APLICANDO A TEORIA DA
PROBABILIDADE

Este capitulo sera dedicado & conexao entre os capitulos iniciais:
situagoes reais e ficticias do Texas Hold’em servirao de molde para a
exemplificagdo dos conceitos ja apresentados da Teoria da Probabili-
dade.

3.1 PROBABILIDADES ASSOCIADAS AO RANKING DE MAOS

A determinagao do ranking de maos do Poker, listado no final
do capitulo anterior, nao foi feita de maneira aleatdria: ela tem relacao
direta com a probabilidade de ocorréncia de cada mao. Quanto mais
improvavel o aparecimento de uma determinada sequéncia de cartas,
mais forga ela tem no jogo. Veremos agora quantos sdo os casos fa-
voraveis a cada um dos dez tipos de combinagoes possiveis no Texas
Hold’em e as probabilidades envolvidas. Para todos os casos seguintes
sao vélidas as informagoes de que cada uma das combinagoes € equi-
provavel, e que o nimero total de casos possiveis é a combinagao das
52 cartas tomadas cinco a cinco, ou seja,

52!
Cis2,5) = m = 2598960.

1) Royal Straight Flush (Sequéncia Real)

Apenas quatro combinagdes representam um royal straight flush,
ja que sé existe uma combinacgao dessas em cada um dos quatro naipes
do baralho. Assim, temos que

4 1

P(Royal Straight Flush) = 2598960 _ 649740

~ 0,0001539%.

2) Straight Flush (Sequéncia Naipada)

Em cada um dos quatro naipes do baralho temos nove sequéncias
ordenadas de cartas, cujos valores minimos sdo A(1), 2, 3, 4, 5, 6, 7,
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8 e 9 (esta ultima sequéncia tendo como carta mais alta o K). Assim,
temos um total de 4 - 9 = 36 casos possiveis e, portanto,

36 3
F ~ 1 .
P(Straight Flush) = 5598960 — 216530 0,001385%

3) Quadra (Four of a Kind)

Temos 13 valores de carta e, portanto, 13 possibilidades distintas
para as quadras. Uma vez escolhidas as quatro cartas, restam 52 —4 =
48 cartas para compor a sequéncia. Temos, portanto, 13 - 48 = 624
combinagoes possiveis, e

624 39

P dra) = = R~ 24%.
(Quadra) = 3758960 ~ 162435 = O 024%

4) Full House

Uma trinca pode ser formada escolhendo-se um dos 13 valores
de carta e, em seguida, escolhendo-se trés dentre as quatro cartas que
possuem esse mesmo valor. Assim, temos 13 - Ciy3) = 13 - 3,1, =
13-4 = 52 possibilidades de escolha de uma trinca no baralho A dupla
pode ser escolhida de qualquer um dos outros 12 valores de carta, pela
combinagao de duas dentre as quatro cartas com esse mesmo valor, ou
seja, sao 12+ Cy0) = 12+ 2,1, = 12-6 = 72 duplas distintas para cada
um dos valores de carta. Temos portanto 52 - 72 = 3744 combinagoes
distintas formadas por uma trinca e uma dupla, de onde

3744 234
P(Full H ~ 0, 144%.
(Full House) = 5200560 ~ o235~ O 144%

5) Flush

Temos C(135) = 8,5, = 1287 possibilidades distintas de escolha
de cinco cartas de um mesmo naipe, das quais 10 sdo ordenadas (9
straigth flushes e 1 royal straight flush). Assim, observando os quatro
naipes, temos um total de 4 - (1287 — 10) = 5108 combinagoes distintas
para um flush e, portanto,

5108 1277
P(Flush) = - ~0,1965%.
(Flush) = 5258960 — gag7a0 ~ 0 1965%
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6) Straight (Sequéncia)

Uma sequéncia ordenada pode ter como a carta de menor valor
qualquer uma das cartas de A ao 10, existindo, portanto, dez tipos
distintos de sequéncias ordenadas. Cada uma das cartas que compoe
uma sequéncia desta forma pode ser de qualquer um dos quatro naipes
do baralho. Assim, temos 4-4-4-4-4 = 1024 possibilidades distintas para
cada tipo de sequéncia. Contudo, 4 destas 1024 sequéncias possuem
todas as cartas do mesmo naipe, que devem ser desconsideradas. Assim,
temos um total de 10 - (1024 — 4) = 10200 possibilidades distintas de
formagao de sequéncias straight, de onde

10200 255
2598060 64974

P(Straight) = ~ 0,3925%.

7) Trinca (Three of a Kind)

Para cada um dos 13 valores de carta, podemos formar C'43) = 4
trincas distintas. Escolhida uma trinca, as outras duas cartas podem
ser uma das 52 — 4 = 48 cartas restantes, desde que néo formem um
par (veja que excluimos a quarta carta de mesmo valor da trinca, pois
caso contrario estarfamos incluindo também combinagoes que forma-
riam uma quadra). Assim, podemos formar C(4g ) = 1128 duplas dis-
tintas de cartas, mas devemos descontar aquelas que formam um par:
sao 12 valores de carta, em cada um deles tendo C4 2) = 6 combinagoes
possiveis para os pares. Ou seja, a quarta e a quinta cartas podem ser
combinadas de 1128 — (12 - 6) = 1056 formas. Logo, podemos formar
uma trinca de 13 - 4 - 1056 = 54912 formas distintas, de onde

54912 1144

P(Trinca) = _
(Trinca) = 5208560 ~ 54145

~ 2,1128%.

8) Dois pares (Two pairs)

Podemos escolher os dois valores de carta que formarao os dois
pares de C(132) = 78 formas e, para cada um dos valores, as cartas
podem ser combinadas de Cy2) = 6 maneiras distintas. A quinta
carta podera quer qualquer uma das 52 — 4 — 4 = 44 cartas restantes.
Assim, temos um total de 78 -6 -6 -44 = 123552 maneiras de obter dois
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pares e, portanto,

123552 2574
P(Dois pares) = 5E98960 — BALAE 4,7539%.

9) Um par (One pair)

Temos 13 valores de carta para escolher o par, que podem ser
combinadas de C(4,2) = 6 formas distintas. Como as outras trés outras
cartas devem ser de valores distintos, os valores podem ser escolhidos
de C(i23) = 220 formas. Cada uma dessas trés cartas pode ser de
qualquer um dos quatro naipes do baralho. Assim, temos um total de
13-6-220-4 -4 -4 = formas distintas de formar um par, e

1098240 22880
© 2598960 54145

10) Carta alta (High Card)

P(Um par) ~ 42,2569%.

Os cinco valores de carta podem ser escolhidos de C(13 5y = 1287
maneiras. Destas, temos 10 tipos de combinagoes que formam um
Straight e, portanto, devem ser excluidas. Cada uma das cinco cartas
pode ser de qualquer um dos quatro naipes do baralho, o que nos da
45 possibilidades. Destas, temos quatro casos em que as cinco cartas
sao do mesmo naipe (formando portanto um flush), devendo também
ser desconsideradas. Assim, temos um total de (1287 — 10) - (4°> — 4) =
1277 - 1020 = 1302540 formas da combinagao ser do tipo Carta Alta e,
portanto,

~ 1302540 21709

P(Carta Alta) = 5250060 = 13316

~ 50, 1177%.

Observe que, para este ultimo caso, poderiamos ter utilizado o
Axioma 3 da Defini¢ao 1.7 e a Proposicao 1.10. De fato, denotando por
A; o evento “ocorreu a sequéncia i”, com i = 1,2,--- 9 (representando
as combinagoes de 1 a 9 listadas acima) e por B o evento “ocorreu uma
das nove primeiras sequéncias”, temos que

P(B) = P(AjUAsU---UAy)
= P(A))+ P(Ay) + -+ P(A)
4+436+4+624+3744+4+51084+10200+549124+1235524+1098240
2598960
1296420
2598960




Assim, pela Proposigdo 1.10, a probabilidade que néo tenha ocorrido

nenhuma das nove primeiras sequéncias é

P(B)=1-P(B) =1

1296420 1302540

2598960 2598960
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A tabela abaixo resume as probabilidades de cada uma das maos

do Poker:
Ordem | Nome Com’bil}agées Probapilidade
possiveis Aproximada
1 Sequéncia Real | 4 0,0001539%
2 Straight Flush | 36 0,001385%
3 Quadra 624 0,024%
4 Full House 3744 0,144%
5 Flush 5108 0,1965%
6 Straight 10200 0,3925%
7 Trinca 54912 2,1128%
8 Dois Pares 123552 4,7539%
9 Um Par 1098240 42.2569%
10 Carta Alta 1302540 50,1177%

Tabela 1: Maos do Poker: Ranking e Probabilidades

E importante destacar que esse ranking de maos serve de parame-
tro para afericao do vencedor em diversas modalidades do Poker, e foi
criado analisando todas as combinacoes possiveis formadas por cinco
dentre as 52 cartas do baralho. Contudo, se avalidssemos as probabili-
dades de cada uma das maos do ranking considerando as combinacoes
formadas por sete dentre as 52 cartas do baralho (j& que um jogador de
Taxas Hold’em forma sua melhor mao escolhendo cinco cartas dentre as
suas duas cartas fechadas e as cinco cartas expostas na mesa), as pro-
babilidades associadas seriam alteradas, sendo inclusive mais provéavel
que um jogador acerte dois pares do que nao acerte nada, dependendo
apenas da carta mais alta. Nesta situaga@o, o espaco amostral é formado
por Cs2,7) = 133.784.560 combinagoes distintas.

A préxima tabela mostra o nimero de casos favordveis a cada
uma das sequéncias que formam o ranking de maos do Poker e as pro-
babilidades associadas, considerando as combinacoes formadas por sete
cartas. (Informagcoes detalhadas sobre essas probabilidades, conside-
rando as sete cartas, podem ser obtidas em [PEOPLE.MATH, 2018]
e [MATH FORUM, 2018)).
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Combinagoes | Probabilidade

Ordem | Nome . . .
possiveis Aproximada

1 Sequéncia Real | 4.324 0,00323%

2 Straight Flush | 37.260 0,02785%

3 Quadra 224.848 0,16807%

4 Full House 3.473.184 2,5961%

5 Flush 4.047.644 3,0255%

6 Straight 6.180.020 4,6194%

7 Trinca 6.461.620 4,82987%

8 Dois Pares 31.433.400 23,4955%

9 Um Par 58.627.800 43,8225%

10 Carta Alta 23.294.460 17,412%

Tabela 2: Probabilidades das maos de Poker, considerando sete cartas.

Na proxima secao utilizaremos diversas informagoes do ranking
de maos, que serao Uteis para calcular probabilidades relacionadas a
jogadas ocorridas em situacoes reais de Poker.

3.2 A TEORIA DA PROBABILIDADE ILUSTRADA PELO TEXAS
HOLD’EM

Nesta segao ilustraremos iniimeros conceitos da Teoria da Proba-
bilidade com situagoes relacionadas ao jogo de Poker. Iniciaremos apre-
sentando uma jogada, ocorrida no World Series of Poker (WSOP) de
2006. Os seus possiveis desdobramentos fornecem uma fonte riquissima
para intimeras consideragoes, servindo de molde para diversos concei-
tos relacionados & probabilidade, sendo por isso retomada diversas vezes
durante o texto.

E a mesa final do evento principal do WSOP de 2006. Dos 8.773
participantes que iniciaram o torneto, apenas trés restam na disputa
dos 12 milhoes de dolares destinados ao vencedor - até hoje a maior
premiacao jd paga em um evento de Poker e, na época, o valor mais
alto entreque em um esporte individual. Jamie Gold € o chip leader
com 60 milhoes em fichas, Paul Wasicka tem 18 milhoes e Michael
Binger tem 11 milhoes. As blinds sao 200.000/400.000, com um ante
de 50.000. Gold dd call com /& 3%, Wasicka dd call com S& 8 e
Binger aumenta a aposta para 1,5 milhdo de fichas com AQ 100. Gold
e Wasicka pagam a aposta. O flop mostra 10& 6# 5&. Wasicka dd
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check, Binger faz um raise de 3,5 milhdes de fichas e Gold vai all-in.
FE a vez de Wasicka agir.

s 3
Y Yalt
L3
| ™ ¥
Wasicka Gold
16,5M All-in
Call ou Fold? Raise: 3,5M Re-raise= 58,5M

Pote: 4,5M
I Y I Y
&
ool B Y SR Y
“Fp:| Yy Yy
Flop

Figura 20: Mao da mesa final do WSOP 2006.

Diante dessas informagoes, qual seria a melhor acao para Paul
Wasicka: desistir da jogada ou pagar a aposta, indo também all-in? Em
outras palavras, dadas as cartas dos jogadores e o flop, e supondo que
os trés jogadores permanecam no jogo, é mais provavel que Wasicka
nao melhore sua mao e seja eliminado ou que venga a mao e melhore
seu stack? As respostas para essas perguntas envolvem a andlise das
diversas possibilidades para o turn e para o river, que serao abordadas
no decorrer desta secao.

Destacamos que diversas probabilidades serao calculadas tendo
como base o ponto de vista de um expectador, que dispoe de informacoes
sobre algumas cartas de outros participantes, e que as cartas descar-
tadas pelos jogadores (desde que ndo sejam expressamente descritas)
serao consideradas como se estivessem dentre as cartas restantes do ba-
ralho. Jogadores que desistiram da mao também serao desconsiderados
(j& que a probabilidade de vencerem a mao é nula).

3.2.1 Eventos equiprovaveis e propriedades da Probabilidade

Desconsiderando os casos envolvendo um baralho viciado ou de-
feituoso (com cartas repetidas, por exemplo), o cdlculo de probabilida-
des envolvendo as maos do Poker referem-se a eventos com igual possi-
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bilidade de ocorréncia. Isso porqué, para qualquer combinacéo formada
por n cartas, a probabilidade de uma determinada combinagao ser reti-
rada é a mesma que a de qualquer outra e, portanto, os eventos simples
S&0 sempre equiprovaveis.

Exemplo 3.1. No heads-up da mesa final do evento principal do
WOSP em 2017, quando os blinds estavam em 1,5M/3M (M repre-
sentando milhoes) com um ante de 500K (K representando mil) fichas,
Dan Ott (que estava com cerca de 64 milhdes de fichas), aumentou a
aposta pré-flop para 8 milhdes de fichas e seu conterraneo, o americano
Scott Blumstein (que tinha quase 300 milhdes em fichas), re-aumentou
a aposta para 64 milhoes. Apds pensar por algum tempo, Dan pagou a
aposta, indo all-in. Dan tinha A<{ 8<{ e Scott tinha ACY 2{. O board
trouxe J& 68 50 7CQ. Nesta situagdo, qual é a probabilidade de que
Scott venca a mao (e o torneio) no river?

Resposta: Das 52 cartas do baralho, oito foram expostas. Nas condi-
¢oes dadas, é razodvel supor que as 44 cartas restantes tenham a mesma
possibilidade de aparecerem no river, ou seja, sao equiprovaveis. Ape-
nas trés das 44 cartas dao a vitéria para Scott: 20, 2& e 2#. Assim, a
probabilidade de que Scott venca a mao ¢é de % ou aproximadamente
6,82%. (Na sequéncia do jogo, o river trouxe o 20 e Scott venceu o
torneio, levando para casa o sonhado bracelete de campeao mundial e
mais de 8 milhdes de délares de prémio).

Exemplo 3.2. Na mesa final da 32 etapa do Brazilian Series of Poker
(BSOP), em 2014, restando cinco jogadores de um total inicial de 1150,
Victor Sbrissa (que era o chip leader da mesa, com mais de 9,3M em
fichas), recebeu A< 90 e aumentou a aposta para 500k (os blinds eram
100/200k). Caio Hey (que era o short stack da mesa, com 2,6M em
fichas), fez um 3-bet, indo all-in com Q¢ JO. Os demais jogadores
foldaram e e Sbrissa pagou a aposta. O flop trouxe 30 80 4< e o turn
2&. Com base nessas informacoes, qual a probabilidade que Caio venca
a mao e nao seja eliminado do torneio?

Resposta: Oito das 52 cartas do baralho estao expostas sobre a mesa.
Das 44 cartas restantes, apenas seis podem dar a vitéria para Caio:
QU, Q&k, QM, JO, J& ou J&. Cada um das 44 cartas tem a mesma
possibilidade de aparecer no river e, assim, a probabilidade de que Caio
vencga a mao é ﬁ = %, cerca de 13,64%. (Na sequéncia desta jogada, o
river trouxe Qdb, carta que garantiu a permanéncia de Caio no torneio).

Exemplo 3.3. Na primeira mao da mesa final do evento principal do
BSOP Millions, em 2015, com oito jogadores restantes, os blinds es-
tavam em 100/200K com um ante de 25k. Ricardo Santana (7M em
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fichas), que ocupava a posicao inicial, ao lado do big blind, aumentou a
aposta para 500 mil fichas. Ciro Gomez (11M em fichas) foi o préximo
a agir e fez um 3-bet para 1,05 milhao de fichas. Os demais jogadores
foldaram e Santana completou a aposta. Mais tarde as cartas foram
mostradas e Gomez tinha o par Ké# Ké& na sua mao. Nessas condigdes,
desconsiderando outras informagoes, como as cartas que foram descar-
tadas pelos outros jogadores da mesa, qual era a probabilidade de que
Santana tivesse uma mao inicial melhor que a de Gomez?

Resposta: Das 52 cartas do baralho, temos informagoes apenas so-
bre as cartas de Gomez. A tnica m&o inicial que deixaria Santana
a frente de Gomez seria um par de ases. Das 50 cartas disponiveis,
os quatro ases podem ser combinados para fornecer uma mao inicial
melhor que um par de reis, ou seja, das C(59,2) = 1225 combinagoes
possiveis, C(42) = 6 favoreceriam Santana. Veja que cada uma das
1225 combinagoes iniciais tém a mesma possibilidade de ocorrer, ou
seja, sao equiprovaveis e, portanto, a probabilidade que a mao de Go-
mez seja pior que a de seu adversario é %25, inferior a 0,5%. (Mais
tarde as cartas foram mostradas e Santana tinha A A<{ como suas
cartas fechadas).

Exemplo 3.4. Na continuidade da jogada do exemplo anterior, o flop
trouxe 4> 3#4 K{. Os dois jogadores deram check. O turn mostrou
um A (perceba que, neste momento, os dois jogadores possufam uma
trinca). Santana fez uma aposta de 900 mil fichas, recebendo um 3-
bet de Gomez, que aumentou para 1,950 milhdes de fichas. Santana
entao apostou todas as suas fichas, 6,15 milhoes, sendo instantanea-
mente pago pelo adversario. O showdown mostrou AQ A< na mao de
Santana, contra o K# K& de Gomez. Restando apenas o river para
ser aberto, qual é a probabilidade de que Gomez venca essa mao?
Resposta: Com base nas informagcoes sabemos que, das 52 cartas do
baralho, 44 permanecem ocultas. Como cada carta tem a mesma pos-
sibilidade de ser retirada e apenas uma delas, o KO, causaria a derrota
de Santana, a probabilidade de que Gomez venga essa mao é de ﬁ,
cerca de 2,27%. (Para delirio dos expectadores, o river trouxe o KO,
eliminando Santana do torneio).

Exemplo 3.5. No Texas Hold’em, em especial quando jogadores se
enfrentam no heads-up, possuir um as na mao pode representar signi-
ficativa vantagem j& que, como mostramos anteriormente, a probabili-
dade de que nenhuma das sequéncias registradas no ranking de maos
do Poker ocorra é de mais de 50% e, assim, ter a carta mais alta pode
garantir a vitéria. Levando isso em consideragao, qual é a probabili-
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dade de que, em um heads-up, os dois jogadores tenham pelo menos
um as na mao?

Resposta: A resolugao deste problema pode ser um tanto demorada,
ja que a situacao pode ser desmembrada em intimeros casos. Por exem-
plo, terfamos que encontrar a probabilidade do jogador A ter em sua
mao um dos ases (por exemplo o Ad) e as diversas possibilidades para
o jogador B: ter apenas um dos outros ases (AQ, A# ou A{), ou pos-
suir um par de ases (AQAMN, AOAQ ou ABAQD). Em seguida terfamos
que encontrar as probabilidades do jogador A possuir um par de ases e
probabilidade do jogador B possuir apenas um ou também um par de
ases na mao. Tal resolugao demandaria consideravel tempo. Contudo,
a resolugao deste problema é facilitada de forma significativa com a
utilizagao do Axioma 2 da Defini¢ao 1.7 e das Proposigoes 1.10 e 1.13.
Denotando por A= “jogador A possui ao menos um as”, B= “jogador
B possui ao menos um as”e C= “cada um dos jogadores possui pelo
menos um as”os eventos associados ao problema, temos que

P(C) = 1-P(CY
= 1-—P(A°UDB°)
= 1-[P(A°) + P(B°) — P(A°N B9)]
= 1-[Cus2)/Crs22) + Cus2)/Cs2,2) — Clag,a)/Crs2,4))
2256 2256 4669920

= 1—] + - ]
2652 2652 6497400
44 11292
6384480 920 ~1,7379%.

6497400 6497400

Exemplo 3.6. Ao jogar um torneio, vocé percebe que um jogador joga
de forma tight agressive, ou seja, tende a jogar poucas maos, mas de
forma agressiva, sempre apostando forte. Vocé supde que ele s6 fara
uma aposta pré-flop com AA, AK ou KK (e que, sempre que apostar,
terd de fato AA, AK ou KK). Supondo que em determinada mao ele
faga um raise pré-flop, qual é a probabilidade que ele tenha nas maos
um AK?

Resposta: Erroneamente, podemos ser levados a crer que existem trés
possibilidades (AA, AK ou KK), das quais apenas uma delas é favordvel
e, portanto, a probabilidade de que o adversdrio possua um AK na
mao é de % Isso estaria correto se os eventos fossem equiprovaveis, o
que nao ocorre neste caso, ji que estas trés possiveis maos ocorrem em
frequéncias diferentes. Um modo de resolver este problema é considerar
todas duplas possiveis formadas por duas das cartas A ou K, formando

um espago amostral equiprovdvel. As oito cartas (quatro ases e dois
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reis) podem ser combinadas de C(g 2y = 28 modos distintos. Veja que
os pares de reis (e de ases) podem ser formados de C(y 2) = 6 modos
distintos, mas o mesmo nao ocorre com a dupla AK. Para estas, temos
um total de 16 combinagoes distintas:

(ADKS), (AVKD), (AVKM), (AVKS), (AOKSD), (AGKD), (ACKM),
(AOK®), (AMK)), (AMKD),(AMKA), (AMKH), (ABK)), (ARKD),
(AKN) e (ABKH).

Assim, dos 28 casos equiprovaveis possiveis, 16 deles correspondem a

dupla AK e, portanto, P(AK) = 18 = 2.

Os proximos quatro exemplos estao relacionados com a mao da
mesa final do WSOP 2006 citada no inicio desta secao. Temos as in-
formagoes que Wasicka tem 8 7#, Gold tem 4 3, Binger tem AQ
100 e o flop foi 10d G 5.

Exemplo 3.7. Qual é a probabilidade que Wasicka faga um straight
flush no turn?

Resposta: Duas cartas podem dar um straight flush para Wasicka: 4
e 9#. Contudo, Gold tem o 4# em suas maos, eliminando a possibili-
dade de aparicao desta carta. As 43 cartas restantes sdo equiprovaveis
e apenas uma delas, o 9#, pode atender ao enunciado. Portanto, a
probabilidade que Wasicka faga um straight flush no turn é %.

Exemplo 3.8. Qual é a probabilidade que Wasicka faga um straight
flush no turn ou no river?

Resposta: Denotemos por A o evento “Wasicka faz straight flush no
turn” e por B o evento “Wasicka faz straight flush no river”. Pela
Proposigao 1.13, temos que P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B), ou
seja, € a probabilidade que ele faga o straight flush no turn ou no river
ou em ambos. Veja que a unica carta que pode dar o straight flush
para o jogador é o 98, que ndo pode aparecer simultaneamente no turn
e no river. Assim, P(AN B) = 0. Do exemplo anterior, sabemos que

P(A) = 4%) e, da mesma forma, a probabilidade que o 9# apareca no
river é também %. Isso porqué, pelas condicoes apresentadas, cada

uma das 43 cartas restantes tem a mesma probabilidade de aparecerem
no river. Assim, a probabilidade que Wasicka faga um straight flush no
turn ou no river é % + % = 4%.

Neste exemplo, poderiamos ter usado o fato de que se o 9@
aparecer no turn, ele ndo poderd aparecer no river (e vice-versa) e,
portanto, os eventos sdo mutuamente excludentes. Entao, pelo Axioma
3 da Defini¢ao de Probabilidade, temos que P(AUB) = P(A)+P(B) =

2

1 1 _ 2
3t =13
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Exemplo 3.9. Qual é a probabilidade que Wasicka acerte um flush no
turn?

Resposta: Veja que cada uma das 43 cartas restantes possuem a igual
probabilidade de é de aparecerem no turn, sendo que oito delas darao
um flush para o jogador: A, K, Q, J, 10, 9, 3 ou 2 - todas cartas de
espadas. Assim, temos 8 casos favoraveis para que o jogador acerte um

flush e, assim P(Wasicka acerta um flush no turn) = 2.

Exemplo 3.10. Qual é a probabilidade que Wasicka acerte um flush
no turn ou no river?

Resposta: Para este caso, podemos descrever trés eventos distintos:
A=%0 turn é uma carta de espadas e o river é uma carta de outro naipe”;
B=%o turn nao é uma carta de espadas e o river é uma carta de espa-
das” e C=“turn e river sao cartas de espada”’. Como esses trés eventos
sao mutuamente excludentes, poderiamos calcular a probabilidade de
cada um deles, adicionando os resultados para encontrar a probabili-
dade desejada. Contudo, novamente podemos utilizar em nosso favor
o resultado da Proposicao 1.10. Das 43 cartas restantes, temos que
8 sao de espadas e 35 sdao dos outros naipes. Wasicka nao farda um
flush no turn ou no river se nenhuma das duas cartas que completarao
o board forem de espadas (o que pode ocorrer em C(352) = 595 dos
C43,2) = 903 casos igualmente possiveis). Assim, denotando por P(F)
o evento descrito no enunciado, temos que

P(F) = 1-P(F°
_ %
n 903
308

= go5 cerea de 34%.

3.2.2 Independéncia entre eventos

No Poker, quando observamos rodadas distintas, podemos pen-
sar nos eventos como sendo independentes. Contudo, na maior parte
dos casos, quando buscamos estimar a probabilidade de algum evento
em uma determinada mao, onde qualquer informagao sobre alguma
carta tende a alterar a probabilidade dos eventos relacionados aos de-
mais eventos, ¢ mais comum que os eventos sejam dependentes.

Exemplo 3.11. Qual é a probabilidade que um jogador receba, por
duas rodadas consecutivas, um par de ases?
Resposta: Estamos analisando duas rodadas distintas. Perceba que o
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que ocorre na primeira rodada nao altera o espago amostral relacionado
a segunda rodada e, portanto, os eventos sao independentes. Denote-
mos por A e B, respectivamente, os eventos “receber um par de ases na
primeira rodada” e “receber um par de ases na segunda rodada”. A pro-
babilidade que um jogador receba um par de ases na primeira mao ¢é a
mesma probabilidade que ele tem de receber um par de ases na segunda:
das C(52,2) = 1326 combinagoes distintas de duas dentre as 52 cartas
do baralho, Cy ) = 6 correspondem a um par de ases e, portanto,
P(A) = P(B) = 2 = 5. Assim, como os eventos sao independen-
tes, temos que a probabilidade que um jogador receba um par de ases

por duas maos seguidas 6 P(ANB) = P(A)-P(B) = 537 * 5571 = 15811

Exemplo 3.12. O americano Dan Harrington, jogador profissional e
famoso autor de livros sobre estratégia de Poker, falou sobre a im-
portancia de mesclar o estilo de jogo, dificultando assim a leitura por
seus adversdrios. No livro [HARRINGTON, 2006], Dan sugeriu uma
forma de randomizar suas jogadas: cada vez que vocé receber AJ na
primeira posigao, vocé ira olhar para o seu relégio. Se o ponteiro dos
segundos estiver no primeiro quadrante, vocé ird aumentar a aposta;
caso contrario, desistira. Nesta situacao, considerando apenas as maos
recebidas na primeira posi¢cao da mesa, qual é a probabilidade que vocé
receba um AJ e faca um raise?

Resposta: Esse é mais um caso em que os eventos sdao independentes:
a posicao dos ponteiros do reldgio nao influencia nas cartas que o joga-
dor receberd (e nem as duas cartas recebidas exercem qualquer tipo de
interferéncia na posicdo dos ponteiros do relégio). Dos Ci52 9y = 1326
pares distintos de duas cartas que o jogador pode receber, existem
4 -4 = 16 combinagoes distintas que resultam em AJ (j4 que existem
quatro ases e quatro J de naipes diferentes, e as cartas devem ser ne-
cessariamente um A e um J) e, portanto, a probabilidade que o jogador
receba um AJ é de 1326 Ainda, ao olhar para o relégio, probabilidade
que o ponteiro esteja no primeiro quadrante é 4 Como os dois eventos
sao independentes, a probablhdade que um jogador receba AJ e efetue

1

um aumento na aposta é de @ i = 663, cerca de uma a cada 332

maos jogadas na primeira posigao.

Exemplo 3.13. Na mesa final do BSOP 2014, realizado em Natal, o
catarinense Rodrigo Garrido fez um raise pré-flop para 190k (os blinds
estavam em 40k/80k com ante 10k), com AQ10&. Murilo Ruiz anun-
ciou all-in de 985k, com A{J<{, sendo pago por Garrido, que tinha um
stack maior que o oponente (os outros trés jogadores que estavam na
mesa foldaram). Um flop surpreendente trouxe 100A 10, dando um
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full house para Garrido. Neste momento, Ruiz sé poderia continuar no
torneiro caso uma das duas cartas restantes fosse um A e a outra nao
fosse um 10 (empatando assim a mao, ambos com AAA1010), ou caso
aparecessem dois valetes, vencendo assim a mao e levando o pote. Com
essas informacoes, qual é a probabilidade que um J apareca no turn e
outro J aparega no river, dando a vitdria para Ruiz?

Resposta: Denotemos por J; e J,. os eventos “saiu um J no turn” e
“saiu um J no river”, respectivamente. Veja que trés cartas J perma-
necem disponiveis dentre as 45 cartas ainda ocultas do baralho. Das
Cs,2) = 990 combinagoes distintas para turn e river, apenas 3 = C3 o)
correspondem a um J no turn e um J no river simultaneamente e,
portanto, a probabilidade que saia um J no turn e um J no river é
P(JinJ,) = &, pouco maior que 0,3%. Veja que os eventos J; e J,
nao sao independentes, ja que apés o flop, nas condigoes dadas, a pro-
babilidade que saia um J no turn é a mesma de que saia um J no river,
2, e P(Jy)-P(Jy) = £ & = 52 # 555 = P(JinJ,). (Na sequéncia da
jogada, o board foi completado com J#J&, dando a memoravel vitéria
da mao para Ruiz, que permaneceu no torneio).

3.2.3 Probabilidade Condicional

Boa parte das abordagens sobre probabilidade relacionadas ao
Poker envolvem o conhecimento de alguma informacao sobre as cartas
(ou sobre o estilo de um jogador). Antes de iniciar uma mao, um joga-
dor dispoe apenas de estimativas sobre a probabilidade, por exemplo,
de que ele receba duas cartas quaisquer, como um 8#J<, que corres-
ponde a um dentre os 1326 (C(52,2)) pares distintos possiveis, ou sobre
as probabilidades de ocorréncia de uma determinada mao do ranking
de maos. As probabilidades relacionadas a determinados eventos sao
constantemente modificadas com as novas informacées que vao sur-
gindo. Assim, tendo informacao sobre as cartas de sua mao, a proba-
bilidade de ocorréncia de algum evento no flop fica alterada, ocorrendo
0 mesmo com as novas informagoes que sao expostas na mesa, no turn
e no river. Mesmo com o board completo, o jogador pode estimar qual
é a probabilidade que sua mao esteja vencendo (ou perdendo) para um
adversario, probabilidade agora condicionada a ocorréncia dos eventos
anteriores.

Exemplo 3.14. Restavam apenas dois jogadores no evento principal
do WSOP em 2016: Gordon Vayo e Qui Nguyen, ambos dos Estados
Unidos. Vayo olha suas cartas e vé AQ 90. Considerando apenas essas
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informacoes, qual é a probabilidade de que o adversario de Vayo tenha
nas maos um par de ases?

Resposta: Desejamos saber qual a probabilidade de que Nguyen tenha
um par de ases na méo, dado que Vayo tem AQ 90. Denotemos por A o
evento que Vayo possui AQ 90 e por B o evento que o adversario possui
um par de ases. As cartas dos dois jogadores podem ser distribuidas
de C(s2,2) - C(50,2) maneiras distintas, sendo que trés delas atendem
ao evento AN B (AQ9V - ACAM, ADIV - AQGAS, AVID - ABMAS).
Assim, temos que P(ANB) = m Apenas uma das C52,9) =
1326 equiprovaveis combinagoes distintas formadas por duas dentre as
52 cartas atende ao evento A e, portanto, P(A) L Assim, temos

que e
3
P(AﬂB) C(52,2)'C(50,2)
P(Bl4) = = Zezafe
P(A) C52,2)
= & 3 = 123—25, cerca de uma a cada 408 maos.
(50,2)

Naquela jogada, Nguyen néo tinha um par de ases: tinha A& 9. O
board trouxe S8é 2d Ad 58 38, que daria um empate entre as maos.
Contudo, a forte aposta feita por Nguyen apoés a revelagao do river
fez com que Vayo foldasse, talvez supondo que seu adversario tivesse
acertado um flush ou uma sequéncia. Nguyen venceu a mao e levou o
enorme pote de fichas que estava acumulado na mesa, dando um passo
importante para a conquista do titulo que viria algumas maos depois.

Veja que, como tantas outras atividades relacionadas & mateméti-
ca e, em particular, a probabilidade, o exemplo anterior poderia ter sido
resolvido de um modo diferente. Sabendo da ocorréncia de A, existem
C(50,2) = 1225 combinagoes distintas com as 50 cartas restantes. Des-
tas, apenas os pares de cartas formados por dois dentre os trés ases
restantes atendem B, ou seja, C(3 2) = 3 combinacgoes. Assim, a proba-
bilidade de que B ocorra, sabendo da ocorréncia de A, é

3

P(B|A) = 1995

Exemplo 3.15. Restavam apenas quatro jogadores no evento 11 do
European Poker Tour (EPT), realizado em Malta, em 2015. Valentin
Messina, que tinha JO Jé#, aumentou a aposta, recebendo um 3-bet de
Dominik Panka, seu adversario que estava a esquerda, que tinha Jé&
J¢O. Os outros dois jogadores foldaram e apés um 4-bet de Messina,
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Dominik foi all-in, recebendo o call. Qual e a probabilidade disso ocor-
rer? Especificamente, suponha que vocé tenha JO J#. Sabendo apenas
desta informagao, qual é a probabilidade de que outro jogador tenha o
outro par de valetes nas maos?

Resposta: Seja A o evento em que o jogador a sua esquerda tem um
par de valetes nas maos. Dado B, o evento que vocé tem JO J#, cada

uma das Csg2) = 1225 combinagoes igualmente provdveis de duas
dentre as 50 cartas restantes tem probabilidade condicional ﬁ O

evento A corresponde a exatamente uma destas combinagoes (Jd J$)
e, portanto, P(A|B) = Tl%

Exemplo 3.16. Retornemos a mao citada no inicio desta se¢ao. Supo-
nha que os trés jogadores tenham permanecido no jogo e que Wasicka
nao tenha acertado um flush ou um straight no turn. Qual é a proba-
bilidade que Wasicka acerte um flush ou uma sequéncia no river?
Resposta: Relembre que Wasicka tinha nas méaos 8& 7#, Gold tem
44 3&, Binger tem AQ 100 e o flop foi 10 6 5. Ainda, sabemos
que o turn mostrou uma carta que nao era de espadas, nem era um 4 ou
um 9, ja que o jogador ndo acertou um flush ou uma sequéncia. Agora,
dada a nova informacao sobre a carta do turn, temos informagoes sobre
10 das 52 cartas iniciais. Wasicka fard um flush se o river for uma das
oito cartas de espadas ainda néo exibidas (A, K, Q, J, 10, 9, 3 ou 2)
e fard uma sequéncia se o river for um dos trés noves (o de espadas j&
foi inclufdo no flush) ou um dos trés quatros que ainda se encontram
no baralho (j& que o quatro de espadas estd na mao de Gold). Assim,
das 42 cartas igualmente provaveis, 14 favorecem ao evento citado no
enunciado, e a probabilidade condicional que Wasicka acerte um flush
ou uma sequéncia no river, dado que nao acertou no turn, é % = %,

cerca de 33%.

Exemplo 3.17. Suponha que Wasicka tenha imaginado que, dentre as
quatro cartas de seus adversarios, um deles tivesse o quatro de espadas
e que as demais nao diminuiriam as possibilidades que ele fizesse um
flush ou uma sequéncia (ou seja, que ndo teriam cartas de espadas,
noves ou quatros). Nestas condi¢oes, qual seria a probabilidade que
Wasicka acertasse um flush ou uma sequéncia no turn ou no river?

Resposta: Wasicka simula uma condigao, tendo assim informagoes (e
suposigoes) sobre nove cartas do baralho: suas duas pocket cards, as
trés cartas do flop e as quatro cartas de seus adversirios (umas de-
las desfavordvel para o seu flush ou sequéncia). Das 43 cartas ainda
disponiveis no baralho, 29 nao ajudam e 14 dariam um flush ou uma
sequéncia para Wasicka: 8 cartas de espadas (j4 que duas estao na sua
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mao, duas no flop e o quatro supostamente com algum oponente) e ou-
tras seis que formardo a sequéncia (trés noves e trés quatros). Nessas
condigoes, Wasicka nao faria um flush ou uma sequéncia se tanto turn
quanto river nao mostrassem uma das 14 cartas favordveis, o que ocorre
em Cla99) = 406 dos C(43,2) = 903 casos possiveis. Entao, a probabi-
lidade do evento A= “Wasicka acerta um flush ou uma sequéncia no

turn ou no river’é P(A) =1 — P(A°) =1 — 538 = §2%. cerca de 55%.

Claro que uma sequéncia ou um flush nao garantiria a vitéria
para Wasicka, ja que seu adversario poderia acertar uma mao mais
forte, como full house ou uma quadra, como veremos a frente.

3.2.4 Regra Geral do Produto

Diversas probabilidades relacionadas ao Poker podem ser calcu-
ladas com a Regra Geral do Produto.

Exemplo 3.18. No dia 5 do evento principal do WSOP, em 2013, Syl-
vain Loosli, que tinha AQ Q, recebeu um all-in de Brad Myers, que
tinha Ad 10&, e pagou. O flop trouxe A 3& J#. Nesse momento,
o canal de televisao que efetuava a transmissao do evento mostrou que
Loosli tinha 85% de chances de vencer, contra apenas 11% de Myers. O
turn mostrou um 10 e o river um JO, eliminando de forma dramética
Myers (AAJJQ contra AAJJ10). Qual é a probabilidade disso ocorrer?
Especificamente, dadas as cartas dos dois jogadores e o flop, qual é
a probabilidade que Myers fique com uma mao melhor no turn, mas
acabe perdendo o pote no river?

Resposta: Veja que, com as informagoes dadas, a unica carta que co-
locaria Myers a frente de seu adversario seria um 10. Das 45 cartas
que ainda estdo ocultas, trés sdo 10. Se o 10 sair no turn, dada essa
informacao, teremos 44 cartas igualmente provéaveis para o river e ape-
nas seis delas (QU Q& QO JO J& JO) poderdo fazer Mayers perder
o0 jogo. Denotando por A o evento “10 saiu no turn”e por B o evento
“Myers perde o jogo”, temos que que

P(AnB) = P(A)-P(B|A)
_ 3. 6_1
745 44 110

Exemplo 3.19. Durante o World Series of Poker Tournament of Cham-
pions, em 2010, uma mao envolvendo Antonio Esfandiari e Daniel Ne-
greanu resultou num board com as cartas 2d Ad 3& 56 4é, um belo
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straight flush. J4 sabemos que a probabilidade de que cinco dentre as
52 cartas formem um straight flush é de ﬁ. E qual é a probabili-
dade que o board mostre um straight ordenado (néo necessariamente
um straight flush), da carta de menor para a carta de maior valor?
Resposta: Temos dez possibilidades distintas para um straight, tendo
como carta inicial alguma do conjunto B={A, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}.
Denotemos por A;,i = {1,2,3,4,5}, o evento “saiu a i-ésima carta da
sequéncia”’, onde a primeira carta tem um dos valores do conjunto B,
a segunda carta é proxima da sequéncia ordenada, e assim por diante.
Temos um total de 10 sequéncias ordenadas distintas. Assim, a proba-
bilidade que o board mostre uma sequéncia ordenada de cartas é

10- P(Ay) - P(As] Ay) - P(As| Ay 1 As) - P(As| A1 O As 1 As) -
P(A5|A1 n...N A4)
4 4 4 4 4

52 48 44 40 36
1 1

051210 ~ 15041

Exemplo 3.20. Qual é a probabilidade que quatro ases sejam expostos
sequencialmente, isto é, um ao lado do outro, no board de uma mao de
Poker?

Resposta: No Exemplo 1.30 calculamos a probabilidade de que quatro
ases fossem retirados sequencialmente de um baralho, sem reposigao.
Agora, queremos saber qual é a probabilidade que os quatro ases apare-
¢am em sequéncia. Veja que, para a ocorréncia deste evento, poderemos
ter as primeiras quatro cartas sendo ases (que chamaremos de evento
By), com a ultima sendo uma das 48 cartas restantes, ou a primeira
carta diferente de As, com as outras quatro satisfazendo o enunciado
(evento Bs). Assim, utilizado a Regra Geral do Produto, temos que

4 3 2 1 48

PB) = TR
T 270725

‘ 48 4 3 3 1

PlBa) = TR
T 270725

e, portanto, a probabilidade que quatro ases sejam expostos sequencial-
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1 4 1 _ 2
270725 270725 — 270725°

mente é uma em cada 135362,5 maos jogadas.

3.2.5 Teorema da Probabilidade Total

O Teorema da Probabilidade Total é muito util quando nao co-
nhecemos diretamente a probabilidade de um evento, mas conhecemos
a sua ocorréncia em vérios cendrios disjuntos (que cobrem todo o espago
amostral) e a probabilidade em cada um destes cendrios. Em geral, as
probabilidades relacionadas ao Poker sao calculadas com base nesse teo-
rema, ja que comumente existe mais que uma possibilidade relacionada
ao sucesso ou fracasso em uma determinada acao. Exemplificaremos
este teorema com a andlise da mao citada no inicio desta segao.

Exemplo 3.21. Relembre que Wasicka tinha 8# 7#, Binger tinha AQ
109, Gold tinha 4 3& e o flop foi 10 Gl 5&. Com as informacgoes
disponiveis sobre as cartas dos jogadores e sobre o flop (e supondo que
Binger também continuasse no jogo), qual seria a probabilidade que
Wasicka vencesse a mao, caso pagasse a aposta?

Resposta: Temos informacoes sobre 9 das 52 cartas, restando portanto
43 cartas equiprovaveis para o turn ou para o river, que correspondem
a C(43,2) = 903 duplas distintas de cartas. Com relagao as combinagoes
possiveis para turn e river, consideremos os eventos A;="“as duas car-
tas sao de espadas”, As =“apenas uma das duas cartas é de espadas”e
Az =“nenhuma das duas cartas é de espadas”. Veja que os eventos
Ay, Ay e A3 formam uma particio do espaco amostral. Denotemos
por B o evento “Wasicka vence a mao”. Pelo Teorema da Probabi-
lidade Total, temos que P(B) = P(B|A;1)P(A;) + P(B|A2)P(A3) +
P(B|A3)P(As). Vamos analisar os diversos casos que dariam a vitdria
para Wasicka:

e Duas cartas de espadas: Oito das 43 cartas sao de espadas.

Elas podem ser combinadas de Cg 2y = 28 maneiras e, portanto,
P(A) = %. Apenas duas dessas combinagoes dariam a vitdria

para os adversdrios de Wasicka: A#10# (full house para Binger)
e 3424 (straight flush para Gold). Entdo, P(B|A;) = 2 e,

portanto,
26 28 26

P(BJA])-P(A) = — — = —.

(B4 - P(4) = 53 503 = 903

e Apenas uma das duas cartas é de espadas: Cada uma das
oito cartas de espadas pode ser combinada com uma das 43 —
8 = 35 cartas restantes. Temos entao um total de 8 - 35 = 280
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possibilidades distintas e, portanto, P(As) = %. Veja que as

cartas K, Q, J, 9, 3 e 2 de espadas garantem a vitéria de Wasicka,
mas as cartas A e 10 podem ser combinadas com outras, dando
um full house para um dos adverséarios.

— K, Q, J, 9, 3 ou 2 de espadas: Cada uma destas seis cartas
pode ser combinada com qualquer uma das 35 cartas dis-
poniveis, garantindo o flush e a vitéria para Wasicka. Aqui,
temos 6 - 35 = 210 casos possiveis.

— A de espadas: Saindo o A de espadas, Wasicka teria um
flush e Binger teria dois pares, de ases e dez. Assim, a quinta
carta nao poderia ser um dos outros dois ases restantes (A
ou Ad) ou o 10, ji que nestes casos Binger faria um full
house. Ou seja, o0 A# poderia se combinar com 35 — 3 = 32
das cartas restantes para dar a vitéria para Wasicka.

— 10 de espadas: Saindo o 10 de espadas, Wasicka teria um
flush e Binger teria uma trica de 10. Binger ganharia o jogo
se saisse qualquer carta de valor igual a uma das ja expostas:
10 (faria quadra) ou A, Ad, 6O, 60, 6, 5, 5O ou Hée
(fazendo entao full house). Assim, Wasicka venceria caso o
10 de espadas fosse combinado com uma das 35 — 9 = 26
cartas restantes.

Portanto, 210 + 32 + 26 = 268 das 280 combinagoes possiveis

favorecem Wasicka. Assim, temos que P(B|A3) = 258 e

268 280 268

P(BlAa) - P(42) = 555 503 = g08°

Nenhuma das duas cartas é de espadas: Das 45 cartas, 35
nao sao de espadas. Elas podem ser combinadas de C(352) =
595 modos distintos e, portanto, P(A3) = %. As cartas que
favoreceriam Wasicka sdo os 9 e os 4 (sequéncia) e a dupla 88
(trinca). Vamos ver as possibilidades de vitéria com cada uma

destas cartas:

— Dotis noves: Temos trés noves restantes, que podem ser com-
binados de C(32) = 3 maneiras distintas.

— Um nove: Cada um dos trés noves noves pode ser combinado
com uma das 35—3 = 32 cartas restantes (veja que excluimos
os tés noves dentre as cartas possiveis). Temos aqui 3-32 =
96 casos favordveis.
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— Dois quatros: Temos trés quatros restantes, que podem ser
combinados de C(3 ) = 3 maneiras distintas.

— Um quatro: Temos ainda 32 — 3 = 29 cartas disponiveis.
Cada um dos trés quatros pode ser combinado com qualquer
uma destas 29 cartas, dando um straight e a vitéria para
Wasicka. Aqui, sao 329 = 87 casos favordveis.

— Dois oitos: Os trés oitos restantes podem ser combinados de
C(3,2) = 3 maneiras distintas.

Assim, 3+ 96 + 3 + 87 4+ 3 = 192 das 595 combinagdes distinas

possiveis dao a vitéria para Wasicka e, portanto, P(B|A3) = égg.
Entao,
192 595 192
P(B|A3) - P(A3) = —  — = —.
(Bl4s) - P(4s) = 505 - 503 = o03

Finalmente, temos que

P(B) P(B|A1)P(A1) + P(B|A2)P(A2) + P(B|A3) P(As)
26 268 | 192 486

903 T 903 T 903 ~ 903"

Ou seja, nas condigoes dadas, caso Wasicka pagasse a aposta, teria
aproximadamente 53,82% de chances de vencer.

3.2.6 Teorema de Bayes

Utilizaremos inicialmente as informagoes do exemplo anterior
para modelar o Teorema de Bayes com uma jogada do Poker.

Exemplo 3.22. Consideremos a situacao descrita no exemplo anterior,
supondo ainda que Wasicka tenha pago a aposta e vencido a mao. Com
base nestas informagoes, qual é a probabilidade que exatamente uma
das duas cartas (turn ou river) tenha sido uma carta de espadas?

Resposta: Utilizando os mesmos eventos e terminologias citados no
exemplo anterior, queremos encontrar a probabilidade que exatamente
uma das duas iltimas cartas do board tenha sido de espadas, dado que
Wasicka venceu a mao, isto é, P(As|B). Pelo Teorema de Bayes, temos
que P(Az|B) = %. J& sabemos que P(B|Ay) - P(Ay) = 288

903
e que P(B) = % e, portanto, a probabilidade condicionada desejada
’ 28268
P(A3|B) = % = 156" aproximadamente 55, 14%.

903
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Na sequéncia da jogada descrita no inicio desta segao, apds pen-
sar por algum tempo, Wasicka foldou. A agdo surpreendeu muitos dos
expectadores do evento, ja que mesmo nao tendo informagoes sobre as
cartas de seus adversarios e nao tendo acertado nada no flop, Wasicka
tinha uma boa possibilidade de acertar um flush ou uma sequéncia no
turn ou no river (como citado nos Exemplos 3.16 e 3.17) e, assim, estar
com uma mao forte na jogada. Binger, que era o chip leader e tinha
top pair apds o flop, nao hesitou e pagou a aposta de Gold, mas viu o
board ser completado com 7& ¢ Q#, cartas que deram uma sequéncia
e a vitdria para o adversario. Gold aumentou consideravelmente seu
stack e poucas rodadas depois acabou vencendo também o torneio, le-
vando para casa esse que até hoje é o maior prémio ja pago ao vencedor
de um evento de Poker: 12 milhdes de ddlares. Veja que, se Wasicka
tivesse pago a aposta, venceria a mao e eliminaria Gold, dando ainda
um passo importante na busca pelo titulo.

Exemplo 3.23. E o terceiro dia do WSOP 2011. O nivel 12 estava com
blinds de 1k/2k e ante de 300 fichas, e os ainda quase mil participantes
que permaneciam no jogo queriam estar entre as 693 posicoes que se-
riam premiadas. Sam Barnhart, com um stack de 260k, estava no BB
e recebeu K&®Ké&. Um jogador em posicdo inicial aumentou a aposta
para 4,5k, recebendo um 3-bet do brasileiro Denilson Menezes, que es-
tava no botdo, para 11k. A agdo chegou para Barnhart, que decidiu
fazer um 4-bet para 30k. O jogador da posigao inicial foldou e Menezes
foi all-in, apostando 169,8k. Barnhart tinha uma dificil decisdo para
tomar: foldar K#éKé ou pagar a aposta. Suponha que Menezes iria
all-in nessa situacao 100% das vezes que tivesse AA, 50% das vezes que
tivesse KK e 20% das vezes que tivesse AK ou QQ (e, para as demais
maos, foldaria). Nessas condigoes, desconsiderando as cartas dos joga-
dores que foldaram, qual é a probabilidade que Menezes tenha um par
de ases, dado que ele foi all-in?

Resposta: Denotemos por A; o evento que o brasileiro tem nas maos
um par de ases, por As; o evento que ele tem KK, por A3 o evento
que ele tem AK e por A4 o evento que Menezes tem QQ nas maos.
Temos informagoes apenas sobre as duas cartas de Barnhart, restando

i — a2 _ 6 —

50 cartas ocultas. Assim, temos que P(A4;) = Cloca) = 2050 P(As) =
1 _ 1 _ _42 _ _8 _ Cu2 _ _6

Coon _ 1225 P(A3) = Cooa 1225 © P(A4) = Cio2 _ 1225°

Ainda, denotando por B o evento que Menezes vai all-in, temos que
P(B|A;) = 1, P(B|A42) = 0,5, P(BJA3) = 0,2 e P(B|A4) = 0,2.
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Entao, pelo Teorema da Probabilidade Total, temos que

P(B) = P(Ay)-P(B|A1) + P(Az) - P(B|Ag) + P(A3) - P(B|A3)
+P(Ayg) - P(B|Ay)
6 1 8 6 93
S T _° 094+ 09=_7"_
1225 + 1225 0,5+ 1225 0,2+ 1225 0, 12250

Finalmente, usando o Teorema de Bayes, temos que

P(B|A;)-P(A) 1.1 60
P(A,|B) = = = — de 64,51%.
(411B) P(B) 35 T gy e %

Nesta jogada, apés muito tempo pensando, Barnhart foldou. Menezes
tinha Ad AQ.

3.2.7 Variaveis Aleatérias Discretas

As abordagens relacionadas as variaveis aleatdrias discretas e,
em especial, a Esperanca Matematica, podem ser amplamente discuti-
das utilizando-se jogadas de Poker, ja que a quantidade de cartas no
baralho e o nimero de combinagoes distintas possiveis sao finitas. Além
disso, a ocorréncia de determinadas maos com as respectivas possibili-
dades de sucesso ou fracasso em uma determinada jogada também sao
contabilizaveis e, assim, podem auxiliar na compreensao do conceito de
varidveis aleatérias discretas.

Nas abordagens seguintes dessa secao, é coerente considerar que
maos de jogadas distintas de Poker sao eventos independentes. Utili-
zaremos as abreviaturas fdp e fda para representar, respectivamente, a
distribuicao de probabilidade e a distribuicao acumulada da v.a..

Exemplo 3.24. Consideremos a observacao das maos iniciais possiveis
em uma jogada de Poker. Seja X a v.a. definida por X=1, caso um
jogador receba um par na mao e por X=0, caso contrdrio. Qual é a
distribuigao de probabilidade? E a distribuigao acumulada da v.a.?

Resposta: Do total de combinacoes possiveis para formar as duas
cartas da mao (Cs2,2) = 1326), existem 13 - C4 2) = 78 possibilidades
distintas de receber um par, ji que sao 13 valores de carta e, em cada
um deles, as quatro cartas de mesmo valor podem ser combinadas entre
si. Entao, a probabilidade de iniciar o jogo com um par é % = %
Entao temos, para a fdp, px(1) = ﬁ,px(O) = % e px(a) = 0, para
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qualquer outro valor a assumido por X. Para a fda, temos

0, se x < 0;
F(z)=1< 16/17, se 0 <z < 1;
1, sex > 1.

Exemplo 3.25. Seja X a v.a. definida como a quantidade de reis (K)
expostos no board de uma jogada de Poker. Encontremos a fdp e fda
associados.

Resposta: Um board de cinco cartas pode conter um, dois, trés, qua-
tro ou nenhum rei. Para formar o board, as cartas podem ser associ-
adas de U5z 5) = 2598960 maneiras distintas. Um rei nao aparece em
Clag,5) = 1712304 boards distintos, aparece uma vez em 4 - Cyg4) =
4 - 194580 = 778320 combinagbes diferentes (pois cada um dos qua-
tro reis pode ser associados as combinacoes de quatro dentre as 48
cartas restantes), duas vezes em C(49) - C4g,3) = 6 - 17296 = 103776
modos, trés vezes em Cy 3) - Clug2) = 4 - 1128 = 4512 combinagoes e
quatro vezes em 1 - 48 = 48 boards distintos. Assim, a fdp associada
e ﬁ)ﬁ(o) = 3558560 bx (1) = s5gsoc0> Px(2) = gs0a00  Px(3) =
5508560 € Px (4) = 5r9s060- Para a fda, temos

0, se z < 0;

1712304/2598960, se 0 < z < 1;
2490624/2598960, se 1 < z < 2;
2594400/2598960, se 2 < x < 3;
2598912/2598960, se 3 < x < 4;
1, se x > 4.

Exemplo 3.26. Na mao citada no inicio da segao, o vencedor levaria
o prémio de 12 milhGes de dolares, o segundo ficaria com 6,1 milhdes
e o terceiro com cerca de 4,1 milhoes. Suponha que Jamie Gold, que
tinha 60 milhdes de fichas, contra as 18 milhoes de Paul Wasicka e as
11 milhoes de fichas de Michael Binger, estimasse que tinha 60% de
chances de vencer o torneio, 30% de ficar em segundo e 10% em ter-
ceiro. Seja X a v.a. que denota o valor recebido por Gold, em milhGes
de ddlares. Quais sao as fdp e fda associadas?

Resposta: A distribuicdo de probabilidade da v.a. é px(12) =
60%, px(6,1) = 30% e px(4,1) = 10%. A distribui¢io acumulada
é F(x)=0, se x < 4,1;

F(x)=0,1,se 4,1 <z <6,1;

F(x)=04, se 6,1 <z <12;e

F(x)=1, se x > 12.
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Exemplo 3.27. Seja X o ntimero de pares um jogador receberd, nas
suas cartas de mao, nas proximas 10 rodadas. Encontre P(X = 4).
Resposta: No Exemplo 3.24, vimos que a probabilidade de um jogador

receber um par em uma mao inicial é p = 1—17 e a probabilidade que
nao receba um par é ¢ = }—g. Denotemos por 1 o fato que o jogador

recebeu um par e por 0 que nao recebeu um par. Podemos escrever
{1,1,1,1,0,0,0,0,0,0} para representar o evento que um jogador recebeu
pares nas quatro primeiras maos e nao recebeu pares nas seis ultimas
maos. A probabilidade associada a este evento especifico é p* - ¢5.
Contudo, existem outras formas nas quais um jogador poderia receber
exatamente quatro pares nas proximas dez rodadas, como por exemplo
{1,0,1,1,0,0,1,0,0,0} ou {0,0,0,1,1,1,0,0,1,0}. Veja que a probabilidade
de cada uma destas diferentes disposicdes é p* - ¢%, e existem Cloa) =
210 modos distintos para escolher quatro das dez maos para receberem

um par. Assim, temos que P(X = 4) = C(19,4) - (1/17)* - (16/17)".
3.2.8 Esperanga Matematica

O conceito de Esperanca Matemadtica (ou valor esperado) é, tal-
vez, um dos mais importantes para a andlise do Poker. Livros de es-
tratégia se debrugam sobre as consequéncias deste conceito, objetivando
maximizar o valor esperado (em inglés Expected Value), comumente
abreviado por EV, de uma determinada agdo em uma jogada.

Exemplo 3.28. Um famoso tipo de disputa do Texas Hold’em sao os
torneios no formato Sit and Go. Nesta modalidade, a disputa é iniciada
quando se atinge o nimero pré-fixado de jogadores. No PokerStars, fa-
mosa plataforma de Poker online, por exemplo, um dos torneio de Sit
and Go é da forma Heads Up, onde dois jogadores pagam um buy-in
de 1,5 ddlar ($) e o vencedor leva o prémio de $2,76. Suponha que
vocé jogue um desses Heads Up e que vocé e seu adversario tenham a
mesma probabilidade de vencer o torneio. Qual é o valor esperado da
sua participacdo nesse torneio?

Resposta: Denotemos por X os ganhos no torneio. Vocé tem 50%
de chances de vencer o torneio (levando a premiacao de $2,76 e, por-
tanto, ganhando $2,76-$1,50=$1,26) e 50% de probabilidade de perder
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(perdendo $1,50). Assim, o valor esperado é

E(X) = P(X=1,26)-1,26+ P(X = —1,50) - (—1,50)
= 0,5-1,26+0,5-(—1,50) = —0, 12.

Veja que, em nenhum torneio desse formato, vocé perdera exatamente
$0,12. Isso significa que, a longo prazo, nas condicoes dadas, um jogador
tera perdido uma média de 12 centavos de délar para cada torneio que
disputou.

Exemplo 3.29. Vocé joga um torneio de Sit and Go para nove joga-
dores que tem um buy-in de 1,5 délar e garante a premiagéo de $5,81,
$3,48 e $2,32 ao primeiro, segundo e terceiro colocados, respectiva-
mente. Suponha que todos os jogadores tenham a mesma probabili-
dade de ficar nas posi¢oes com premiagao do torneio. Qual é o valor
esperado de sua participagao nesse Sit ando Go?

Resposta: Existem 9 -8 -7 = 504 maneiras distintas para formar a
trinca ordenada dos jogadores premiados. Dessas, vocé fica em pri-
meiro lugar em 1-8-7 = 56 vezes, em segundo lugar 8-1-7 = 56 vezes
e, também, em 56 casos fica em terceiro. Caso venga, o jogador ga-
nha $5,81-$1,50=%4,31; se ficar em segundo, ganha $3,48-$1,50=%$1,98;
se ficar em terceiro, lucra $2,32-$1,50=%0,82, perdendo $1,50 caso nao
fique na faixa de premiacao. Denotemos por X os ganhos no torneios,
ou seja, X={4,31; 1,98; 0,82; -1,50 }. Entao, o EV da participa¢do em
um torneio nessas condigoes é

E(X) = P(X =4,31)-4,31+ P(X = 1,98) - 1,98 + P(X = 0,82) -
0,82+ P(X = —1,50) - (—1,50)
= P(1° lugar) - 4,31 + P(2° lugar) - 1,98 + P(3° lugar) -
0,82 + P(Perder) - (—1,50)
56 56 56 336

= 4314+ -"=.1 2 0.824+ 222 (1
504 73—1—504 ’98+504 O’84—504( +50)

= —0,21.

Exemplo 3.30. E o quinto dia do Main Event do Europe Poker Tour
(EPT) 2015. Doze jogadores, em duas mesas, continuam na disputa e
almejam fazer parte da mesa final do evento. J4 nos blinds de 12K /24K
e ante de 3K, uma mao incrivel foi disputada entre o argentino Juan
Pastor, que estava em posi¢ao inicial, o alemao Christopher Frank, que
estava no BB e o espanhol Andrian Mateos, que estava no dealer e
era, dentre os trés, o jogador com mais fichas. Apds uma sequéncia de
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raises, o trés jogadores acabaram indo all-in pré-flop. O pote principal
estava com 1,302M em fichas e o pote secundario, disputado por Mateos
e Pastor, tinha 180K em fichas. O showdown mostrou A{> A& para
Pastor, KO K& para Frank e Q¢ Qé para Mateos. Nesse momento,
consideradas apenas as cartas dos trés jogadores, a emissora que trans-
mitia o torneio mostrava que Pastor tinha 66% de chances de vencer,
Frank tinha 18% e Mateos 15%, restando ainda 1% de chances de haver
um empate (caso o board mostrasse, por exemplo, 34567). Qual é o
numero esperado de fichas de Mateos nesta mao?

Resposta: Denotemos por X o numero de fichas que Mateos terd de-
pois dessa méao. Ele tem 15% de chances de vencer a méo e levar o pote
de 1,482M de fichas, 1% de chances de empatar a méo e levar metade
do pote secundério (54K) e também um tergo do pote principal (434k)
e 84% de chances de perder a mao, ficando sem nenhuma ficha. Ou
seja, X serd 0 se Mateos perder a mao, 488 se ele empatar a mao e 1482
se ele vencer a mao. Para calcular E(X), multiplicamos cada possivel
valor de X por sua probabilidade e adicionamos os resultados:

E(X) = P(X=0)-0+P(X =488)- 488 + P(X = 1482) - 1482
— 0,84-0+40,01-488 40,15 - 1482 = 227, 18.

Naquela méo, o board trouxe 2 10& 446 QO 7 e Mateos venceu a
mao com uma trinca de damas, eliminado os dois adversarios do torneio.
Mais tarde, Mateos acabou vencendo também o torneio e levou para
casa mais de 1 milhao de euros destinado ao primeiro lugar. Veja que,
como nos dois exemplos anteriores, o valor esperado de X nao é proximo
de qualquer valor que X poderia assumir.

Exemplo 3.31. E a sua primeira mao de um torneio, em que os joga-
dores iniciam com 100BB. Vocé recebe Ad AQ e faz um raise pré-flop
para 6BB. Seu oponente paga e ambos veem o flop: 9 3& 60. Seu ad-
versério diz que tem um par de reis (suponha que ele nao estd mentindo)
e anuncia o all-in. Nesta situagao, é favoravel que vocé pague a aposta
na tentativa de dobrar as suas fichas ou que folde, evitando o risco de
ser eliminado prematuramente do torneio? Em outras palavras, qual
é o EV de pagar sabendo que estamos especificamente jogando contra
um par de reis?

Resposta: Denotemos por X a quantidade de fichas, em BB, que vocé
receberd nessa jogada. Caso venga, recebera as 112BB que estao acu-
muladas no pote (contando com a aposta ja feita pelo adversdrio) ou,
caso pague a aposta e as cartas nao sejam favoraveis, perdera as 94BB
que terd que apostar. Na situacao dada, vocé sé perderd o jogo se
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safrem dois reis ou se sair um rei e a outra carta nao for um as. Temos
conhecimento de sete cartas do baralho, restando portando 45 cartas
ainda ocultas. Para o turn e river, existem C(y52) = 990 combinagoes
distintas possiveis. Para que vocé perca, devem sair dois reis (exata-
mente uma combinacao atende a esta situagao, ja que os outros dois
reis estdo na mao do oponente) ou deve sair um rei e uma carta dife-
rente de ds (ou seja, cada um dos dois reis pode ser combinado com
uma das 45-2-2=41 cartas), o que d4 um total de 1 + 41 + 41 = 83
combinagoes desfavordveis para vocé. Ou seja, das 990 combinacoes
possiveis para turn e river, 990 — 83 = 907 garantem a sua vitéria e,
portanto, a probabilidade que vocé venca mao é 207 ~ 0,9162 (e de

990
que perca é 1 —0,9162 = 0,0838). Logo, o valor esperado é

E(X) =0,9162- 112 40,0838 - (—94) ~ 94, 7.

Veja que a jogada apresenta uma Esperanca Matemdtica positiva (+EV)
e, assim, pode ser conveniente que vocé pague a aposta e va para o
showdown.

E importante destacar que o EV e o resultado real podem variar
enormemente durante qualquer periodo de curto prazo. Contudo, para
amostragens cada vez maiores, a tendéncia é que o valor aferido se
aproxime cada vez mais do valor esperado tedrico. A relacdo entre a
Esperanca Matematica e o Poker também é amplamente abordada por
David Sklansky ( [SKLANSKY, 2004], p.12.), famoso jogador de Poker
e tedrico americano. Ele prop6s um enunciado que, para ele, é o mais
importante na Teoria do Poker, atribuindo a este resultado o nome
de “Teorema Fundamental do Poker” (que néo se trata de teorema no
sentido matematico).

“Toda vez que vocé joga uma mao diferente do que jogaria
se pudesse ver as cartas de seu adversario, seu adversario
lucra; e toda vez que vocé faz os mesmos movimentos que
faria se tivesse visto as cartas de seus adversarios, vocé tera
lucro. Da mesma forma, toda vez que seu adversario joga
diferente do que jogaria se tivesse visto suas cartas, vocé
ganha, e toda vez que ele joga da mesma maneira que jogaria
se visse as suas cartas, vocé perde.”

Ou seja, para ter lucro no longo prazo vocé deve errar menos do
que os jogadores que jogam contra vocé. Por isso, na teoria do Poker,
mais importante do que efetivamente vencer uma determinada mao é
ter tomado a decisao correta, ou seja, participar de jogadas com valor
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esperado positivo, ja que a longo prazo a média de vitérias conquistadas
estard préxima do valor esperado tedrico.

Uma forma de estimar a probabilidade de vitéria e decidir se
o pagamento de uma aposta é vantajosa ou nao é feita através dos
outs, que sao as cartas ainda ocultas do baralho que podem melhorar
a sua mao. O conceito de esperanca matematica, adaptado para esta
situacao, pode ser descrito como

E(x)=P(x)-A—[1— P(z)]a,

onde P(x) é a probabilidade de vencer a mao, A ¢é o total acumulado
no pote; 1 — P(z) a probabilidade de perder a rodada; e a é o valor da
aposta. Para que a jogada seja lucrativa a longo prazo, o valor esperado
deve ser positivo (E(x) > 0) e, portanto,

Plz)-A—-[1—-P(x)]-a > 0

Pz)-A > [1-P)]-a
P(z)-A
a —_—

1— P(x)
Em geral, jogadores estimam a probabilidade de melhorar a sua mao (e
possivelmente vencer a disputa) dividindo o niimero de outs favoraveis
pelo total de cartas ainda ocultas, ou seja,
P(x) =

o
)
C

[1Ph

onde “0” representa a quantidade de outs favoraveis e “c” é a quanti-
dade de cartas ainda ocultas e, portanto,

0 0-A
e A= oA

—O0
c

cC—O0

—

oo
Q

Esse resultado é comumente utilizado por jogadores que estudam o Po-
ker, ja que otimiza os cdlculos e auxilia o processo de tomada de decisao
em uma determinada mao.

Finalizemos este capitulo explorando os conceitos de esperanca
matematica e esperanga condicional com algumas situagoes relaciona-
das ao Texas Hold’em. O célculo de algumas das probabilidades en-
volvidas podera ser omitido, sendo feito com o auxilio de um software

para célculo de probabilidades de Poker, disponivel em [POKERODDS,
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2017], dando énfase as abordagens relacionadas ao valor esperado.

Exemplo 3.32. Vocé recebe suas duas cartas em uma mao de Texas
Hold’em. Seja X o numero de cartas pretas em sua mao e Y a quanti-
dade de cartas de paus em sua mao.

(a) Qual é o valor esperado de Y?

(b) Qual é E(Y|X)?

Resposta: (a) Um jogador pode receber nenhuma, uma ou duas cartas
de paus. Assim,

EY) = 0-PY=0)+1-PY=1)+2-P(Y =2)
B 39 C(13,2) 1
= 0rlI3 (1(52,2)+2 C(52,2) 2

(b) Veja que se X = 0, entdo Y = 0. Logo, E(Y|X = 0) = 0. Se
X =1, ou seja, uma das duas cartas da mao é preta, entao ou ela
é de paus ou é de espadas e, entdo, Y = 1 ou Y = 0 (ambos com
a mesma probabilidade, %), respectivamente. Logo, se X = 1, entao
E(Y|X =1)=0-3+41-3 =1 Se as duas cartas forem pretas, ou
seja, se X = 2, considerando que cada uma das combinagcoes distintas
de duas dentre as 26 cartas pretas é equiprovavel, podemos analisar a

probabilidade de ocorréncia de 0, 1 ou 2 cartas de paus. Assim,

Cq-
PY=0X=2 = -2 _q94
C(26,2)
13
P(Y=1X=2) = 13- =0,52, e
C26,2)
C
PlY =2/X=2) = 132 _0 94
Cl26,2)

Entio, B(Y|X =2) =0-0,24+1-0,52+2-0,24 = 1. Em resumo,
E(Y|X)=0se X =0,E(Y|X)=3seX=1e E(Y|X)=1se X =2.

Exemplo 3.33. E a mesa final do BSOP Millions 2017. Dois jogado-
res continuam na disputa pelo prémio de R$ 1,06 milhces destinados
ao campedo. Saulo Sabioni, com 68M em fichas, recebe 10de 9 com-
pleta o blind com 600k para continuar no jogo. Francisco Neto (14M
em fichas), recebe J& JO e faz um raise para 2,4M, sendo pago por
Sabioni. O flop mostra Q{ J& 4. Neto, que acertou uma trinca, dé
check, Sabioni aposta 1,2M e Neto 3-beta para 2,4M, sendo pago por
Sabioni. O turn mostra 6. O pote estd com 10M em fichas. Suponha
que, nesse momento, Francisco Neto faga um all-in de 11M em fichas.
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Qual é o valor esperado de Sabioni? Ele deve pagar a aposta?
Resposta: Neste momento, Sabioni nao tem nenhuma formagcao de
cinco cartas que pode lhe dar a vitéria da mao. Ele precisa melhorar
sua mao no river para poder vencer a rodada. Existem 8 outs que po-
dem melhorar a sua mao: quatro reis e quatro oitos, com os quais fara
uma sequéncia. Oito das 52 cartas ji foram expostas e, portanto, a
probabilidade que o turn traga uma das oito cartas que melhorariam a
mao de Sabioni e lhe dariam a vitéria é % ~ 0, 1818. Neste caso, ele
ganharia 10 + 11 = 21M em fichas. Para ver o river, ele deve pagar
a aposta de 11M, tendo uma probabilidade de perder de aproximada-
mente 1 — 0, 1818 = 0,8182. Entao,

EV =21-0,1818 4+ (—11) - 0,8182 = 3,8178 — 9,0002 = —5, 1824.

O valor esperado seria negativo e, portanto, Sabioni deveria foldar.
Contudo, na méao descrita, Neto nao fez nenhuma aposta no turn e
deixou Sabioni ver o river de graca. A ultima carta exposta foi um
K<¢. Nesse momento Neto aposta 2,8M e Sabioni vai all-in, sendo pago
por Neto e vencendo o torneio com uma sequéncia, levando para casa
mais de R$ 1 milh&o como prémio.

Exemplo 3.34. Em determinada rodada de Texas Hold’em, os blinds
estdo 100/200. Vocé recebe 34 9#. Um de seus oponentes, que joga
tight agressive e estd no botao, aposta 600 fichas. Vocé, que estda no
BB, paga a aposta e os demais jogadores da rodada foldam. O flop
mostra 6é 80 7. Vocé dé check e seu adversario aposta 650, em um
pote que havia acumulado 1300 fichas. Vocé supoe que seu adversario
tem um jogo forte, como AA, KK ou QQ e que vocé precisa melhorar
a mao para vencer. Qual a melhor agao para vocé: foldar, dar call ou
aumentar a aposta?

Resposta: Analisaremos a situacdo de duas maneiras: utilizando a
estimativa de outs favordveis para a vitéria (a) e através da probabi-
lidade real de vitéria (b), aferido pelo software citado anteriormente.
Das 47 cartas ainda ocultas no baralho, vocé pode melhorar sua mao
acertando uma trinca ou quadra de 8 (dois outs), fazendo um flush
ou straight flush de espadas (9 outs), acertando o seu segundo par, de
noves (dois outs, jd que um 9 é de espadas), ou mesmo fazendo uma
sequéncia (6 outs, sendo trés 5 e trés 10). Assim, das 47 cartas, 19 sdo
outs favordveis e, portanto, temos para (a) que

19

28
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Como a esperanga deve ser positiva, devemos ter }1—? -1950 — % -a >0,

ou seja,
37050
< —— = 1343, 21.
28

Assim, como o valor da aposta é 650, vocé deve pagar a aposta ou
mesmo dar um raise para 1300 fichas.

Agora, para (b), utilizando o software e supondo que seu adversério
tenha AA, KK ou QQ (com uma das duas cartas de espadas), temos
que a probabilidades de vitéria é 61,01%, contra 37,17% de derrota e
1,82% de empate. Neste caso, temos que

E(z) = 0,6101 - 1950 -+ 0, 0182 - 975 — 0, 3717 - a.

Queremos uma esperanga positiva, ou seja, 0,6101-1950+0,0182-975—
0,3717 - a > 0 e, entao,

1189, 695 + 17, 745
0,3717

~ 3248, 43.

Portanto, vocé nao s6 deve pagar como também aumentar a aposta.

Veja que apesar de ambos os casos apresentarem valor esperado
positivo, existe uma grande variacdo nos resultados encontrados. As-
sim, embora a Teoria da Probabilidade forneca importantes subsidios
que auxiliam sobremaneira a tomada de decisao em jogadas de Poker,
o sucesso ou fracasso também esta vinculado a outras varidveis. Uma
delas é a aleatoriedade, que nao pode ser controlada. Outras estao
relacionadas ao estudo, a pratica e a experiéncia, que podem ser aper-
feigoadas e lapidadas.

Assim, para saber qual a melhor decisao a ser tomada, cada
um dos jogadores utiliza seu arsenal de informagoes disponiveis (tipo
de adverséario, posicao na mesa, range do adversario, stack de fichas,
condigoes psicolégicas, tendéncias de agdo do oponente, dentre outros)
e sua experiéncia para tentar preencher, de maneira mais completa
e correta possivel, algumas lacunas nas informacoes incompletas que
dispoe das suas cartas e das cartas expostas. Tudo isto para tentar
tomar a melhor decisao (indo ao encontro do Teorema Fundamental
do Poker) e, ao mesmo tempo, tentar impedir que seus adversérios
consigam mais informagoes (ou informagoes corretas) sobre ele e a sua
mao.
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CONCLUSAO

Apesar da Teoria da Probabilidade ter aplicagao direta em di-
versas areas, é perceptivel que a maior parte das exemplificagoes de
seus conceitos exploram somente situagdes como langamento de da-
dos ou moedas ou ainda a extracao de cartas do baralho ou bolas de
determinadas cores de uma urna. Apesar de serem 1teis para o enten-
dimento, geralmente os exemplos nao apresentam relagao direta com
situagdes comumente vivenciadas pelas pessoas, transformando-se em
algo um tanto desmotivador ou, pelo menos, nao atrativo. Queriamos
deixar de lado estas abordagens tao recorrentes nos materiais didaticos
e modelar a Teoria da Probabilidade com outra aplicacao concreta, que
despertasse o interesse e que estimulasse a leitura e o entendimento, e
vislumbramos no Poker uma oportunidade para tal.

No Texas Hold’em, modalidade de Poker que tem ganhado mi-
lhoes de adeptos pelo mundo nos tltimos anos, os jogadores participam
de diversos experimentos aleatdrios, nos quais devem avaliar as possi-
bilidades e, a partir de informagcées incompletas, definir se 0 momento
é apropriado para fazer uma aposta ou desistir. Assim, além das abor-
dagens relacionadas ao jogo do Poker oferecerem um modelo eficiente
de reprodugao de situagoes reais e atuais do cotidiano, poderiam servir
também como molde para estudo dos resultados associados nao s6 com
a probabilidade, mas também em outras dreas do conhecimento ma-
tematico, como légica, estatistica e analise combinatéria, por exemplo.

Iniciamos entao o nosso trabalho conceitualizando a Teoria da
Probabilidade. Expusemos diversos resultados, propriedades e teore-
mas usualmente citados em obras bibliograficas, livros de Ensino Médio
e em algumas disciplinas de cursos de graduagao relacionados a proba-
bilidade e também a estatistica, exemplificando cada um dos conceitos
elencados.

Em seguida abordamos as principais caracteristicas do Poker.
Buscamos aproximar leitores menos familiarizados com o jogo, apresen-
tando alguns dos principais termos utilizados nas jogadas. Tentamos
explicar também as regras gerais e como é o funcionamento de uma ro-
dada de Poker, sem contudo apresentar detalhes mais avancados sobre
torneios ou modalidades.

Entao, de posse dos conceitos da Teoria da Probabilidade, dis-
pendemos consideravel tempo em pesquisas na internet e sites relacio-
nados ao Poker, analisando torneios reais e centenas de mao que servis-
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sem de modelo para a exemplificacao de todos os conceitos elencados
na parte inicial exclusivamente com jogadas do Texas Hold’em.

Acreditamos que o proposito deste trabalho foi atingido: inter-
conectamos a Teoria da Probabilidade com o jogo de Poker, utilizando
este famoso jogo de cartas para modelar todos os resultados desta tao
fascinante teoria, mostrando ainda, de modo paralelo, como o conhe-
cimento dos resultados associados a aleatoriedade podem otimizar o
processo de tomada de decisao em diversas situacoes da vida e, em
particular, no Poker.
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ANEXO A - Glossario com os principais termos utilizados
no Poker
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A relagao abaixo, adaptada de [POKER, 2018], contém os prin-
cipais termos utilizados no jogo de Poker.

¢ Add-on: Valor (opcional) pago pela compra de mais fichas ao
final de um periodo pré-determinado.

e All-in: Ato de apostar todas as suas fichas em uma determinada
mao.

e Agressor: E o jogador que fez o raise pré flop: ele é o “agres-
sor”da mao.

e Ante: Um pequeno valor em fichas que os jogadores tem que
pagar antes de comegar a mao.

e Ax: Quando vocé tem um As com qualquer outra carta (A4, A5,
A6 = Ax)

e Backdoor: Quando vocé ainda tem a possibilidade de acertar
uma mao, caso turn e no river ragam as cartas necessarias. Exem-
plo: vocé tem AQ 9Q e o flop mostra 10de 5O 4. Caso o turn
e o river tragam mais duas cartas de copas vocé acerta o flush.
Logo, no flop, vocé tem um backdoor para o flush.

e Bad beat: Quando uma mao que é muito favorita de ganhar
acaba perdendo para uma mao que é a menos favorita. Exemplo:
voce tem Add AQ e seu adversédrio tem A<> Ké. A sua probabili-
dade de vitéria é de 92%, contra 7% de seu adversdrio. Contudo,
0 board mostra J@ KO K& 4é 20 e vocé acaba perdendo a méao.

e Bankroll: E a quantidade de dinheiro que vocé tem disponivel
para jogar.

e Bet: Aposta.

¢ Big blind Ea pessoa que, obrigatoriamente, tem que pagar uma
aposta cheia antes mesmo de comecar a mao. Em geral, é o
segundo jogador a esquerda do dealer.

e Blind: Os blinds sao os jogadores ge devem pagar uma aposta
inicial antes da mao comecar. O Small Blind, primiero jogador a
esquerda do dealer, paga metade do valor de referéncia da rodada;
o Big blind, segundo jogado a esquerda do dealer, para a aposta
cheia..
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Bluff: E o famoso blefe. Busca fazer com que seu adversario
acredite que vocé tem uma mao melhor do que a dele quando na
verdade vocé nao tem.

Board: Sao as cartas comunitarias que sao viradas na mesa, ou
seja, as cartas da mesa sao o board. No Texas Hold’em, o board
contém as trés cartas do flop, o turn e o river.

Button (botdo/dealer): E o botao que fica na frente do jogador
que estd sentado na posicdo do dealer na mao. A cada rodada
o botao é passado para o préximo jogador a esquerda, quando
este entao passa a ser o dealer da rodada. Serve também para
identificar o ultimo jogador a agir na mao.

Buy-in: E a taxa de inscricao paga para se inscrever em um
torneio ou para se sentar em uma mesa de cash game.

BSOP: Abreviagao para Brazilian Series Of Poker.

Cash game: Tipo de jogo onde as fichas apostadas valem di-
nheiro real.

Call: Pagar uma aposta.

Calling station; E um tipo de jogador passivo, que gosta muito
de sempre dar call.

Check: Ocorre quando a agao chega ao jogador que, nao exis-
tindo apostas anteriores, opta por também nao fazer nenhuma
aposta, passando a acao para o préximo jogador.

Chip leader: Eo jogador que possui mais fichas em um torneio
ou um mesa de Poker.

Community cards (cartas comunitdrias): Sio as cartas vi-
radas na mesa, que todos os jogadores as utilizam para formarem
suas maos. No Texas Hold’em, as cartas comunitédrias sao forma-
das pelas trés que compoe o flop, pelo turn e pelo river.

Dealer: Jogador que estd sentado na posicao do botao. E o
“carteiro” da rodada, sendo o referencial para a distribuicao de
cartas, que é feita em sentido hordrio, iniciando pelo primeiro
jogador & esquerda do dealer. E também o tltimo jogador a agir
na mao.
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Draw: Quando um jogador possui uma mao que nao formou nada
até o momento, mas que pode melhorar nas proximas rodadas.
Vocé tem Jédo Té e o flop vem 8<> 9 AQD. Vocé nao tem nada,
mas tem um draw de sequéncia, pois pode melhorar sua mao caso
venha um 7 ou Q.

Early position: Sao consideradas as duas primeiras posigoes
depois dos blinds. Também conhecidas como posigoes iniciais.

Equity: Sua parte “legitima” em um pote, considerando a sua
probabilidade de vencer. Se o pote tem 80 e vocé tem 50% de
chances de vencer a mao, sua equidade é de 40. Transmite uma
ideia de quanto vocé " “espera’levar em uma rodada.

Field: Quantidade de jogadores em um torneio ou mesa.

Fish: Denominacao dada a um jogador considerado fraco, que
nao sabe muito bem como jogar.

Flop: Sao as trés primeiras cartas comunitdrias que sao dis-
tribuidas na mesa.

Flush draw: Quando falta apenas uma carta para se completar
o flush. Por exemplo, vocé tem 4 5 € 0 flop mostra 2& 10
8. Caso turn ou river tragam uma carta de paus, vocé acertard
um flush.

Flush: Quando um jogador acerta uma sequéncia com 5 cartas
do mesmo naipe.

Fold: Desistir da mao.

Fold equity: E a chance que vocé tem de fazer seus oponentes
darem fold quando vocé decide aumentar a aposta ou até mesmo
dar um all-in.

Four of a kind (Quadra): Sequéncia contendo quarto cartas
com 0 mesmo nimero.

Freeroll: Torneio com entrada gratuita e que mesmo assim ga-
rante algum tipo de premiagao.

Final table (FT): Mesa final de um torneio.

Full house: Sequéncia formada por uma trinca e um par.
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Heads up: Quando apenas dois jogadores se enfrentam em uma
determinada mao.

In the Money (ITM): Momento em que todos os jogadores
entram na zona de premiacao de um torneio.

Kicker: Carta de valor mais alto, utilizada para determinar qual
mao é a melhor. Pertence ao conjunto das cinco cartas que for-
mam a sequéncia de um jogador, que é comparada ao kicker de
outro adverséario caso os jogadores possuam uma sequéncia com
mesma forga.

Late position: Sao os jogadores que sao os ultimos a falar em
uma rodada de apostas. Normalmente sao considerados late po-
sition o jogadores que estao no dealer, no small blind e no big
blind.

Limp: Entrar em uma rodada apostando apenas o valor minimo
de aposta da mesa.

Limper: Eo jogador que entra de limp.
Loose: Tipo de jogador que gosta de jogar muitas maos.

Middle position: Sdo as posicoes intermedidrias de uma mesa,
que estao entre as posigoes inicias e finais da mesa.

Miniraise: Fazer o menor raise (aposta) possivel no jogo.

Multi Table Tournament (MTT): Torneio com varias mesas
simultaneas em disputa.

No limit: Tipo de jogo onde as apostas nao tem um limite
estipulado.

Odds: E a probabilidade que um jogador tem de completar ou
nao uma mao.

Omaha: Modalidade de jogo em que os jogadores recebem quarto
cartas iniciais e cinco cartas comunitarias. Para fazer a sua mao,
deve usar obrigatoriamente duas cartas que tem na mao e outras
trés da mesa.

Out: Sao as cartas ainda ocultas que, se sairem, podem melhorar
a mao de um jogador.
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Overpair: Um par na mao maior do que a maior carta da mesa.
Exemplo: QQ em um flop 894.

Pocket pair: Quando um jogador recebe um par como cartas
iniciais.

Pot limit: Modalidade de jogo em que a aposta méxima permi-
tida é o valor acumulado no pote.

Pote: Quantia acumulada na mesa, resultante dos valores pa-
gos pelo small e big blind e das demais apostas feitas em uma
determinada mao.

Pot odds: E a quantidade de dinheiro que se tem no pote, em
comparacao com a quantidade de dinheiro que vocé tem que pagar
para continuar jogando.

Range: Conjunto de todas as combinagoes de maos possiveis que
vocé acredita que o seu oponente possa ter.

Raise: Aumentar uma aposta.

Re-raise: E quando se aumenta uma aposta, caso ela ja tenha
sido aumentada anteriormente.

River: E a ultima carta comunitaria a ser mostrada mesa.

Royal Straight Flush: Sequéncia ordenada, do 10 ao A, com
todas as cartas do mesmo naipe. E a melhor mao possivel no
poker.

Satélite: Espécie de torneio qualificatério, onde o prémio é a
entrada para um torneio com buy-in mais caro.

Short stack: Quando um jogador tem uma quantidade de fichas
relativamente baixa em comparacao com o valor do blind. Em
geral, é considerado short stack um jogador com 10 big blinds ou
menos.

Showdown: No final da tdltima rodada de apostas, os jogadores
envolvidos na mao mostram as cartas para ver quem é o vencedor.

Small blind: Jogador que paga metade da aposta inicial obri-
gatoria. E o primeiro jogador a esquerda do dealer.

Split pot: Quando se divide o pote entre dois ou mais jogadores.
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Steal: Quando um jogador decide dar raise com a intencdo de
apenas “roubar” os blinds (fazer uma aposta objetivando forgar os
demais jogadores a fazer fold, para ficar com as fichas acumuladas
no pote).

Straight: Sequéncia formadas por cinco cartas ordenadas, nao
sendo todas elas do mesmo naipe.

Straight flush: Sequéncia formada por cinco cartas em sequen-
cia, todas do mesmo naipe.

Tree of a kind: Quando se acerta uma trinca.

Tight: Estilo de jogador conservador, que tende a jogar poucas
maos.

Tilt: Jogador que comeca a jogar de maneira errada apds ter
perdido uma mao anterior.

Top pair: Quando se acerta o par de maior valor na mesa.
Turn: E a quarta carta comunitaria exposta na mesa.

WSOP: Abreviacao para World Series of Poker.



