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RESUMO

Diante da influéncia que a nocao de sequéncias exerce em diversas areas da Matematica,
por constar na maior parte dos conteidos matematicos abordados nos variados niveis de
ensino, além de estar presente em intimeras situacgoes cotidianas, este trabalho foi pensado
visando realizar um estudo sobre sequéncias e seus principais resultados para o docente de
Matematica e leitores em geral, abordando o modo em que este conceito ¢é trabalhado desde
Ensino Bésico ao Ensino Superior. A teoria contida neste trabalho é acompanhada de varios
exemplos que contribuem para o embasamento do leitor. Ademais, sao mostrados alguns
problemas, dos mais variados niveis, com suas respectivas solucoes, extraidos de provas de
vestibulares, referéncias bibliograficas e olimpiadas matematicas de varios paises, com o

intuito de proporcionar aprofundamento ao leitor sobre o que foi dissertado.

Palavras-chave: Matematica, Sequéncias, Ensino Bésico, Ensino Superior, Vestibulares,

Olimpiadas Matemaéticas.



ABSTRACT

In view of the influence that the notion of sequences exerts in several areas of Mathematics,
since it is present in most of the mathematical contents approached in the different levels of
education, besides being present in innumerable daily situations, this work was conceived
to carry out a study on sequences and his main results for the Mathematics teacher and
readers in general, addressing the way in which this concept is worked from Basic Education
to Higher Education. The theory contained in this work is accompanied by several examples
that contribute to the foundations of the reader. In addition, some problems are presented,
from the most varied levels, with their respective solutions, extracted from vestibular tests,
bibliographical references and mathematical olympiads from various countries, in order to

provide the reader with more depth about what has been said.

Keywords: Mathematics, Sequences, Basic Education, Higher Education, Vestibular, Mathe-

matical Olympiads.
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INTRODUCAO

Ao falarmos sobre base em educacao, a Matemética é uma das mais importantes ciéncias,
sendo abordada desde as séries iniciais. Apesar de sua relevancia, é notério que muitos
alunos possuem dificuldades de aprendizagem quanto a mesma. Em diversos casos pode
ser observado que alguns estudantes adquirem certo preconceito com o tempo, levando-os
a imaginar que os conhecimentos matematicos adquiridos em sala de aula nao se fazem
presentes em seus cotidianos. Varios fatores levam os discentes a pensarem desta forma,
desde fatores histéricos aos de cardter politico/social.

Em contrapartida, o professor é o canal de comunicacao entre os conteidos e o aluno, e
portanto precisa estar preparado, conhecer sua disciplina de maneira sélida e aprofundada,
além de buscar investir em sua formacgao para poder transmitir ao aluno o conhecimento
necessario. Muito embora saber o contetido nao seja o bastante, quanto maior for o dominio
do professor de Matematica sobre o conteiido ministrado, maior sera sua capacidade de
envolver os alunos nos temas e tornar suas aulas mais interessantes.

E importante observar que o professor nao deve se tornar um “animador de circo”
e fugir de ensinar o conteudo de forma objetiva e amistosa. O mesmo deve trabalhar
os conhecimentos especificos de sua disciplina buscando aplica-los de forma a instigar o
aluno a desenvolver seus pensamentos criticos, contribuindo para sua formacao nao apenas
especifica, mas também para sua formacao enquanto cidadao.

Fazendo referéncia aos conteidos matematicos abordados do Ensino Basico ao Superior,

as nogoes de sequéncias se fazem presentes em grande parte destes. Embora as progressoes
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aritméticas e geométricas sejam os assuntos mais estudados do Ensino Bésico relacionados as
sequéncias, varias abordagens importantes com sequéncias podem ser trabalhadas, como por
exemplo, a relagao entre alguns fenomenos naturais e a sequéncia de Fibonacci, os fractais,
o calculo do volume de sdlidos, etc. Na Graduacao e na Pds-Graduacao, as sequéncias e
suas principais caracteristicas, sobretudo a nocao de convergéncia, se fazem constantemente
presentes em diversas areas, como na Analise, no Caélculo, etc. Além disso, o estudo de
sequéncias traz consigo uma gama de aplicagoes cotidianas, o que ¢ muito bem visto no
cenario do ensino atual.

Segundo [30], “vivemos em um universo de padrdes”. Padrdes esses que podem ter
relacdo com conceitos geométricos, movimento, nimeros, etc. Por isso, ¢ muito comum se
observar certos padroes em diversas situacoes do cotidiano, desde a numeracao das casas de

uma determinada rua até a padronizacao do caminhar (direita, esquerda, direita, esquerda).

O que o matematico faz é examinar “padroes” abstratos - padroes numéricos,
padrées de forma, padroes de movimento, padroes de comportamento, etc.
Esses padroes tanto podem ser reais como imagindrios, visuais ou mentais,
estdticos ou dindmicos, qualitativos ou quantitativos, puramente utilitarios
ou assumindo um interesse pouco mais recreativo. Podem surgir a partir do
mundo a nossa volta, das profundezas do espaco e do tempo, ou das atividades
mais ocultas da mente humana [12].

Existem intimeros padroes a serem observados no universo e é interessante notar que
esses padroes podem ser transformados ou relacionados a sequéncias, em geral numéricas,
que é o objeto matematico a ser estudado neste trabalho.

Com base nessas premissas, com esse trabalho buscamos colaborar com a formacao do
professor de Matematica, onde o mesmo podera utilizar os conceitos aqui estudados para
seu embasamento tedrico, além de utilizar esses conhecimentos na tentativa de proporcionar
aos seus alunos o entendimento necessario a respeito de alguns dos padroes supracitados.
Ademais, iremos tratar o estudo do tema de acordo com suas abordagens vistas no Ensino
Basico, Graduacao e Pés-Graduacao, dando uma visao mais abrangente sobre sequéncias.

Com este trabalho também pretendemos fornecer um material instrucional para fins
académicos, com o intuito de abordar o contetido estudado apresentando sua teoria, além
de varios problemas de variados niveis. Por isso o trabalho nao visa somente cooperar com

professores, mas também com os leitores interessados em alicercar seus conhecimentos.
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No capitulo preliminar faremos uma abordagem sobre as principais nogoes de sequéncias
estudadas no Ensino Bésico (representagao dos reais, progressoes aritméticas e geométricas,
sequéncia de Fibonacci, dentre outras) mostrando suas caracteristicas e diversos exemplos,
além de apresentarmos uma série de problemas de vestibulares, olimpicos, etc., trazendo
enriquecimento a pesquisa.

No capitulo seguinte traremos um resumo tedrico das principais ideias de sequéncias
estudadas na Graduagao, trabalhando conceitos importantes como limite de sequéncias,
sequéncias de Cauchy, Teorema de Bolzano-Weierstrass, etc. Também traremos problemas
diversos que complementarao os conceitos trabalhados.

No capitulo final realizaremos um breve estudo de sequéncias de acordo com as ideias
estudadas na Pds-Graduagao, abordando nogoes de espagos métricos, espagos vetoriais e
espacos normados, culminando no importante conceito de espacos de Banach. Ademais,
apresentaremos alguns resultados que divergem dos discutidos no capitulo anterior, mos-
trando que alguns resultados validos para sequéncias de niimeros reais nao sao validos em

outros espacos.



CAPITULO 1

SEQUENCIAS NO ENSINO BASICO

No Ensino Basico o conceito de sequéncias ja é abordado, de forma implicita ou explicita,
desde as séries iniciais, quer seja por meio da introducao aos nimeros reais, no método da
exaustao para o calculo de areas e volumes, no estudo propriamente dito de sequéncias de
nimeros reais, etc. Por isso se faz importante o estudo e aprofundamento dos principais
conceitos de sequéncias e aplicacoes.

Em geral, quando a nogao de sequéncias numéricas é trabalhada, basicamente o foco se
d4 na investigagao de algumas propriedades das progressoes aritméticas (PA) e progressoes
geométricas (PG), em um roteiro quase sempre definido como: apresentar a expressao do
termo geral e a expressao da soma de seus termos, além da resolugao de alguns problemas,
contextualizados ou ndao. Algumas vezes é apresentada, também, a soma dos infinitos termos
de PG cuja razao esteja compreendida entre —1 e 1.

As progressoes possuem papel fundamental na grade curricular do Ensino Bésico, até
pela sua grande aplicabilidade em diversas situagoes cotidianas, porém o estudo de sequéncias
nao deveria se resumir a estas. Outras sequéncias poderiam (e deveriam) ser trabalhadas,
trazendo um maior enriquecimento relativo ao conhecimento matematico de professores e
alunos. A sequéncia de Fibonacci, por exemplo, junto as suas propriedades e relagao com
fenomenos naturais, quase nao é abordada. Algumas vezes é vista a titulo de curiosidade,

ou através de questoes que nao exploram suas principais caracteristicas.
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CAPITULO 1. SEQUENCIAS NO ENSINO BASICO 18

Neste capitulo faremos uma abordagem expositiva das principais ideias de sequéncias na
representacao dos nimeros reais, no estudo das progressoes aritméticas e geométricas, além
da sequéncia de Fibonacci e resolucao de problemas que permitam destacar e aprofundar os
conceitos trabalhados. Alguns dos problemas que serao apresentados buscam, entre outros
objetivos, exibir algumas outras sequéncias que sao praticamente desconhecidas por parte
dos professores e estudantes do Ensino Bésico.

Em alguns resultados trabalhados neste capitulo, assim como no decorrer de todo texto,
utilizaremos o Principio da Indugdo, o qual enunciaremos no Apéndice [A] Ademais, aborda-
remos alguns resultados (que podem ser omitidos numa primeira leitura) onde utilizaremos
algumas ideias de limites de sequéncia, ideias essas que serao melhor exploradas no proximo

capitulo.

1.1 Representacao dos Numeros Reais

Em geral, a introducao aos nuimeros reais no Ensino Basico é acompanhada de certos
contratempos, tendo em vista que ao se iniciar a abordagem de um determinado conjunto,
nota-se algumas limitagoes algébricas referentes ao conjunto anterior. Por exemplo, o motivo
para a construcao de Z é o fato de nao ser possivel resolver subtracoes em N, e a razao pela
qual se constréi Q é por nao ser possivel efetuar divisoes em Z. Essas construgoes geralmente
sao feitas por meio de aplicacoes concretas relacionadas ao cotidiano do aluno.

Entretanto, diante a real necessidade de se introduzir o conjunto R, o problema cresce
consideravelmente, pois a extensao de Q para R é um salto onde raramente sao encontradas
aplicacoes cotidianas que justifiquem a necessidade dessa expansao.

Diante deste quadro, comumente os livros didaticos escapam dos problemas supracitados
desviando-se deles através de abordagens onde se introduzem os nimeros reais a partir da
suposicao de sua prépria existéncia. Esta forma de abordagem nao responde aos problemas
matematicos que tornam a expansao dos racionais para os reais necessaria.

E claro que nao se pode aspirar que um aluno, no final do ciclo do Ensino Bésico,
absorva o conceito de niimeros reais com o rigor matematico formal. Porém é importante
que o mesmo entenda, pelo menos, os problemas mateméticos que induzem a criacao dos

reais, e para isso ¢ fundamental que o professor tenha amplo conhecimento desses problemas.
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Com base nessas premissas, apresentaremos algumas ideias da representacao dos reais,
cuja descricao mais simples consiste em dizer que este ¢ um corpo ordenado completo.
Os detalhes dessa caracterizagao sao, a rigor, estudados na Andlise Matematica (Ver [22]).

E bem verdade que ha algumas maneiras de formular matematicamente a afirmacao de
que os reais é um corpo ordenado completo, mas em todas elas, direta ou indiretamente, se
presencia a ideia de aproximagao ou limite.

Esta abordagem nos interessa devido a sua estreita relacao com as nocoes basicas de
sequéncias e limite de sequéncias, que é o objeto estudado neste trabalho. Inicialmente as
ideias aqui trabalhadas relacionadas a limites de sequéncias se darao de maneira intuitiva,

pois suas definicoes formais serao deixadas para capitulos posteriores.

1.1.1 Representagao Decimal

Trataremos da representacao dos reais por meio de expressoes decimais, que € o modo
mais comum de ser apresentado. Realizaremos esse processo trabalhando apenas com os
reais positivos, pois para os negativos basta que acrescentemos o sinal de menos. Deste

modo, enunciamos entao a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.1.1. Uma expressao decimal é um simbolo da forma
O = d4p,A1020304 . ..0Ap ...,

em que ag € um numero inteiro positivo e aj, s, ..., Ay, ... sio digitos, ou seja, numeros
inteiros tais que 0 < a, < 10. Para cada n € N, tem-se um digito a,, chamado o n-éstmo

digito da expressao decimal . O numero natural ag chama-se a parte inteira de o.

Os simbolos a@ = 2,5431111... e § = 31,543543543 ... sao exemplos de expressoes
decimais nos quais ¢é facil saber como se obtém os digitos que nao estao explicitados. O
simbolo 7 = 3,14159265 ... (quociente entre o comprimento de uma circunferéncia e o
seu diametro) também é um exemplo de expressao decimal, porém o que estd expresso
nao nos permite saber a regra para encontrar os digitos omitidos pelas reticéncias, mas
sabemos que existem processos bem definidos para calculd-los. Atualmente, com o auxilio
dos supercomputadores e algoritmos especiais, é possivel determinar trilhoes de digitos de

.



CAPITULO 1. SEQUENCIAS NO ENSINO BASICO 20

Uma sequéncia de digitos, precedida de um inteiro, representa o nimero real (que iremos
representar como « para nao carregar de notacao) abaixo:

e .
a = a — — —
710 " 102 10"

Deste modo fica claro a ideia de representarmos o niimero real o através de uma sequéncia
de racionais. Em verdade, a expressao acima significa que o real o tem por valores aproxi-
mados 0s nimeros racionais

aq a9 Ay,
N = 2 4+ VneN
Q a0+10+102+ +1()" n

Quando fazemos a substituicao a por «,,, o erro cometido nao é superior a #. Deste

modo, temos que ag é o maior natural contido em «, a; é o maior digito tal que

aq
a0+1_0§aa

as ¢ o maior digito tal que

ay a2 <
a0—|—1—0+1—02_a, etc.

Portanto, obtemos uma sequéncia de ntimeros racionais obedecendo

(10§Oé1§0[2§...<0{n§...

onde esses valores se aproximam cada vez mais do nimero real . Dai, dizemos que o
nimeros real a é o limite desta sequéncia de niimeros racionais.

O fato de sempre existir um nimero real que é limite desta sequéncia é a maneira que
adotaremos para dizer que o corpo dos reais é completo. Portanto, podemos enunciar o

seguinte axioma (fato cuja veracidade é admitida sem demonstragao):

Axioma 1 (Axioma da Completeza). Toda expressio decimal representa um nimero real e

todo numero real pode ser representado por uma expressao decimal.

Quando, a partir de um certo ponto, todos os digitos a, de uma expressao decimal se

tornam iguais a zero, como observado em
a = ag, aiaqas . .. a,000. ..,

temos que
a5 4 In
o = Q — — Ce —
710 " 102 10m
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¢ um numero racional, mais precisamente uma fragao decimal.
Em geral, por mais que a expressao a = ag, a10as . . . 4, . . . A0 termine em zeros, a mesma

pode representar um numero racional se for periddica.

Definicao 1.1.2. Uma expressao decimal o = ag,a1az...a,... chama-se uma dizima
periodica stmples, de periodo ayas . .. ay,, se 0s primeiros p digitos apds a virgula repetem-
se indefinidamente na mesma ordem. Para indicarmos de forma mais precisa o periodo,

empregamos também a notacao o = a1as - . . @y.

O exemplo mais simples, e sem dividas o mais intrigante, trata-se da dizima periddica

simples o = 0,9, isto é,

9 9 9
a—0,999...—1—0 m—i-m—l—....

Esta expressao representa o ntimero real a = 1. De fato, os valores aproximados de «

formam a sequéncia de racionais
a; =0,9, as =0,99, az3 = 0,999, etc.

Notemos que 1 —a; =0,1, 1 —as = 0,01, 1 — a3 = 0,001 e, em geral, 1 — a,, = 107"

Deste modo vemos que, tomando n suficientemente grande, a diferenga 1—«,, pode tornar-se
tao pequena quanto se deseje. Em outras palavras, os ntimeros racionais «, = 0,99...99
sao valores cada vez mais aproximados de 1, ou seja, tém 1 como limite.
Observagao: Mesmo com a argumentacao acima, nem sempre ¢ facil convencer os alunos
a respeito da validade da igualdade 0,999... = 1. Em sala de aula, algumas perguntas
podem ajudar nesse convencimento. Por exemplo, se fosse verdade que 0,999... < 1, entao
teria que existir um outro nimero real, diferente de 0,999... e de 1, que ficasse entre eles.
Vocé seria capaz de exibir tal niimero?

Devido ao fato de que

9 9 9
0,999... = —+ — 4 ——+...=1
’ 10 7100 T 1000 " ’
segue que
0,111 —1+1+1+ _ 1
U710 100 0 1000 T 97
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Deste modo, para todo digito a, temos

0 T -
A% =0 T 100 T 1000 T T 9

Um exemplo bésico que ilustra esse fato é 0,555... = g.
Este raciocinio pode ser generalizado para todos os digitos a;a; . . . a, do periodo de uma
dizima periddica simples. Por exemplo,

68 S 5678

0,68:(),686868...—@ e 0,56 8:0,56785678...—m.

Este processo nos leva a conclusao de que toda dizima periddica simples representa
um numero racional, que se chama sua fragao geratriz, ou simplesmente sua geratriz.
Dai, podemos utilizar a regra que antigamente (em alguns casos até hoje) os alunos eram
obrigados a memorizar:

“A geratriz de uma dizima periodica simples € a fracao cujo numerador é o periodo e o
denominador € o numero formado por tantos noves quantos sao os algarismos do periodo”.

Além das dizimas periédicas simples, existem as ditas compostas, que sao as dizimas
que possuem, depois da virgula, uma parte que nao se repete, seguida de uma parte
periodica.

Para encontrarmos a geratriz de uma dizima periédica composta, realizamos o processo

como no exemplo a seguir:

a = 0,25343343. ..

4
100 = 25,343343...=25+0,343343... = 25 + %
25 %999+ 343 25(1000 — 1) + 343
N 999 B 999
250004343 —25 25343 — 25
B 999 999
e assim,
25343 — 25
99900

Deste modo chegamos a outra regra cléssica que conhecemos:

“A geratriz de uma dizima periodica composta € a fracdo cujo numerador € igual a parte
nao-periodica, sequida de um periodo menos a parte nao-periodica, € cujo denominador €
formado por tantos noves quantos sao os algarismos do periodo, sequidos de tantos zeros

quantos sao 0s algarismos da parte nao-periodica”.
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Desta forma, concluimos que toda expressao decimal periddica (simples ou composta)
representa um numero racional e, reciprocamente, todo ntimero racional é representado por
uma dizima periddica finita (que acaba em zeros) ou periddica.

De fato, a reciproca da afirmagao acima é verdadeira, pois uma expressao decimal finita
¢é periddica de periodo 0, além de que sempre podemos obter a expressao decimal de um
racional § pelo conhecido processo da “divisao continuada” de p por q.

Lembrando que os ntmeros irracionats sao os numeros reais que nao sao racionais,
temos que os nimeros irracionais sao aqueles que nao possuem representagao decimal
periodica.

Finalizamos esta secao apresentando a seguir duas importantes propriedades dos niimeros
reais que se deduzem a partir do axioma da completeza que adotamos.

Propriedade Arquimediana. Dado um nimero real «, sempre existe um nimero natural
n tal que n > «. De fato, pois se nao existisse n satisfazendo n > « significaria que o
conjunto N dos nimeros naturais seria finito.

Densidade dos Racionais e Irracionais. Todo intervalo (ndo-degenerado) da reta real
contém numeros racionais e irracionais. De fato, seja o intervalo (a,b). Assim b —a > 0.
Tomando um natural n > ﬁ, temos que b — a > % Deste modo os nimeros racionais
0, j:%, j:%, ... varrem toda a reta real, sendo a distancia entre cada um deles para os outros
dois proximos igual a %, e portanto < b — a. Logo, nao é possivel se ter % <a<b< %,
ou seja, pelo menos um dos nuimeros racionais %, com k € Z, pertence ao intervalo (a,b).
Para obtermos um irracional em (a, b) basta tomarmos n natural de modo que b —a > \/75

k2 (k+1>ﬁ> V2

de comprimento varrem toda a reta R, e assim

n

Desta forma os intervalos (

um de seus extremos é um numero irracional que pertence ao intervalo (a,b).

1.2 Nocgoes Iniciais de Sequéncias de Numeros Reais

Definicao 1.2.1. Uma sequéncia de numeros reais € uma funcao que possui como dominio
o conjunto N dos niumeros naturais e que toma valores no conjunto R dos nimeros reais,

isto €, a : N — R.

O valor a(n), para todo n € N, serd representado por a,, o qual chamaremos de termo

de ordem m, ou m-ésimo termo.
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Usualmente, sequéncias sao representadas pela notacao (aq, as, . .., ay,,...), que pode ser
abreviada como: (ay),y ou, simplesmente, (a,). Isto significa que a sequéncia dada ¢ a
funcao 1 — a1,2 — asg,...,n — ay,, ..., que associa o nimero real a, a cada natural n.

Podemos classificar uma sequéncia em relacao a sua quantidade de termos da seguinte
forma: a sequéncia é dita finita se possui nimero limitado de termos, isto é, para algum n
natural, a sequéncia é do tipo (ay, as, ..., a,), e dizemos que a sequéncia é infinita se possui
uma quantidade ilimitada de termos, isto é, a sequéncia sera da forma (aq,asg, ..., ap,...).

Por exemplo, (1,4,34,3,17,427) e (24,17,/2,72,0,14) sdo sequéncias finitas, ji que
ambas possuem seis termos cada, enquanto que (1,2,3,4,...) é uma sequéncia infinita (dos
nimeros naturais).

Outros exemplos importantes de sequéncias sao as progressoes. A seguir faremos um es-
tudo a respeito das principais sequéncias abordadas no Ensino Bésico, que sao as progressoes

aritméticas e geométricas.

1.3 Progressao Aritmética (PA)

Definicao 1.3.1. Uma progressio aritmética (PA) é uma sequéncia de nimeros reais onde
cada termo, a partir do sequndo, € obtido através da soma do termo anterior a uwma cons-

tante. Essa constante € chamada de razao da PA e representada por .

Exemplo 1.3.1. As sequéncias (3,7,11,...) e (%, , %, .. ) sa0 progressoes aritméticas cujas

ot

~ ~ . 1
razoes sao, respectivamente, 4 e —3.

A razao de uma PA pode ser um nimero positivo, negativo ou igual a zero. No caso
em que r > 0, a PA é dita crescente, ou seja, m < n = a,, < a,. Quando r < 0, a PA é
dita decrescente, ou seja, m < n = a,, > a,. Claramente, se r = 0 entao a PA é constante:

(ay,a1,aq,...).

Proposicao 1.3.1. Uma sequéncia (a,) de nimeros reais € uma PA se, e somente se,
Gps1 + Qp_1 = 2a,, Yn € N.

Demonstragdo: Por definigao, a sequéncia (a,) é uma PA se, e somente se, ay — a; =
az —as = ... =1, isto é, se e s0 se, para todo n € N, tivermos a, 11 — a, = @, — @yp_1 =

Gpi1 + Gp_1 = 2a,. [ |
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O resultado acima obtido nos diz que, em uma PA, um certo termo (com exce¢ao do
primeiro termo e do tltimo termo, no caso de uma PA finita) é a média aritmética de
seus termos vizinhos. Isto facilita a resolucao de diversos problemas envolvendo PA’s, como

veremos no préximo exemplo.

Exemplo 1.3.2. Se3—x, —2,vV/9 —x,... € uma PA, determine x e calcule o quinto termo.

Solugao: Pela Proposicao temos que —2xr = 3 — x + /9 — x, ou seja, VI — 1 =
—(z 4 3). Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos 2% + 7x = 0 ¢ as rafzes desta
ultima equagao sao x = 0 (que nao satisfaz as condig¢oes do problema) e z = —7 (que satisfaz
as condigoes do problema). Logo, a PA é (10,7,4,1,—2,...) e, portanto, o quinto termo da
PA ¢é -2.

1.3.1 Termo Geral de uma Progressao Aritmética

Teorema 1.3.1. Se (ay,a9,as,...,a,,...) € uma progressao aritmética de razao r, entao

a, = ay + (n — 1)r, para todo n € N.

Demonstracao: Pela definicao de PA, temos que:

as = a1 +7r

as = ag+rT
Ap—1 = Qp2+7T

Qp = Qp_1+T.

Somando as n — 1 igualdades acima e efetuando os cancelamentos necessarios, obtemos
an =a;+ (n—1)r, Vn € N. (1.1)

[ |

A equacao é chamada de termo geral da PA, que possibilita o calculo de qualquer
termo de uma PA sendo conhecidos o seu primeiro termo e sua razao.

O entendimento do termo geral de uma PA é imediato, sendo suficiente observar que

para avancar um termo, basta somar a razao; para avancar dois termos, basta somar duas
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vezes a razao, e assim por diante. Em geral, partindo do n-ésimo termo, para se avancar
até o m-ésimo termo, com n < m, basta somar (m —n) vezes a razao. Assim, sendo n < m,
com m,n € N, temos

Um = Gy, + (M — )1 (1.2)

Exemplo 1.3.3. Considere uma progressao aritmética onde o sétimo termo vale 34 e o

vigésimo terceiro termo vale 114. Quanto vale o décimo quinto termo dessa progressao?

Solugao: Temos, por (1.2), que: ags = a7+ 16r. Assim 114 = 34+ 16r = r = 5. Obtemos

entao a5 = ay + 8r, isto é, a;5 = 34 + 8.5 = a5 = 74.

Exemplo 1.3.4. Se (a,) € uma PA de razao r, prove que as sequéncias (b,) e (¢y), definidas
por b, = as, € ¢, = as,_1, para todo n € N, também sao PA’s, ademais de razdes iguais a

2r.

Demonstragdo: Primeiro, analisando a sequéncia (b,), para mostrar o que se deseja,
basta mostrar que b, — b,_; = 2r, para todo n € N. Ora, usando a defini¢ao de (b,) e o

fato de (a,) ser uma PA de razao r, obtemos

by —by1 = ag, — a2(n—1)
= Q2p — Q2p—2
= (a2, — aon—1) + (a2n—1 — G2,—2)
= r+r

= 2r.

Agora, analisando a sequéncia (¢,) e trabalhando de modo anélogo ao anterior, temos

que

Cpn —Cp—1 = G2p—1 — G2(n—-1)-1
= A2p—1 — A2p—3
= (agn—1 — A2p—2) + (A2n—2 — A2n—3)
= r4r

= 2
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1.3.2 Interpretacao Geométrica das Progressoes Aritméticas

Uma PA pode ser vista geometricamente como uma sequéncia (finita ou infinita) de
pontos ai,as,...,an,... igualmente espacados na reta, ou seja, a razao r = @, — Ap_1

independe de n, e como ja sabemos
T=0ag — Q1) = a3 — A = ... =0Ap — Qp—1 = ...

Podemos perceber que, sendo f : R — R uma funcao afim dada, por exemplo, por
f(z) = ax + B, e sendo a PA (ay,as,...,a,,...), entdo os pontos y, = f(a,), ¥n € N,
também estao igualmente espacados na reta, ou seja, estes pontos também formam uma

PA, cuja razao é
Un — Yn—1 = (aa, + B) — (aa,—1 +b) = ala, — a,—1) = ar.

Logo, se tivermos uma reta que representa o grafico de uma funcao afim e tomarmos sobre
ela os pontos (1,v1),(2,42),...,(n,yn), ..., onde as abscissas desses pontos sao os nimeros
naturais, entao as ordenadas y1, %2, . .., Yn, . . . desses pontos formam uma PA. Assim, pode
se dizer que uma funcao afim é capaz de transformar uma PA em outra PA.

E claro que podemos pensar na prépria férmula a, = a; + (n — 1)r como sendo uma
funcao afim, cujo dominio é o conjunto N dos ntimeros naturais. Mais precisamente, a
expressao a, = nr + a; — r sera simplesmente a restricao aos naturais da funcao afim
a(x) =rx+a(l) —r. Assim, o grafico desta funcao é dado pelos pontos colineares do plano:

(1,a1),(2,a2),...,(n,ay,),..., como pode ser observado na figura a seguir.

Figura 1.1: Grafico de uma Progressao Aritmética.
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Portanto, uma sequéncia numérica é uma PA se, e somente se, os pontos do plano que
tém coordenadas (1,a4),(2,az),...,(n,a,),... sdo colineares.

A seguir, veremos uma aplicacao relacionada aos resultados obtidos acima.

Exemplo 1.3.5. Dadas as progressoes aritméticas

(&1,&2,...,an,...) [& (bl,bg,...,bn,...),

mostre que existe uma, e somente uma, funcdao afim f: R — R tal que

f(al) = bl, f(a,g) = b2, ce f(an) = bn7 c.

Demonstragdo: Sendo (a1, as,...,a,,...)e (b, b, ... by, ...) PA’s entdo ambas possuem

razoes, isto é, existem rq e ro tais que
an=a1+mn—1r; e b,=b+(n—1)rs.
Consideremos f(x) = ax + 3, tal que f(a;) = by e f(az) = by. Dai, temos que:

aay+ 6 = by
ala;+m)+8 = b+

Resolvendo o sistema acima, obtemos a = 2 e b =b — a2, de onde a funcao f sera

dada por f(z) = 2z + b — a2 Logo,

flan) = flar+(n—1)r)
= ;—? (CLl -+ (n — 1)7“1) -+ (bl — a%)
= b+ (n—1)ry =0, Vn €N,

que era o que desejavamos mostrar.
Para mostrarmos a unicidade de f, tomemos g(x) = ayz + 51 e assim obtemos que
g(a,) = b,,¥n € N. Assim, em particular, temos g(a;) = by e g(as) = bs, €, portanto, a

construcao da fungao f acarreta f = g.
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1.3.3 Soma dos Termos de uma Progressao Aritmética

Uma interessante historia a respeito do ilustre matematico alemao Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) é bem conhecida na comunidade matemética. Conta-se que, quando Gauss
tinha dez anos de idade, ele resolveu um problema que seu exigente professor J. G. Buttner
passou aos alunos, com o objetivo de manter sua classe ocupada. O professor solicitou a
Gauss e seus colegas de classe que calculassem o resultado da soma 14+2+...499+100, tarefa
que foi respondida rapidamente por Gauss, sem nenhum calculo escrito em suas anotagoes.

Gauus entregou ao professor a resposta correta: 5050 (Ver [9]).

Figura 1.2: Carl Friedrich Gauss (1777-1855).

O que Gauss efetuou foi a soma dos termos da PA (1,2,...,99,100) de razao r = 1,
observando que as somas 1+ 100,24 99,3 + 98, . .. resultavam todas em 101. Logo, bastou
a Gauss calcular o produto 101 x 50 = 5050 para encontrar a resposta correta.

Com base no raciocinio utilizado por Gauss, enunciamos o resultado a seguir.

Teorema 1.3.2. Se (a,),Vn € N, € uma PA de razao r, entio

(a1 4+ a,)n

! (1.3)

Sn:al—l—ag—l—...—i—an:
Demonstracao: Primeiro, observemos que

a; +a, = (ay—7r)+ (ap1+7r) =as+ a1

ag+ ap_1 = (a3 —7)+ (G2 +71) = a3+ an_s
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etc.

Agora, sendo S,, = ay + as + ...+ a,, temos

2S5, = 2(a1+az+...+ay,)
= (a1 +ay) + (ag+an1)+ (a3 + an2)+ ...+ (a, + a1)

= (a1 +an)+ (a1 +ay) + (a1 +a,) + ...+ (a1 + ay)

(& J

n p;;celas
= (al + an)na
ou seja,
5 - (a1 +an)n
2
[ |
Exemplo 1.3.6. Calcule a soma dos termos da progressao aritmética 2,5,8,11,... desde o

25 até o 41° termo, inclusive.

Solucao: Primeiro, calculando aqs € a4y, temos que:

Qos = a1 + 24r = Q95 =2+24.3 = ays =74

asn = a1 +40r = ay =2+40.3 = aq = 122.

Agora, observe que do 25° termo, inclusive, ao 41°, inclusive, ha 41 —25+1 = 17 termos.

Logo, usando a equagao (1.3]), obtemos

1 4+122) -1
S:(a25+g41) T +2) T 1666.

Exemplo 1.3.7. Prove que a soma de todos os inteiros positivos de n digitos, n > 2, €

1qual ao numero 49499 ...95500...0, no qual ha n — 3 digitos sublinhados que sao iguais a

9 e n — 2 digitos sublinhados que sao iguais a 0.

Demonstracao: Para melhor entendimento, primeiro faremos o caso particular n = 3.
Temos que os numeros de 3 digitos sao 100, 101, ...,999 que é uma PA de 999—-100+1 =

900 termos e razao 1. Assim,

(100 +999) .900 989100

5= 2

= 494550,

que ¢é o que desejavamos.
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Para o caso geral, note que a soma pedida é a soma de uma PA de razao 1, com primeiro

termo igual a 100...0 = 10" ! e dltimo termo igual a 999...9 = 10" — 1, cuja quantidade
—_—— —

n digitos n digitos
¢ — = no__ _ n—1 — n o __ n—1
de termos é 992. .9 10(31. .0+1=(10"—=1)— (10" ') +1=10" — 10"'. Logo,
n digitos n digitos

g (10"~' 410" — 1) (10" — 10™7")  (11.10"* — 1) (90.10"~2)
- 2 N 2

= 45.10"7%(11.10"" — 1) = 10"* (495.10"" — 45)

= 10™2(495000...000 — 45)

= 49499...95500...0.

Assim, temos n — 3 digitos sublinhados que sao iguais a 9 e n — 2 digitos sublinhados

que sao iguais a 0, como queriamos mostrar. [ |

Exemplo 1.3.8. O nudmero triangular T, € definido como a soma dos n primeiros termos
da progressao aritmética 1,2,3,4,.... O nimero quadrangular @, € definido como a soma
dos n primeiros termos da progressao aritmética 1,3,5,7,.... Analogamente, sdo definidos
numeros pentagonais, hexagonais, etc. A figura abaizo justifica essa denominacao.

Determine o numero j-gonal de ordem n.

[ ]

Figura 1.3: Representacao dos Numeros Triangulares e Quadrangulares.

Solugcao: Observemos que a progressao aritmética cuja soma dos n primeiros termos é a

definicao do nimero j-gonal, possui razao r = j — 2 e é da forma

1a<j - 1)’(2j _3)7(3j_5>7(4j —7),...,[(”— 1)] - (277’_3)]'



CAPITULO 1. SEQUENCIAS NO ENSINO BASICO 32

Logo, a soma pedida é dada por

S = 1+0G-1D)+2j-3)+@Bj—-5)+@-7+...+[(n—-1)j —(2n — 3)]
= 1+j1+2+4344+...4(n—1)]—[14+3+5+7+...+(2n—3)]

= 14+j1+2+3+4+... +(n -] -[1+43+5+7+...+(2(n—1) = 1)]

J/

~ ~~

PA de n — 1 termos e razdo 1 PA de n — 1 termos e razao 2
—1
IS ) B
2
isto é,
o nlitn=1)—2(n—2)

1.4 Progressao Geométrica (PG)

Definigao 1.4.1. Uma progressio geométrica (PG) é uma sequéncia de niumeros reais onde
cada termo, a partir do sequndo, € obtido através do produto do termo anterior a uma

constante. Essa constante € chamada de razdo da PG e representada por q.

Exemplo 1.4.1. As sequéncias (4,12,36,108,...) e (32, 8,2, %, . ) 540 progressoes geométricas
1

cujas razoes sao, respectivamente, 3 e 5

Observemos que, se ¢ = 0, entao a, = 0 para todo n > 2. Por outro lado, se ¢ = 1,

entao a, = a; para todo n natural.

Proposicao 1.4.1. Uma sequéncia (a,) de nimeros reais é uma PG se, e somente se,
Gpi1-Qp_1 = afl, Vn € N.

Demonstragao: Por definigao, a sequéncia (a,) é uma PG se, e somente se,

a9 as ay

q:—: :—:.._,

a1 a2 a3

isto é, se e sé se, para todo n € N, tivermos “2+ = p—
n n—

= Apy1.Gp_1 = a2.
[ |
O resultado acima obtido nos diz que, em uma PG, um certo termo (com exce¢ao do
primeiro termo e do ultimo termo, no caso de uma PA finita) é a média geométrica de
seus termos vizinhos. Isto facilita a resolucao de diversos problemas envolvendo PG’s, como

veremos no proximo exemplo.
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Exemplo 1.4.2. O lado, o perimetro e a drea de um triangulo equildtero, nesta ordem, sao
termos de uma progressao geométrica. Calcule a medida da altura desse triangulo equildtero

em unidades de comprimento.

Solucao: Chamando de ¢ o comprimento do lado deste triangulo, temos que seu perimetro

é 30 e sua area é %. Assim, pela Proposicao |D temos

2\/3
4

94
V3

Portanto, a altura do triangulo sera %3 = % = 18.

‘. = (30 = ¢ = (=12V3.

1.4.1 Termo Geral de uma Progressao Geométrica

Teorema 1.4.1. Se (ay,as,a3,...,an,...) € uma progressio geométrica de razao q, entao

a, = a1.q" ', para todo n € N.

Demonstracao: Pela definicao de PG, temos que:

Q2 = a1-4q

ag = az-q

ay = asg-q
p—1 = Qap—2-°(g

ap = QAp—1-°(.

Multiplicando as n — 1 igualdades acima, membro a membro, teremos

n—1
ag -3 -Ag4 ... " Qp =0aA1 *A2-A3 ... " Ap_1 = ( s

e assim, efetuando a divisao de ambos os membros da igualdade acima por as-as-as-. .. a,_1

(perceba que isso é possivel, pois a; # 0, Vi € N), obtemos

an=a;-¢" ', ¥neN. (1.4)
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A equacao (|1.4) é chamada de termo geral da PG, que possibilita o cdlculo de qualquer
termo de uma PG sendo conhecidos o seu primeiro termo e sua razao.

De modo anélogo ao que foi observado nas progressoes aritméticas, percebemos que, em
uma PG, para avancar um termo, basta multiplicar pela razao; para avancar dois termos,
basta multiplicar duas vezes a razao, e assim por diante.

Em geral, partindo do n-ésimo termo, para se avancar até o m-ésimo termo, com n < m,

basta multiplicar (m — n) vezes a razao. Assim, sendo n < m, com m,n € N, temos que
Ay = ap - g™ " (1.5)

Exemplo 1.4.3. Em uma progressao geométrica, o sexto termo vale 4 e o nono vale %

Calcule o décimo terceiro termo dessa progressao.

Solucdo: Temos, por 1) que: ag = ag.¢°. Assim, 3 = 4.¢* = ¢ = {/% = 3. Logo,

27 (§)4 _ 2187

como a3 = agq*, obtemos a3 = 55 TR

Exemplo 1.4.4. Seja (ay,as,...,a,,...) uma PA de nimeros naturais, de razio r > 0, e
(b1, b2, b3, ..., by, ...) uma PG de nimeros reais nao nulos, de razao q. Considere a sequéncia

(cn)i>1 tal que ¢, = by, para todo n € N. Prove que a mesma é uma PG de razdo q".

Demonstracao: Para provar o que se deseja, basta mostrar que a razao entre quaisquer

dois termos consecutivos da sequéncia (c,)r>1 ¢ sempre igual a ¢". Assim, temos

-1
Cnt1 banyy  bigtnt

— An+1—a . T
T b, bt 1 T
Cn [e7%) 19"

1.4.2 Interpretacao Geométrica das Progressoes (Geométricas

Podemos pensar em uma progressao geométrica a,, = a1¢"™ como uma funcao exponencial
que associa a cada natural n o valor de a,,. Mais precisamente, a, = a1q" é a restricao aos
naturais da func¢ao exponencial a(x) = a(1) - ¢*. Assim, o grafico dessa funcao serd formado
por uma sequéncia de pontos pertencentes ao grafico de uma funcao exponencial, como

observado no grafico abaixo.
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Figura 1.4: Grafico de uma Progressao Geométrica.

1.4.3 Soma dos Termos de uma Progressao Geométrica Finita

Teorema 1.4.2. Se (a,),Vn € N, € uma PG de razao q, com q # 1, entdo
ai(¢" — 1)
q—1 ~

Demonstracao: Multiplicando S,, = a1 + as + ... + a, por ¢, e usando a definicao de

S,=a,+ay+...+a,= (1.6)

progressao geométrica, segue que

an = Q(a1+a2+---+an—1+an)
= gqai t+qaz+ ...+ qan—1+ qa,

= a2+a3—|—...+an—|—an+1.

Agora, subtraindo ¢S,, de S,,, obtemos

(q—1)8,=q¢S,— S, = (aa+as+...+ap+apy)— (a1 +as+...+a,1+ay)

= dpt+1 — A1
= mq" —m
= a1(¢" —1).

Dividindo ambos os membros da igualdade acima por ¢ — 1 (o que é possivel, pois g # 1)

obtemos
a;(q" — 1)

S, =
qg—1
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Exemplo 1.4.5. Reza a lenda que o inventor indiano do xadrez, mostrou o jogo ao rei
Shirham, que ficou tao entusiasmado, que ofereceu ao inventor o que ele quisesse. Sissa, o
sabio indiano, para dar uma licao de humildade ao soberano, pediu um grao de trigo pela
primeira casa do tabuleiro, dois pela sequnda, quatro pela terceira, ... e assim Sucessiva-
mente, duplicando a cada casa a quantidade anterior até chegar a ultima. O rei estranhou
um pouco, mas ordenou que lhe dessem o que pedia. So quando seus contadores fizeram
as contas, viram, assombrados, que nao havia tanto trigo no reino, nem sequer em toda a

terra, para juntar essa quantidade. Calcule a quantidade de graos de trigo pedida.

Solucao: Como o tabuleiro de xadrez possui 64 casas, a quantidade pedida é a soma dos

64 primeiros termos da progressao geométrica 1,2,4, ..., de razao 2. Por (1.6]), obtemos

ar(q" —1)
qg—1
1.(254 — 1)
2—1

= 204 1.

Sp =

Calculando, teremos o surpreendente nimero: 18.446.744.073.709.551.615.

Exemplo 1.4.6. Mostre que o numero 444 ...488...89, formado por n digitos iquais a 4,

n — 1 digitos iguais a 8 e um digito igual a 9, € um quadrado perfeito.
Solugao: Temos que:

444 . 488 ...89 = 410" ' +4.10" %+ ... +410"+8.10" ' +8.10" 2+ ... +810+9

= 4(10*"71 410" + .. 4 10") +8 (10" + 10" + ... +10) +9

N J/

PG den tern‘;)s e razao 10 PGden—1 t;;mos e razao 10
10"(10™ — 1) 10(10"‘1 —1)
= 4. —— —J4g. g
10—-1 * 10—-1 +
B 4.10%" — 4.10™ + 8.10™ — 80 + 81
B 9
410%™ +4.10" + 1
B 9

210"+ 12
- (——) -

Agora, basta mostrar que 2.10" + 1 é multiplo de 3 para todo natural n. Provaremos

este fato por indugao em n.
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Afirmacao: 2.10" + 1 é multiplo de 3, para todo natural n.
Para n = 1 a afirmacdo é verdadeira, pois: 2.10' +1 = 21 = 3 - 7. Suponhamos,
por hipdtese de inducao, que 2.10" + 1 é multiplo de 3 para um certo natural n, isto é,

210" +1 = 3.k, com k € Z. Para n+ 1, temos que:

210" +1 = 210"10+1=210"9+1)+1=210"9+2.10" + 1

= 3.(6.10") + (2.10" +1)
—_——
Hipdétese de Indugao

= 3.(6.10") + 3.k

= 3.(6.10" + k), com k € Z.

Assim, pelo Principio da Inducao, 2.10™ + 1 é multiplo de 3, para todo natural n e,

portanto, 444 ...488...89 = (2'103&)2 é um quadrado perfeito. [
Exemplo 1.4.7. Calcule o valor da soma
2-14+7-3+12-37+17-3% 4+ ... +497-3% + 502 - 3",

onde, da esquerda para a direita, a k* parcela € igual ao produto do k° termo da PA

2,7,12,...,502 pelo k° termo da PG 1,3,3%, ..., 300,

Solugdo: Vamos usar a ideia utilizada na demonstragdo do Teorema ([1.4.2)). Chamemos
de S a soma pedida e calculemos 3S (o fator 3 é devido ao fato deste ser a razao da PG

envolvida). Deste modo, obtemos

39 =2-34+7-324+12-334+17-3*+ ... +497.3'90 4 502. 3101,

Logo,
2§ = 35-S
= (502-3"1 —2) - 5(3+3*+3+3"+...3')
3(31%0 — 1)
= (502301 —2) 52—~
( ) 31

1004301 —5.3101 —4 415

- . ,
Portanto,

999.300 411

S 4
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1.4.4 Soma de uma Progressao Geométrica Infinita

Além das progressoes geométricas finitas, diversas situacoes cotidianas e intimeros pro-
blemas matematicos podem ser resolvidos através dos conceitos de progressoes geométricas
infinitas, sobretudo a ideia de somar termos deste tipo de progressao.

Em consideragao a essas progressoes, podemos observar que as mesmas se dividem,
basicamente, em dois grupos: as que possuem razao satisfazendo |¢| > 1 e as quais possuem
razao que satisfaz |¢| < 1.

Considerando o primeiro grupo, sendo sua razao |q| > 1 e a; # 0, ndo é possivel dar
sentido a soma infinita

a, +as+az+ ...

Além disso, se a; > 0 e ¢ > 1, entao as somas finitas S,, = a1 + as + ... + a, ficam tao
grandes quanto queiramos, bastando tomar n suficientemente grande.

Por outro lado, para o segundo grupo, enunciamos o proximo resultado (cuja demons-
tragdo pode ser omitida numa primeira leitura) onde utilizaremos as ideias de limite de
sequéncias, conceito este que serda melhor explorado no préoximo capitulo. Porém, antes de
apresentarmos o resultado, observe que em progressoes geométricas onde |¢| < 1, a soma
dos n primeiros termos destas progressoes tem um limite finito quando n — oo, pois nesse
caso nlgr;() q¢" = 0 (o que pode ser comprovado no resultado a seguir e no préximo capitulo),

e assim

0—-1
lim S, =a;- —— = il i
n—00 qg—1 1—¢q

Proposicao 1.4.2. Sendo (ay, a9, as,...) uma PG infinita de razao |q| < 1, € vdlido que:
=T

Demonstracao: Primeiro, note que para mostrarmos este fato, basta por .S, = a; + as +

S:a1+a2+a3+... (17)

. ai . . N
az + ...+ a, e mostrar que a diferenca entre 5, e se aproxima cada vez mais de 0, a
1
medida que n aumenta.

Se ¢ = 0, nao hd o que demonstrar. Assim, suponhamos que 0 < |¢| < 1. De (1.6]), segue

que
! _ a(¢"—1) @ _ a(l-q¢") @
" 1-g qg—1 1—gq 1—¢q 1—¢q
alqn ai n
e el (18)
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Agora, perceba que 0 < |¢| < 1 = ﬁ > 1, de modo que podemos escrever

1

=1+a,
lq|

para algum a > 0. Assim, para n > 1, temos

L ltar=(ta)...(1+a)

|q‘n N ~

~~
n vezes

= 1+ na+ (soma de parcelas positivas)

> na,

o que é equivalente a |g|" < —.
na

Dai, obtemos de (|1.8))
ay a n a 1
Sn _ — . < R
1—J ‘1—QIM| ‘1—QI”G

Desta forma, para n suficientemente grande, podemos tornar as somas .S,, tao préximas

ay . . ,
de 1 quanto quelramos, 1sto €,
a
S:a1+a2—|—a3—|—...: ! .
l—gq
[ |
Exemplo 1.4.8. Sendo x positivo, calcule \/a:\/x\/x\/x .
Solugao: Observe que:
1 1 1 1
\/x\/x\/x\/x... = x%-x%-78-216 -
_ gpatitgtiete
: : 11,1, 1 ,
Assim, para determinarmos o que se pede, basta calcularmos 3 + 7+ g+ 5+ ..., que é

a soma dos termos de uma PG infinita de razao |q| = |%| < 1. Logo, por (1.7]), obtemos

/ 111,01
\/x v\ /ar... = xrtitstiete
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m
Exemplo 1.4.9. Uma P.G. infinita tem soma 2005 e razdo —, com m e n primos entre
n
si. Uma nova sequéncia € obtida ao elevar ao quadrado todos os os termos da PG original

e a nova soma dos termos fica 10 vezes a soma inicial. Calcule o valor de m + n.

Solugcao: Sendo x o primeiro termo da PG original, temos que

T

L
n

= 2005 = = = 2005 (1 - @) . (1.9)
n

. . . . 2
A nova sequéncia sera uma PG de primeiro termo x? e razao (%) . Logo,

] . (1.10)

2
= 20050 = 22 = 20050 {1 - (%)

m
- (%) "
n
Elevando ambos os membros da equagao ([1.9)) ao quadrado e comparando com a equagao

(1.10]), obtemos

[\

2 _ 90052 (1- ™) = (™Y _omy _ m
22 — 2005 (1 n) = 20050[1 (n)};»2005(1 n)_1o(1+n)
m m m 1995 399
2005- 2 +10- ™ = 2005 — 10 = = 22 _ 20
005~ 2 +10-7 005 =10=""= 5075 = 203

Como m e n sao primos entre si, entao m = 399 e n = 403 e, portanto, m + n = 802.

Exemplo 1.4.10. (IME) Dada uma circunferéncia de raio R, inscreve-se nela um qua-
drado. A sequir, inscreve-se uma circunferéncia neste quadrado. FEste processo se repete
indefinidamente para o interior da figura de maneira que cada quadrado estard sempre ins-
crito em uma circunferéncia e simultaneamente circunscrito por outra. Calcule, em funcao
de R, a soma das dreas delimitadas pelos lados dos quadrados e pelas circunferéncias que

0s circunscrevem, conforme mostra a figura.

Figura 1.5: Quadrados Inscritos e Circunscritos em Circunferéncias.



CAPITULO 1. SEQUENCIAS NO ENSINO BASICO 41

Solugao: A diagonal do quadrado é igual ao diametro da circunferéncia. Entao, calculando

a area do quadrado de lado 1, obtemos
d=2R = *+1°=(2R)? = 2> =4R* = |* =2R?

Observemos que o que se pede é o somatorio das areas de varias figuras semelhantes, e

notemos que essas areas formam uma P.G. de primeiro termo

A, = Area do 1° Circulo — Area do 1° Quadrado
A = 7R*—(RV2)?
Al = R2(7T - 2)

A segunda circunferéncia possui raio igual a metade do lado do primeiro quadrado,
[ Rv?2
R2 - 5 \/_

= , € area

2
2 2
Ay = TR :»AFW(%) ;»AF%.

O segundo quadrado possui a diagonal igual ao diametro da segunda circunferéncia, e

como a diagonal do quadrado ¢ igual ao diametro da circunferéncia, temos
dy = 2Ry, = 212 = (RV2)? = I = R%.

Assim,

AQZ%RQ—W;»A?:@—QRQ.

Logo, a razao da PG é dada por:

_A2_<g_1)R2

AT g R T 1T

DO | —

Portanto, a soma pedida é

S:A1+A2+:

isto é,
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1.5 Sequéncia de Fibonacci

Leonardo de Pisa (ou Leonardo Pisano) (1170 - 1250), nascido em Pisa na Toscéania
(Itélia), filho Guilielmo Bonnacci, ficou conhecido como Leonardo Fibonacci devido ao fato
de Fibonacci ser um diminutivo de fillius Bonacci, que queria dizer filho de Bonacci. Seu pai
era um préspero mercador, e Fibonacci acompanhou as atividades de seu pai no porto de
Pisa, que mantinha grande influéncia no comércio do Mediterraneo. Através das atividades
de comércio alfandegdrio realizadas por seu pai, Fibonacci viajou pelo Mediterraneo (Egito,
Siria, Grécia, Sicilia, Provenga) e tomou contato com a matematica hindu e drabe, praticada
no comércio oriental. Quando Fibonacci regressou a sua terra natal, escreveu diversos
trabalhos utilizando os conhecimentos adquiridos em suas viagens, dos quais destacamos:
Liber Abbaci (1202), Pratica Geometrae (1220) e Liber Quadratorum (1225). O
Liber Abbaci (Livro do Abaco ou Livro de Calculo), responsével pela disseminagao dos
numeros hindu-arabicos na Europa, refere-se ao estudo do calculo aritmético e é considerado

por muitos matematicos o melhor tratado sobre Aritmética e Algebra da época (Ver [9]).

Figura 1.6: Leonardo Fibonacci (1170 - 1250).

Dentre os problemas contidos no Liber Abbaci, destaca-se o conhecido “problema dos
coelhos” que diz: Qual o nimero de pares de coelhos que serdo gerados num ano, a partir
de um casal de coelhos jovens, considerando, que nenhum coelho morre durante o ano, cada
casal de coelhos gera outro casal de coelhos mensalmente e cada coelho (fémea) fica fértil

apos dois meses?
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Fixando como més um o inicio do processo, neste més s6 ha um tnico casal jovem. No
segundo mes, esse casal serd adulto. Como um par adulto produz um novo par a cada
mes, no inicio do terceiro mes existirao dois pares de coelhos, sendo um par adulto e outro
recém-nascido.

No inicio do quarto més o par adulto produzirda mais um par, enquanto que o outro par
ainda nao estara apto a reproduzir. Assim, existirao trés pares de coelhos, sendo um par
adulto, um par com um mes de idade e mais um par recém-nascido. Ja no comego do quinto
meés existirao dois pares adultos, sendo que cada um ja reproduziu um novo par e mais um
par que completou um meés de vida. Logo, existirao cinco pares.

No inicio do sexto meés existirao trés pares adultos, sendo que cada um ja produziu um
novo par e mais dois pares que completam um meés de vida. Logo, existirao oito pares.
Assim, seguindo o mesmo raciocinio para os outros meses, obtemos a famosa sequéncia de

Fibonacci, cujos primeiros termos sao:
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, . ..

Observemos que, para cada novo par de coelhos dar a luz, hd uma espera de dois meses.
Assim, cada par de coelhos que ja existia hd dois meses dara a luz um novo par de coelhos,
isto é, o nimero de novos pares de coelhos de cada mes, é igual ao nimero de coelhos
nascidos dois meses antes. Além disso, o nimero de pares de coelhos que estavam vivos
antes dos novos nascerem é o mesmo nimero de pares de coelhos existentes no més anterior.
Portanto, o ntimero de pares de coelhos em um determinado meés, é a soma dos pares de
coelhos existentes nos dois meses anteriores a este.

Em termos matematicos, tomando F;, como a quantidade de pares de coelhos em um

certo mes n, com n > 2, temos a seguinte expressao:
Fn+1 = Fn + Fn_l,n Z 2. (].].].)

Antes de darmos continuidade ao estudo da sequéncia de Fibonacci, abordaremos al-
guns resultados importantes sobre sequéncias definidas recursivamente, dando énfase as

recorréncias lineares de segunda ordem.
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1.5.1 Sequéncias Definidas Recursivamente

Dizemos que uma sequéncia é definida recursivamente se ela for dada por uma regra
(recorréncia) que permite calcular um termo qualquer por meio de um ou mais termos
anteriores. Por exemplo, as proprias progressoes aritméticas e geométricas sao definidas por

recorréncia.

Exemplo 1.5.1. A sequéncia (z,,) = (1,4, 10,22,46,...) é uma recorréncia onde o primeiro

termo é x1 =1 e cada termo a partir do sequndo é dado por x, = 2x, 1 + 2.

As recorréncias podem ser classificadas de acordo com a sua ordem, com a homogenei-

dade e linearidade.

Definicao 1.5.1. A ordem de uma recorréncia é a diferenca entre o maior e o menor dos

indices dos termos de sua equacao.

~ Ln—4 N .
Por exemplo, a equacao x,, = , com n > 5, representa uma recorrencia de 5* ordem,

n—>s

pois n — (n — 5) = 5.

Definicao 1.5.2. Uma recorréncia é dita “homogénea” quando cada termo depende ex-
clusivamente dos anteriores. Em contrapartida, uma recorréncia € dita “nao-homogénea”
quando além de depender dos termos anteriores, cada elemento da sequéncia também estd

em funcgao de um termo independente.

Por exemplo, a equacao dada por 13 = T10 — 22,41 + 32, representa uma recorréncia

homogeénea, e x,,11 = 2x,, + 3 representa uma recorréncia nao-homogamia.

Defini¢ao 1.5.3. Uma sequéncia (x,) possui equacao de recorréncia linear de ordem k se

estiver escrita na forma:
Tor = fi(N)Tor—1 + fo(N)Tngr—2 + .. + fu(n)2n + fria(n),
onde f;(n) € uma fungio emmn comi €N el <i<k+1, e ainda f #0.
Por exemplo, as equagoes x,, 1o = nxpi1 —4x, € ry1 = 2T, +n representam recorréncias

2xn+1

n

lineares, e as equagoes &, o = € Tpip = 2(95”)2 representam recorréncias nao-lineares.
A seguir abordaremos as recorréncias lineares de segunda ordem mostrando alguns re-
sultados importantes que darao base ao estudo de uma relevante propriedade da sequéncia

de Fibonacci.
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1.5.1.1 Recorréncias Lineares de Segunda Ordem

Trataremos das recorréncias lineares de segunda ordem homogéneas com coeficientes

constantes, isto é, recorréncias da forma
Tpio + pTpi1 + qr, = 0.

Assim, consideraremos que g # 0, pois caso ¢ = 0 teriamos uma recorréncia linear de
primeira ordem.

Associaremos a cada recorréncia do tipo descrito acima, uma equacao do segundo grau
do tipo 72 + pr + ¢ = 0, a qual chamaremos de equacdo caracteristica. Observemos que,

como ¢ # 0, entao 0 nao é raiz da equagao caracteristica.

Teorema 1.5.1. Se as raizes de r*> + pr +q = 0 sdo ry e 79, entdo a, = Cir7? + Cor} €
solucao da recorréncia T, 1o+pTpi1+qr, = 0, quaisquer que sejam os valores das constantes

01 (& 02.

Demonstracao: Substituindo a, = Cir] + Cyry na recorréncia x,, 12 + pTpi1 +qr, =0 e

agrupando convenientemente os termos, obtemos
Cyr} (1} + pri +q) + Cary (13 + pra + ) = Car70 + Cors0 = 0.
|

Exemplo 1.5.2. A equac¢ao x, 9 + 32,11 — 10x, = 0 possui como equacgao caracteristica
r24+3r—10 = 0. Como as raizes da equacdo caracteristica sio 2 e -5, pelo Teorema anterior,

todas as sequéncias da forma a, = C12" + Cy(—5)" sdo solugoes da recorréncia.

Teorema 1.5.2. Se as raizes de r> + pr +q = 0 sio 11 e ry, com ry # rq, entdo todas as
solugoes da recorréncia Tyio + pTpi1 + qr, = 0 sao da forma a, = Cir? + Corl, com C; e

Cy constantes.

Demonstragao: Seja y, uma solucao qualquer da recorréncia x,,s + prp+1 + qr, = 0.

Determinemos as constantes C e Cy que sao as solugoes do sistema

Ciry + Corg =1
017”% -+ CQT% = Y2



CAPITULO 1. SEQUENCIAS NO ENSINO BASICO 46

Efetuando os célculos necessarios, obtemos:

2 2
O, — Y1 — T2Y2 O — Y2 — T
1= =~ 2=,
7"17”2(7“2—7"1) 7”17‘2(7“2—7‘1)
o que é possivel, pois ry Zroer; 0 e ryg # 0.
Assim, basta mostrar que vy, = Cir? + Cyr?, para todo n natural, para terminarmos a
) 1 29 )
demonstracao do Teorema, ou, equivalentemente, considerando z,, = y,, — C1r] — Cary basta

mostrar que z, = 0, para todo n natural. Note que

Znt2 4 Dzng1 + 020 = (Yntz + PYntr + qyn) — Crry (] + pri+ q) — Cor (ry + pra + q).

Perceba que o primeiro paréntese do lado direito da equagao acima é 0, pois ¥, é solucao

de x40 + pryy1 + qr, = 0, e os dois ultimos parénteses sao iguais a 0 devido ao fato de r;
e 79 serem raizes de r2 + pr 4+ ¢ = 0. Portanto, 2,42 + pzni1 + qzn = 0.

Ademais, sendo Cir + Corg = y1 € C17? + Cyr3 = ys, temos z; = 2z, = 0. Mas, sendo
Znao + PZns1 +qzn =0 e 21 = 25 = 0, entao z, = 0 para todo n natural.

|

Observacao: Em geral, as raizes da equagao caracteristica podem até ser complexas. Neste

caso, a solugao a, = Cir{ + Corl, com C; e (s constantes, pode ser reescrita com o

objetivo de evitar calculos com niimeros complexos. Para isto, ponhamos as raizes na forma

trigonométrica:
rp =p(cosf+isend) e ry=p(cosl —isend),

e dai,

ri = p"[cos(nf) +isen(nh)] e ry=p"[cos(nh) —isen (nb).

Deste modo, obtemos
Cir} + Cory = p" [(Cy + Cy) cos (nf) + i (Cy — Cy) sen (nh)] ,
e fazendo C] = C) + Cy e C), =i (Cy — Cy), a solugao pode ser escrita como
n = p" [C] cos (nf) + Cysen (nd)] .

Observacao: No caso de as rafzes da equacao caracteristica r2+pr-+q = 0 serem iguais, isto

é, r =11 =79, temos que a,, = C17] + Coynry é solucao da equagao =42 + prpi1 + qr, =0,
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quaisquer que sejam os valores das constantes C; e (5. De fato, sendo as raizes iguais,

p

entao r = —3,

e substituindo a, = Cir! + Cynrl na recorréncia, obtemos, agrupando
convenientemente os termos,
Cyr(r® +pr+ q) + Conr™ (r? + pr + q) + Cor™r(2r + p)
= Cir"0 + Conr™0 4+ Cyr™r0 = 0.
Em verdade, quando r; = ry, todas as solugoes da recorréncia x, 2+ pr,1+qx, = 0sao da

forma a, = Cir] + Conry. A demonstracao deste resultado e outros resultados relevantes

sobre recorréncias podem ser encontrados em [I1], os quais ndao abordaremos neste trabalho.

1.5.2 Algumas Propriedades da Sequéncia de Fibonacci

Podemos observar que, da discussao que resultou na expressao ((1.11)) e das propriedades
sobre sequéncias definidas recursivamente, a sequéncia de Fibonacci é uma recorréncia linear

de segunda ordem. Lembremos que a mesma ¢é dada por:
Fn+l :Fn+Fn—17
comn > 2e F; = F, = 1. Diremos que esta é a definicao da referida sequéncia.

Propriedade 1.5.1. Quaisquer dois termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci sao

primos entre si, isto €, mde(F,, F,11) = 1, para todo n natural.

Demonstrag¢ao: Utilizando a definicao da sequéncia e o Algoritmo de Fuclides para o
calculo do mde (um tratado sobre este algoritmo pode ser encontrado em [15]), obtemos:
Fn+1 = LEF,+F,

F, = 1F,_1+F,»

Fy = 1.Fs+ F,

;s = 1.Fs+ Fy =2F,+0.
F:
=F;

Logo,

mde(Foi1, F) = mde(F,, Friq) = ... = mdc(F3, Fy) = mde(Fy,0) = Fy = 1.
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Propriedade 1.5.2. A soma dos n primeiros termos da sequéncia de Fibonacci € dada por:
FE+F+Fs+ ... +F, 1+ F,=F,,— 1
Demonstracao: Pela definicao da sequéncia, obtemos:

= F-F

Fy = Fy—1FI3

F, = Fn+2_Fn+1-

Somando as equacoes acima, membro a membro, e efetuando os cancelamentos ne-

cessarios, obtemos
B+ +F+ .. . +F,  +F,=F,—F=F,,—1
|

Propriedade 1.5.3. A soma dos quadrados dos n primeiros termos da sequéncia de Fibo-

nacci € dada por:

FP 4+ P+ Fi+.  +F +F*=F, F,.

Demonstracao: Provaremos por indugao em n. Para n = 1 a propriedade é verdadeira,
pois: 12 = F2 = Fy - F, = 1-1. Suponhamos que a propriedade seja verdadeira para um

certo n natural, isto é,
FP4+ Fy+Fy+.. . +F*=F, -F,.
Para n 4+ 1, temos que:

PP+ Fy+Fi+.. . +F+F = F, - Fup+ Foa
- Fn+1'(Fn+Fn+1)

= FnJrl 'Fn+2-

Portanto, pelo Principio da Indugao, a propriedade é verdadeira para todo n natural.
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Observemos que, até aqui, para calcularmos um certo termo da sequéncia de Fibonacci
precisamos conhecer os dois termos imediatamente anteriores a ele. Porém, para determi-
narmos esses dois termos anteriores, precisamos, também, conhecer os dois termos imedi-
atamente anteriores a estes. Seguindo o raciocinio, para calcularmos um certo termo da
sequéncia, precisaremos conhecer todos os termos anteriores a ele.

A seguinte propriedade, também conhecida como Formula de Bz’neﬂ nos permite en-
contrar qualquer termo da sequéncia de Fibonacci sem, necessariamente, calcular todos os

termos anteriores a ele. Ou seja, a propriedade apresentara o termo geral desta sequéncia.

Propriedade 1.5.4. A sequéncia de Fibonacci definida por F,.1 = F, + F,,_1, para todo

n > 2, com Fy = F, =1, possui termo geral dado por:

1 (1B 1 [1-vB)"
Y i

Demonstracao: Como F,.; = F,, + F,,_; é uma recorréncia linear de segunda ordem,

extraindo as solucoes de sua equacao caracteristica 72 — r — 1 = 0, encontramos

14+5 1—-+5

€ o =

2 2
Dai, pelo Teorema (|1.5.2)), obtemos

R

Para determinarmos as constantes C; e (s, basta usar F; = F, = 1. Assim, resolvendo

r =

o sistema
1
2
2 )
1 1-—
cl< ”5) M( “5) s
2 2
obtemos
1 1
C(1 = = (S CQ = ——.

V5

Portanto, o termo geral da sequéncia de Fibonacci é dado por:

oo L (14v5) 1 (1-vBY
"5 2 V5 2

! Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856), matemético francés e precursor no estudo da teoria matricial.
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A sequéncia de Fibonacci pode ser encontrada em diversos contextos, desde situagoes
relacionadas a natureza (como no crescimento das plantas, nas espirais de semente e frutas,
etc.), passando pela arquitetura e arte (como na sua relagdo com a Razao Adrea), até a
economia (como na sua rela¢do com alteragoes das bolsas de valores). Ver [1], [7] e [20].

A seguir, veremos algumas exemplos importantes de aplicacoes da sequéncia de Fibo-

nacci, nos quais faremos uso de algumas das propriedades estudadas sobre a mesma.

Exemplo 1.5.3. Justapondo dois quadrados de lado igual a 1, obtém-se um retangulo do
tipo 2x 1, sendo a medida de comprimento do mazior lado igual a soma das medidas dos com-
primentos dos lados dos quadrados iniciais. Justapondo agora outro quadrado com medida
de comprimento de lado igual a 2 (a medida de comprimento do maior lado do retangulo
2x1), teremos um retangulo 3 x 2. Continuando a justapor quadrados com medidas de com-
primento de lados iguais a maior das medidas dos comprimentos dos lados dos retangulos
obtidos no passo anterior e unindo-se os arcos (quartos) de circunferéncia que se obtém dos
quadrados unindo adequadamente vértices opostos destes, constroi-se uma espiral, designada
por Espiral de Fibonacci, como ilustrado abaizo. Calcule a medida do comprimento da
FEspiral de Fibonacci, construida a partir dos n primeiros quadrados (com medidas de com-

primento de lados iguais aos primeiros n nimeros de Fibonacci).

Bk

13

Figura 1.7: Espiral de Fibonacci.

Solugcao: Observe que, para calcular o comprimento total da Espiral basta somar os

comprimentos dos quartos de circunferéncias contidos em cada quadrado. Assim, sendo C'
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o comprimento total da Espiral, obtemos

C Driitonaetononbon s o s v Lo p
— — . . — 27T - — . . — 277 - — 27 — 27 Iy,
1T 1 1T 1 1 1
T
= S (I+1424345+. .+ F).

Observe que a soma 1 +1+2+3+4+54 ...+ F, ja foi calculada na Propriedade (1.5.2)),
e resulta em F,, o — 1. Portanto,

C:Fn+2—1.

Exemplo 1.5.4. De quantas maneiras um tabuleiro 2 x n pode ser preenchido com dominos

2x1°7?

Solugao: Seja x, o numero de maneiras de preenchermos o tabuleiro 2 x n. Primeiro,
vamos analisar alguns casos particulares.

Para n = 1, é imediato que s6 ha um modo de preenchermos o tabuleiro 2 x 1. Logo,
I = 1.

Para n = 2, temos dois modos de preencher o tabuleiro 2 x 2, pois podemos distribuir
os dois dominds na horizontal ou na vertical. Logo, o = 2.

Para n = 3, podemos iniciar o preenchimento do tabuleiro 2 x 3 colocando um dominé na
vertical ou dois dominds na horizontal. No primeiro caso, para preenchermos o restante do
tabuleiro (que sera um tabuleiro 2 x 2 cujas possibilidades ja foram contadas anteriormente),
temos duas maneiras. No segundo caso, para preenchermos o restante do tabuleiro (que
serd um tabuleiro 2 x 1 cujas possibilidades ja foram contadas anteriormente), temos uma
maneira. Portanto, z3 =241 = 3.

Paran = 4, analogamente ao caso anterior, podemos iniciar o preenchimento do tabuleiro
2 x 4 colocando um dominé na vertical ou dois dominés na horizontal. No primeiro caso,
o preenchimento do restante do tabuleiro se reduz ao caso n = 3, isto é, teremos trés
possibilidades. No segundo caso, o restante do tabuleiro serd preenchido como no caso
n = 2, ou seja, temos duas possibilidades. Portanto, x4 =3+ 2 = 5.

Observe a figura [1.8| com os casos analisados até aqui.

Utilizando o raciocinio anterior, podemos perceber que para preencher um tabuleiro
2 X n, basta somar as possibilidades de preenchimento dos tabuleiros 2 xn —2e 2 xn — 1.
Isto é,

Tp = Tp_o + Tp_1, paran > 3. (1.13)
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:t:l=1:|—| &a =2 ‘= : :1:3:3:‘ ‘ ’ ‘=— H
==y

Figura 1.8: Casos Iniciais do Preenchimento dos Tabuleiros.

Observemos que esta relagao recursiva, junto aos casos inicias 1 = 1 e x5 = 2, resulta
nos termos (1,2,3,5,8,13,...), que sdo os termos da sequéncia de Fibonacci (a partir do
segundo termo).

Assim, usando raciocinio andlogo ao utilizado na demonstragao da Propriedade ((1.5.4)) e
o Teorema , podemos encontrar o termo geral da relagao de recorréncia , onde
r1 = 1 e xy = 2, e assim obteremos que o nimero de possibilidades de se preencher um

tabuleiro 2 x n com dominds 2 x 1, que sera dado por:

(5B (1B (5-vB) [1-vB\"
= T 0 2 710 2 '

Exemplo 1.5.5. A razao entre dois termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci converge

para ¢ quando n tende ao infinito, isto €,

F
lim — = ¢,

n—oo F,

1+
2

=

onde ¢ € o conhecido Numero de Quro, dado por ¢ =

Demonstragao: Pela Férmula de Binet ((1.12)), temos

F - 1 1+\/g n+1 1_\/3 n+1
n+1_ﬁ 9 - 9
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Assim, temos que

] -
1-+/5
n+1
145 . 2
n+1 n+1 — —
1 <1+\/5 _(1—\/5> 2 1+v5\"
2 2

Fn+1 _ 5 _ L 2 _
F,

Note que, como —1 < i= ? < 1, temos

(1=
) (i) -

e portanto,
_ gl
1-+5
2
- n+1
1++/5
. Fup 1+ 5 2 1 1++5
li =1 — = = ¢.
2
1—

1.6 Problemas de Embasamento e Aprofundamento

Nesta secao apresentaremos alguns problemas que darao suporte ao conteido traba-
lhado até aqui, além de serem apresentadas algumas outras sequéncias numéricas, como as
progressoes harmonica e aritmético-geométrica.

Os problemas abordados sao extraidos de provas de vestibulares, referéncias bibliograficas
e olimpiadas de matematica, contendo varios niveis de dificuldade, e poderao proporcionar
um melhor embasamento e aprofundamento ao leitor. Alguns destes problemas podem ser

encontrados em [24] e [2§].
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Problema 1. (Canadd) Mostre que os nimeros \/5, V3 e /5 ndo sio todos termos de

uma mesma PA.

Demonstracao: Suponhamos que \/5, V3 e /5 sao termos de uma mesma PA de razao
r. Assim, existem naturais p e ¢ tais que V3=12+ pre VE=v2+ qr.

Assim, temos

q_\/S—\/i_\/E_\/E \/§+\/§:\/ﬁ+\/ﬁ—\/6—2.

PoV3-V2 V3-v2 V3+42
Como p e ¢ sao naturais, entao % é racional. Mas isto é um absurdo, pois v/15 + /10 —

v/6 — 2 nao é racional. De fato, sendo a = v/15 4+ /10 — /6, suponhamos que a é racional.

Assim, temos que

V15+vV10=a+ V6 < (\/ﬁ+\/1_0)2:(a+\/6>2
& 254 10vV6 = a® + 2avV6 + 6

& (20 —10)vV6 = 19 — a?
Agora, temos duas possibilidades:

(i) Se 2a — 10 = 0, entdo a = 5. Assim, teremos o absurdo 0 - v/6 = 19 — 52.

19 — @2
2a — 10°

Mas isto também é um absurdo, pois V6 é irracional e

(ii) Se 2a — 10 # 0, entdo v/6 =

19—a?
2a—10

é racional (ja que supomos

que a é racional).

Portanto, v/2, v/3 e v/5 néo sao termos de uma mesma PA.
[ |

Problema 2. Os lados de um triangulo formam uma progressao aritmética de razao 1, e o

seu mator angulo € o dobro do menor. Determine o valor dos lados desse triangulo.

Solucao: Sejam a, b e ¢ as medidas dos lados desse triangulo, com a < b < ¢, e @ 0 menor

dos seus angulos. Como os lados estao em PA de razao 1, temos que

b=a+1 e c=a+2. (1.14)
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Pela Lei dos Senos, obtemos:

c a
sen(2a) sen «
c a
2sen o cos o sen o
c
cosa = —. (1.15)
2a

Agora, aplicando a Lei dos Cossenos e usando ((1.14)), (1.15]), obtemos:

a? = b2+ —2bccosa
(a+2)
2a

a®> = (a+1)?+(a+2)*-2a+1)(a+2)-
a> = a-(a+1)?+a-(a+2)7°—(a+1)(a+2)?

0 = a*—3a—4,
que resulta em a = —1, que nao convém, e a = 4. Portanto, temos a =4, b =5 ¢ ¢ = 6.

Problema 3. (IME) A soma dos termos de uma progressao aritmética € 244. O primeiro
termo, a razao e o numero de termos formam, nessa ordem, outra progressao aritmética de

razao 1. Determine a razao da primeira progressao aritmética.

Solugao: Consideremos a PA (aq,aq,...,a,) com n termos e razao r. Pelo enunciado,

(a1, r,n) é uma outra PA, de razao 1, assim
ap=1r—1 e n=r+1. (1.16)

Desde que a soma dos n termos da primeira PA é 244, temos

(a1 + ay) -

S, = U 244 & 488 = 24, + (n — D] n. (1.17)

Substituindo (|1.16)) em ([1.17)), obtemos

2(r =D+ +1-1r](r+1) =488 < (r*+2r —2)(r + 1) = 488
& 1%+ 3r —490 = 0.
Como o polinomio acima possui coeficientes inteiros, podemos utilizar o Teorema das

Raizes Racionais (Ver [17]) para pesquisar as possiveis raizes racionais deste polindmio.

Assim, por inspecao, 7 é uma raiz desse polinomio. Logo, por Briot-Ruffini, obtemos:
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1 3 0 —490‘7
1 10 70 0‘

Portanto, o polinomio fica fatorado como (r—7)(r?4+10r+70) = 0. Como 7*+10r+70 = 0
possui determinante A = 102—4-1-70 = —180 < 0, temos que a tnica raiz real do polindomio

é r =17, sendo esta a razao da primeira PA.

Problema 4. (Roménia) Uma soma finita de (pelo menos dois) inteiros impares e con-

secutivos € iqual a 73. Encontre esses numeros.

Solugcao: Observemos que uma lista finita de nimeros impares e consecutivos é uma PA
(ay,aq,...,a,) de razao 2. Assim:

2a; +2(n—1)] - n
2

= ai+a+...+a,=
= n(a; +n—1).
Como 73 = n(a; +n—1), entao 73 é divisivel por n, logon =1, n=7,n=T>oun = 7°.
Vamos analisar os casos:
(i) Sen =1, temos a; = 7. Como s6 temos um termo, este caso nao nos serve.
(ii) Se n =17, temos a; = 43.
Logo, os nimeros pedidos serao (43,45,47,49,51, 53, 55).
(iii) Se n = 72, temos a; = —41.
Logo, os nimeros pedidos serao (—41, -39, —37,...,53,55).
(iv) Se n = 73, temos a; = —341.
Logo, os nimeros pedidos serao (—341,—339,...,339,341,343).

Problema 5. Se a sequéncia (a,) € uma progressio aritmética, prove que a Sequéncia

(bp) = e € uma progressao geométrica, onde e denota o nimero de Euler.

Demonstragdo: Consideremos r a razao da PA (a,). Observemos que

ean+1
—_ — eanﬁ-l*an — 61”'

bn—l—l
by, ean

Logo, (b,) é uma PG de razao e’.
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Problema 6. Se a sequéncia (a,) € uma progressao geométrica, prove que a sequéncia
(bn) = log a,, € uma progressao aritmética.

Demonstragao: Consideremos ¢ a razao da PG (a,). Observemos que

Ap+1
Qn

bpi1 — b, =loga,1 —loga, = log =loggq.

Logo, (b,) é uma PA de razao logq.
|

Problema 7. Prove que ndo existe uma PG que tenha os nimeros 2, 3 e 5 como trés de

seus termos.

Demonstragdo: Suponhamos que (a,) seja uma PG de razao ¢, tal que a,, = 2, a, = 3

e a, = 5, para m, n e p naturais distintos dois a dois. Assim, temos
ag™ =2, a1t =3 e ag? !t =5.

Dividindo membro a membro a primeira e a segunda igualdades acima, assim como a

primeira e a terceira igualdades, obtemos, respectivamente,

Elevando os membros da primeira igualdade acima a m — p, e os membros da segunda

igualdade a m — n, obtemos

0 que ¢é equivalente a

QNP L HMN — gMP,

Podemos perceber que a tltima igualdade acima contradiz o Teorema Fundamental da
Aritmética (Ver [15]), que nos afirma que todo nimero natural maior que 1 admite apenas
uma fatoracao como produto de poténcias de primos. Portanto, os nimeros 2, 3 e 5 nao sao

termos da PG (ay,).
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Problema 8. (Macedénia) Em uma PA nao constante de nimeros reais, o quociente
entre o primeiro termo e a razao € um numero irracional. Prove que mao hd trés termos

dessa PA que estejam em PG.

Demonstragdo: Seja (a,) uma PA nao constante de razao r, tal que - ¢ Q. Suponhamos,
por contradicao, que existam trés termos dessa PA que estao em PG. Denotemos esses termos

pOr Gy, Gy € ap, com m, n e p naturais tais que m < n < p. Assim, temos que
2 __
Ay = U, * Gp.
Dai, segue que:

la1 + (n — 1)7“]2 =[a; + (m —1)r] - [a; + (p— 1)r]

= 2a;(n—1)r+n-1)**=a;(m—1r+a(p—1r+m-1)(p—1)r

= %(2n—2)+(n—1)2:%(m—lﬂ—l)*(m_l)(p_l)

— %(ZH—m—p):(m—l)(p—l)—(n—l)Q.

Da ultima igualdade acima, consideremos os casos:

(i) Se 2n —m —p # 0, entao

@ _(m-Dp-1)-(m-1_,

r 2n—m—p

a
0 que é uma contradicao a hipdtese de que -1 ¢ Q.
r

(ii) Se 2n —m — p =0, entao

n:mTij:>2an:am+ap,

de onde segue que (a, ay, ay) também é uma PA.

Neste ponto, vamos provar que: se (x1, Z3, x3) ¢ uma PA de razao r’ e uma PG de razao
¢, entdao 11 = x9 = x3. De fato, a sequéncia, sendo uma PA, pode ser representada por
(xy — ', 29,29 + 1) e, sendo a mesma uma PG, temos z3 = x; - z3. Logo,

ZL’% = X1 T3

= ($2 — 7‘,)(1’2 + ’I“/)

_ 2

= 7' =0.
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Assim, sendo ' = 0, obtemos x1 = 20+ 7 =293 +0 =29 e 213 =29 — 7' = 19 — 0 = T».
Portanto, x1 = x5 = x3.

Como, por hipdtese, (@, an,a,) ¢ uma PG e chegamos ao fato desta sequéncia também
ser uma PA, entao a,, = a, = ap, e assim r = 0, o que contraria o fato de que a PA ¢ nao
constante. Portanto, ndo ha trés termos dessa PA que estejam em PG.

Problema 9. (ITA) A soma dos cinco primeiros termos de uma PA de razdo r € 50 e a

soma dos termos de uma PG infinita de razao q € 12. Suponha que as progressoes tém o

2

)

mesmo termo inicial e que esse termo € menor do que 10. Supondo, ainda, que ¢ = r

calcule a soma dos quatro primeiros termos da PG.

Solucgao: Seja (a,) a PA e (b,) a PG. Das hipdteses do problema, obtemos:

.5 b
(a1+—a5):50:>a1:10—2r e !
2 1—¢q

=12=b =12 —12¢.

Como a; = b; e ¢ = r?, segue que
1
10—2r=12-12¢= 6 —r—1=0= 2

1

Notemos que, se 7 = —+ entdo a; = 10 + 2 - 3

3 > 10, o que seria uma contradicao a

hipotese de que o termo inicial das progressoes é menor que 10. Logo,

r:§ e q=7r"=-.

Assim, obtemos b; =12 — 12 - %L = 9. Portanto, a soma dos quatro primeiros termos da

PG é:
1 4
9. 1_(_)
[ : ]_@

: =
L 64
4

Problema 10. (Tridngulo de Sierpinski) Seja, inicialmente, um triangulo equildtero

b1++b4:

de lado ¢, totalmente preenchido. Marcando os pontos médios de cada lado desse triangulo
e tracando os segmentos formados por estes pontos, obtém-se quatro triangulos equildteros
internos ao triangulo original. Retirando-se o triangulo central, obtido apos o passo ante-

rior, e repetindo indefinidamente a etapa anterior a cada um dos triangulos nao removidos,
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obtém-se uma figura geométrica denominada Triangulo de Sierpinski, em homenagem ao
matemdtico polonés Waclaw Sierpinski (1882-1969). A figura abaizo descreve as quatro pri-
meiras etapas do processo descrito. Denotando por A, a drea obtida apds a n-ésima etapa,

calcule A,, e lim A,,.

AL G5

Figura 1.9: Etapas Iniciais da Construcao do Triangulo de Sierpinski.

~ . s e e e s . , 2
Solucdo: Consideremos Ay como o estdgio inicial do processo, isto é, Ay = & f.

Observemos que na 1* etapa da construcao, os trés triangulos nao removidos possuem o
comprimento de seus lados iguais a metade do comprimento do lado do triangulo original.
Logo, A, = % - Ap.

Na 2% etapa, os nove triangulos nao removidos possuem o comprimento de seus lados
iguais a metade do comprimento do lado do triangulo nao removidos na etapa anterior.
LOgO, AQ = (%)2 . Ao.

Continuando a construcao, observamos que as areas, em cada etapa, formam uma PG
com primeiro termo igual a Ag. Assim,

3\"  3*/3
Ap=Ao- (Z) = g

de razao %,

Também, como a razao desta PG pertence ao intervalo (—1,1), entdo:

lim A,, = lim A - (Z) = 0.

Problema 11. A Curva de Koch é obtida em estdgios pelo processo sequinte:
(i) No estagio 0, ela é um triangulo equildtero de lado £.

(ii) O estigio n+1 € obtido a partir do estigio n, dividindo cada lado em trés partes iguais,
construindo externamente sobre a parte central um triangulo equildtero e suprimindo

entao a parte central (ver figura abaizo).
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Sendo P, e A, respectivamente, o perimetro e a drea do n-ésimo estagio da Curva de

Koch, determine:

(a) P, (b) A, (c) lim P, (d) lim A,

ANk Xk

Figura 1.10: Primeiros Niveis da Curva de Koch.

Solucao:

(a) Observemos que cada segmento déd origem a novos quatro segmentos de tamanho % do
segmento original. Assim, no primeiro estagio, temos 12 segmentos de tamanho g cada.
Logo, P, =3 - %E.

No segundo estagio, temos 48 segmentos de tamanho é cada. Logo, P, = 3 (%)26.

Seguindo o raciocinio, podemos observar que os perimetros de cada estagio da Curva de

Koch formam uma PG de razao 2. Como o processo inicia-se do estégio 0, temos que:
3 bl

4 n
P,=30(-]) .
()

(b) Podemos observar que area de cada triangulo, formado nos sucessivos passos de cons-
trucao, sofre uma reducgao de %, uma vez que pode ser dividido em nove triangulos geome-

tricamente iguais (ver figura abaixo).

VAVAVANA

Figura 1.11: Reducao da Area de cada Triangulo nas Etapas da Construgao.
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Assim, a area da figura de um certo estagio obtém-se adicionando a area da figura do
estagio anterior o nimero de triangulos que se acrescentam nesse passo, multiplicado pela
area de um triangulo equildtero cujo valor sofre uma redugao por um fator de % do valor da
figura do estégio anterior.

Sendo Ag £V3 g drea da figura do estdgio inicial, no primeiro estagio teremos 3 novos

Z\f

triangulos de area X § cada. Logo,

2 2
g\/g+3x€\/§><$:€2<\f \1/2§>

A, —
1=y 4

No segundo estédgio teremos 12 = 3 x 4 novos triangulos (como observado no item (a))

de 4rea & ‘[ (—) cada. Logo,

Ay =1 <£+£>+3x4x£2fx <1>2:€2 <\/—§+£+£x%>

4 12 9

No terceiro estdgio teremos 48 = 3 x 4% novos triangulos (como observado no item (a))

de 4rea & ‘[ (—) cada. Logo,

Ay =

4 12 12 79" 12 T \o

62[\/3 V3 \/§x4+£x(4>1.
9

Seguindo o raciocinio, no n-ésimo estagio teremos 3 x 4"~ novos triangulos de area

gz*f (—) cada. Logo,

4 4\? 2 1\"
A, = 2 £ £+£ - ﬁ - +...+3><4"‘1><@>< —
4 12 12 9 12 9 4 9
4 V3 [4)? 3 (4\""!
= /2 £+£ £ ——i—L—X Sl I +£X Z
4 12 129 12 9 12 9
PG den terr;s e razéo 4/9
_ 1 4 n
2| V3 V3 9 2v3 V3 [4\"
_ | X2 V2 _ VS VO ()
4124 5 12 \9
9

(¢) Como 3 > 1, entdo P, cresce indefinidamente. De fato,

lim P, = lim [3€ (%) ] = 00.
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ou seja, o perimetro da Curva de Koch é infinito.

(d) Como —1 < § < 1, entédo lim (#)" = 0. Portanto,

]HnAnl;llz%§%§><(4)n]2V§

9

5

63

Problema 12. A sequéncia (ay,as,...,ay,...) € uma progressdéo harmoénica se, e so-

1 1 1

mente se, a sequéncia <—, — .y —, ... | €uma progressao aritmética. Mostre que, para

ai’ay’ap
n > 2, o termo geral da progressao harmonica € dado por:

a1a9
az+ (n—1)(a1 — ag)

Ay =

1
Demonstragao: Seja b, = — o termo geral de uma PA de razao r. Assim,
Qp,

1 1 a1 — asg
r=by—b=—— —=
a2 a1 a10a2

Y

de onde segue, do termo geral de uma PA, que:

1 ap—ap as + (n —1)(ay — ag)

bp=bi+(n—1)r=—+(n-1) =
a1 a102 102

1
Como b, = —, entao, para n > 2,
n

1 _ _
L _ ot (n—1)(a1 — as) —a, = a1z ‘
ay, aqas as + (n —1)(a; — as)

Problema 13. Uma progressao aritmético-geométrica é uma sequéncia (a,) tal que ay,

q e r sao numeros reais dados, com q diferente de 1, e, para todo n inteiro, n > 0, tem-se

que:

(p+1 = qap + 7.

(a) Mostre que

para todo n € N.
(b) Se S, = a1 +as + ...+ a,, mostre que

q" —q gt —1 n—1

S =t~ 7
ATEE ml—q+¢1—q

para todo n € N.

(1.18)
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Demonstracao:
(a) Vamos mostrar por induc¢ao em n.
Para n = 1, é imediato que a afirmacao é verdadeira. Suponhamos que, para um certo

n, é verdade que

("' —1)
g—1 =

Vamos verificar se a afirmacao é verdadeira para n + 1.

Usando a defini¢ao da sequéncia, dada em ([1.18)), obtemos

-1
an, =a1q"" "+

nfl_]_
i1 = qa, +7 = ¢ (alq"‘lﬁ—rgg——————l) +r

qg—1
qg—1
= alq”—l—rq q74q
qg—1
S I (1.19)
qg—1

Logo, a afirmagao é verdadeira para n + 1. Portanto, pelo Principio da Indugao, a
afirmagao é verdadeira para todo n € N.
(b) Mais uma vez, mostraremos por indugao em n.

Para n = 1, a afirmacao é verdadeira, pois

q' —q &—1+ 1-1
—a r =
1-¢2 '1-q 1—¢q

Si=r ai.

Suponhamos que a afirmagcao seja verdadeira para um certo n. Para n + 1, temos que:

Sny1 = artag+ ...+ ay+ang
NS -~ > \ /
Hipétese de Indugao (T.19)
" —q ¢"—-1 n-1 no, 4" 1
=T —a +r +a1q” +r
(1—gq2 M1—q 1—¢ ™ -1
n __ n_1—_qg" n+1 1 n 1
_ rq q —alq q +4q T n o . q e
(1—9q)? 1—gq l-q¢ 1-qg 1-q 1-¢
" —q—q"+ " gt 1+ n
(1 —q)? 1—q 1—g¢q
qn+1_q qn+1_1+ n
= r —a T .
1-q2 ' 1—gq l—gq

Assim, a afirmacao é verdadeira para m + 1. Portanto, pelo Principio da Inducao, a

afirmagao é verdadeira para todo n € N.
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Problema 14. (ITA) Seja (aq,a9,as,...) a sequéncia definida da sequinte forma: a; = 1,

as =1 ¢ea, =a,_1+ an_o paran > 3. Considere as afirmagoes a sequir:

I. Existem trés termos consecutivos, ay, Gpi1,api2, que, nesta ordem, formam uma pro-

gressao geométrica.

II. a; € numero primo.

11

Se n € multiplo de 3, entao a, € par.

E (sio) verdadeira(s)

(a) apenas II.

(b) apenas I e II.
(c¢) apenas I e I11.
(d) apenas II e III.
(e) I, I e III.

Solugao: Primeiro, observemos que a sequéncia que satisfaz as condi¢oes do problema é a

sequéncia de Fibonacci, a saber (1,1,2,3,5,8,13,21,...).

L.

II.

I1I.

Se existissem trés termos consecutivos, a,, 11, apt2, em PG, terfamos api1 = g - ap €
api2 = q* - a,. Pela definigao da sequéncia, a,.9 = a,1 + a,. Assim, obterfamos

1++5

2

qg-ap:q-ap—kap(:)qg—q—l:()(:)q:

¢ Q.

Podemos perceber que isto nao é possivel, pois os termos da sequéncia de Fibonacci
sao inteiros e nao nulos, logo, o quociente entre os seus termos é racional. Portanto,

a afirmacao I é falsa.
O sétimo termo da sequéncia é a; = 13, que é primo. Logo, a afirmacao II é verdadeira.

Provaremos por indugao que toda sequéncia (asg_s,asg_1,as;) é da forma (impar,
impar, par), para todo k € N.
Para k = 1, a afirmacdo é verdadeira, pois (ai,as,a2) = (1,1,2), que é da forma

(tmpar, impar, par).
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Suponhamos que a afirmacao é verdadeira para um certo k. Para k 4 1, usando a

definicao da sequéncia, temos que:

;

a3k+1 = A3k—1 + A3p = A3k4+1 = UMPAr + par = asg+1 = tmpar

A3k42 = A3k41 + A3k = A3pp2 = TMpar + par = aspy2 = impar

A3k+3 = A3k+2 T A3k+1 = A3(k+1) = LMPaAr + iMpPar = agx+1) = par
\

Assim, a afirmacao é verdadeira para k + 1 e, pelo Principio da Inducao, a afirmacao

¢é verdadeira para todo k£ € N.

Logo, a afirmagao III é verdadeira.

Problema 15. Mostre que todo o niimero inteiro positivo pode ser expresso como uma soma

de numeros de Fibonacci distintos.

Demonstragcao: Mostraremos por inducao.

E imediato que afirmacao é verdadeira para 1, pois 1 = Fj. Suponhamos, por hipdtese
de indugao, que todo inteiro positivo menor do que um certo k pode ser escrito como soma
de nimeros de Fibonacci distintos. Queremos mostrar que k£ pode ser escrito como soma de
numeros de Fibonacci distintos.

Seja, entao, F;, o maior numero de Fibonacci menor do que ou igual a k. Assim,
EF, <k<F,. (1.20)

Se k = F,,, nao havera mais o que mostrar. Por outro lado, se F;,, < k, tomemos
A =k — F,, e observemos que, como A < k, A pode ser escrito como soma de nimeros
de Fibonacci distintos, pela hipotese de inducao. Além disso, lembrando da definicao da

sequéncia de Fibonacci em (1.11)), obtemos

A:k—Fm < Fm+1—Fm: m—1<Fm7
L. 20|

ou seja, nenhum dos nimeros de Fibonacci, que somados resultam em A, pode ser F,.
Assim, £ = A + F,, é soma de numeros de Fibonacci distintos e, pelo Principio da

Inducao, todo natural pode ser escrito como soma de nimeros de Fibonacci distintos.



CAPITULO 2

SEQUENCIAS NA GRADUACAO

Neste capitulo estudaremos alguns conceitos de sequéncias de nimeros reais, tomando
por base o modo como este conteudo é abordado nos cursos de Graduacao de Matematica,
em geral. Mais especificamente, estudaremos os limites de sequéncias de niimeros reais, que

possuem papel fundamental na Analise Matematica.

Todos os conceitos e resultados importantes da Andlise Matematica se referem,
quer explicita quer indiretamente, a limites. Dai o papel central que esta nocao
desempenha [22].

Os limites mais basicos da Analise sao os limites de sequéncias. A partir do entendimento
destes, serda possivel que o leitor progrida ao estudo de limites mais sofisticados, como
derivadas, integrais, sequéncias de fungoes, etc.

De maneira intuitiva, podemos pensar numa sequéncia (aj,asg,...,ay,...) de nimeros
reais como uma sequéncia de pontos da reta e no seu limite como um ponto do qual os
pontos a, se tornam e permanecem arbitrariamente préximos, desde que se tome um indice
n suficientemente grande.

Para iniciarmos o estudo de sequéncias e limite de sequéncias, do ponto de vista da
Analise Matematica, julgamos necessario que o leitor esteja familiarizado com algumas

importantes definigoes e resultados, as quais enunciamos abaixo:

67
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1. Um conjunto X C N diz-se limitado quando existe um p € N tal que n < p seja qual

forn € X.

2. Um conjunto X C N diz-se ilimitado quando nao é limitado. Ou seja, dado qualquer
p € N, existe algum n € N tal que n > p.

3. Um subconjunto X C N ¢ infinito se, e somente se, ¢ ilimitado.
Quando um conjunto X C N ¢ infinito, dizemos que o mesmo contém naturais arbi-

trariamente grande, ou seja, dado qualquer ny € X existe n € X tal que n > ny.

4. Um subconjunto X de R chama-se limitado superiormente (respec. limitado inferi-
ormente) quando existe s € R (respec. 7 € R) tal que x < s (respec. r < x) para
todo x € X. Sendo este o caso, dizemos que cada s € R (respec. r € R) com esta

propriedade chama-se uma cota superior (respec. cota inferior) de X.
Se um subconjunto X de R for limitado superior e inferiormente, dizemos que X é
limatado.
5. Um elemento b € R chama-se supremo de um subconjunto X de R quando b é a menor
das cotas superiores de X. Assim, b = sup X deve satisfazer as seguintes condigoes
Sl. € X = x <
S2. x <cparatodoxr € X = b <c
S2’. Se ¢ < b entao existe x € X tal que ¢ < z.
sendo as condigoes S2 e S27 equivalentes.
6. Um elemento a € R chama-se infimo de um subconjunto X de R quando b é a maior
das cotas inferiores de X. Assim, a = inf X deve satisfazer as seguintes condi¢oes
II.ze X = a <z
[2. ¢ < x paratodox € X = ¢ < a;
[2’. Se a < ¢ entao existe x € X tal que x < c.

sendo as condigoes 12 e 12" equivalentes.
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7. Dados os nameros a, x, £, com £ > 0, temos:

r€(a—cate)oa—ec<r<ates|r—al<e

Para intervalos fechados o resultado é analogo.

As definicoes e resultados acima sao algumas das importantes propriedades a respeito
de conjuntos de nimeros naturais e reais, as quais utilizaremos no decorrer de nosso estudo.
Resultados como os dos itens 3 e 7 sao simples e indispensaveis para nossa abordagem e
podem ser facilmente demonstrados. Nao daremos enfoque a essas demonstracoes, porém
o leitor pode encontra-las, assim como outras definicoes e propriedades importantes para
nosso estudo, em [22].

A seguir, vamos relembrar de algumas ideias iniciais sobre sequéncias, além de enunci-
armos algumas outras importantes defini¢oes e resultados que darao suporte a nossa abor-

dagem.

2.1 Sequéncias de Numeros Reais

Como visto em ([1.2)), uma sequéncia de nimeros reais ¢ uma fungao a : N — R, definida
em N que toma valores em R. Continuaremos representando o valor a(n), para todo n € N,
por a, e chamando-o de termo de ordem n, ou n-ésimo termo da sequéencia.

Dizemos que o conjunto a(N) = {ay,as,as,...,a,,...} é o conjunto dos termos da
sequéncia (a,). Nao devemos confundir a sequéncia (a,) = (a1,as,as,...,a,,...) com o
seu conjunto de termos, pois este pode ser finito, ou até mesmo reduzir-se a um tnico ele-
mento. Para exemplificar este fato, basta tomarmos, por exemplo, a sequéncia dada por
a, = (—1)"71, para todo n € N, isto é, (a,) = (1,—1,1,—1,...) e observarmos que o seu
conjunto de termos ¢é a(N) = {—1,1}.

Uma sequéncia (a,) é dita limitada quando o conjunto dos seus termos é limitado, ou
seja, quando existem reais r e s satisfazendo r < a,, < s para todo n € N. Em termos
equivalentes, uma sequéncia é limitada se, e somente se, existe um real t > 0 tal que
la,| <t, para todo n € N,

Por outro lado, dizemos que uma sequéncia é ilimitada quando ela nao é limitada.
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Uma sequéncia (a,) diz-se limitada superiormente (respec. limitada inferiormente)
quando existe um real s (respec. r) tal que a, < s (respec. r < a,), para todo n € N. E
claro que, uma sequéncia ¢é limitada se, e somente se, é limitada superior e inferiormente.

Dada uma sequéncia (a,)nen, definimos uma subsequéncia da mesma como a sequéncia
obtida a partir de (ay,)nen, restringindo-nos a um subconjunto infinito N’ = {ny,ns, ng, ...}
do conjunto de indices, a qual denotaremos por (a,,)ieny ou @’ = (a,)nenw. Notemos que,
estritamente falando, uma subsequéncia a’ nao é uma sequéncia, ja que seu dominio N’ nao
é necessariamente igual a N. Porém, como a fungao i — n; entre N’ e N é uma bijecao,
podemos considerar que a subsequéncia a’ é, de fato, uma sequéncia.

Uma sequéncia (a,) é dita crescente quando a, < a,41, para todo n € N. Se vale
a, < a,.1, para todo n € N, entao (a,) é dita nao-decrescente. De modo andlogo, uma
sequéncia (a,) é dita decrescente quando a,, > a,1, para todo n € N e, se vale a,, > a,41,
para todo n € N, entdo (a,) é dita ndo-crescente.

Chamamos as sequéncias crescentes, nao-decrescentes, decrescentes e nao-crescentes de

sequeéncias monaotonas.

2.2 Limites de Sequéncias

Consideremos uma sequéncia (a,,) de nimeros reais. Neste momento, nos interessaremos
em reconhecer se os numeros reais a,, se aproximam cada vez mais de um certo nimero real
L, a medida que n aumenta. Se assim o for, dizemos que L é um limite da sequéncia (ay,).
Para exemplificar, tomando a,, = % é razoavel dizermos, intuitivamente, que os nimeros a,,
se aproximam de 0 a medida que n aumenta, pois o resultado da divisao de 1 por n ¢é cada
vez menor a medida que n aumenta.

Dando um pouco mais de precisao ao raciocinio anterior: dizemos que L é um limite da
sequéncia (a,) se, ao estipularmos um “erro” através de um ntimero real € > 0, encontrarmos
um indice ny de modo que todos os termos a, da sequéncia (a,), que possuirem indice
n maior que ng, sejam valores aproximados de L com erro inferior a ¢. E claro que o
indice ng deve depender de ¢, sendo de se esperar que, para valores cada vez menores de ¢,

necessitaremos tomar ng cada vez maior.

Dai, temos a defini¢ao a seguir.
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Defini¢ao 2.2.1. Dizemos que uma sequéncia (a,) de nimeros reais é convergente, ou
que L € R € limite de (a,), quando para cada nimero real € > 0, dado arbitrariamente,

existir um indice ng € N tal que |a, — L| < &, para todo n > ny.

Escreve-se

lim a, = L, lima, =L ou a, — L.
n—oo

Por fim, uma sequéncia que nao é convergente é dita divergente. Isto é, nao existird
L = lim a,, se conseguirmos achar uwm numero real € > 0 tal que para todo ng exista n > ng
com |a, — L| > ¢.

Com o objetivo de nos familiarizarmos com o conceito de limite de sequéncias, aborda-

remos a seguir alguns exemplos elementares de sequéncias convergentes e divergentes.
1 - ;

Exemplo 2.2.1. Sendo a,, = —, mostre que o limite de (a,) € 0.
n

Demonstracao: Podemos notar que, dado £ > 0,

1 1
\an—0]<€<:>‘——0'<6<:>n>—.
n g

Assim, podemos encontrar ng € N (no > %) tal que |a, — 0| < e, para todo n > ng. E
isto significa, pela Definicao que (a,) converge para 0.
[ |

Exemplo 2.2.2. Mostre que a sequéncia

( )_ n B 1 23 n
n) = n+1/) \2°347 " "pn+1"""

converge para 1.

Demonstracao: Observemos que, dado qualquer € > 0,

1 1
ll=—<e&en>--—1.
n

n— 1] =
|an — 1] | .

n ‘
Isto significa que, dado qualquer € > 0, existe ng (> % — 1) tal que

Vn > ng = la, — 1] <e,

0 que nos mostra que (a,) converge para 1.
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Exemplo 2.2.3. Se a, = (—1)", mostre (a,) ¢ divergente.

n

Demonstragdo: Vamos supor que existe L tal que L = lim(—1)", isto é, (a,) é conver-

gente. Assim, tomando € = 1, existe ng natural tal que
Vn>ng=|(—-1)"—L| <e.

Se n for par, com n > ng, entdo |1 — L| < 1, o que nos leva a 0 < L < 2. Por outro lado,
se n for impar, com n > ng, entdo | — 1 — L| < 1, o que nos leva a —2 < L < 0. Uma vez
que L nao pode satisfazer as duas desigualdades, a hipétese de que (a,) é convergente nos

leva a uma contradigdo. Portanto, (a,) é divergente.

[
: (=1)"
Exemplo 2.2.4. Mostre que lima, =1, onde a, =1+ .
n
Demonstragdo: Uma vez que |a, — 1| = |1 + % —1| = %, dado £ > 0, temos
1 1
la, —1l|=—<een>-.
n €
. 1
Assim, tomando ng > —, para todo n > ng temos |a, — 1| < ¢.
€
|

Exemplo 2.2.5. Mostre que a sequéncia constante (a,), com a, = ¢ para todo n € N

converge para cC.

Demonstragao: De fato, dado € > 0, temos |a,, — ¢| = |¢c — ¢| = 0 < € para todo n € N.
Portanto (a,) converge para c.

|

O importante exemplo a seguir foi abordado na demonstragao da Proposigao[1.4.2] Agora

o trataremos utilizando, de fato, a definicao de limites de sequéncia.

Exemplo 2.2.6. Se a,, = ¢", com 0 < |q| < 1, mostre que lima,, = 0.

Demonstracdo: Perceba que = > 1. Dai

7l =1+ a, com a > 0. Logo, pelo Binomio

1
> g

de Newton, obtemos

PR = (I+a)"=1+a)...(1+a)

= 1+ na+ (soma de parcelas positivas)

> 14 na,
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0 que é equivalente a |¢" < .

Assim, se quisermos |a, — 0| < &, basta impormos que Hﬁ < € ou, equivalentemente,

quen>§(%—1).

Portanto, dado € > 0, existe ng natural (com ng > é (% — 1)) tal que

Vn > ng=la, — 0| = |q|" <e.

Observagao: A desigualdade
(14+a)" > 1+na, coma> —1,

¢é conhecida na literatura como Desigualdade de Bernoullﬂ e apresentaremos sua demons-

tragdo no Apéndice [B]

Exemplo 2.2.7. Mostre que a sequéncia (a,), dada para n > 1 por a, = v/n+1—+/n,

converge para 0.

Demonstracao: Primeiro, notemos que:

T - () ()

B n+l—n
vn+1++/n
1 1
S —
Vn+1+y/n = V/n

Assim, dado € > 0, obtemos % < € se, e somente se, + < £2, ou seja, n > —. Logo,
n n I3

tomando ng > %, teremos |v/n + 1 —+/n| < € para todo n > ng. Portanto, a sequéncia (ay,)
converge para 0.

[ |

Podemos perceber que a definicao de convergéncia de uma sequéncia nao deixa claro se

o limite de uma sequéncia convergente é inico. Em principio, poderia ocorrer de uma dada

sequéncia convergir para mais de um limite. Porém, como mostra o préximo resultado,

isto nao ocorre. Além deste, veremos mais alguns resultados importantes sobre limites de

sequéncias, com os quais poderemos analisar inteligentemente mais alguns exemplos a frente.

1 Jacques Bernoulli (1654-1705), mateméatico suico que ajudou a desenvolver o cdlculo infinitesimal.
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De antemao, temos da Desigualdade Triangular (Ver Apéndice [C|) que, sendo a, b e ¢
nimeros reais, vale

la—c| <la—0bl+|b—¢|
Teorema 2.2.1. Se a sequéncia (a,) convergir, entdo seu limite € unico.

Demonstra¢ao: Suponhamos que existam Ly e Lo, com Ly # Lo, tais que L; = lima,,
e Ly = lima,. Para isto, tomemos € = £|L; — Ly| > 0. A Definicao nos garante que

existem ni,ny € N tais que
Vn>ny=la, — L1 <e e Vn>ny=la, — La| <e.
Dai, pela Desigualdade Triangular, obtemos
Vn > max{ny,na} = |L1 — La| < |a, — L1| + |an — La| < 26 = |L1 — Lo|,
o que é um absurdo. Portanto, Ly = L. [ |

Teorema 2.2.2. Se (a,) € uma sequéncia com limite L, entdo toda subsequéncia de (ay,)

converge para o limite L.

Demonstragdo: Dado e > 0, como lim a,, = L, existe ny natural de modo que |a, —L| < &,
para todo n > ny.
Agora, seja (an,, Gny, - - -, A, , - . .) uma subsequéncia de (a,). Como o conjunto de indices

da subsequéncia € infinito, existe um indice n;, > ngy. Logo,
Vn; > ng, = n; > ng = |a,, — L| < e.

Portanto, lima,, = L.
|
Duas importantes observacoes a respeito dos Teoremas e devem ser feitas.
A primeira é que, para mostrarmos que uma dada sequéncia (a,) é divergente, basta que
encontremos duas subsequéncias de (a,) com limites distintos. A outra é que, para deter-
minarmos o limite de uma sequéncia (a,) que, de inicio, se sabe que converge, basta que
determinemos o limite de alguma subsequéncia sua, onde este serd o limite procurado. Mais

a frente analisaremos alguns exemplos fazendo uso dessas observagoes.
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A tarefa da ultima observacao acima nem sempre é possivel de ser efetuada. Quando
nao o for, precisaremos entender como é possivel operar limites de sequéncias, problema
que abordaremos na préoxima se¢ao. Porém, inicialmente, precisaremos de alguns resultados

preliminares, os quais trataremos a seguir.
Teorema 2.2.3. Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstragao: Seja L = lima,. Assim, tomando € = 1, existe ng natural tal que
Vn>ng=la,— L <1l<a,e(L—1,L+1).

Agora, consideremos o conjunto finito X = {ay,as,...,a,,, L — 1, L+ 1}. Além disso,
sejam 7 o0 menor e s o maior elemento de X. Deste modo, todos os termos da sequéncia
(a,) estardao contidos no intervalo [r, s]. Portanto, (a,) ¢ limitada.

[ |

E importante observarmos que a reciproca do Teorema acima nao é verdadeira. De fato,
considerando a sequéncia (0,2,0,2,0,2,...), percebemos que a mesma é limitada, pois seu
conjunto de termos é {0, 2}, porém nao ¢ convergente por possuir duas subsequéncias que
convergem para limites distintos, a saber, (0,0,0,...) e (2,2,2,...). Além disso, o Teorema
acima nos diz que se quisermos verificar se uma sequéncia ¢é divergente, basta verificarmos
que a mesma nao ¢ limitada.

O préximo resultado pode ser considerado como um “teste de convergeéncia”, ou seja,
ele nos permite concluir que uma sequéncia (a,) é convergente, mesmo sem conhecermos, a

priori, o seu limite.
Teorema 2.2.4. Toda sequéncia mondtona e limitada € convergente.

Demonstragdo: Suponhamos que (a,) é uma sequéncia mondtona nao-decrescente e li-
mitada, isto é,

an<a<a<...<a,<...<K,

para algum K > 0 (os demais casos sao andlogos). Assim, K é uma cota superior do
conjunto A = {ay, as,as, ...}, o que nos diz que A admite supremo, digamos L = sup A.
Agora, dado £ > 0, como L—¢ < L, entdao o numero L—e nao é cota superior de A. Deste

modo, existe ny € N tal que L — ¢ < a,,. Como a sequéncia ¢ monétona nao-decrescente,
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entao n > ng = a, > a,, €, portanto, L — ¢ < a,. Além disso, como L = sup A entao

a, < L, para todo n € N. Portanto, para todo n > ng temos
L—c¢<a,<L<L+e¢,

o que significa que L = lima,,.

Observagao: Podemos notar que se (a,) fosse ndo-crescente, terfamos lim a,, = inf A.
Frisamos que, em alguns casos, nao precisamos mostrar que uma dada sequéncia é con-

vergente, mas somente garantir que ela possui uma subsequéncia convergente. Deste modo,

apresentaremos a seguir um dos resultados mais importante sobre limites de sequéncias,

conhecido na literatura como o Teorema de Bolzand?-Wierstrass|

Teorema 2.2.5 (Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada de nimeros reais possui

uma subsequéncia convergente.

Demonstragao: Seja (a,) uma sequéncia limitada de nimeros reais. Perceba que qualquer
subsequéncia de (a,) é limitada, ja que (a,) o é. Além disso, se mostrarmos que (a,) possui
uma subsequéncia mondtona, podemos invocar o Teorema [2.2.4], mostrando assim que esta
subsequéncia é convergente.

Para isso, consideremos o conjunto A C N dos indices n dado por:
A={neN; Vp>n=a,>a,}
Temos dois casos a serem analisados:

e Se A é infinito, A = {n; < ny < n3 < ...}, entdo podemos formar a subsequéncia

(ap,) cOM apy > Apy > Apy > ...

Logo, (an,) ¢ mondtona nao-crescente.

e Se A é finito, tomamos um n; € N maior que todos elementos de A. Dali, a,, nao esta
em A e, assim, existe ny > ny com a,, > a,,. Por sua vez, a,, nao estd em A, logo
existe ng > no tal que a,, > a,,. Prosseguindo com este raciocinio, construiremos a

subsequeéncia crescente a,, < ap, < Gp, < .. ..

2Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano, matematico da antiga Boémia (atual Republica Checa)

do século XIX.
3Karl Theodor Wilhelm Weierstrass, matematico alemao do século XIX.
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Logo, em qualquer caso conseguiremos achar uma subsequéncia mondtona limitada e,
portanto, convergente.

[ |

A seguir, iremos estudar alguns exemplos de sequéncias de nimeros reais, utilizando

algumas das ideias e resultados obtidos até aqui.
Exemplo 2.2.8. Estude a convergéncia da sequéncia (1,2,3,...,n,...).

Solucao: Observemos que a sequéncia dada nao é limitada. Portanto, pela observacao

feita em relagao ao Teorema [2.2.3] concluimos que a sequéncia é divergente.
Exemplo 2.2.9. FEstude a convergéncia da sequéncia dada por (a™), com a € R.

Solugao: Quando a = 0 ou a = 1, a sequéncia é constante e, portanto, serda convergente
com limite 0 e 1, respectivamente. Se a = —1, a sequéncia é igual a (—1,1,—1,1,...), logo
¢é divergente por possuir duas subsequéncias convergentes com limites distintos.

ntl > ¢" assim a sequéncia é crescente.

Quando a > 1, multiplicando por a™, obtemos a
Além disso, sendo o > 0, temos a = 1 4+ a. Dali, pela Desigualdade de Bernoulli, temos
a® > 1+ na. Logo, dado b € R, sempre é possivel tomarmos um n (> b%), tal que
a" > 1+ na > b. Logo, a sequéncia (a") é ilimitada superiormente e, portanto, divergente.

Quando a < —1 a sequéncia nao é mondtona pois seus termos sao alternadamente positi-
vos e negativos. Além disso, os termos de ordem par a*” = (a?)" formam uma subsequéncia
mondtona crescente e ilimitada superiormente, pois a? > 1. Também, os termos de ordem
fmpar a*"*! = a (a®") formam uma subsequéncia decrescente ilimitada inferiormente, pois
a < 0e (a®) é crescente e ilimitada superiormente. Portanto, a sequéncia (a™) é divergente
por ser ilimitada em qualquer caso.

Agora, se —1 <a <0ou0 < a <1, o que equivale a dizer que 0 < |a|] < 1, j4 sabemos

pelo Exemplo que a sequéncia é convergente, com lim a"™ = 0.
Exemplo 2.2.10. Sendo ¢ > 0, mostre que a sequéncia a, = /¢ possui limite igual a 1.

Demonstracao: Para o caso onde ¢ = 1 nao ha o que mostrar, pois a sequéncia sera igual
a(1,1,1,...) e convergira para 1.
Agora, se ¢ > 1 entao a; > as > az > ... > 1, de sorte que, pelo Teoremam (a,) é

convergente. Desde que ¢ > 1, temos ¢'/” > 1, e daf ¢/ = 1 + «, com a > 0. Segue da
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Desigualdade de Bernoulli que

c—1
c=(14+a)">14+na = a< —.
n

Assim, temos que

c—1

|c1/”—1‘:oz§ , para todo n € N.

Logo, se quisermos ‘cl/ " — 1| < ¢ basta impormos < < ¢, o que equivale a n > <=L,
n 3

Portanto, dado € > 0, existe ng (> %) tal que, para todo n > ng, vale }cl/” — 1’ < g,
isto é, lim¢'/" = 1 para ¢ > 1.

Para o caso 0 < ¢ < 1, temos 0 < a1 < ay < ag < ... < 1, de sorte que, pelo Teorema

2.2.4 (a,) é convergente. Desde que 0 < ¢ < 1, temos c!/" = com (8 > 0. Dal, pela

1
48"

desigualdade de Bernoulli, obtemos

L1 1
(I+p)" = 1+nf np’

CcC =

de onde segue que 0 < 8 < i Portanto, temos

6] 1
0<l—c/m=_""c<pB<—,
¢ 1+5 P nc
e assim
1
}cl/”—ll < —, para todon € N.

ne
Logo, se quisermos ’cl/ "— 1| < € basta impormos % < €, 0 que equivale a n > é
Portanto, dado ¢ > 0, existe ng (> %) tal que, para todo n > ng, vale ‘cl/" — 1| < g,
isto é, limc'/" = 1 para 0 < ¢ < 1.

[ |
Exemplo 2.2.11. Mostre que a sequéncia dada por a, = {/n possui limite igual a 1.

Demonstracdo: Primeiro, notemos que 1 < v2 < /3 ¢ v/3 > v/4 > /5. Assim, vamos

verificar se a sequéncia é monotona a partir do seu terceiro termo. Para isto, observemos

que {/n > "“/n+1 é verdade se, e somente se, n"*1 > (n + 1)" o que é verdade se, e
1

somente se, n > (1 + ;)n. Assim, basta mostrarmos que a ultima desigualdade obtida é

verdadeira. De fato, observemos que

1\" n\ 1 n\ 1 n\ 1
I+~ =1+ )=+ (,]5+-+( )=
n 1/n 2/ n? n)nn
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de sorte que

. n A . 7 ’
Assim, (1 + %) < 3, para todo n > 3, e, portanto, a sequéncia ¢ monotona decrescente
a partir do sei terceiro termo. Além disso, como trata-se de uma sequéncia de nimeros
positivos, temos que ({/n) é limitada. Logo, pelo Teorema [2.2.4] a sequéncia é convergente.

Mais tarde (Exemplo [2.3.2)) mostraremos que lima,, = 1.

2.3 Propriedades Aritméticas dos Limites

Nessa secao estudaremos o comportamento dos limites de sequéncias de niimeros reais

referentes as operagoes (soma, multiplicagao, divisao, etc.) e as desigualdades.

Teorema 2.3.1. Se lima, = 0 e (b,) € uma sequéncia limitada, entdo lima, - b, = 0

(mesmo que nao ezista lim by, ).

Demonstragdo: Sendo (b,) limitada, existe M > 0 tal que |b,| < M para todo n € N.

. . 5
Por outro lado, como lima,, = 0, dado & > 0, existe ny € N tal que Yn > ng = |a,| < v

Assim,
€

‘v’n>n0:>|an-bn—0|:|an|-|bn|<M

M = ¢, ou seja, lima, - b, = 0.

Um exemplo importante e conhecido na literatura é o enunciado a seguir.

sen(nx)

Exemplo 2.3.1. Sendo x € R, mostre que lim = 0.

Demonstragao: De fato, como a sequéncia sen(nx) é limitada, pois |sen(nz)| < 1, e

sen(nz)

% — 0, pelo Teorema [2.3.1], temos lim = lim [sen(n:c) . ﬂ = 0.
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Teorema 2.3.2. Sejam (a,) e (b,) sequéncias convergentes de mimeros reais, tais que

lima, = x elimb, =y, e k um numero real qualquer. Entao:
(a) lim(k - a,) =k - x;
(b) lim(a, £b,) =z +ty elim(a,-b,) =z-y;

(c) lim (Z—:) :g sey # 0.

Demonstracao:
(a) Se k = 0, é imediato que limk - a, = 0 = k- x. Assim, suponhamos que k # 0, e seja
dado € > 0. Deste modo, existe ng € N tal que n > ng = |a,, — x| < |€?| Dai,

3

n > ng = |ka, — kx| = |k||la, — x| < |k|- 7

&

o que nos mostra que lim(k - a,) =k - z.

(b) Vamos mostrar que lim(a, + b,) = « + y (provar que lim(a,, — b,) = z — y é andlogo).
Dado € > 0, existem nq,n9 € N tais que

c

€
n>n1:>|an—x|<§ e n>n2:>|bn—y]<2

Portanto, tomando n > max{n,ny}, temos

£

£
[(an + ) = (x +y)| < lan — 2| + [by —y| < 5"‘ 9 =5
o que nos mostra que lim(a, + b,) =z + y.
Para a segunda parte, primeiro notemos que
|anbn — zyl = [(anby — any) + (any — zy)|

< an(bn — y)| + [y(an — )|

- |an||bn - yl + |y||an - :L‘|

Ora, sendo (a,) convergente, pelo Teorema [2.2.3| (a,) é limitada. Assim, existe K > 0
tal que |a,| < K para todo n € N. Dai, tomando M = max{K, |y|}, temos que

lanb, — xy| < M|b, —y| + M|a, — x|. (2.1)
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Por outro lado, dado € > 0, das convergéncias de (a,) e (b,), existem naturais n; e ny
tais que para todo n > n; tem-se |a, — x| < 357 e para todo n > ny tem-se |b, — y| < 33;.

Portanto, para todo n > max{ny,ns} temos, de (2.1), que

|anbn_xy| S M|bn _y’ +M|an_$|

13 19
M- M. =
< o T o T

o que nos mostra que lim(a,b,) = zy.

(c) Primeiro, observemos que como lim b,y = 3%, existe ng € N tal que para todo n > ng
tem-se que b,y > ‘1’2—2 (Para isto, basta tomar ¢ = % e achar o ng correspondente.) Assim,
para todo n > ny, ﬁ ¢ um numero (positivo) inferior a ?% Logo, a sequéncia <$) é
limitada.

Por outro lado, temos que

a, r ya, —zxb, ( by) 1
———=— = (ya, — xb,) - —.
bn y bny y bny

Como lim(ya,, — xb,) = xy — xy = 0, pelo Teorema [2.3.1, obtemos
i (52 - 2) =0 1 (52) = .

Observagao: No item (c), para formar a sequéncia §*, limitamo-nos aos fndices n sufici-
n

entemente grandes de modo que b,, # 0. Isto é possivel devido ao fato de y # 0, pois como
lim b, = b, entao, salvo um numero finito de indices n, tem-se b, # 0. Com efeito, sendo
y # 0, podemos tomar um intervalo (y—e, y+¢) de centro y, tal que 0 ¢ (y—e,y+¢). (Basta
tomarmos € = |y|). Entao existe ny € N tal que para todo n > ng = b, € (y — e,y + ¢),
isto é, n > ng = b, # 0.

Ainda em relagao ao Teorema anterior, podemos observar que resultados analogos aos
itens (a) e (b) ainda valem para trés ou mais sequéncias. Por exemplo, se a,, — x, b, — y

ec, = zentdo (a, +bp+c,) = (x+y+z)eay-by-ch—a-y-2.

Exemplo 2.3.2. Continuacao do Exemplo|2.2.11].

1/n

Demonstracao: Agora mostraremos que 1 = limn'/". Para isto, tomemos a sequéncia

b, = ¥n — 1, com n > 2, e mostremos que limb,, = 0. Temos que

—1
n=(1+bn)”=1+(T)bn+(g>bi+...>%-bi,
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2
0<b, <4/ )
n—1

Assim, se quisermos |b,| < e basta impormos 4 / % < g, ou equivalentemente, n >

de onde obtemos

242
22

Logo, dado € > 0, existe ng (> 52;2) tal que, para todo n > ng vale |b,| < ¢, isto é,
lim b, = 0.
Portanto, como b, — 0 entao a, = b, +1 — 1. [ |

Teorema 2.3.3 (Permanéncia do Sinal). Se lima,, = L > 0, eziste ng € N tal que n >

ng = a, > 0.
Demonstracao: Seja ¢ = % > 0. Entao, (L—¢,L+¢) = (%, %) Deste modo, existe
nog € N tal que para todo n > ny = a, € (%, %), ou seja, a, > % Portanto, para n > ng

se tem a,, > 0.
|
Observacao: De maneira analoga, podemos mostrar que se lima,, = M < 0 entao, a partir

de uma certa ordem, todos os termos a,, sao negativos.

Corolario 2.3.1. Sejam (a,) e (b,) sequéncias convergentes. Se a, < b, para todo n € N,

entao lima, <limb,.

Demonstracao: Com efeito, supondo por contradi¢ao que temos lima, > limb,, entao
teremos 0 < lim a,, — lim b,, = lim(a,, — b,) e, portanto, para todo n suficientemente grande,

teremos a,, — b, > 0= a, > b,, o que é um absurdo.

Coroldrio 2.3.2. Seja (a,) convergente. Se a,, > x para todo n, entio lima, > x.

Demonstracao: Com efeito, seja L = lima, e suponhamos por contradicao que temos
L < x. Assim, tomemos ¢ = x— L > 0 e, do fato de a,, — L existe ny € N tal que para todo
n > ng = |a, — L| < e. Em particular, para n > ng, temos a,, < L+e=L+ (x — L) = x,
o que é um absurdo.

Teorema 2.3.4 (Teorema do Confronto). Sejam a, < t, < b,, para todo n € N. Se

lima, =limb,, = L, entao limt, = L.
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Demonstragdao: Das convergéncias de (a,,) e (by,), dado € > 0 arbitrario, existem naturais
ny eng taisquen >ny = a, € (L—¢e,L+c)en >ny =0, € (L—¢e,L+e¢) Agora,
tomando ny = max{ns,ns}, temos que L —¢ < a,, < t, < b, < L+ ¢, para todo n > ny.

Portanto lim¢,, = L. [ |

cosn
Exemplo 2.3.3. Mostre que a sequéncia a, = converge para 0.
n

cosn
n —

Demonstracao: Notemos que —1 < cosn < 1, e dal —% < % Logo, do Teorema

do Confronto, obtemos

1
lim—= < lim ——" <lim— = 0<lim—" <0 = lim——" =0.
n n n n n
|
. 1 1 1 B
Exemplo 2.3.4. Mostre que lim 3 + m +...+ o) = 0.
Demonstracao: Podemos perceber que
0<1—|— 1 N +1<1+1+ +1_n+1_1 1
“n2 (n4+1)2 07T (2n)2 w2 on2 T 2 n2 o n?
(n+1‘)rvezes
Portanto, do Teorema do Confronto, obtemos que
01'0<1'1+1++1<1'1+10
= m—+-——+4+...+ — <lim—+ — =
= n?  (n+1)2 (2n)? — n - n?
= li ! + ! +...+ ! 0
im—+-——+4+...+4 ——=0.
n?  (n+1)2 (2n)?
|

Observacao: Vale observar que no exemplo acima nao podemos aplicar a propriedade de
soma de limites, isto é, limite da soma é a soma dos limites, pois o niumero de parcelas
aumenta quando n aumenta.

|
Exemplo 2.3.5. Mostre que lim ™ _o.
nn

Demonstragcao: Primeiro, observemos que

nl n-(n—-1)-mn-2)-...-3-2:1 _f-n-n-...-n-n-n_n""

nr n"
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Portanto, do Teorema do Confronto, obtemos

1 ! 1
0<™ <2 & 0=1im0 < lim = <lim= =0
nn n nm n
|
= lim-— = 0.
nn

|

Concluiremos esta se¢ao mostrando duas sequéncias que convergem para um dos nimeros
“transcendentaif]’ mais importantes da Matematica, a saber o conhecido Nimero de Euleip]
(e), ficando sua relevancia atrds apenas do nimero w. Este interessante exemplo utiliza
algumas das ideias sobre as propriedades aritméticas de limites de sequéncias de niimeros

reais estudadas aqui.

1 1 1 1\"
Exemplo 2.3.6. Sendoa,=1+—+—+—+...+— ¢eb, = (1+—) para todon € N,

mostre que lima,, = limb,, = e.

Demonstragdo: Primeiro, observemos que a sequéncia (a,,) é claramente crescente e, além

disso, ¢ limitada, pois

_ 1 1 1 1
a, = +ﬁ+ﬁ+§+...+m
< 1+1+1+1+ + !
2 922 on—1
= 33— < 3, paratodon € N.

2n—1

Também, podemos perceber que

1\" n\ 1 n\ 1 n\ 1
bo=(1+=) = 1+(. )=+(.)=+...+( |=
n 1/n 2 /) n? n)nn

SISO CES

4Um ndmero transcendental é um ntmero real ou complexo que nao é raiz de nenhuma equacao

polinomial de coeficientes inteiros. Um ntmero real ou complexo é assim transcendental somente se ele nao

for algébrico. Esses nimeros sao irracionais.
Leonhard Paul Euler (1707-1783), matemético e fisico suico de lingua alema que fez importantes des-

cobertas em varias areas da matematica como o calculo e a teoria dos grafos, além de ser reconhecido por

seus trabalhos na mecanica, dinamica de fluidos, éptica, astronomia e teoria da musica.
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para todo n. E dessa tltima igualdade, temos que b,, < a,,, de onde segue que limb,, < lim a,,.

Por outro lado, fixando arbitrariamente p € N, para todo n > p temos

1 1 1 1 2
bp>1+1 + = (l1—=)+5x(1—=)|1—=)+...+

2! n 3! n n

1 1 2 -

_(1__)(1__)...(1_p 1).

p! n n n

Fazendo n — oo (e mantendo p fixo) na desigualdade acima, o segundo membro tende

para o limite a,. Assim, o Corolario [2.3.1| nos da lim b, > a, para todo p. Novamente a
n—o0

mesma proposi¢ao nos permite concluir que lim b,, > lim a,. Portanto, obtemos entao
n—00 pP—00

. " 1 1 1
e= lim (14 — =lm(l4+—=—+—4+...+—].
n—o0 n n—00 1! 21 n!

2.4 Sequéncias de Cauchy

O conceito de sequéncia convergente possui um forte apelo geométrico, qual seja, a ideia
de que os termos de uma determinada sequéncia convergente se aproximam mais e mais de
um certo nimero real, a medida que seus indices aumentam. Mas, além disso, é razoavel se
esperar que, se os termos de uma dada sequéncia ficarem cada vez mais proximos uns dos
outros, a sequéncia deva convergir.

A observacao acima se faz importante, pois muitas sequéncias convergentes nao sao
mondtonas. Deste modo, o critério de convergéncia que o Teorema nos deu nao é o mais
geral possivel. Assim, veremos a seguir o critério de C’auchﬂ que nos dara uma condigao,
nao somente suficiente mas também necessaria, para a convergencia de uma sequéncia de

numeros reais.

Definigao 2.4.1. Uma sequéncia (a,) de nimeros reais é dita uma sequéncia de Cauchy

se, dado arbitrariamente um numero real € > 0, existir ng € N tal que

m,n > ng = |a, —a,| <e¢.

6 Augustin-Louis Cauchy, matemético e fisico-matemético francés do século XVIII.
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O resultado fundamental acerca de sequéncias de Cauchy é o conteido do seguinte

resultado.

Teorema 2.4.1. Uma sequéncia (a,) de nimeros reais é convergente se, e somente se, for

de Cauchy.

Demonstragdao: Consideremos que a sequéncia (a,,) seja convergente, com limite L. Deste
modo, dado € > 0, a definicao de convergéncia nos garante a existéncia de ng € N tal que

5
n>n0:>|an—L|<§.

Portanto, dados m,n > ng, temos

€

€
|y — an| < lam — L]+ |a, — L| < =+ = =¢,
2 2
e assim (a,) é de Cauchy.
Reciprocamente, seja (a,) uma sequéncia de Cauchy. Assim, tomando ¢ = 1, pela

Definigao [2.4.1} existe ng € N tal que m,n > ng = |a,, — a,| < 1. Em particular, para todo

n > ng se tem |a, — ap,+1| < 1, e a sequéncia tem todos os seus termos contidos em

{a17a27 s 7ano} U (Cln0+1 - 17an0+1 + 1)7

de sorte que (a,) é limitada. Portanto, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass a sequéncia
(a,,) possui uma subsequéncia convergente, digamos a,, — L. Vamos mostrar que, em
verdade, a,, — L.
Ora, sendo (a,, ) convergente, dado € > 0, existe n; € N tal que
ng > ny = |a,, — L| < g

Por outro lado, como a sequéncia é de Cauchy, existe ny € N tal que

€
m,n > ng = |Gy, — ay| <3

Logo, sendo M = max{ny,ny} e fixando nj > M, temos

3

5 — &

£
n>M:>\an—L\§\an—ank\+\ank—L\<§+

ou seja, a, — L.
[ |

A seguir, veremos alguns exemplos de aplicacao do critério de convergéncia de Cauchy.
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Exemplo 2.4.1. Mostre que a sequéncia a, = — é de Cauchy.

S|

Demonstracao: De fato, dado um ntmero real € > 0 arbitrario, é sempre possivel achar-
mos um natural N tal que N > 2. Assim, para todo m,n > N temos que + < + < £ e
€ n N 2

similarmente % < % < 5. Portanto, para todo m,n > N temos

1 1
|y —ay| = |— — —
m n

1
<—F+—<=-+=-=c.
n

DO ™

1
m

Como ¢ > 0 foi tomado arbitrariamente, concluimos que a sequéncia (a,) é de Cauchy.

[
Exemplo 2.4.2. Seja (a,) uma sequéncia de nimeros reais tal que
1
’an—l—l - an’ S 2_717

para todo natural n. Mostre que (a,) é de Cauchy.

Demonstracao: De fato, podemos perceber da Desigualdade Triangular que

\antk — an| = |(@nsk — @ngk—1) + (@nsk—1 — Gngk—2) + ... + (Qpir2 — Qpi1) + (a1 — an)|
S |an+k’ - an+k—1| + |an+k—1 - an-‘rk’—?' +.+ |an+2 - an+1| + |an+1 - an|
< 1 1 1 1
= ontk-1 + on+k—2 +..F on+1 + on
B 1 1 1 1 1
= 2—n : % + W + ...+ 5 +

PG de ;;zéo 1/2
Ly
- on-l 2
1
< 27171

Portanto, se m > n, podemos fazer m = n + p e dai

| — ay| < Pt

. 7’ . 7/ Z 1
Ora, dado € > 0 arbitrario, sempre é possivel tomarmos um ny € N tal que ST

Logo, se m,n > ngy (com m > n sem perda de generalidade) temos que

1 1
| — @] <

< 5ot < gt <€
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Portanto, a sequéncia (a,,) é de Cauchy.

Exemplo 2.4.3. Mostre que a sequéncia (a,) dada por

1+1—|—1+ +1
a, = -+ 4.+ -,
2 3 n

para todo n € N, é divergente.

Demonstragao: Para isto, basta mostrarmos que a sequéncia (a,) ndo é de Cauchy. Ora,

observemos que para m > n temos

1+1+1+ —i—l 1—|—1+1+ —i—l
Ay, — Gy = e I R — -+ 4=
2 3 m 2 3 n

1 1

= +.4—.

n+1 m

Assim, como cada um dos m — n termos acima sao maiores que W%, entao a,, — a, >
m-n __ n : _ 1
7t =1 — 2. Em particular, tomando m = 2n, temos que az, — a, > 3.

Logo, dado € = % > 0 (por exemplo), segue que nao existe nyg € N tal que para m,n > ng

_ 1 ;
temos |am - an| <e =3 De fato, pois para todo ng € N se tomarmos n > ng, para
m = 2n > ng temos
1

|am—an|:\a2n—an|>§>§:€,

e assim, a sequéncia (a,) nao é de Cauchy e, portanto, nao é convergente.

Exemplo 2.4.4. Seja (a,) uma sequéncia de nimeros reais tal que
|a'n+2 - a'n+1| S c- |an+1 - CLn|7
para todo n € N, onde 0 < ¢ <1 € um real firo. Mostre que tal sequéncia é convergente.

Demonstracao: Primeiro, notemos que |az — as| < clay — ayl, |ag — a3| < 2lay — ay], e,

em geral, |a,1 — a,| < " ag — a;] para todo n € N.
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Sejam, agora, n e p naturais arbitrarios. Temos que

|tntp — An] = |Gnip — Qnip1 + .. F Qg1 — @y
< |an+p - an+P—1| + ot |ang — ay
< (PP ) Jag — ag
= (P PP e+ 1) ar —
1—cP
— n—1 . -
c T lag — aq|
Cn—l
< . — .
= 1_¢ |6L2 Cl1|
Assim, como 0 < ¢ < 1, entao C;:C - |as — a1| — 0. Dai, segue que para qualquer £ > 0

Cnfl
1—

dado, existe ng € N tal que para todo n > ny tem-se que lag —aq] < e.

(&
Logo, para m,n > ng temos que |a,, — a,| < €. (Pois podemos sempre supor m > n e

escrever m = n + p.) Portanto, (a,) é de Cauchy, logo convergente. |

Exemplo 2.4.5. Mostre que a sequéncia

_ 1 1 1 1 1
(an)— +ﬁ+ﬁ+§+...+m

é de Cauchy.

Demonstragdo: Como ji sabemos, (a,) é crescente. Assim, sendo m > n temos que

|am — an| = am — a,. Assim, obtemos

| | S
U — Q| = =
(mn+1)!  (n+2)! m!
R S PRV S 1 L, (et
o+ 42 (n+2)(n+3) T m!
S R :
T oDV (n+2) (42?0 (n2)mt
L PG de razajtg 1/(n+2)
1 [n+2 1
- 1—
(n+1! [n+1 (n 4 2)m—n-t
_ 1 n+ 2 1 2n+1) 2

< : = .
m+1)! n4+1  (n+1)! n+1 (n+1)!
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Assim, para n — oo temos que ﬁ — 0, isto é, dado € > 0 existe ny natural tal que,

2
para n > ng, temos Tty < €
Logo, para m,n > ng temos que |a, — a,| < ﬁ < ¢ e, portanto, (a,) é de Cauchy.

|
O leitor atento pode perceber que poderiamos ter solucionado o Exemplo anterior utili-
zando o Exemplo [2.3.6, onde mostramos que

_q 1 1 1 1
ay = +ﬁ+§+§+...+a—>6,

e como esta sequéncia de nimeros reais é convergente, entao a mesma é de Cauchy. Porém,
0 nosso interesse de solucionar o Exemplo anterior da maneira proposta se justificara no

préximo capitulo, como o leitor podera perceber.

2.5 Problemas de Embasamento e Aprofundamento

Nesta secao apresentaremos uma colecao de problemas, trabalhados em diversos niveis de
dificuldade, que poderao proporcionar ao leitor um melhor embasamento e aprofundamento
referente aos resultados tratados. Estes sao retirados de provas de olimpicas, referéncias

bibliograficas, etc., e alguns podem ser encontrados em [2], [3], [4], [13], [29], [21] e [22].

Problema 1. Considere uma sequéncia (a,) definida por a; =0, |as| = |a1 +1|,. .., |a,| =

|an—1 + 1|. Mostre que
a1 +ay+...+a, >_1.
n - 2

Demonstracao: Elevando ao quadrado as igualdades, obtemos

(

4

\

a?=0 a?=0

a3 = (a1 + 1)? al =a?+2a; + 1

a? = (a,_1 +1)? al=a> | +2a, 1+1
| ani = (an +1)° az., =a2+2a,+1

Somando as equagoes e efetuando os cancelamentos, obtemos

al,=2(a1+ay+...+a,)+n>0

a1+a2+...+an>_1‘
n -2
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Problema 2. Seja a >0, b > 0. Prove que lim {/a"™ 4+ b® = max{a, b}.

Demonstragdo: Sendo ¢ = max{a,b}, temos que a < ce b < ¢, e assim a" + b" < 2¢".

Por outro lado, note que ¢" < a” 4 b", pois ¢ = a ou ¢ = b. Portanto, temos que
<A+ <2 = e < Var+ b < V2.

Logo, fazendo n — oo e usando o Teorema do Confronto, além de perceber que pelo

Exemplo [2.2.10| obtemos lim /2 = 1, concluimos que
lime < lim va™ + b < lim (c{ﬁ) = lim Va™ + b" = ¢ = max{a, b}.
[ |

Problema 3. Considere duas sequéncias (ay) e (b,) de nimeros reais. Mostre que estas

sequéncias convergem para o mesmo limite t se, e somente se,
nll_glo[tnan + (1 —t,)b,) =t
para qualquer sequéncia (t,) no intervalo [0, 1].

Demonstragdo: Inicialmente, suponhamos que as sequéncias (a,) e (b,) convergem para
t, isto é,

limla, —t|=0 e lim|b, —t| =0.
Assim, pela Desigualdade Triangular, temos que
[tnan + (1 —t,)bp — t| = |tn(an — by) + by — t| < ty]an — by| + |by — £,
e como t, < 1Vn e Ne |a, —b—n| < |a, —t| + |b, — t|, obtemos que
0 < |tha, + (1 —t,)b, — t| =< |a, — t| + 2|b, — t|. (2.2)
Passando o limite na desigualdade acima obtemos, pelo Teorema do Confronto, que
lim |t,a, + (1 —t,)b, —t| = 0 < lim [t,a, + (1 — £,)b,| = t.

Reciprocamente, podemos escolher adequadamente sequéncias (t,) no intervalo [0, 1].
Para a sequéncia constante t,, = 1 a hipdtese nos garante que lima,, = t, e para a sequéncia

constante t, = 0 que limb,, = t.
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Problema 4. Sejam (a,) e (b,) sequéncias limitadas tais que a, +b, = 1, para todo n € N.

Sejam também as sequéncias (z,) e (t,) com o mesmo limite a. Prove que
lim (a, 2, + buty,) = a.
Demonstracao: Podemos perceber que

ApZp + bntn = QpZp+ bnzn - bnzn + bntn

- n\Un bn bn tn — 2p
z(at )+ bn ( Zn)
= Zn+b,(th, — 2) .

Assim, fazendo n — 0o, obtemos

lim (anz, + bytn,) = lim [z, + b, (6, — 25)]
= a+limb,(a —a)

= a.
[

Problema 5. Mostre que, dados k € N e a € R, com |a] > 1, temos Z—Z — 0 quando

n — o0.

Demonstracao: Inicialmente, podemos notar que

VA0 N

= <1
|al |al |al

quando n — oo.

1

Assim, fixado um real o de modo que o < a< 1, existe ng € N tal que para todo

n > ng tem-se

nk nk

— <o = — < .
[ jal*

n

Mas, como o™ — 0 quando n — oo, entao

k

n
— — 0, quando n — oo.
a
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Problema 6. Seja (a,) uma sequéncia nao-crescente de nimeros reais positivos que con-

verge para 0. Prove que a soma S = a; — as + az — aq + ... € convergente.

Demonstracao: Para cada n € N, consideremos
S,=a—ay+a3—...ta, n>1.

Devemos mostrar que a sequéncia (S,,) é convergente. Para isso, basta verificarmos se a
sequéncia (S,,) é Cauchy. De fato, como (a,) é ndo-crescente, isto é, a; > as > az > ... > 0,

esta condicao nos garante facilmente que
S12>2852>28>...25 >5,>05,. (2.3)
Em contrapartida, para cada m € N, temos que
|Sam—1 — Som| = agm — 0,

0 que garante, em conjungao com (2.3), que a sequéncia (S,) é de Cauchy. Portanto, a
sequéncia (S,) é convergente

Problema 7. Sejam k > 1 um inteiro fixado e to,tq,. .., tx reais também fixados, tais que

to+t1+...+tx =0. Prove que a sequéncia (a,) converge para 0, onde

a, =tov/n+tivn+1+...+t,vVn+k.

Demonstracao: Podemos notar que t, = —tg —t; — ... — t;_1. Dal, temos que

an = tovn+tvVn+1+.. .4+ (—to—ti—...—tp))Vn+k
- to(\/_—m>+t1<\/n+1—\/n+k)+...

+ T (\/n+k—1—\/n+k>
_ lo _ 1431 L ln—1
vitvn+k Vnt+l+vnt+k o Vntk—-1+vVnt+k

Logo, fazendo n — oo, cada parcela acima converge para 0, e portanto a,, — 0.
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Problema 8. Dado a > 0, defina indutivamente a sequéncia (x,) tal que 1 = +/a e

Tnr1 = va+ x,. Prove que (x,) € convergente e calcule seu limite

L:\/a—l—\/a—l—\/m.

Demonstrag¢do: Provaremos isto por indugao em n que (z,) é monétona limitada. Mais

especificamente, mostraremos que 0 < x,, < x,+1 < L. De antemao, podemos perceber que

L:\/a+\/a+m = L=+Va+L. (2.4)

Temos, para n = 1, que a afirmagao é verdadeira, pois 0 < x; = y/a < \/a+ a < L.

Supondo por hipétese de inducao que 0 < z,, < x,,1 < L para um certo n natural, temos

0<z, <21 <L = a<la+z,<a+z,1<a+L

= OS\/ES\/a+xn<\/a+xn+1§\/a+LL

= 0 S Tpnt1 < Tpg2 S L.

Logo, pelo Principio da Inducao, a afirmagao é verdadeira para todo natural n. Portanto
a sequéncia (x,) é mondtona limitada, logo é convergente. Para calcularmos o seu limite,
basta fazer n — oo em x,.; = y/a + x,. Assim, o limite de (x,) é a raiz positiva da equacao

22—z —a =0, e como L a satisfaz em (2.4)), vemos L = lim x,,, onde

L_1+\/1+4a
_#.

Problema 9. Prove que a sequéncia

an:\/1+\/2+\/3+...+\/ﬁ, n>1,

¢ convergente.

Demonstracao: Claramente a sequéncia é crescente, e deste modo s6 precisamos mostrar
que a mesma ¢é limitada para mostrarmos que ela é convergente. De fato, pondo o fator /2

em evidéncia em a,,, obtemos

< \/5\/1+\/1+ 1+...+V1.
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Agora, seja b, = \/1 + \/1 + V14 ...+ /1, onde temos n radicais. Assim, temos que
b1 = V1 + b,. Deste modo, podemos observar que a sequéncia (b,,) é a mesma sequéncia
abordada no problema anterior fazendo a = 1, de modo que obtemos (b,) é convergente.

Portanto, (a,) é convergente.

Problema 10. Prove que

Demonstracao: Analisando o lado direito da igualdade, vemos que a sequéncia de fragoes

satisfaz a recorréncia a; = l e a,y = 1+ ai Esta identidade satisfaz as seguintes condigoes:
n

(i) Para todo n, é vélido que a,, > 1.
De fato, por inducao, o resultado é verdadeiro para n = 1, e supondo verdadeiro para

um certo n entao vale para n + 1, pois a,41 =1+ ai
n

(it) Para todo n, ¢ vélido que —— < 1.

lan+1an]

De fato, pois a,+1 =1+ ai, e portanto any1a, = a, +1 > 2, isto €, - +11a <

1
3

Agora, observemos que

s = o)D) 2
Ap41 anp Ant1 Ap,
_ An41 — Qp
B An+10n
(i) 1

< §|an+l - (ln|

Portanto, de |ani2 — api1] < 3|ans1 — an| e do Exemplo [2.4.4] seque que a sequéncia

(a,) é convergente. Assim, sendo L = lima, e fazendo n — oo em a,41 = 1+ ai, obtemos
mn

L=1+ % & L2 — L —1 =0, cujas raizes sao &‘/‘?’, e como trata-se de uma sequéncia de

2
termos positivos, ficamos com a raiz positiva. Portanto L = =5=.
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Problema 11. Sejam 0 < a < b nimeros reais. Defina as sequéncias (ay) e (b,) pondo

ap=a,bg=">be
an + b,
2 J

Gni1 =\ apby, by = n > 0.

Prove que as duas sequéncias sao convergentes e possuem o mesmo limite.

Demonstragdo: Pela Desigualdade das Médias (MA > MG), temos que

n bn
vV apb, < - ; = apy1 < bpyr, V> 1

Dali, temos que
Gpy1 — Ap =\ apb, — a, = /ay, <\/bn — \/an> > 0,
e assim a sequéncia (a,) é crescente. Similarmente, temos que

an + b, b_an—bn
2 )

bn+1 - bn = < O,

e assim a sequéncia (b,,) é decrescente. Além disso, para todo n, temos que

MA>MG
p<a<a<...<a, < b,<...<by<b <by,
o que mostra que ambas as sequéncias sao limitadas. Logo, as sequéncias sao convergentes.
Fazendo x = lima, e y = limb,, e fazendo n — oo relagdo que define a sequéncia (a,) (ou

na relagao que define (b,), obtemos a = Vab, de onde segue que a = b.

[ |
Problema 12. (Vietna) Defina a sequéncia x1, T, %3,... porxy =a > 1 e
T, (22 + 3)
1 =1+1In| =22
= n( 302 +1 )

Mostre que a sequéncia converge e encontre o seu limite.

Demonstracao: Podemos perceber que de x > 1 temos

z(z + 3)

3 3 2
(x —1) = 2°+3rx>32°+1 ] 2

o que implica em

0 (B 2mi—0 =+ e (55 20

3I2+1 3x2+1
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e assim, indutivamente, cada termo da sequéncia é no minimo 1. Também temos que

z(z? +3)

1<2? = 2<2? = 2243<322+1
322 +1

o que implica em

2
3x2 41

Logo, a sequéncia é mondétona nao-crescente, e como esta é limitada inferiormente, ela é
convergente. O limite x deve satisfazer
z(z? +3)
r=1+In|—=],
( 3x2+1 >
e, portanto, a segunda desigualdade acima torna-se igualdade, o que nos leva a z = 1. Logo
o limite pedido é 1.

Problema 13. Sejam 0 < a < a nimeros reais e a sequéncia (x,) definida por xy = a e

1 _ 2
.I’n:(@—i_ )In 1+04, n>2.
Tpo1+ (+1)

Prove que a sequéncia é convergente e encontre o seu limite.

(a+1)z1+a?

et < @ De fato, a desigualdade

Demonstracao: Podemos notar que 0 < xy =
da esquerda é 6bvia. Ja a desigualdade da direita é equivalente a x; < «, e portanto é
verdadeira. Sendo 0 < x5 < «a obtemos, da mesma forma, que 0 < x3 < «, e assim,
indutivamente, obtemos 0 < z,, < « para todo n. Portanto (z,) é limitada.

Em contra partida, observemos que
(a+ 1D)x,_1 + a? a? — 22
Too1+ (@+1) a

Tp — Tp—1 =

e assim a sequencia € crescente.
Sendo (x,) crescente e limitada, a mesma é convergente. Sendo L = limz,, e fazendo
n — 00 na expressao da definicao de z,,, obtemos

(a+ 1)L + o?

L=
L+ (a+1)
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Problema 14. (Bulgdria) Para cada n € N, seja

n+1 21+22+ +2”
ap = — 4+ —+ ...+ — .
ontl \ 1 2 n

Prove que a sequéncia definida € ndao-crescente, conclua sua convergéncia e calcule o limite

correspondente.

Demonstracao: Notemos que

n+2 /2! 22 2" on+l
An+1 = ——|——+---+g+

2nt2 \ 1 2 n+1
_on+2 n+l 21+22+ +2"+2"+1
o 2mn+1) 2t \1 2 T n n+1
_on2 [adlf2t 2 oy
Co2n4+D) | 2¢tt N1 2 T o
n+ 2
= — % (a,+1).
R
Dai, segue que
n+3 n+2
42 — Qpy1 = m(an+1+1)—m(an+l)

(n® +4n+3)(ans1 +1) — (n+2)*(a, + 1)
2(n + 1)(n + 2)
((n+2)% = D(aps +1) = (n+2)*(an +1)
2(n+1)(n+2)
(n + 2)*(@n41 — an) — (Ani1 +1)
2(n+1)(n+2) '

Como a, > 0 para todo n, vemos da ultima igualdade acima que se para algum n

tivermos a,+1 — a, < 0, entao an1o — a,r1 < 0. Mas, com alguns célculos na expressao da

defini¢ao de (a,), vemos que a3z = % e ay = %, e assim a4 — az = 0. Logo,

ag—a3=0=a3;—as, <0=a5—a; < 0= ... = a1 —a, <0,

e portanto a sequéncia (a,) é ndo-crescente, e como ela é limitada inferiormente por 0, a

mesma é convergente. Para calcularmos o seu limite L. = lim z,,, basta que facamos n — oo

em a1 = Q(Z—Jfl)(an + 1), de onde obtemos

1
L=g(L+)=L=1
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Problema 15. (Roménia) Uma sequéncia (x,)n>1 € tal que \/Tpio+2 < x, < 2, para

todo n > 1. Encontre todos os possiveis valores de x19g6.

Solugao: Podemos perceber que 0 < z,, < 2 para todos os n, e assim podemos fazer a
substituicao trigonométrica x, = 2cosy,, com 0 < y, < 7. Assim, usando a identidade

cos 2 + 1 = 2 cos? o, obtemos

Vo +2< 2, = 1/2(co8Ynss + 1) < 4cosy,
= /4cos?ypi2 < 4dcosy,

= COSYpto < 2C08 Y.

Como a fungao cosseno é decrescente em [0, %} , segue que #22 > ¢, para todo n. Assim,

podemos verificar que

Ynt+2 _ Yn+da _ Ynt6
: < Ynrt o
=TT =T =g =

e, portanto, segue por inducao que, para todos os n e k, é vélido y, < y"2+2’“
Deste modo, fazendo £ — oo, obtemos y,, = 0 para todo n. Dal, segue que x, = 2 para

todo n, e portanto xi9gg = 2.



CAPITULO 3

SEQUENCIAS NA POS-GRADUACAO

Neste capitulo trataremos de estudar alguns conceitos e ideias relacionados a sequéncias
que sao abordados na Andlise Funcional, que é o ramo da Matematica, e mais especifi-
camente da Andlise, que trata do estudo de espagos vetoriais de dimensao infinita (por
exemplo, espagos de fungdes) e operadores lineares entre estes espagos (por exemplo, trans-
formada de Fourier). Além disso, verificaremos que alguns resultados obtidos no capitulo
2, onde os conceitos estudados foram trabalhados no espago dos niimeros reais, podem nao
continuar validos quando se trabalha em outros espacos.

De antemao, apresentaremos algumas nocoes fundamentais para o nosso estudo, como
espacos métricos, espacos vetoriais e espacos normados, culminando nos espagos de Banach
(espagos normados completos), além de apresentarmos, sempre que possivel, exemplos que

proporcionem um melhor entendimento sobre as ideias e resultados obtidos.

3.1 Espacgos Métricos

Definicao 3.1.1. Uma métrica em um conjunto M ndao vazio € uma funcgdo
d:MxM-—>R

que associa a cada par ordenado de elementos x,y € M um nimero real d(z,y), chamado

de distancia de x a y, de modo que, para quaisquer elementos x,y,z € M tem-se:

100
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d1) d(z,x) = 0;
d2) d(z,y) > 0;

d3) d(z,y) = d(y, z);
d4) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) (Desigualdade Triangular).

O par (M, d) € chamado espago métrico formado por um conjunto nao vazio M e uma

métrica d em M.
A seguir veremos alguns exemplos de espagos métricos.

Exemplo 3.1.1 (Métrica zero-um). Todo conjunto X ndao vazio pode tornar-se um espago
métrico de maneira simples. Basta definirmos a métrica d : X x X — R dada por

1, sex#y
d(z,y) =

0, sex=y
O leitor pode verificar facilmente que as condigoes d1), d2), d3) e d4) sdao satisfeitas.

Logo (X, d) é um espago métrico.

Exemplo 3.1.2. A reta, isto é, o conjunto R dos nimeros reais, ¢ o exemplo mais impor-
tante de espago métrico. A distancia entre dois pontos x,y € R é dada por d(x,y) = |z —yl|.
As condigoes d1), d2), d3) e dj) resultam imediatamente das propriedades elementares de

valor absoluto de numeros reais. Esta métrica é conhecida como métrica usual de R.

Antes de apresentarmos o préximo exemplo, mostraremos uma importante desigualdade,

conhecida na literatura como Desigualdade de C’auchy—Schwarzﬂ

Proposicao 3.1.1. Dados 0s numeros reais ai,as, . ..,a, € by, by, ..., b, € vdlido que
n 2 n n
(Sen) = (300t) (30
i=1 i=1 i=1
a a an,
onde igualdade € vdlida se, e somente se, d=2= =2
by by by

!Essa desigualdade para somas foi publicada por Augustin Cauchy (1821), enquanto a correspondente
desigualdade para integrais foi primeiro estabelecida por Viktor Yakovlevich Bunyakovsky (1859) e redesco-

berta por Hermann Amandus Schwarz (1888).
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Demonstracao: Consideremos o trinomio do segundo grau em ¢, dado por

n

F(#) = (art —b1)* + (agt — ba)* + ... + (ant — b)* = Y (ait — b;)’.

i=1
Desenvolvendo o quadrado, obtemos

n

Ft) =" (a:)** -2 Z a:bit + Z(bm

i=1
Perceba que, como f(t) é uma soma de quadrados, entao f(t) > 0 para qualquer t € R,

e assim o seu discriminante ¢ menor do que ou igual a zero. Dali,

() =(24) (£%)

Note que a igualdade é valida se, e somente se, A = 0, ou seja, se existe um unico ty € R

isto é,

tal que f(tp) = 0, isto é, se
1 o a9 ap

|

Exemplo 3.1.3 (O espago euclidiano R™ é um espaco métrico). Este exemplo é uma gene-
ralizacao do exemplo anterior. Os elementos do espaco R™ sdo as listas x = (x1, T2, ..., Ty)
onde cada uma das n coordenadas x; € um numero real. Uma maneira natural de se
definir a distancia entre dois pontos em R™ é a sequinte: dados x = (x1,%a,...,T,) €

y=(y1,Y2,--.,Yn) em R" ponhamos

d(w,y) =/ (x1 —91)? + (22 —92)? + ..+ (20— y0)? = [Z(l“z - yi)2] :

=1

Mostre que d € uma métrica em R™, conhecida como métrica euclidiana.

Demonstragao: Podemos observar que as propriedades d1), d2) e d3) sao facilmente
verificadas. Assim, basta verificarmos a validade da propriedade d4) para todos z,y, z € R™,

ou, equivalentemente,
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Ora, fazendo z; — z; = a; e z; — y; = b; na desigualdade acima, a mesma torna-se

equivalente a

n n n

Dola+b)2 < 1D (@) | D (b2

i=1 =1 =1

e elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos

n n n

@) +2> abi+ Y (0)? <D (@) 42, D ()2, | > ()2 + Z(bi)Q,

i=1 J i ‘ i=1 i=1

ou seja,

n n n n 2 n n
i=1 i=1 i=1 =1 i=1

i=1
o que ¢é verdade (Desigualdade de Cauchy-Schwarz).
Portanto a propriedade d/) estéd satisfeita, e assim d é uma métrica em R™.
[ |
Observacao: Podemos, também, definir outras métricas em R", como, por exemplo, a

métrica da soma e a métrica do madximo, dadas, respectivamente, por:

n

d = ler =yl + v —wol + .+ |ra =yl = D lmi — gl Vo, y e R e
i1
d = max{]a;l—yl\,|x2—ygl,...,]xn—yn|}:fgiﬁ]xi—yﬂ,VSE,yER".

Deixamos a cargo do leitor a tarefa de verificar que, de fato, d’ e d” sdo métricas em R".

Exemplo 3.1.4. O espaco £>° € o conjunto das sequéncias limitadas de nimeros reais, isto
€, se x € L, onde x = (Tp)nen, entao existe um nimero real ¢ tal que, para todo n € N,

vale |x,| < c. Definimos em (> a métrica

d(z,y) = sup [zn — yal,
neN
com x = (x,) ey = (y,) em £>°. Podemos notar que d estd bem definida, pois se © = (x,)
ey = (yn) estdo em (>, existem constantes c e ¢, respectivamente, tais que |z,| < ¢, e
lyn| < . Dai, pela Desigualdade Triangular, obtemos

|z =yl = |20 — Yu| < 20| + |yu] <c+ =C,

com C' real.

Deixamos a cargo do leitor a tarefa de verificar que d, de fato, € uma métrica em £°°.
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Exemplo 3.1.5. O espago ¢ = {(z,);z, € R,Vn € N} das sequéncias de nimeros reais é

um espaco métrico cuja métrica € definida por

onde © = (x,) e y = (yn).

Demonstragdo: Primeiro, podemos notar que as condigoes d1), d2) e d3) sao facilmente

satisfeitas. Para mostrarmos a condigao d4), observemos que, para a,b € R, é verdade que

la+b] <fa] +1b] = la+0b]+ |a+0bl|af +[a+0b[[b] < la| + [b] + |a + bl|af + [a + b[[b]
= a+0[- (1 +lal +[b]) <lal - (1 +]a+b]) + 6] - (1 +[a +b])

= la+b[-(L+]a|l +1[0]) < (la] +[b]) - (1 + |a+b])

ja+bl _ la| + b

T+]a+b — 1+ al+ 0]

o+l el Bl el b
T+]a+0b — 1+|al+ b 14al+1]b] — 1+|a] 1+ b
o+bl ol [

1+la+b = 1+|a] 1419

Assim, fazendo a = =, — 2z, e b = z, — y, na ultima desigualdade acima, de onde
at+b=z,—ypex=(z,), y=(yn) € 2= (2), segue que

|xn_yn| ‘xn_zn| |Zn_yn|
Lt —yn| = 14 |zn — 2] 14|20 —ynl

Multiplicando ambos os termos por 2% e passando o somatoério, obtemos

> 1 Tn — Yn - 1 Tp — Zn Zn — Yn
Z_n | Ynl < Z_n( | | 4 | Ynl )
= 20 1+ [z, — Yol =20 \1+ [zn — zp| 14|20 — ynl
_ - 1 |xn_2n| - 1 |Zn_yn|
B ;2_”1+|xn—zn\+;2_”l+|zn—yn|’

isto é,
d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

Portanto, d é uma métrica em /.
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3.1.1 Um Espaco de Funcoes

Vamos, agora, definir um importante caso particular de espaco métrico, denominado

Espaco de Funcgoes. De antemao, veremos o conceito de fungoes limitadas.

Definigao 3.1.2. Seja X um conjunto nao vazio arbitrdrio. Uma funcao real f : X — R
chama-se limitada quando existe uma constante k = ky > 0 tal que |f(x)| < k para todo

rzeX.

Proposicao 3.1.2. A soma, a diferenca e o produto de fungoes limitadas sao ainda funcoes

limitadas.

Demonstragdo: De fato, sejam f: X — Re g(z) : X — R fungdes limitadas. Assim,

para todo x € X, existem k; > 0 e ko > 0 em X tais que
flx) <k e g(z) < ko.
Assim, temos que:

i) 1(f £9)(@)] = |£(@) = ()] < |£(@)] + lg(@)] = by + ks
i) (- 9)(@)] = 1£(@)] - lg(@)] < kv - ko

Portanto, f + g e f - g sao limitadas.
[ |
Indicaremos o conjunto B(X,R) como o conjunto das fungdes limitadas f : X — R.
Podemos definir uma métrica para B(X,R) pondo, para f, g € B(X,R) arbitrarias,
d(f,g) = sup|f(z) — g(x)|.
zeX
Vamos mostrar que, de fato, d é uma métrica, chamada de métrica do supremo ou
métrica da convergéncia uniforme, e assim mostraremos que o espaco B(X,R) é um espago
métrico. Com efeito, sendo f,g,h € B(X,R), verifiquemos se d satisfaz as condigoes da

definicao de métrica:

d1) Temos que
d(f, f) = sup [f(x) — f(x)] = sup0 = 0.

zeX
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d2) Se f # g existe (pelo menos um) =y € X tal que f(zo) # g(xo), e dal obtemos

|f(x0) — g(x0)| > 0. Assim, temos que

d(f,g) = sup |f(z) — g(x)| > | f(z0) — g(z0)| > 0.

d3) Temos, de [f(x) — g(x) = 9(z) — ()], que

d(f,9) = sup|f(z) = g(z)| = sup |g(z) = f(z)] = d(g, f)-

zeX zeX

d4) Primeiro, como |f(z) — h(z)| > 0 e |h(z) — g(z)| > 0, é verdade que

sup | f(x) — h(x)] + sup [h(x) = g(x)] = ig)lg{lf(x) — h@)[ + [h(z) = g(2)]}-

zeX

Por outro lado, pela Desigualdade Triangular, para todo x € X, obtemos
[f(z) — g(2)| < [f(x) = h(x)] + [A(x) — g(z)|.
Dai, temos que

sup |f(z) —g(z)] < ilel)g{lf(fv)—h($)|+|h(ﬂf)—g(w)l}

zeX
= sup |f(x) = h(z)| + sup |h(z) — g(x)],
zeX zeX

ou seja,

d(f,g9) < d(f, h) +d(h,g).

Portanto, B(X,R) é um espago métrico.

Uma observagao importante é que se X = [a,b], dadas f,¢g : [a,b] — R limitadas, a
distancia d(f,g) é o comprimento da maior corda vertical que se pode tracar ligando o
grafico de f ao grafico de g. Assim, por exemplo, no espago métrico B([0, 1], R), a distancia

da funcao f(z) = x & funcdo g(z) = 22 6 d(f,g) = 3 (Ver figura .

No caso em que X = {1,2,...,n}, toda funcao f : X — R é limitada e se identifica
a uma lista (x1,za,...,2,), onde 1 = f(1),x9 = f(2),...,2, = f(n). Deste modo, para
X ={1,2,...,n}, temos B(X,R) = R" e a métrica do supremo reduz-se a métrica d” da

observacao do Exemplo [3.1.3
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<

d(f,g)

— -

Figura 3.1: Distancia Entre as Fungoes f(z) = z e g(z) = 2%

Observacao: Podemos notar que, como uma sequéncia de ntimeros reais é uma funcao de

N em R, entdo o espaco ¢ do Exemplo é um caso particular do espago B(X,R).

Definicao 3.1.3. Um subconjunto X de um espagco métrico M ¢é limitado quando existe
uma constante ¢ > 0, tal que d(z,y) < ¢, para quaisquer x,y € X. A menor dessas

constantes ¢ sera chamada de diametro de X.

Definicao 3.1.4. Seja a um ponto qualquer no espago métrico M. Dado um numero real

r > 0 define-se:

i) A bola aberta de centro a e raior € o conjunto B(a,r) dos pontos de M cuja distincia

ao ponto a € menor do que r, ou seja,
B(a,r) ={x € M;d(x,a) <r}.
ii) A bola fechada de centro a e raio r é o conjunto Bla,r] dos pontos de M que estdo
a uma distancia menor do que ou igual a r do ponto a, ou seja,
Bla,r] ={x € M;d(z,a) <r}.
iii) A esfera de centro a e raio r € o conjunto S(a,r) dos pontos de v € M tais que

d(xz,a) =r, ou seja,

S(a,r) ={z € M;d(x,a) =r}.

Notemos que os conjuntos bola aberta, bola fechada e esfera sao conjuntos limitados.
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3.2 Sequéncias em Espacos Métricos

Nesta secao definiremos sequéncias em espacos métricos, conceito este que muito se
assemelha a ideia de sequéncia trabalhada no capitulo [2| deste trabalho, mas que se diferem
em alguns pontos. Aqui, um dos nossos objetivos é abordar onde estes conceitos diferem,
enfatizando ao leitor que alguns resultados, que sao verdades no espaco dos niimeros reais,
nao sao verdadeiros em outros espacos.

Além disso, definiremos sequéncia de Cauchy em espacgos métricos, e provaremos alguns
resultados sobre tais sequéncias, necessarios para que possamos definir os espagos métricos
completos.

Iniciamos com as defini¢oes formais de sequéncias, subsequéncias, sequéncias limitadas e
limites de sequéncias, conceitos estes que, como se pode observar, coincidem com os definidos

no capitulo [2l onde se foi tomado R como o espaco métrico em questao.

Definicao 3.2.1. Uma sequéncia em um espaco métrico M é uma funcdao x : N — M
que associa a cada n € N um unico elemento x,, € M. Denotamos qualquer sequéncia
por (T1,%9, ..., Tn,...), (Tn)nen ou, simplesmente, (x,). Em contrapartida, denotamos por

{z1,29,...,Tn,...}, {zn;n € N ou 2 (N) 0 conjunto dos termos da sequéncia (z,,).

Defini¢ao 3.2.2. Uma subsequéncia de (x,) é uma restrigao da fun¢ao v : N — M a
um subcongunto infinito N' = {n; < ng < ... < ng < ...} de N, geralmente denotada por

(Tnys Trgs oo Trps - - -)s (T Jkew ou, simplesmente, (X, ).

Definigao 3.2.3. Uma sequéncia (z,) no espago métrico M chama-se limitada quando o
conjunto dos seus termos € limitado, isto é, quando existe ¢ > 0 tal que d(Ty,x,) < ¢ para

quaisquer m,n € N,

Definigao 3.2.4. Dizemos que uma sequéncia (x,) é convergente em M, e converge para

um ponto a € M se, para todo € > 0, existe ng € N tal que
n > ng = d(z,,a) <e.

O ponto a € M € chamado o limite de (z,) e escreve-se lim z, = a, limz, = a, ou
n—0o0

ainda, x, — a quando n — Q.
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Se nao existe lim x,, em M, dizemos que a sequéncia (x,) é divergente em M.
Dizer que lim x,, = a num espaco métrico M é equivalente a dizer que toda bola B de
centro a e raio € > 0 contém x, para todo valor de n, com excecao de um ntmero finito

deles (que sao no maximo os pontos xy, T, ..., Tp,)-
Teorema 3.2.1. Toda sequéncia convergente em um espago métrico M ¢é limitada.

Demonstragao: Seja limz, = a em um espago métrico M. Tomando, em particular,
e =1, existe nyg € N tal que z,, € B(a, 1), para todo n > ny.

Deste modo, o conjunto dos valores da sequéncia (z,,) estd contido em
{z1,...,2,,} UB(a,1),

logo é limitado e, portanto, (x,) é limitada.

Teorema 3.2.2 (Unicidade do limite.). Uma sequéncia nao pode convergir para dois limites

diferentes em um espago métrico M.

Demonstragdo: Consideremos (z,) em M tal que a = limx,, e b = limx,,, com a,b € M.

Assim, dado arbitrariamente € > 0, existem ny,ne € N tais que

n>n1:>d(xn,a)<% e n>ng=d(r,b) <

DO ™

Logo, tomando ny = max{ni,ns}, temos que

0 <d(a,b) <d(a,z,) + d(z,,b) ==+ ==¢, Ve>0,

DO ™
DO ™

o que acarreta d(a,b) = 0, e assim a = b.
Portanto (z,) ndo pode convergir para limites distintos em M.

Teorema 3.2.3. Se limx,, = a em um espa¢o métrico M, entdo toda subsequéncia de (xy,)

converge para a.

Demonstracao: Sendo lim x,, = a, dado € > 0 arbitrario, existe ng € N tal que para todo
n > ng temos d(z,,a) < €.

Seja N = {n; < nyg < ... < ng < ...} um subconjunto infinito de N. Assim, existe
ko € N tal que ng, > ng. Logo, para todo £ € N, com k > k¢ temos ny > ng, > ng, 0 que

implica d(z,,,a) < ¢, ou seja, limz,,, = a. "
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3.2.1 Sequéncias de Cauchy

Neste momento definiremos o conceito de sequéncias de Cauchy em um espago métrico

qualquer e apresentaremos alguns resultados importantes sobre essa categoria de sequéncias.

Definigao 3.2.5. Uma sequéncia (x,) em um espaco métrico M chama-se sequéncia de

Cauchy quando, para todo € > 0 dado, existe ng € N tal que
m,n > ng = d(zm,, x,) <e.

Podemos perceber que a ideia geométrica de uma sequéncia de Cauchy em um espago
métrico qualquer é a mesma discutida no capitulo anterior, ou seja, os termos da sequéncia
se aproximam uns dos outros cada vez mais a medida que n cresce.

Ser de Cauchy é uma propriedade intrinseca da propria sequéncia, ou seja, depende
apenas dos seus termos, mas nao de outros pontos no espacgos (contrastando com com a
propriedade de ser convergente). Deste modo, se M C N, uma sequéncia de pontos x,, € M
¢ de Cauchy em M se, e somente se, ¢ de Cauchy em N.

Podemos notar, também, que se os termos de uma sequéncia se aproximam de um ponto
fixado (isto é, se é convergente), é razodvel imaginarmos que os seus termos se aproximam

uns dos outros. De fato, este é o resultado que veremos a seguir.
Teorema 3.2.4. Toda sequéncia convergente em um espaco métrico M é de Cauchy em M.

Demonstrag¢ao: Sendo (x,) convergente em M, seja a € M, onde a = limz,. Assim,
dado ¢ > 0 arbitrario, existe ny € N tal que, para todo n > ng, tem-se d(z,,a) < 5. Deste
modo, para m,n > ng, temos que

A,) < d(re0) + dla,) < 45 =<

e assim, (z,) é de Cauchy em M.
[ |
Neste momento, uma questao de fundamental importancia que pode ser levantada é a

seguinte: serd valida a reciproca do Teorema anterior, isto é:

“serda toda sequéncia de Cauchy em um espagco métrico M convergente em M ?7.
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Essa questao se faz importante devido ao fato de que, sendo (x,) uma sequéncia em um
espago métrico M, nao sabemos a priori se (x,,) convergird ou nao, a menos que encontremos
um elemento a € M com a propriedade desejada (dado € > 0, existe np € N tal que
d(x,,a) < e para todo n > ng). O problema é que nem sempre é ficil ou possivel encontrar
explicitamente tal a, e assim seria importante se possuissemos uma espécie de critério de
convergéncia baseado apenas em propriedades verificaveis da sequéncia (x,,).

Como vimos, a propriedade de uma sequéncia ser de Cauchy é uma propriedade cuja
validade ou nao depende apenas dela mesma e, portanto, em face do Teorema anterior, é
um 6timo candidato a ser um critério de convergéncia.

Porém, em geral, a resposta ao questionamento acima é negativa: existem espacos
métricos nos quais ha sequéncias de Cauchy que nao convergem, o que contrasta com um
dos resultados obtidos no capitulo [2| deste trabalho. Este fato é mostrado pelos seguintes
exemplos, onde consideraremos o conjunto @ dos ntimeros racionais com a métrica usual
d(r,s) = |r —s|, com r,s € Q. O leitor pode facilmente verificar que o par (Q,d) é um

espago métrico.
Exemplo 3.2.1. Considerando a sequéncia de nimeros racionais
(xn) = (1; 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; 1,41421 .. .)

que converge para v/2, vemos pelo Teorema anterior que () € de Cauchy em R e, portanto,

¢ de Cauchy em Q. Porém, (x,) ndo é convergente em Q, pois v/2 & Q.

Exemplo 3.2.2. A sequéncia (x,) de nimeros racionais dada por

_ 1 1 1 1 1
Ty = +ﬁ+§+§+-..+m,

como foi comprovado no Exemplo[2.4.5 do capitulo anterior, é de Cauchy em R e, portanto,
¢ de Cauchy em Q. Porém, como foi visto no Exemplo do capitulo em questao, esta
sequéncia converge para o nimero e ¢ Q (pois e € transcendental). Portanto, a sequéncia

(x,) nao € convergente em Q.

Para préximo exemplo sugerimos ao leitor que se familiarize com os conceitos e propri-
edades de continuidade de funcgoes, sequéncias de funcoes e integracao, que podem

ser encontrados em [I4] e [22], ou em outros livros de Célculo ou Andlise.
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Exemplo 3.2.3. Seja o conjunto C([0,1],R) = {f : [0,1] — R; f € continua}. Este con-

Junto, com a métrica definida por
1
r.9)= [ 150~ glo)ae,
0

€ um espaco métrico.

Seja a sequéncia de fungoes (f,) definida por

1 — nt, seOﬁtS%
fN(t):
0, se%<t§1

Mostre que a sequéncia (f,) € de Cauchy em C mas nao converge em C.

Demonstragdo: De inicio, deixamos a cargo do leitor a tarefa de verificar que o par (C, d)

é, de fato, um espaco métrico.
Para um melhor entendimento a respeito do comportamento da sequéncia ( f,,), podemos

observar a conduta de alguns se seus termos na figura abaixo.

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Figura 3.2: Alguns termos da Sequéncia (f;,).

Para mostrarmos que (f,,) é de Cauchy, consideremos m > n naturais. Assim, temos

que % > % e também |m — n| = m — n. Dai, obtemos
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d(fm: fn) = /‘fm — Ju(t)ldt
_ /0 () — fn(t)|dt+[n’w—fn(t)’dt+/l [ fm(8) = fn(1)

~~
0

= / ](1—mt)—(1—nt)]dt+/ln 10— (1 —nt)|dt

- E

o om-—n 1+11 n 1 1
N 2 m2 n o m 2 n2  m?2

1

<mﬂmw+ﬁ%bwwW=%%”V9;+P‘”§}

0

3=
3=

1
m

B 1 1
 2n 2m
1
2n

Assim, fazendo n — oo temos % — 00, isto é, dado £ > 0 existe ng € N (com ng > %)

tal que, para m,n > ng (sem perda de generalidade tomando m > n), temos que

1 1
miJn) < - < 7 — <
A fofi) < 5 < 5o <

Portanto (f,) é de Cauchy.
Agora, suponhamos que (f,,) é convergente em C, isto é, suponhamos que existe f € C

(f continua) tal que f, — f quando n — oo, ou seja,
d(fn, f) / |fn(t) — f(t)|dt — 0, quando n — oc.

Podemos notar que quando t = 0, temos que f,(t) = 1 para todo n € N, e portanto

f(t) =1, para t = 0. Em contrapartida, tomando a € (0, 1] arbitrario, temos que
/ |fu(t) — f(t)|dt — 0, quandon — oo,

e tomando n suficientemente grande, com ; < a, temos que

/1 | fn () — f(t)|dt = /l |0 — f(t)|dt — 0, quando n — oo,

e como f(t) ndo depende de n, obtemos

[ 1r0la =05 £ -
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Ora, como a € (0,1] foi tomado arbitrariamente, temos que f(t) = 0 para t € (0,1].
Deste modo, obtemos que
1, set=0
f(t) = ,
0, se0<t<1
mas isto € um absurdo pois f nao é continua, contradizendo nossa hipétese de que f € C.
Portanto (f,,) nao é convergente em C.

Outros importantes resultados a respeito de sequéncias de Cauchy sao os que seguem.
Teorema 3.2.5. Toda sequéncia de Cauchy em um espago métrico M € limitada.

Demonstragdo: Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy no espago métrico M. Assim, em
particular, para e = 1 existe ng € N tal que para todo m,n > ng temos d(z,, r,) < 1. Logo

o conjunto A = {Zng,,, Tng.s,-- -} € limitado e tem didmetro 1. Deste modo,

{z1,29,. .., Tp,...} ={x1,20,.. ., 2, JUA

é limitado, e portanto (z,) é limitada.

[ |
Observacao: A reciproca do resultado acima nao é valida. Basta notar que a sequéncia
(1,0,1,0,...) na reta, embora limitada, ndo é de Cauchy, pois tem-se d(z,, r,+1) = 1 para

todo n € N.

Teorema 3.2.6. Uma sequéncia de Cauchy em um espaco métrico M que possui uma

subsequéncia convergente é convergente em M (e tem o mesmo limite que a subsequéncia).

Demonstragdo: Seja (x,) uma sequéncia convergente em um espago métrico M, e consi-
deremos (z,,) uma subsequéncia convergente para um ponto a € M. Assim, dado € > 0,
existe n; € N tal que para ny > n; temos d(z,,,a) < 5.

Por outro lado, como (z,) é de Cauchy, para todo ¢ > 0 existe ny € N tal que m,n > ny

[

implica d(zm,z,) < 5. Agora, seja ng = max{n;,nyo}. Assim, para todo n > ny existe

ng > ng tal que
€

d('x’lha) S d(xrwxnk) + d(fﬂnk,a) < + g =E£.

[\

Portanto, lim z,, = a. [ |
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Outro resultado estudado no capitulo [2] que nao é védlido em todo espago métrico, é
o Teorema de Bolzano-Weierstrass. O préximo exemplo nos esclarece que nao podemos
afirmar que, em todo espago métrico, toda sequéncia limitada possui uma subsequéncia

convergente.

Exemplo 3.2.4. Em um espaco métrico M, nem toda sequéncia limitada possui uma sub-

sequéncia convergente. De fato, no Exemplo podemos notar que, sendo m > n, temos

A(fm, [n) = /O 1 | fm(t) — fu(t)|dt < (Area do Trigngulo ABC) = 1.

Assim, a sequéncia (f,) € limitada (o leitor atento pode notar que o Teorema jd
nos garante isso) e nao possui subsequéncia convergente, pois caso contrdrio, por (f,) ser
de Cauchy em C, pelo Teorema (fn) seria convergente em C, o que vimos que nao €

verdade.

3.2.2 Espacos Métricos Completos

Definicao 3.2.6. Dizemos que um espago métrico M é completo quando toda sequéncia

de Cauchy em M € convergente em M.

Exemplo 3.2.5. O espaco Q dos numeros racionais nao é completo. De fato, pois como

vimos nos Fremplos e[3.2.9, existem sequéncias de Cauchy em Q que ndo convergem
em Q.

Exemplo 3.2.6. Todo espaco métrico com a métrica zero-um € completo.

Demonstragao: De fato, sejam M um espago com a métrica zero-um e (z,) uma sequéncia
de Cauchy em M. Deste modo, dado € = 1, existe nyg € N tal que n > ng = d(zp4p, Tn) < 1
qualquer que seja p € N (note que estamos tomando m = n+ p na definigdo de sequéncia de
Cauchy, o que pode ser feito sem perda de generalidade). Como d é a métrica zero-um, nos
resta d(Ty4p, Tn) = 0 €, assim, z,4, = x, qualquer que seja p € N, ou seja, a partir de um
certo indice ng a sequéncia (x,) é constante. Logo, existe a € M tal que n > nyg = x, = a.

Portanto, € > 0 qualquer, temos que n > ny = d(z,,a) = 0 < ¢, ou seja, limz, = a.
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Exemplo 3.2.7. A reta R € um espagco métrico completo. De fato, pois pelo Teorema|2.4.1

do capitulo anterior, toda sequéncia de Cauchy em R € convergente em R.

Exemplo 3.2.8. O espago métrico C([0,1],R) = {f : [0,1] — R;f € continua} com a
métrica definida por

d(f,g) = / () — g(0)]dt,

introduzido no Exemplo 3.2.5, nao é completo. De fato, pois como vimos no Exemplo em
questao, a sequéncia

l—nt, se0<t<2
falt) =

0, se%<t§1

¢ de Cauchy em C mas nao é convergente em C.

Exemplo 3.2.9. Mostre que o espago R™, com a métrica euclidiana d(x,y) = [Z(& — 77,~)2]
i=1
comx = (&,&,...,&) ey = 1,2, ...,m,) em R"™, € completo.

Demonstracao: Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy arbitraria em R", de modo que para

capa p € N teremos z, = (ép), fép), . ,fﬁlp)). Para ilustrar melhor os termos de (z,), observe
( o = (fil), él), L 7(11)>
ra= (€069, &2)
(@p) = :
zp = ( £p)7 ;p), o 7(f}))

\

Assim, sendo (z,,) de Cauchy, dado € > 0 arbitrério existe ny € N tal que, para p, ¢ > ny,
temos

d(r,,1,) = [i <£ng> _ 5?”)2] ’ <e. (3.1)

=1

Dai, temos que

" 2 2
Z (ép) _ gi(q)> <2 o <£Z(p) _ gl(q)) <& o

i=1

5(?) _ ér(lI)

7

<&,

‘ ‘ . 1) ~(2) B3 )
o que nos mostra que, para cada i fixo (1 < i < n), a sequéncia (51( ),fl-( ),55 ), .. ) é uma
sequéncia de Cauchy de ntimeros reais, e como R é completo, esta sequéncia é convergente

em R, digamos que 52-(”) — a; quando p — oo.

N

)
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Assim, usando estes n limites, definimos a = (ay, as, ..., a,), e dai obtemos

(ém’ §”),..-,§S’)> — (a1, as,. .., an),

onde claramente a pertencera ao espago R™, por ter n coordenadas.

Logo, fazendo ¢ — oo em (3.1]), para p > ng temos que
d(zp,a) < e,

o que nos mostra que z, — a em R". Portanto o espago R" é completo.

O espaco C™ também é completo, e sua demonstracao é andloga ao do R™.

3.3 Espacos Normados

117

Para introduzirmos a noc¢ao de espaco normado é preciso, inicialmente, abordarmos

alguns conceitos de espacos vetoriais, uma vez que um espago normado é qualquer espaco

vetorial que possui uma norma definida. Importantes exemplos de espacos vetoriais sao os

normados e os de Banach (espago normado completo), que serao abordados nesta segao.

3.3.1 Espacos Vetoriais

Definigao 3.3.1. Um espago vetorial sobre um corpo K (K =R ou K = C) é uma quddrupla

(V,K,+,-) em que V € um conjunto ndo vazio, cujos elementos sio chamados de vetores,

munido da operagdes algébricas de adi¢ao de vetores (+) e multiplicagcdo por escalar (-).

Definimos a operagao de adi¢cao de vetores da forma

(+):VxV = V

(u,v) = u+wv
satisfazendo as sequintes propriedades:
Al) u+v=v+u,Vu,v eV (comutativa);

A2) u+ (v4+w) = (u+v)+w, Yu,v,w €V (associativa);
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A3) Existe um vetor 0 em V, chamado de vetor nulo, tal que

u+0=u,Vuel.

AY}) Para cada vetor u de V existe um elemento —u em V, chamado elemento oposto,

tal que
u+ (—u) = 0.
Também definimos a operacao de multiplicagcao por escalar da forma
(+): VxK — V

(u,a) +— au

satisfazendo as sequintes propriedades:

M1) (af)u=a(fu), Vo, €K eVueV;

M2) (a+plu=aou+pu, Vo, eKeVueV;

M3) a(u+v)=aou+av,VaecKeVuveV;

Mj) lu=u,VueV.

Segue imediatamente da defini¢ao a unicidade do elemento neutro e do elemento oposto.
De fato,

i. Sejam 0 e 0" em V satisfazendo A3), entao pelas propriedades A1) e A3) segue que
0=0+0=0+0=0.

it. Sendo u € V', pela propriedade A4), —u € V. Consideremos v € V' tal que u+v = 0.
Assim, pelas propriedades A1), A2) e A3), obtemos

—u=—-u+0=—-u+(u+v)=(—u+u)+v=0+v=n0.

Observagao: Quando K = R dizemos que V é um espaco vetorial real, e quando K = C

dizemos que V' é um espago vetorial complexo.

A seguir veremos alguns exemplos de espacos vetoriais que deixaremos a cargo do leitor

a tarefa de verificar que as oito propriedades da Defini¢ao sao satisfeitas, em cada caso.
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Exemplo 3.3.1. O conjunto M,,x,(K) das matrizes m x n com as operagioes usuais de

adicdo de matrizes, dada por
A+ B = (aij + bij)mxn, ¥ A, B € Myn(K),
onde A = (a;j)mxn € B = (bij)mxn, € produto de matrizes por escalar, dada por
aA = (aa;;),YVa € K e A € Myyun(K),
¢ um espago vetorial.
Exemplo 3.3.2. O conjunto K" = {(z1,29,...,2,);2; € K,V i = 1,2,...,n} com as
operacoes
r+y = (r1+y,To+Ys. .., Tn+yn),Vr,y € K" e

ar = (axy,azs,...,ax,),VaeKex e K"

¢ um espaco vetorial.

Exemplo 3.3.3. O conjunto K|t] € formado pelos polinémios na varidvel t cujos coeficientes
estio em K. Sendo p(t) = ap+ait+ast®>+.. . +ant"+... e q(t) = bo+bit+bot>+. . . +bt"+. ..
em K[t] e A € K, temos que K[t] com as operacoes

p(t)+q(t) = (ap+bo) + (a1 +bi)t + (as + bo)t* + ...+ (ay, +b,)t" €

A(t) = (Aag) + (Aa)t + (Aag)t* + ... + (Aay)t"
¢ um espago vetorial.

Exemplo 3.3.4. O conjunto F = {f : X — K; f € funcao}, sendo X um conjunto nao

Vazi0, COM GS OPETACOES USUALS

(f+9)(x) = [flx)+g(x),VfgeFe
(af) = af(x),VaeKeVfeF

¢ um espaco vetorial.

Exemplo 3.3.5. O conjunto ¢ = {(z,);z, € R,Vn € N} das sequéncias de nimeros reais,

com as operacoes usuais de adi¢ao e multiplicacao, € um espaco vetorial.

Relembrando que uma sequéncia (z,) é uma aplicacao = : N — R, temos que ¢ C F.
n — Tn

Exemplo 3.3.6. O conjunto C([0,1],R) = {f : [0,1] — R; f € continua} com as operagoes
usuais, como no Exemplo ¢ um espago vetorial. Note que C([0,1],R) C F.
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3.3.2 Espacos Vetoriais Normados

Nesta secao abordaremos a ideia de norma em um espaco vetorial, além de definirmos
espacos normados, apresentando alguns exemplos para um melhor entendimento. A nocgao
de espagos normados é fundamental para introduzirmos a definicao de espacos de Banach

(espagos normados completos), que introduziremos mais adiante.

Definicao 3.3.2. Seja E um espago vetorial real. Uma norma em E é uma fungao

|-]: & — Rt

E = |z
que satisfaz
Ni) |jz|| >0, Vz e E e |z =0« z=0;
N2) || Az|| = |Al- |z, VAER eV € E;
N3) ||z +y|| < ||zl + lyll, ¥V x,y € E (Desigualdade Triangular).

Dizemos que o par (E,||-||) € um espago vetorial normado ou, simplesmente, espago

normado.
Exemplo 3.3.7. Sdo exemplos cldssicos de espagos vetoriais normados (R™, || - ||), (R™, || - ||")
e (R™, || -||") onde, para x = (1,2, ...,2,) € R™, tem-se

lzll =/ 22, llzl' =) lul e ||lz]" = max|xi.

Demonstragdo: Mostraremos apenas que ||z||, de fato, define uma norma em R” e deixa-

remos a cargo do leitor a verificacao de ||z||" e ||z||”. De fato, sendo z = (z1,xs,...,2,),y =

(Y1,%2, -+, Yn) € R" e A € R, temos que:

N1) De |z]| = /27 + 23 + ...+ 22, temos que ||z]| > 0 e

loll = ot +ad+...+a2=0 & 2} +ad+... +a2=0
S r=T9=...=2,=0

< z=0.
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N2) Temos que

el = VO@ T Qa2+ -+ (\an)?
= \/A2(x§+x§+...+xg)
= M@ +ad+.. 4 al)

= Al [l

N3) De fato, utilizando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

n

(le +yl)? = (mt+w)® = Y ai+2) zyi+) v
=1 =1 =1 i=1
n n n n
A N DI N DI R
=1 =1 =1 =1

==l +2llz[llyll + [yl

= (=l + llyl)*,

ou seja,

[z +yll < llzllllyll
_

Exemplo 3.3.8. O espaco B(X,R), definido na se¢ao ¢ um espago normado onde

definimos
If1] = sup [ f ()],
zeX

com || f|| representando a norma da funcgdo f.

Demonstragdo: Mostraremos que || f|| satisfaz as condigdes de norma:

N1) Temos de |f(z)] > 0, para todo z € X, que ||f|| = SIGJ)I? |f(x)] > 0. Além disso,
IIf]] :0<:>sg?|f(x)] =0& f(r)=0,Vee X & f=0.

N2) Temos que

IAfIl = sup [Af ()] = sup [A] - | f(z)| = [Alsup [ f ()] = [A] - [lf]]
zeX zeX reX
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N3) Pela Desigualdade Triangular, temos que

|+ gl zigglf(a:)+g(:c)| < ig}g(!f(ﬂf)ﬂﬂ%)\)
= sup |f(z)] +sup |g(7)]
reX xeX
= |IfII+lgll-

Portanto, ||f|| ¢ uma norma em B(X,R).

Exemplo 3.3.9. O espaco de sequéncia €, definido no Exemplo com a norma
definida por

o0
|z]| = sup |z;|, onde ¥ = (2;)ien € £,
ieN
¢ um espaco normado. A demonstracio é semelhante a do exemplo anterior.

Exemplo 3.3.10. Seja coo = {(z;); x; € R, Vi € N e Jig tal que x; = 0,Yi > iy} o espago
das sequéncias quase nulas, ou seja, uma sequéncia pertence a coy Se POSSUL APENAS Zeros

em seus termos a partir de um certo indice. Este espaco com a norma

|z|| = sup |z;|, onde x = (x;)ien € coo
ieN

¢ um espaco métrico. A demonstracao serd deizada a cargo do leitor.

Exemplo 3.3.11. O espaco C([a,b],R) das fungoes continuas de [a,b] em R, com as normas

b
1l = / FOlE ou [f] = sup [£(0)

tela,b]

¢ um espaco normado. A demonstracao serd deizada a cargo do leitor.
A seguir presentamos uma importante relagao entre espagos normados e espagos métricos.

Teorema 3.3.1. Todo espag¢o normado (E,|| - ||) é um espaco métrico (E,d) quando a

métrica € definida por d(x,y) = ||x — y||, Vz,y € E.
Demonstracao: Para todo z,y,2 € E, temos que:
d1) d(z,z) = ||z —z| = 0;

d2) d(z,y) = [z —y| = 0;
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d3) d(z,y) = ||z =yl =l = (v =) = | = Ully — zll = lly — ]| = dly, 2);
d4) d(z,y) = llv =yl = llo =2+ 2 =yl < llz = 2| + ||z = y[| = d(z, 2) + d(z,y).

Portanto (E,d) é um espago métrico.
|
De acordo com o resultado acima, se E é um espaco vetorial dotado de uma norma || - ||,
podemos definir uma métrica em E, chamada métrica induzida pela norma || - ||, através da
expressao d(z,y) = ||z — y||, definida para todos x,y € E. Por exemplo, as métricas d, d' e
d” do Exemplo e de sua observagao, sdo métricas induzidas pelas normas || - ||, || - || e
|]|"" do Exemplo [3.3.7] respectivamente. Também, a métrica do supremo de B(X,R) é uma
métrica induzida pela norma || f|| = sup,cy |f(z)| do Exemplo Com isso em mente,

introduzimos entao importante definicao da préxima subsecao.

3.3.3 Espacos de Banach

Definicao 3.3.3. Um espago normado € dito ser um espago de Banaciﬂ se for um espaco

métrico completo em relacdo a métrica induzida pela norma definida nesse espaco.

Exemplo 3.3.12. O espaco R™ com a norma definida por

1
n 2
o] = (z |xz-|2)
=1

¢ um espago de Banach. De fato, pois pelo Exemplo R™ € completo com a métrica

euclidiana, que € induzida pela norma em questao.
O proéximo resultado é de fundamental importancia na teoria de espacos de Banach.
Teorema 3.3.2. Todo espago normado de dimensao finita é um espago de Banach.

Observagao: O leitor pode consultar a demonstragao do resultado acima em [10] ou [27].
Sugerimos que o leitor relembre os conceitos de combinacgao linear, dependéncia e inde-
pendéncia linear, bases e dimensao de espagos vetoriais (Ver [8], [I6] ou outras bibliografias
de Algebra Linear) para analisar a demonstragao do resultado em questao

Os exemplos seguintes tratam de espagos normados de dimensao infinita.

2Stefan Banach (1892-1945), matemético polonés do século XIX cuja contribuicio mais importante foi

na moderna Andlise Funcional.
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Exemplo 3.3.13. O espago (* com a norma ||z|| = sup |z;| € Banach.
ieN

Demonstra¢cao: A métrica de £*°, induzida pela norma dada, é
d(z,y) = [lz —yl| = sup & —mil, com z = (&), y = (n;) € L.
1€

Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy no espaco ¢*°, com z, = (ép), {ép), f?()p), . ) Assim,

dado £ > 0 arbitrario existe ng € N tal que, para todo p,q > ng temos

Ay, 1) = oy — ]l = sup |67 — 7| <.
ieN
Dai, para cada i fixo e p, ¢ > ng, temos que
£ - 9] <. 32)
Deste modo, para todo 7 fixo, a sequéncia (fi(l), 552)7 553), . ) é uma sequéncia de Cauchy

em R, logo é convergente em R, ou seja, para cada ¢ fixo temos §i(p) — a; com p — co. Usando
os infinitos limites ay, as, as, . . ., consideremos a sequéncia a = (ay, as, as, . ..). Agora, basta
mostrar que a € {* e que z, — a.

Ora, fazendo ¢ — oo em (3.2)), para cada i fixo e p > ng temos que

f-(p) —

)

<e. (3.3)

Por outro lado, como (z,) € £*°, existe um real k, tal que ’{'i(p )

< k, para todo 7. Dai,

pela Desigualdade Triangular, para cada ¢ e p > ny obtemos

jas| = |ai = &7 + &7 < |a; — & <ctk,

+ e

Podemos perceber que o lado direito da desigualdade acima nao depende de 7, e assim
a sequéncia de nimeros reais a = (a;) é limitada, e portanto a € £*°.

Além disso, de (3.3)) obtemos

d(xy,a) = [z, — all = sup |7 —a;

i€EN

<e

com p > ng, e isto nos mostra que z, — a € £*°.

Portanto ¢*° é Banach.
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Exemplo 3.3.14. O espago das funcoes continuas C([a,b],R) com a norma definida por
1Al = sup |f(t)], € Banach.

tela,b

Demonstragao: A métrica de C([a,b],R), induzida pela norma dada, é

d(f,9) = If =gl = sup [f(t) = g(t)], com f, g € C([a, b], R).

tela,b

Seja (f,) uma sequéncia de Cauchy arbitraria em C([a,b],R). Assim, dado £ > 0 existe

ng € N tal que, para todo m,n > ng, temos que

A(fin; fn) = [ fm = Full = sup [fm () = fu(t)] <e. (3-4)

tela,b

Dai, para cada t = tg € [a,b] fixo temos

| fn(to) — fu(to)] <,

e isto nos mostra que a sequéncia (f,(to)) = (f1(to), fo(to), f3(to), . ..) é uma sequéncia de
Cauchy em R, e portanto é convergente em R, digamos f,(to) — f(to) para n — co. Desta

forma, podemos associar a cada t € [a,b] um tnico nimero real f(¢) com

f:la,b] — R
e J(1) = lim f(0),
n—oo
e isto define uma convergéncia pontual da funcao f em [a,b]. Agora nos resta mostrar

que f € C([a. b, B) e f, = .
Ora, fazendo n — oo em ([3.4)) obtemos

sup ’fm(t) - f(t)‘ < &

t€[a,b]

com m > ng et € [a,b], e dal obtemos

[fm(t) = fO)] < e,

para todo t € [a,b], com m > ny.
Deste modo, vemos que (f,,) converge uniformemente para f, isto é, f, — f. Por
outro lado, jé que f, é continua para todo n € N, entao f é continua. Portanto, C([a, ], R)

¢ um espaco de Banach. [ |
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Observacgao: A respeito de convergéncia pontual e convergéncia uniforme de sequéncias de
funcoes, ver [22].
O proximo exemplo nos mostra que, dependendo da norma definida em um espaco

normado de dimensao infinita, este pode ou nao ser de Banach.

Exemplo 3.3.15. O espago de todas as fungoes continuas C([a, b], R), com a norma definida
b

por || f|| = / |f(t)|dt, nao é um espago de Banach.

Demonstracao: De fato, tomando em particular a = 0 e b = 1, no Exemplo [3.2.8| vimos

que o espago C([0,1],R), com a métrica

d(f.g) = / () — glt)]dt

que ¢ induzida pela norma em questao, nao é completo. Portanto C([a,b], R) ndo é Banach.

Exemplo 3.3.16. O espaco coy das sequéncias quase nulas, com a norma definida por

|n|| = sup |x;|, nao é um espago de Banach.
ieN

Demonstracao: Para mostrarmos que coy nao é Banach basta que exibirmos uma sequéncia

de Cauchy em cyy que nao convirja em cqo. Para isto, consideremos a sequéncia (x,,) definida

por
)
x = (1,0,0,0,...,0,0,0,...)
s = (1,1,0,0,...,0,0,0,...)
(2) = 5 = (1,%,3,0,...,0,0,0,...)
ro= (LL 5 b0
\

Podemos notar que, dado € > 0 existe ng € N (com ng > %) tal que, para todom > n >

ng tem-se

1 1 1 1 1
|em —xa] =1{{0,0,...,——, ——,...,—,0,0,... )| = < —<eg,
n+1 n+2 m n+1 ng

e portanto (x,) é de Cauchy em cg.
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Em contrapartida, (z,) nao converge em cqo. De fato, supondo por absurdo que (z,)
convirja para a = (aV,a®,a®,...) € ¢ existe um certo k € N tal que a) = 0 para todo
1 > k. Assim, se n > k temos

7~ all = sup la, — o] > 7.
neN
o que contradiz o fato de (z,) convergir para a.
Portanto o espaco cop nao é Banach.
|

Nos limitaremos até aqui no estudo dos espacos de Banach, porém o leitor interessado

pode consultar [10], [T9] ou [23] para verificar outros resultados e exemplos a respeito deste

topico.



CONSIDERACOES FINAIS

Com o desenvolvimento deste trabalho, foi possivel observar que o contetido de sequéncias
¢ muito vasto, além de possuir extrema importancia em cada nivel de ensino. Acreditamos
que foi possivel destacar as principais caracteristicas deste contetdo e sua relagao com outras
areas da Matemadtica, apresentando o modo que o mesmo geralmente é abordado, desde o
Ensino Bésico até o Ensino Superior.

Como frisamos, é necessario que o docente tenha amplo conhecimento a respeito do que
o0 mesmo ira ensinar. Por isso resolvemos discursar sobre o tema em questao. Ademais,
enfatizamos a importancia dos diversos exemplos e problemas apresentados em cada etapa
do trabalho, que trazem aplicacoes, embasamento e aprofundamento a respeito das ideias
trabalhadas no decorrer do texto.

Ainda destacamos o capitulo [3| que, dentre outras coisas, nos proporcionou uma visao
mais abrangente em relacao a alguns resultados do universo das sequéncias. Alguns destes
resultados nos mostraram que, dependendo do espaco em que se esta trabalhando, alguns
resultados nao sao absolutos. Também pudemos estudar algumas ideias trabalhadas na
Analise Funcional, relacionados as ideias de sequéncias, o que acreditamos ser nocoes im-
portantes a serem absorvidas pelo leitor.

Por fim, cremos que com este trabalho foi possivel colaborar com os leitores em geral,
através do que foi apresentado. Além disso, esperamos que o trabalho possa servir de fonte
de inspiragao para propostas vindouras, visto que ainda hé muito o que se estudar relativo

ao tema em questao e seu envolvimento com outras areas e conteudos da Matematica.
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APENDICE A

PRINCIPIO DA INDUCAO

E possivel descrever precisamente o conjunto N dos niimeros naturais e elaborar toda
sua teoria a partir de quatro fatos basicos, conhecidos atualmente como os axiomas de
Peano, valendo-se da importante sintese feita pelo matematico italiano Giussepe Peano

(1858-1932). A seguir enunciamos estes axiomas:

(a) Existe uma fungdo s : N — N, que associa a cada n € N um elemento s(n) € N,

chamado o sucessor de n.
(b) A fungao s : N — N é injetiva.
(¢) Existe um tnico elemento 1 no conjunto N, tal que 1 # s(n) para todo nN.

(d) (Principio da Indugao) Se um subconjunto X C N é tal que 1 € X e, para todon € X

tem-se também s(n) € X, entao X = N.

O 1ltimo dos axiomas de Peano é conhecido como o axioma da Inducao, que pode ser
reformulado da seguinte maneira:
Principio da Indugao: Seja P(n) uma propriedade relativa ao nimero natural n. Supo-

nhamos que
(i) P(1) é valida;
(i1) Para todo n € N, a validez de P(n) implica a validez de P (s(n)).
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Entao P(n) é valida qualquer que seja o niimero natural n.
Com efeito, se chamarmos de X o conjunto dos nimeros naturais n para os quais P(n)

¢é valida, veremos que:
e 1 € X devido a (ii); e também
e ne X = s(n)e X devido a (7).

Portanto, pelo axioma da indugao, temos que X = N.
Equivalente ao Principio da Inducao, podemos enunciar o seguinte resultado:
Principio da Inducao Generalizado: Seja P uma propriedade referente a nimeros

naturais, cumprindo as seguintes condigoes:
(1) O numero natural a goza da propriedade P;

(2) Se um numero natural n goza da propriedade P entao seu sucessor também goza de

P.

Entao todos os nimeros naturais maiores do que ou iguais a a gozam da propriedade P.



APENDICE B

DESIGUALDADE DE BERNOULLI

Desigualdade de Bernoulli: Para todo niimero real x > —1 e todo n € N, tem-se
(14+2)" > 1+ nx.
Demonstracao: Mostraremos por inducao em n.

(i) Para n =1 o resultado é imediato, sendo satisfeita a igualdade.

(77) Suponhamos que a desigualdade é valida para um certo n. Assim, multiplicando

ambos os membros da desigualdade por 1 + z > 0, obtemos

(1+z)"™" = (1+2)"0+2)> 1 +n2)(1+2)=1+nz+x+ na?
= 1+ (n+ 1)z +na?

> 1+ (n+1)z.

Portanto, a desigualdade é verdadeira para todo n.
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APENDICE C

DESIGUALDADE TRIANGULAR

Desigualdade Triangular: Se z,y € R entao ¢ valido que |z + y| < |z] + |y|.

Demonstragdo: Como, pela definigao de médulo de um nimero real x é tal que |z| =
max{z, —x}, segue que —|z| < x < |z| para todo € R. Dali, somando membro a membro
as desigualdades = < |z| e y < |y| obtemos z +y < |z| + |y|. De modo andlogo, de —z < |z

e —y < [y segue que —(x +y) < |z[ + |y|. Portanto

max{z +y, —(z +y)} = |v +y| <|z]+ |yl
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