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Um matemadtico que também nao é um pouco poeta jamais serd um matemdatico completo.

(Karl Weierstrass)



RESUMO

Neste trabalho abordamos as Progressoes Aritméticas (PA’s) de ordem superior, trazendo
a luz conhecimentos que podem ser 1iteis na pratica docente do ensino médio. Observamos
a presenca dessas PA’s em importantes situagoes, desde os pitagoricos com os nimeros
figurados até a atualidade com o langamento obliquo de um corpo. No entanto, é noté-
rio que este conteiido nao vem sendo abordado de forma satisfatéria no ensino publico e
privado. O objetivo desse trabalho é dar suporte aos professores de matematica do ensino
médio, explorando o referencial teérico, formulas e aplicagoes relacionadas ao tema. Atra-
vés de pesquisa, foi identificada a deficiéncia no ensino e aprendizagem da rede ptublica do
extremo norte do Tocantins e, a partir da execucao de uma formacgao com os professores

foi possivel propor atividades com o objetivo de sanar estas deficiéncias.

Palavras-chave: Progressao Aritmética de ordem superior; Aplicagoes; Formacao de pro-

fessores; Ensino Médio.



ABSTRACT

In this work we approach the Arithmetic Progressions (PAs) of higher order, bringing to
light knowledge that may be useful in teaching practice of high school. We observe the
presence of these PAs in important situations, from the Pythagoreans to the figures figured
up to the present time with the oblique launch of a body. However, it is notorious that
this content has not been addressed satisfactorily in public and private education. The
objective of this work is to support the teachers of high school mathematics, exploring the
theoretical reference, formulas and applications related to the theme. Through research,
it was identified the deficiency in the teaching and learning of the public network of the
extreme north of Tocantins and, from the execution of a training with the teachers it was

possible to propose activities with the objective of remedying these deficiencies.

Keywords: Arithmetic progression of higher order; Applications; Teacher training; High

school.
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1 INTRODUCAO

Nos tltimos anos tem havido um esfor¢o conjunto para repensar o Ensino Médio
no Brasil, de forma geral. A matematica, como uma ciéncia imprescindivel a toda a
humanidade tem sido repensada quanto a que conteidos existirao no curriculo do Novo

Ensino Médio.

“A compreensao da Matematica é essencial para o cidadao agir como consumidor

prudente ou tomar decisoes em sua vida pessoal e profissional” (PCN, 1999, p. 251).

Segundo esse pressuposto, aprender matematica é fundamental para que o indivi-
duo tenha condigoes de tomar decisoes mais acertadas, melhorando assim sua vida e a

vida dos que o rodeiam.

Desse modo, esta delegado a Matematica do Novo Ensino Médio, trazer novos

conhecimentos e informagoes que serao necessarios para que o individuo possa continuar
aprendendo (PCN, 1999, p. 252).

Para tanto, é preciso reestruturar alguns dos temas tradicionais (PCN, 1999, p. 255).
Desse modo, o curriculo deve propor contetdos que possibilite ao aluno o aprofundamento
de seus conhecimentos sobre ntimeros e algebra de forma conjunta com outras areas do

conhecimento.

Essa pesquisa mostra uma nova abordagem para o ensino de Progressoes Arit-
méticas, indo das comumente ja estudadas até as de ordem superior e mostrando sua
aplicabilidade. Temos o seguinte questionamento: até que ponto os professores de ma-
tematica conhecem as progressoes aritméticas de ordem superior e as ensinam em suas

escolas?

Estudar sequéncias numéricas e geométricas sempre foi divertido e instigador de-
vido a necessidade do uso da légica para encontrar o padrao existente, a partir do qual sera
possivel estruturar a teoria que norteara o estudo a partir dai. Atualmente no ensino mé-
dio sdo estudadas dois tipos de sequéncias: Progressdes Geométricas (PG’s) e Progressoes
Aritméticas (PA’s).

A busca pelo padrao existente na sequéncia observada é o que motiva o observador,
que sai a procura de conhecimentos prévios sobre geometria, contagem, posicionamento,
simetria, dentre outros a fim de descobrir o que estd acontecendo de uma etapa para
a outra da sequéncia, ou seja, o que mudou de um termo para o outro, como foi essa
mudanca, que parametros influenciaram a mudanga, enfim, buscam um padrao logico,

que possibilite o rastreamento das pistas deixadas em sua estrutura.
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A escola tem o dever de mostrar o rumo para os alunos seguirem na busca do
conhecimento matematico basico. No que diz respeito as Progressoes Aritméticas, sé es-
tamos indo até a metade do caminho, pois estamos deixando de ensinar aquelas de ordem
superior, talvez supondo que os estudantes ainda nao tenham maturidade suficiente para

absorver esse conhecimento.

No entanto, se as Progressoes Aritméticas de ordem superior forem introduzidas
em consércio com Func¢ao Quadratica, Polinomios e Triangulo de Pascal, os alunos terao

pré-requisitos importantes que serao facilitadores para compreensao do tema.

E sempre cobrado do estudante que ele use todos os conhecimentos adquiridos
para prestarem exames, quer seja para concursos, vestibulares ou em pos- graduacao e
empregos. Os mais variados testes sdao preparados a fim de averiguarem os candidatos
com maiores conhecimentos sobre diversas dreas da matematica e varios desses testes se
configuram como Progressoes Aritméticas de ordem superior, mais geralmente de ordem

dois ou trés.

Além disso, quao frustrado um jovem estudante ficara depois de varios anos de
estudo e nao ter recurso suficiente para resolver um problema como o seguinte: “Um
homem suficientemente rico faz uma proposta para sua Unica filha a fim de anima-la a
fazer um curso superior de dois anos de duragdo. A proposta é a de que ele, o pai, dard
a filha uma quantia todos os dias do curso, seguindo a seguinte norma: 1,00 no primeiro
dia, 2,00 no segundo dia, 4,00 no terceiro dia, 7,00 no quarto dia, 11,00 no quinto dia
e assim por diante. Pergunta-se: a) quanto essa filha receberd no 400° dia do curso? b)
quanto ela tera recebido quando finalizar o curso, supondo que os dois anos do curso nao

sao bissextos?”

Pior sera a frustracao se ao invés de um jovem estudante, for um professor de
matematica do Ensino Médio que ao se deparar com o problema citado perceber que nao

sabe como resolvé-lo.

Os administradores do Mestrado Profissional em Matematica (PROFMAT) ja per-

ceberam a oportunidade e incorporaram o tema no curriculo do curso.

Por perceber que grandes lacunas no conhecimento matemaéatico basico podem ser
preenchidas, e por saber que a capacidade de raciocinio e resolucao de problemas podem

ser aumentadas consideravelmente, é que propomos este trabalho.

Observamos que existe uma pequena quantidade de trabalhos na literatura abor-
dando as PA’s de ordem superior, dentre os quais destacamos: Dlab (2011) e Lima (2015).
E importante salientar que o nosso manuscrito fornece ao leitor uma abordagem distinta
destes trabalhos.

Nosso objetivo é proporcionar material bibliografico consistente para auxiliar na
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disseminacdo do conhecimento das PA’s de ordem superior no ensino médio, apresentar
aplicagoes ao resolver problemas de temas relevantes da matematica e propor um plano de
capacitagdo para os professores da rede publica de ensino do extremo norte do Tocantins

(Bico do Papagaio).

Para alcancar esse objetivo, iremos aplicar um questionario aos professores para ob-
ter informagcoes sobre o conhecimento prévio dos professores sobre PA’s de ordem superior

com vistas em preparar uma formagao para os mesmos.

No capitulo 2 mostraremos um breve histérico das PA’s de ordem superior e os
pesquisadores que se dedicaram ao seu estudo. Desse modo, faremos uma ponte entre

épocas, observando os avancos alcangados.

No capitulo 3 apresentaremos a teoria necessaria para a compreensao das PA’s de
ordens superiores. Usaremos os Numeros Figurados para exemplificar PA’s de 22, 32, e
42 ordens. O Triangulo de Pascal é também muito importante para esta pesquisa e serd
utilizado para exemplificar as PA’s de ordens superiores. O capitulo finaliza mostrando a

formula geral das PA’s.

No capitulo 4 trataremos das aplicacoes das PA’s de ordem superior, mostrando a

relevincia de seu estudo.

No capitulo 5 trataremos da proposta e execu¢do de uma formacao para os profes-

sores de matematica do extremo norte do Tocantins sobre as PA’s de ordens superiores.
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2 BREVE HISTORICO SOBRE AS PRO-
GRESSOES ARITMETICAS

A histéria mostra que as sequéncias numeéricas fazem parte da trajetéria humana
desde o momento em que se comecou a ideia de contagem, pois o préprio conjunto dos
nimeros naturais é uma Progressdo Aritmética (PA), embora ndo houvesse necessidade

de estuda-las com rigor matematico.

Com a evolugao do conhecimento alguns registros mostram evidéncias de que di-
versos pesquisadores se interessaram por elas. Por exemplo: no Papiro de Rhind ! consta o
seguinte problema: “Divida 100 paes entre cinco homens de modo que as partes recebidas
estejam em PA e que um sétimo da soma das trés partes maiores seja igual a soma das
duas menores”. Percebe-se que as Progressoes Aritméticas (PA’s) foram estudadas pelos
povos antigos (GEORGE, 2012).

Figura 1 — Papiro de Rhind

FONTE: http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.html?aula=41049 em 08/01/2018

Diofanto (século IIT d.c.) também se interessou por elas e deixou registrado em um
de seus livros a seguinte situacao: “Encontre trés niimeros em PA sabendo que a soma
de dois qualquer deles é um quadrado”. Nesse problema, Diofanto trata um nimero como

sendo parte dos racionais positivos (LIMA, 2008).

L Papiro de Rhind ou papiro de Ahmes é um documento egipcio de cerca de 1650 a.C., onde um escriba

de nome Ahmes detalha a solugdo de 85 problemas de aritmética, fragdes, cdlculo de dreas, volumes,
progressoes, reparticoes proporcionais, regra de trés simples, equagoes lineares, trigonometria basica
e geometria.
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Dos tempos da Escola Pitagorica vém registros dos niimeros figurados. Os pitagé-
ricos tratavam os nimeros como “coisas” e construiam as sequéncias usando pedrinhas
dispostas em formato geométrico. Surgem nessa época os numeros triangulares, quadrados,
pentagonais, Hexagonais, etc. Os ntimeros figurados podem ter sido a primeira manifesta-
gao de PA’s de segunda ordem (ROQUE, 2012). A figura 2 mostra um desenho medieval

retratando nimeros poligonais.

Figura 2 — Manuscrito Medieval contendo Numeros Figurados

FONTE: (CONTADOR, 2007)

Os matematicos do passado usavam os “gnomons”, que sao figuras em formato de
L formada por pontos que eram utilizadas para a realizacdo de calculos. Esses Gnomons,
além de produzirem as sequéncias dos niimeros quadrados também produzem os ntme-
ros retangulares. Cada termo dessas sequéncias geométricas eram constituidos de pontos
(pedrinhas) que hoje podem ser associadas aos ntiimeros e assim, relacioné-los as PA’s de

segunda ordem.

Provavelmente os pitagdricos conheciam a expressao do termo geral bem como da
soma dos termos das sequéncias de ntimeros figurados (BOYER; MERZBACH, 2012).
Se isso for verdade, entao temos que admitir que os pitagoricos também conheciam as
PA’s de terceira ordem. Ainda segundo Boyer e Merzbach (2012, p. 133), Nicomaco de
Gerasa também desenvolveu pesquisa com os nimero impares e conseguiu observar que
os numeros cubicos poderiam ser obtidos a partir deles fazendo-se as somas descritas a
seguir: 1;3+5;74+9+11;134+ 15+ 17+19;... A sequéncia formada por essas somas é uma
PA de ordem 3 dada por (1, 8, 27, 64, ...). Boyer (2012, p. 149) menciona um trabalho

chinés chamado “Precioso Espelho”; onde tém registrado algumas somas, dentre as quais
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estao:
(n+2)

12422434+ .. +n? e 14+8430+80+...+n(n+1) a

A estas somas, temos associadas duas sequéncias, a dizer: (1, 4, 9, 16,...) e
(1, 8, 30, 80,...), que sao PA’s de ordem 2 e 4 , respectivamente. Além das somas po-
linomiais, o “Precioso Espelho” ainda traz o tridangulo aritmético que no ocidente ficou

amplamente difundido com o nome de Tridngulo de Pascal como mostra a figura 3.

Figura 3 — Tridngulo Aritmético na China

FONTE: (BOYER; MERZBACH, 2012)

O tridngulo aritmético contém uma cole¢ao de infinitas PA’s, tendo uma represen-

tante de cada ordem dispostas em suas colunas, da ordem zero até a ordem n.

Historicamente percebe-se que nao apenas as PA’s tradicionais eram conhecidas

dos povos antigos, mas também as de ordem 2, 3 e 4.
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3 PROGRESSOES ARITMETICAS: AS-
PECTOS TEORICOS

Neste capitulo vamos definir, apresentar alguns resultados e expor diversos exem-
plos a respeito das Progressoes Aritméticas de primeira ordem e de ordem superior. Mais
detalhes podem ser encontrados em diversos livros, tais como, (PAIVA, 2005) e (BAR-
ROSO, 2008).

3.1 Progressao Aritmética de Primeira Ordem

As PA’s de primeira ordem sao bastante comuns e podem ser utilizadas para re-
solver problemas que possua uma grandeza com variacao constante em relacao a outra

grandeza.

Defini¢ao 3.1. Uma PA de primeira ordem é uma sequéncia numérica (an),n € N defi-
nida recursivamente por an+1 = an+1; n =1, onde o primeiro termo a; é um nimero

dado. O numero r é chamado razdo da progressao.

E facil verificar que se r é positivo entao, a progressao é crescente; se r é negativo

entao, a progressao ¢ decrescente e, se r ¢ nulo entao, a progressao ¢ constante.

Exemplo 3.1. As sequéncias (1,11,21,31,...) e (7,11,15,19,...) sdo PA’s crescentes de
razio 10 e 4, respectivamente. As sequéncias (41,31,21,11,...) e (—22,—25,—28,—31,...)
sao PA’s decrescentes de razio —10 e —3, respectivamente. As sequéncias (—5,—5,—5,...)

e (6,6,6,...) sio PA’s constantes, isto é, PA’s de razdo 0.

O préximo resultado nos fornece uma expressao para o termo geral a,, de uma PA.
Proposigao 3.1. Se (a,) € uma PA de razao r, entio a, = a1+ (n—1)r, para todo n

inteiro e positivo.

Prova: Pela definicio de PA temos: as —ay =7, az—as =r,..., ap —a,—1 = r. Entao,

somando as n — 1 igualdades, obtemos a,, —a; = (n—1)r e, portanto a, = a; + (n—1)r.

O

Observacao 3.1. FEstas progressoes aritméticas sao conhecidas como PA’s de 1% ordem

devido ao fato de seu termo geral ser um polinomio de grau 1 em n.

Em seguida, apresentamos um exemplo contextualizado envolvendo PA’s de 12

ordem.
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Exemplo 3.2. Uma equipe de pesquisadores estava estudando o tmpacto da temperatura
sobre o crescimento de uma espécie de feijao em fungdo do tempo e obtiveram a sequinte

tabela, a partir do momento em que a ponta da planta saiu do solo:

Tabela 1 — Altura de uma planta em func¢éo do tempo

Desenvolvimento da planta

Tempo (dias) Altura (cm)

1 1,00
2 1,75
3 2,50
4 3,25
5 4,00

FONTE: Autor (2017)

Se a planta continuar crescendo seguindo o padrao dos cinco primeiros dias, qual

sera sua altura no 10° dia?
Solugao:

Com os dados da tabela, percebe-se que a altura descreve uma sequéncia onde a
diferenca a, —a,—1 = 0,75. Isto caracteriza uma PA de primeira ordem. Sendo assim, a
proposigao 3.1 se aplica. Logo teremos: a, = aj + (n— 1)r, isto é, ajg = 7,75. Portanto,

depois de 10 dias, a planta estara com 7,75 cm de altura. [l

Tao importante quanto a expressao do termo geral de uma PA, é a expressao da

soma dos seus n primeiros termos, denotada por 9.

Proposicao 3.2. Seja (ap) = (a1,a2,...,ayn), uma PA de razao r. Entio a soma dos n
(a1 4 an)n

primeiros termos serd dada por Sy = 5

Prova: Escrevendo S,, de dois modos diferentes:

Sp=a1+ax+...+ap—1+an

Sp=an+ap—1+..+as+ay

somando membro a membro as duas equagoes tem-se

25, = (a1 +an) + (a2 + ap—1) + ... + (ap—1 + a2) + (an + a1) observando que de uma pa-
rénteses para o seguinte, a primeira parcela da soma cresce de r unidades, ao passo que
a segunda parcela decresce de r unidades. Isso faz com que dentro de cada parénteses a

soma seja a mesma. Entao, 25, = (a1 + an)n, de onde se tem

(a1 +ap)n

Sp = 5
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Abaixo, enunciamos uma importante proposi¢ao que mostra a relacao entre a soma

dos termos de uma PA de primeira ordem e polinémios do 2 grau. Conferir, por exemplo,

(MORGADO; CARVALHO, 2015)

Proposicao 3.3. Todo polinémio do sequndo grau (na varidvel n), desprovido do termo

independente é a expressio da soma dos termos de alguma PA de primeira ordem.

Prova: De fato,

(a1 +an)n lai+a1+ (n—1)rn
Sn = - pu—
2 2
B 2ain+rn?—rn
B 2
= gn2 + (a1 — g)n

Exemplo 3.3. Dada a PA (6, 10, 14, 18, ...) determine:
(a) o valor da soma dos 30 primeiros termos usando a proposicao 3.2.

(b) o valor da soma usando a expressao polinomial dada pela proposicio 3.3.

Solugdo:

(a) Para usar a proposi¢ao 3.2, precisamos também da proposicao3.1. Como a; =6 e
r =4, teremos azy = 122.

Entdo S, — (a1 +ap)n _ (6+122)30 1090,

(b) Como a proposi¢io 3.3 dz’z,2 a representagdo polinomial da soma dos termos de uma

PA ¢é

r r
Sp = §n2 + (a1 — §)n
4 4
= 2% +4n.

Como n =30, teremos Ssp = 2.30% +4.30 = 2.900 + 120 = 1920
O

Acreditamos que os exemplos dados sdo suficientes para esclarecer a teoria basica

que envolve as PA’s de primeira ordem.

3.2 Progressao Aritmética de Ordem Superior

Nesta secdo, sera evidenciada a existéncia de PA’s de ordem superior em algumas

situagoes do cotidiano da matematica, como por exemplo, o triangulo de Pascal e as
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sequéncias dos numeros figurados. Além disto, serda enunciado e demostrado o método

para se identificar a ordem de uma PA.

A partir de uma sequéncia (a,) define-se o chamado operador diferenca (Aay,), que
constitui uma nova sequéncia, definida por (Aay,) = (ap+1 — ay). Desde que (Aa,,) forma
uma nova sequéncia, podemos novamente encontrar o operador diferenca, isto é, (A[Aay])
= (A2a,), e assim por diante, (A3ay,), (A%ay), ..., (AFay,), ete...

Defini¢ao 3.2. Uma sequéncia (ay) serd uma PA de ordem k se o operador diferenca
(AFay,) for uma PA constante, ou seja, uma sequéncia (ay) serd uma PA de ordem 1, se o
operador diferenca (Aay) for uma PA constante; serd uma PA de ordem 2, se o operador

diferenca (A%ay,) for uma PA constante, e assim por diante.

Observagao 3.2. a) Decorre da definicao acima que uma sequéncia (ap) € uma PA de

ordem 2 se (Aay) for uma PA de primeira ordem; é uma PA de ordem 3 se (A2ay,) for
n

uma PA de primeira ordem, e assim por diante; b) Temos: Z Aap = api1—ay.
k=1

Exemplo 3.4. De acordo com a observagao 3.2, sequéncia by, = (3,7,13,21,31,...) é uma
PA de sequnda ordem, pois (Aby) = (apy1 —apn) = (7—3, 13—7, 21 —13, 31-21,...) =

(4,6,8,10,...) é uma PA de primeira ordem cuja razao r é 2.

Exemplo 3.5. A sequéncia (a,) = (2,8,20,40,70,112,168...) é uma PA de terceira ordem,
pois (Aay) = (6,12,20,30,42,56,...), (A%a,) = (6,8,10,12,14,..), (A3a,) = (2,2,2,2,2,...).

Exemplo 3.6. A sequéncia (a,) = (1,6,20,50,105,196,...) é uma PA de quarta ordem,
pois, (Aay) = (5,14,30,55,91,...), (A%a,) = (9,16,25,36,...), (Aa,) = (7,9,11,...) e
(Ala,) = (2,2,...)

A proposicao a seguir fornece uma importante relacdo entre Progressdes Arit-
méticas e Fungoes Polinomiais. Sua demonstracao pode ser encontrada em Morgado et

al.(2005).

Proposicao 3.4. Toda sequéncia na qual o termo de ordem n é um polinomio em n,
de grau k, é uma Progressio Aritmética de ordem k e, reciprocamente, se (ap) é uma

Progressao Aritmética de ordem k, entdo a, € um polinomio de grau k em n.

O exemplo a seguir confirma a proposicao 3.4.

Exemplo 3.7. A sequéncia a, = (5,8,13,20,...) € uma PA de seqgunda ordem e seu termo

geral € a, =n’+4.
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Aqui foi exemplificado exemplos de PA’s de ordem 1, 2, 3 e 4. Naturalmente
percebe-se que nao ha limite para a ordem de uma PA, porém ha mais ocorréncias em

fendmenos matematicos e fisicos, das de grau 1, 2 e 3.

As PA’s de ordem 2 s@o bastante presentes na matematica béasica. Outras manifes-
tacOes interessantes desse tipo de PA sao as sequéncias dos nimeros figurados que estarao

em foco a seguir.

3.3 Numeros Figurados

Os ntmeros figurados sao representacoes geométricas formadas por pontos e asso-
ciados a um nimero F', de modo que F é a quantidade de pontos necessarios para formar
tal figura. Mais precisamente, nesta secao apresentaremos os Ntumeros Triangulares,

Quadrados, Pentagonais, Hexagonais, Retangulares e Piramidais.

3.3.1 Numeros Triangulares

Os nuimeros triangulares sdo bem antigos e remontam a época dos pitagoricos. Sua

estrutura pode ser vista na figura 4.

Figura 4 — Ntumeros Triangulares

-e%@@

Fonte: Autor (2017)

Note que os numeros triangulares formam a sequéncia (7,) = (1,3,6,10,15,...).
Aplicando o operador diferenca a (7)), obtém-se (AT,) = (2,3,4,5,...). Portanto, de
acordo com a defini¢do 3.2, a sequéncia dos nimeros Triangulares é uma PA de segunda

ordem.

A proposicao a seguir define o termo geral da sequéncia dos nimeros triangulares.

Proposicao 3.5. Seja (1,,) = (1,3,6,10,15,...) a sequéncia dos nimeros triangulares,
n(n+1)

entao T, = 5
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Prova: Seja (by) = (1,2,3,4,...,n) a sequéncia dos nimeros naturais. Note que: T = by,
To =by+ by, T35 =by +bo+ b3, ..., T, =b1 +bs+b3+bs+ ... +b,. Como by + by + bz +

by+ ...+ b, ¢ a soma dos n primeiros nimeros naturais, usando a proposicao 3.2 temos

T — (b1 —i—2bn)n _ (1 +2n)n 0

Esse resultado é muito importante e serda usado no processo de obtencao do termo

geral de uma PA de ordem superior. Conferir se¢ao 3.5.

3.3.2 Numeros Quadrados

Assim como os nimero triangulares, os nimeros quadrados também sao sequéncias
bem antigas no meio matematico e sua particularidade mais interessante ¢ que cada
termo desta sequéncia pode ser adquirido a partir dos termos da sequéncia dos niimeros

triangulares.

Figura 5 — Ntimeros Quadrados

L
P & 4
L

_UE

4
Fonte: Autor (2017)

Os Numeros Quadrados estao relacionados com a sequéncia (¢,) = (1,4,9,16,...).
Aplicando o operador diferenga, temos (Ag,) = (3,5,7,9,...), 0 que garante que os niimeros

quadrados é uma PA de segunda ordem.

Proposicio 3.6. Dada a sequéncia (q,) = (1, 4, 9, 16,...), entdo q, =n? ¥ n € N.

Prova: Observando a figura 5, vemos que ¢, = T,, +7T,,—1, a partir do segundo termo.
1 -1 2 2
n(n;— )+(n2 )n:n —i—n—;—n n_ .2 0

Dai vem que ¢, =

Figura 6 — Numeros Quadrados em fun¢ao dos Numeros Triangulares

"'
>—I > . o

. m 3 2 .. ’ ‘P—I X 3 Ti
1 4 9 16 25

Fonte: Ciryno, (2006)
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Essa relacao entre os Numeros Triangulares e os Numeros Quadrados pode ser
conferida em (CYRINO, 2006).

3.3.3 Nuimeros Pentagonais

Os Numeros Pentagonais d& prosseguimento a lista de ntmeros figurados. Seu

formato geométrico pode ser observado na figura 7.

Figura 7 — Numeros Pentagonais

Fonte: Autor (2017)

Esta sequéncia geométrica esta associada a sequéncia (p,) = (1,5,12,22,35,...). de
onde vem (Ap,) = (4,7,10,13,...) e (A%p,) = (3,3,3,3,...), que é uma PA estacionéria,

portanto a sequéncia dos niimeros pentagonais é uma PA de segunda ordem.

No capitulo 4 iremos deduzir a expressao do termo geral e da soma dos n primeiros

nimeros pentagonais.

3.3.4 Numeros Hexagonais

Do mesmo grupo que os triangulares, quadrados e pentagonais, sao os nimeros

hexagonais cuja representacao geométrica pode ser vista na figura 8.

Figura 8 — Numeros Hexagonais

J'"
——— y o
oo -",rf' ’\’ ‘) {‘f Il> }
— 9"
{_} X ,};) ¥ }r’f‘ i ;;g;’
108 15 28 as

Fonte: Autor (2017)

Os Numeros hexagonais estao associados a sequéncia (hy,) = (1,6,15,28,45,...). As-
sim, (Ahy) = (5,9,13,5,...) e entdao (A%h,) = (4,4,...). Portanto, os Nimeros Hexagonais

formam uma PA de 22 ordem.

No capitulo 4 serd determinada a expressao do termo geral dessa sequéncia.
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3.3.0 Numeros Retangulares

O Gnomon (figuras em forma de L) é a principal ferramenta para a construc¢ao dos
Ntameros Retangulares (figura 9), bastando apenas que seja definido a quantidade inicial
de pontos da primeira figura. A partir dela conhece-se a forma do Gnomon a ser usado

para construir os préximos elementos da sequéncia.

Figura 9 — Nimeros Retangulares

[ § B

HENN [ IR |

EENNE O EEEEEE

HE H EEEN =

HE EEEE EEEEEE
2 6 12 20 30

Fonte: Autor (2017)

Se o primeiro elemento tiver um ponto, os gnomons terdao formato n x n e a

sequéncia gerada é a dos Numeros Quadrados, da figura 5.

Se o primeiro elemento tiver dois pontos, os gnomons terdao a forman x (n+1) e a
sequéncia formada serd a da figura 9 e serd associada a sequéncia (r,) = (2,6,12,20,30,...),
cujas diferencas formam a sequéncia (Ar,) = (4,6,8,10,...), (A?r,) = (2,2,2,2,...). Por-
tanto, a sequéncia dos numeros retangulares do tipo n x (n+1) é uma PA de segunda

ordem.

Proposicao 3.7. Toda sequéncia de nimeros retangulares estd associada a uma PA de
2% Ordem.

Prova: Um ntimero retangular possui base medindo (n+1) e altura (n+j), o que fornece
o total R de pontos definido por R, = (n+i)(n+j) =n?+nj+ni+ij=n?+(i+j)n+ij.

Como R, é de segundo grau em n, pela proposicao 3.4, a prova fica completa. 0

Observacao 3.3. Os numeros triangulares, quadrados, retangulares, pentagonais, hexago-
nais, ..., n-gonal, descritos como figurados, produzem Progressoes Aritméticas de sequnda

ordem.

3.3.6 Numeros Piramidais

A definicdo de ntimero piramidal é a seguinte: “Chama-se ntimero piramidal de
base triangular, quadrada, pentagonal e assim por diante, ao nimero obtido pela soma
dos n primeiros nimeros poligonais respectivamente triangulares, quadrados, pentagonais,
retangulares e assim por diante” (PEREIRA, 2014).
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A figura 10 mostra o exemplo de uma sequéncia de ntimeros piramidais de base

retangular.

Figura 10 — Numeros Piramidais de Base Retangular

e!‘m‘

40

Fonte: Autor (2017)

Os Numeros Piramidais estd associada a sequéncia (P,) = (2,8,20,40,70,...). As-
sim, (Apy) = (6,12,20,30,...), (A%p,) = (6,8,10,...) e (A3p,) = (2,2,2,...). Portanto, (P,)
¢ uma PA de 3 Ordem.

3.4 O Triangulo de Pascal

Um triangulo numérico muito interessante para o estudo das Progressoes Aritmé-
ticas é o que atualmente é conhecido por Tridngulo de Pascal. Ele é muito utilizado em
varios ramos da matematica pois seus elementos podem ser escritos tanto na forma de
numeros inteiros positivos quanto no formato de niimeros binomiais. A figura 11 mostra

as duas configuragbes modernas.

Figura 11 — Tridngulo de Pascal e suas configuracoes

©) 1

G 11

GOC 3 |

EIeE) 1331

GOEEE 146 41
BIRIGIBIALE) 15 0 16:5 1
GEEE0) 161520156 1
@OGHAEOREG) 172135352171
i T T T LT 18285670 56 28 8 1

Fonte: Autor (2017)
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Aqui temos o triangulo de Pascal escrito até a linha 8, porém ele possui infinitas

linhas e faremos estudos sobre as PA’s existentes nele.

Na configuracao da direita, podem ser observadas PA’s de primeira ordem e de

ordens superiores, nas suas colunas.

O Triangulo de Pascal, que sempre fascinou o mundo da matemética por sua beleza,
simplicidade de construgao, propriedades e aplicabilidade, tera mais uma vez lugar de

destaque.

Em minhas pesquisas, nao encontrei nenhuma publicacao que utilizasse a estrutura

do Triangulo de Pascal para a exploracao e o ensino de PA em alguma de suas ordens.

Cada uma das colunas é uma Progressao Aritmética de uma referida ordem, de
modo que percorrendo as colunas da esquerda para a direita vamos encontrando PA’s cuja

ordem ¢é uma unidade a mais que a anterior.

No capitulo 4 usaremos a formula para encontrarmos o termo geral das PA’s exis-

tentes nas colunas do triangulo.

Outras variacoes de arranjos com nimeros inteiros no formato triangular surgiram

como exercicios, como mostra o exemplo 3.8.

Exemplo 3.8. No triangulo da figura 12, determine:
(a) O primeiro elemento da 31 linha.

(b) a soma dos elementos da 31% linha.

Figura 12 — Arranjo triangular com os Ntmeros Impares

1
3 5
7 9 11

13 15 17 1319
1. @23 A5 A1 3
31 33 35 37 39 41

Fonte: Morgado et al. (2005)

Exemplo 3.9. Dividem os nimeros naturais em blocos do modo sequinte: (1), (2,3),
(4,5,6), (7,8,9,10), (11,12,13,14,15),.... Em sequida, suprimem-se os blocos que contém

um numero par de elementos, formando-se o quadro:
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Figura 13 — Triangulo numérico com linha alternadas

1
4 3 6
i1 ‘12 13 14 15

Fonte: Morgado et al. (2005)

Determine:

a) o primeiro elemento da linha k.
b) a soma dos elementos da linha k.

c) a soma dos elementos das k primeiras linhas.

Na secao 3.5, vamos propor algumas féormulas para o termo geral de PA’s de pri-
meira ordem e de ordens superiores, que serao uteis para resolver prolemas como os que
estao nos exemplos 3.8 e 3.9. Estes exemplos serdo resolvidos como aplicagao da férmula

geral das PA’s no capitulo 4.

3.5 Termo geral das Progressoes Aritméticas

Atualmente em problemas que envolvem PA’s sdo usadas basicamente duas for-

ai+ap)n , - .
mulas: ap, =a1+(n—1)r e s, = M Estas formulas sao suficientes para resolver
qualquer problema de PA’s de primeira ordem porém, nao sao tao eficientes para as PA’s

de ordens superiores.

Nesta secao, iremos seguir uma sequéncia légica de procedimentos que culminara
com a dedugao de uma férmula que utiliza coeficientes binomiais e se mostrara de grande

utilidade na resolucao de problemas que envolvam PA’s de qualquer ordem.

A partir de agora vamos inserir uma notacao que ira regulamentar os procedimentos

na utilizacado das féormulas com coeficientes binomiais.

Proposicao 3.8. Se (ay) = (a1, ag,...,an,...) € uma PA de primeira ordem de razio r
entdo, a, = (”al)al + (nfl)r.

Prova: Tomando a férmula usual do termo geral a, = a; + (n—1)r, podemos substituir

os coeficientes de a; e r pelos coeficientes binomiais ("61> e (”Il)7 respectivamente. O
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que nos da

O

E verdade que para as PA’s de primeira ordem, serd muito mais comodo utilizar
a formula que ja esta popularizada. No entanto, é importante que esse novo formato seja

demonstrado para todos os casos, visto que queremos uma férmula geral.

A proposicao a seguir fornece uma expressao para o termo geral de uma PA de

segunda ordem.

Proposicao 3.9. Seja (by) = (b1,b2,...,by,...) uma PA de sequnda ordem e considere os

operadores diferencas (Aby) = (ay,a2,...,an,...) € (A%by) = (r,r,...,7,...) associados a (by).
Entao:

b_n—lb+n—1 +n—1

n = 0 1 1 ai 9 T.

Prova: Como (Ab,) = (a1,as,...,an) = (a1, a1 +7r, a1 +2r, a;+3r,...,a1 + (n—1)r),
temos by = by, by =bi+ay, bg=0by+2a1+r, by=>bi+3a;+3r, by =0bi+4a;+6r,
bg = b1 +5a; + 10r, ...

Assim, desde que pela proposicao 3.5, o termo geral da sequéncia (T},) = (1,3,6,10,15,...)

n(n+1)

¢ dado por T}, = , temos: by, = by + (n—1)ay + (T5,—2)r, onde

—2)(n—1
Tn—2= (n=2n-1) (ngl), portanto,

2
n—1 n—1 n—1
bn—< 0 >b1+< 1 >a1+< 9 >7".

Essa formula fornece o termo geral de uma PA de segunda ordem em funcao apenas

O

de n e dos primeiros termos das sequéncias (b,), (Aby) e (A%by,).

O proéximo resultado sera fundamental para a demonstragao do termo geral da PA

de 32 ordem.

1 2
Lema 3.1. Seja (Qn) = (1,4,10,20,35,56,...). Entdo, Q, = n(n+ 6)(n+ )

Prova: Usando o fato de que toda PA de ordem k possui o termo geral como sendo
um polindomio de grau k em n, vamos primeiro descobrir a ordem de @), e em seguida
usar as teorias de polindmios para encontrar o termo geral. (Q,) = (1,4,10,20,35,56,...),
(AQ,) = (3,6,10,15,21,...), (A%Q,) = (3,4,5,6,...) e (A3Q,) = (1,1,1,1,...), concluimos

que a ordem de (@) é 3 e, consequentemente, seu termo geral é representado por um
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polinémio Q(n) de 3° grau. Isto é: Q,, = an>+bn?+cn+d, de modo que Q(1) =1, Q(2) =

4, Q(3) =10 e Q(4) = 20. Teremos entao as seguintes equagoes: a+b+c+d=1, 8a-+

4b+2c+d =4, 27a+9b+3c+d =10 e 64a+ 16D+ 4c+ d = 20. Resolvendo o sistema,
1

1 1
encontram-se: a = 6’ =3 c 3 e d = 0. Portanto,

n n? n nn+1).(n+2
o " n _nntD).ne2)
6 2 3 6

O

Com o objetivo de chegar na férmula do termo geral de uma PA de ordem k, o

resultado a seguir apresenta o termo geral da PA de ordem 3.

Proposi¢ao 3.10. Seja (¢,) = (c1, 2, €3, ...y Cp,...) € uma progressio Aritmética de
terceira ordem e (Acyp) = (by, ba, b3, ..., bp,...), (A%c,) = (a1, az, as, ..., an,...) e (A3c,) =

(r, r, r, r,...), entdo

B n—1 n n—1 b+ n—1 n n—1
cp = 0 c1 1 1 5 al 5 T.

Prova: Vamos escrever recursivamente os elementos de (cp).
c1 =
co=c1+b
c3=c1+2b1+ay
c4=c1+3by+3a;+7r
c5 = c1 +4by +6ay +4r
cg = c1+5by +10a; + 10r
¢7 = ¢1 + 6by + 15a1 + 20r
cg =c1+7by +21a; + 357
Cp=20C1+ (n — 1).()1 +Th—2.a1+Qpn_3.1,
onde 7T, ¢ um nimero triangular e @), ¢ o resultado apresentado através do lema 3.1.
Desse modo,
(n—=2)(n—-1) (n—=3)(n—2)(n—1)

chn=c1 + (n—=1)by + 5 a; + 5 r. Como, 1 = ("51),

(n—1)= ("), : —(%5Y) e (n—l)(ng2)(n—3) = ("3Y), temos

O

Poderiamos continuar demonstrando as expressdes do termo geral de PA’s de or-

dem 4, 5, 6, etc, no entanto, este nao é o objetivo deste trabalho. De qualquer forma,
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seguindo a regularidade das férmulas do termo geral das PA’s de segunda e terceira or-
dem demonstradas acima (Proposigoes 3.9 e 3.10), podemos intuir o resultado seguinte

(que poderé ser justificado em um trabalho futuro).

( [0} 0] (0]

Proposigao 3.11. Seja (an) = (ay " ,ay",...,an",...) uma PA de ordem k e considere os ope-
radores diferenca (A ay,) = (a%ﬂ a[z] ag], au, ),7=1,2,....k onde ayﬂ] =r;i=1,2,3,....

Entao:

o (n=1\ o (n—=1\ @ (n—=1\ [ n—1\ k-1  (n—=1\ K
an—<0>a1—i—<1>a1+ 9 ai + ... + k—lal + 1 aj

_ i(“f1>agﬂ.

i—o \

Ul 4

A notacdo ay’ é apenas para identificacdo da posicao da sequéncia no conjunto de

sequéncias das diferencas de ay,

Observacgao 3.4. a) Se k=1, entio a, = a;+ (n—1)r, que € a formula conhecida para
o termo geral de uma PA de 1* ordem; b) Se a,, € uma PA de ordem k, entdo a sequéncia
das somas parciais de ay, denotada por (Sy), onde Sy, = a1 +az+ ... +an, € uma PA de

ordem k+1.

Em se tratando de sequéncias, a maioria dos problemas poderao ser resolvidos a
partir da expressao do termo geral da mesma. As PA’s de ordem superior, principalmente
as de ordem maior que dois, sempre foram desafiadoras no sentido de encontrar essa ex-
pressao do termo geral. A proposicao 3.11 vem suprir a necessidade de um direcionamento

seguro para a obtencao do termo geral de uma PA de ordem qualquer.

Agora o professor, aluno ou pesquisador poderao lancar mao dessa férmula para
encurtar caminho e diminuir o tempo gasto na resolucao de problemas que envolvam tais

sequencias.
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4 APLICACOES DAS PROGRESSOES
ARITMETICAS

Neste capitulo, apresentaremos algumas das aplicagoes das PA’s, tanto na pro-
pria matematica basica como também na fisica. O objetivo aqui ndao é cobrir todas as
aplicacOes possiveis, mas mostrar a aplicabilidade da féormula do termo geral das PA’s
de ordem superior. Iremos propor e resolver diversos problemas interessantes com o uso

dessa férmula.

4.1 Pai e Filha

Problema 4.1. Um homem suficientemente rico faz uma proposta para sua unica filha a
fim de animd-la a fazer um curso superior de dois anos de dura¢do. A proposta € a de que
ele, o pai, dard a filha uma quantia todos os dias do curso, sequindo a sequinte norma:
1,00 no primeiro dia, 2,00 no sequndo dia, 4,00 no terceiro dia, 7,00 no quarto dia, 11,00
no quinto dia e assim por diante. Perqunta-se: a) quanto essa filha receberd no 400° dia
do curso? b) quanto ela terd recebido quando finalizar o curso, supondo que 0s dois anos

do curso nao sao bissextos?

Solugao:

a) Percebe-se que a sequéncia envolvida é (a,) = (1,2,4,7,11,...). Devemos determinar
o valor do 400° termo. Aplicando sucessivamente o operador diferenca temos (Aay,) =
(1,2,3,4,...) e (A%a,) = (1,1,1,1,...). Logo, (a,) é uma PA de segunda ordem. Entdo pela

proposi¢ao 3.9 temos:
an= (514 (P71 (51 = aso= (320)1+ ()14 (339)1 = 79801
Isto é, a filha receberd a quantia de R$ 79.801,00 no 400° dia apds ter iniciado o curso.

b) Supondo que o curso tenha duracdo de dois anos nao bissextos, devemos entender
que a filha recebera do pai 730 parcelas. Dai podemos pensar que a sequéncia (Sy) =
(1,3,7,14,...) coleciona as somas parciais de a,. Aplicando sucessivamente o operador
diferenca a (S,,) teremos: (AS,) = (2,4,7,11,...), (A2S,) =(2,3,4,...) e (A3S,) = (1,1,...).
Logo, (Sy,) é uma PA de 3* ordem e pela proposigao 3.10 teremos:

Sn= (") 1+ (" D2+ ("5 2+ (") 1= ()1 + (1) 2+ (2)2+ (7)1 = 64571419,
Isto quer dizer que ao fim dos dois anos de curso, a filha tera recebido um montante de

R$ 64.571.419. d
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4.2 Situagoes de arranjos numéricos em formato trian-

gular

Problema 4.2. O triangulo numérico da figura 14 foi confeccionado organizando os nii-
meros impares em linhas, de modo que na primeira linha tenha o nimero 1, na sequnda

linha tenha os numeros 3 e 5 e assim por diante.

Figura 14 — Tridngulo numérico com ntmeros impares

1
3 5
7 9 11

13 15 17 19
21 23 25 27 29
31 33 35 37 39 4

FONTE: Morgado et al. (2005)

Com base na figura 14:
a) Determine o 1° elemento da 31* linha.

b) Determine a soma dos elementos da 31* linha.

Solugao:

a) Observe que a 1* coluna é composta pelos elementos da sequéncia (a,) = (1,3,7,13,...).
Aplicando sucessivamente o operador diferenca temos (Aa,) = (2,4,6,...) e (A2a,) =

(2,2,...). Logo, temos uma PA de segunda ordem. Entéao, pela proposi¢ao 3.9, temos:
ap = ("61>1+ (nII)Z—F (nEI)Z, e entao, az; = (300)1 + (310>2+ (320)2 = 931.
Portanto, o primeiro elemento da 31? linha é 931.

b) Vamos construir a sequéncia S, que representard a soma dos n primeiros termos
procurados. Outra observagao importante na resolucao é que em cada linha ha ¢ elementos,
onde i é o nimero da linha em questdao. Desse modo, na 31? linha havera uma PA de 1?
ordem de razao 2, com 31 elementos. Assim, a sequéncia que compde a 31? linha serd
(bn) = (931,933,935,...). Observe que a sequéncia das somas parciais é dada por (Sy) =
(931,1864,2799,3736,...). Aplicando sucessivamente operador diferenga temos (AS,) =
(933,935,937,...) e (A%S,) = (2,2,2,...). Assim, (b,) é uma PA de 2% ordem. Portanto,

pela proposicao 3.9,
30 30 30
S31 = (())931 + (1 )933 + <2>2: 29791.
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Observacao 4.1. Nesta resolucao, ndao foi buscado o caminho mais curto. A intencao foi

mostrar uma outra alternativa para se resolver problemas de soma de termos de uma PA.

O problema a seguir foi extraido do site da Olimpiada Brasileira de Matemética
das escolas ptblicas (OBMEP).

4.3 Castelo de cartas

Problema 4.3. A figura 15 mostra castelos de cartas de 1, 2 e 8 andares. De quantos

baralhos de 52 cartas precisamos, no minimo, para formar um castelo de 10 andares?

Figura 15 — Castelo de Cartas
FONTE: https://matemadtia.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=79

Solugao: A resolu¢ao do problema apresentado na figura 15 consiste basicamente em
descobrir o décimo termo da sequéncia (a,) = (2,7,15,26,...). Aplicando sucessivamente
o operador diferenca temos ,, = (5,8,11,...) e A%a, = (3,3,3,...). Logo temos uma PA de

segunda ordem. Entao, pela proposicao 3.9 temos:

o = Q)

Como um baralho tem 52 cartas, serdo necessarios, no minimo, 3 baralhos.
O

O problema a seguir foi usado em um exame vestibular pela UERJ e proposto
como desafio por (BALESTRI, 2016) em um livro do ensino médio dentro do conteido

de Progressoes Aritméticas.
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4.4 Arranjo hexagonal com moedas tangentes

Problema 4.4. Moedas idénticas de 10 centavos de real foram arrumadas sobre uma
mesa, obedecendo a disposicao apresentada na figura 16; uma moeda no centro e as de-
mais formando camadas tangentes. Considerando que a ultima camada é composta por 84

moedas, calcule a quantia, em reais, do total de moedas usadas nessa arrumagao.

Figura 16 — Arranjo hexagonal

FONTE:Balestri, (2016)

Solucgao: Vamos decompor a figura em suas fases e relacionar com uma sequéncia numé-

rica conforme a figura 17.

Figura 17 — Decomposicao da figura 16 em camadas

‘:"@Q

FONTE: Autor (2017)

Analisando a sequéncia (a,) formada pelo total de moedas existentes em cada camada
da figura, percebemos que a partir da segunda camada inicia uma PA de 1* ordem que,

como o enunciado informa, devera ter o tultimo termo valendo 84.
Aplicando a férmula tradicional
an=a1+(n—1)r84=16+(n—-1)6 & n=14.

Isto quer dizer que o arranjo de moedas terd 15 camadas (adicionando a 1* moeda). Agora,
precisamos somar todas as camadas. Para tal feito, serd dado duas versoes equivalentes

para a solucao.
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(Método tradicional) Na figura 18, podemos visualizar através das camadas coloridas,

a seguinte soma:

Figura 18 — Sequéncia da soma

[
~N
[EEY
O

FONTE: Autor (2017)

(a1 4 ap)n (6+84).14

=1+4+90.7 =631

=14

isto é, no arranjo feito com as moedas existem 631 moedas de 10 centavos, o que totaliza

Sp=14+(6+12+184+24+...+84) =1+

63,10. Esta é a resposta do problema.
Método dos coeficientes binomiais

Observe que a sequéncia das somas parciais (Sy,) é dada por: (S,) = (1,7,19,37,...), onde
(AS,) = (6,12,18,...) e (A%2S,) = (6,6,6,...). Assim, (S,,) ¢ uma PA de ordem 2. Portanto,

pela proposicao 3.9, temos:

n—1 n—1 n—1
= 1 =3n%— 1.
s (7)o (7 Yo (77 o=

Como estamos querendo somar 15 termos, teremos: Si5 = 3.15%2 —3.154+1 = 631.
Logo o arranjo possui 631 moedas de 10 centavos, totalizando 63,10.

O

Usar esse processo para resolver somas de PAs de 1* ordem pode parecer muito
dispendioso (e é mesmo), no entanto é interessante apresentd-lo para que se comprove a

funcionalidade da féormula para PA’s de 1* ordem.
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4.5 Numeros Pentagonais

Problema 4.5. Considere a sequéncia dos nimeros pentagonais mostrada na figura 19. a)
Encontre a expressao do termo geral. b) Quantos pontos serao necessarios para construir

a sequéncia dos numeros pentagonais com 20 termos?

Figura 19 — Sequéncia dos ntimeros pentagonais

FONTE: Autor (2017)

Solucdo:

a) Observe que a sequéncia associada aos nimeros pentagonais (p,) = (1,5,12,22,...) €
uma PA de ordem 2. De fato, basta observar que (Apy) = (4,7,10,...) e (A%p,) = (3,3,...).
Portanto, pela proposicao 3.9 temos:

po= ()1 () () = 2 - )

b) A figura 19 mostra a sequéncia dos nidmeros pentagonais e a sequéncia (Sp) tal
que Sp = p1+ ...+ pp, fornece as somas parciais da sequéncia p, dos nimeros penta-
gonais. Assim, (Sp) = (1,6,18,40,75,...), (AS,) = (5,12,22,35,...), (A2S,) = (7,10,13,...)
e (A3S,) = (3,3,3,...). Portanto, pela proposicio 3.10 temos:

Soo= (1) 1+ () 5+ () 7+ (%)-3=420 0

4.6 Numeros Hexagonais

Problema 4.6. Considere a sequéncia dos nimeros Hexagonais mostrada na figura 20.

Figura 20 — Nimeros hexagonais

,_._._._.
!r—'—\ \ ‘\f
& m hev/4 623‘

FONTE: Autor (2017)
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a) Determine a expressio do seu termo geral.

b) Determine a expressio da soma dos n primeiros termos.
Solucao:

a) Os nimeros hexagonais formam a sequéncia (hy,) = (1,6,15,28,...). Consequentemente
teremos (Ahy) = (5,9,13,...) e (A%h,) = (4,4,...). Assim, (hy,) é uma PA de ordem 2. Por-

tanto, pela proposicao 3.9, o termo geral é

By = ("gl>1+ ("Il>5+ (";)4 —n(2n—1).

b) As somas parciais dos primeiros nimeros hexagonais sao dadas pelos termos da sequén-
cia (Sp) = (1, 7, 22, 50, 95, ... ). Pela aplicacao do operador diferenca temos (ASy) =
(6,15,28,45,...), (A2S,) = (9,13,17,...) e (A3S,) = (4,4,...). Assim, (S,) ¢ uma PA de

ordem 3. Portanto, pela proposicao 3.10, temos:

5, — (n—1>1+ (n—1>6+ (n—1>9+ (n—1>4: 4n34+3n? —n _ n(n+1)(4n—1).

0 1 2 3 6 6
U

O proximo problema envolve os nimeros piramidais cuja sequéncia associada é
uma PA de ordem 3.

4.7 Numeros Piramidais

Problema 4.7 (Nimeros Piramidais). Uma indistria de brinquedos trabalha com blocos
logicos de madeira em forma de cubo. Os blocos sao vendidos em caizas com 2500 pegas.
Uma crianca ganhou uma caixa desses blocos e comegcou a construir a sequéncia dos ni-
meros piramidais de base quadrada, como mostra a figura 21. Quantos cubos terd na base

da maior piramide completa que ele poderd construir?

Figura 21 — Sequéncia piramidal de base quadrada

Ty

FONTE: Autor (2017)
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Solugao: A sequéncia numérica relacionada a sequéncia dos Piramidais de base qua-
drada e correspondente ao nimero de quadrados é dada por (P,) = (1,5,14,30,55,91,...)
e a sequéncia que fornece as somas parciais de (P,) é (S,) = (1,6,20,50,105,196,...).
Pelo operador diferenca teremos (AS,,) = (5,14,30,55,91,...), (A%S,) = (9,16,25,36,...),
(A3S,) = (7,9,11,...) e (A%S,) = (2,2,...). Assim, (S,,) é uma PA de ordem 4. Portanto,

pela proposicao 3.11, teremos

S, — <n81>1+ <n11>5+ (n;1>9+ (n;1>7+ (n;1>2: n(n+11);(n+2)'

Para resolver o problema, devemos ter S, < 2500. Deste modo, teremos

n(n+1)%(n+2)
12
assim, n = 12 (por inspecao). Logo, na base da maior pirdmide construida haverd um

<2500 < nt +4n +5n2 4+ 2n < 30000,

quadrado de 12 x 12, que resulta em 144 cubos. [l

O préximo problema nos levara a intuir o termo geral das colunas do tridangulo de
Pascal em funcao da ordem k da PA que a forma. Este resultado sera fundamental na

resolucao de problemas que envolvem o Triangulo de Pascal..

4.8 Termo geral das colunas do Triangulo de Pascal

Problema 4.8. No Triangulo numérico da figura 22, determine o termo geral da sequén-

cia que forma a
a) 1% coluna; b) 2° coluna; ¢) 3* coluna; d) 4 coluna; e) 5% coluna; f) j* coluna.

Figura 22 — Tridngulo de Pascal

1
10 10 5 1
15 20 15 6 1

[ T R R R )
= ! B W N R
o
=

21 35 35 21 7 § 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

FONTE: Autor (2017)
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Solugao:

0] _

a) Na 12 coluna temos uma PA (constante) de ordem 0 e, portanto, a;, = 1; n > 1. Com

. . 0 _
foco em uma generalizacdo, consideramos: ay[l] = (”O 1); n>1.

b) Na 22 coluna temos a sequéncia dos nimeros naturais, cuja razao é constante e, por-

tanto, uma PA de ordem 1. Naturalmente percebemos que ag] =n= (’f), n>1.

c) Na 3? coluna temos a sequéncia dos nimeros triangulares, que como ja foi visto ( segao
3.3.1), é uma PA de 2* ordem e seu termo geral ja foi determinado na proposigao 3.5.
Vamos apenas escrevé-lo no formato de niimero binomial.

n(n-+1
2 _ ):(nH). N> 1.

2 2. )

Assim, a
d) Na 42 coluna ha a sequéncia (ag’]) =(1,4,10,20,35,56,...), que é uma PA de ordem 3

1 2
cujo termo geral ja foi provado no lema 3.1 e é ag] = n(n+ é(n—l— ) = (";2); n>1.

e) Na 5% coluna ha a sequéncia (a[4]) = (1,5,15,35,70,126,...). Pelo operador diferenga
temos (Aal)) = (4,10,20,35,56,...), (A2d)) = (6,10,15,21,...), (A%al)) = (4,5,6,...) e

(A%%]) = (1,1,...), portanto (a%]) ¢ de ordem 4 e, pela proposicao 3.11, seu termo geral

= () (e (1) ()
_ ”(”+1)(n+2)(n+3)_<n+3>

N 24 -\ 4

7

(S

in=1.

f) Observando os resultados obtidos nos itens anteriores podemos intuir que se j é o
nimero de uma coluna do Tridngulo de Pascal, com j € {1,2,3,...} e k a ordem da PA na

coluna j. Temos k= j—1 e o termo geral da PA na coluna j sera
olH ( ' )

Na figura 23 estd explicita a ordem da PA existente na coluna (parte superior) e o

O

termo geral no formato binomial (parte inferior).
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Figura 23 — Triangulo de Pascal
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FONTE: Autor (2017)

4.9 Situacgoes com o Triangulo de Pascal

Problema 4.9. Use o resultado do item f do problema 4.8 e

a) encontre o valor do o 18° termo da quarta coluna do Triangulo de Pascal.

b) indique o valor da soma do quinto termo da sétima coluna com o nono termo da quarta

coluna do Triangulo de Pascal.

c) calcule a soma dos oitenta primeiros nimeros da décima coluna do Tridngulo de Pascal.

Solugao:

a)Para a quarta coluna, temos que a ordem k da PA dessa coluna é k=4 —1 = 3. Logo,

5 (18+3-1\ (20
a[18]=< 5 ):(3):1140.
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b) Para o referido problema temos que a ordem da sétima coluna é k =6 e para a quarta

coluna k = 3. Assim, a soma pedida é:

ol 1 ol <5+2— 1) i <9+2_ 1) _ (160> i (131> =210+ 165 = 375.

c) Podemos nos valer de uma propriedade do Tridngulo de Pascal que diz que a soma
de n termos de uma coluna é igual ao n-ésimo termo da coluna imediatamente a direita
(ver Morgado (2015),p.128). Desse modo, usando o resultado do item f do problema 4.8,

a soma dos oitenta numeros da décima coluna sera:

[9] 80+10—-1 89
= = = 5.085.018.206.136.
agg ( 10 10 5.085.018.206.136

O

Muitos fendmenos fisicos podem ser descritos matematicamente por fungoes poli-
nomiais. Dentre eles, podemos citar o Movimento Retilineo Uniforme, Movimento Retili-
neo Uniformemente Variado e Lancamento Obliquos. Portanto, pela proposicao 3.4, esses

fendmenos podem ser analisados com a teoria das PA’s.

4.10 Queda Livre

Problema 4.10. Um objeto foi solto de uma altura h,em queda livre. A partir do 3°
sequndo de queda um sistema comecou a monitorar as alturas do objeto em relagdo ao

tempo de queda. Uma parte dos dados monitorados estao mostrados na tabela 2.

Tabela 2 — Objeto em queda livre

Queda livre
Tempo (s) Altura (m)

3 955
4 920
5 875
6 820

FONTE: Autor (2017)

a) De que altura o objeto foi solto?
b) Quanto tempo o objeto gastara para chegar ao solo?
Solugao:

Como os tempos fornecidos sdo consecutivos, podemos analisar as respectivas alturas

como termos de uma sequéncia. Assim, (hy) = (...,955,920,875,820,...), 0 que nos fornece
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(Ahyp) = (...,—35,—45,-55,...) e (A%h,) = (..., —10,—10,—10,...). Logo as alturas formam

uma PA de 2% ordem. Entao, pela proposi¢ao 3.9 o termo geral de (hy,) é

-1 -1 —1
hn:<n0 )955+<”1 )(—35)+(”2 )(—10) & hy = —5n% — 20+ 980.

Uma vez encontrado o termo geral da PA, vamos apresentar as respostas solicitadas.

a) Neste caso, estamos procurando h(_q) (isto é possivel pois consideramos o terceiro termo
da sequéncia como o primeiro). Portanto h(_y) = —5.(—2)% —20.(—2) +980 = 1000 m. Ou

seja, o objeto foi solto a uma altura de 1000 metros.

b) Neste caso, resolvemos a equacio —5n? —20n+980 = 0. O que resulta em n = 12,14 s.

Isto é, o objeto levard aproximadamente 12,14 segundos para chegar ao solo.

U

O problema a seguir é também uma aplicacdo da PA de 2% ordem em fisica.

4.11 Lancamento Obliquo

Problema 4.11. Um canhoneiro (operador de canhao) estd fazendo testes para medir a
relacao entre a quantidade de polvora usada na explosdo e a distancia atingida pela bala
quando o canhao esta com inclinagcdo de 45 graus. Ele ja sabe que a cada meio quilo de
pélvora hd wma variagio de 10 m/s na velocidade de lancamento. A figura 24 ilustra o

problema e a tabela 3 mostra algumas relagoes encontradas.

Figura 24 — Lancamento obliquo & 45 graus.

FONTE: Autor (2017) Simulagéo feita no phet.colorado.edu
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Tabela 3 — Dados dos testes de disparo

Pélvora (kg) | Velocidade do disparo (m/s) | Distancia atingida (m)
0,5 10 10,2
1 20 40,81
1,5 30 91,83
2 40 163,26

FONTE: Autor (2017)

Quantos quilogramas de polvora o canhoneiro devera usar para que a bala ultra-

passe 300 metros 7

Solugao: Seja (D,) = (10,2; 40,81; 91,83; 163,26;...) a sequéncia das distancias atingidas
pela bala do canhao. Pelo operador diferenga temos (AD,,) = (30,61; 51,02; 71,43;...) e
(A2D,,) = (20,41; 20,41; ...). Portanto (D,,) é uma PA de 2* ordem e pela proposicio 3.9

tem-se:

-1 -1 -1
Dn:<”0 )10,2+<”1 )30,61+<n2 )20,41 = 10,2051% —0,005n + 10, 2.

Devemos ter 10,205n2 —0,005n + 10,2 > 300. Portanto, n > 5,33. Observe, pela tabela 3,
que v = 10n, temos entao que a velocidade requerida para ultrapassar 300 metros devera
ser maior que 53,3 m/s, o que equivale a dizer que serd necessario mais que 2,665 kg de

polvora. [l

Os problemas que apresentamos nos ajudam a perceber que as PA’s de ordens

superiores sao lteis para resolver uma grande variedade de situagoes.
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5 PROPOSTA DE FORMACAO PARA
PROFESSORES

A regiao do Extremo Norte do Tocantins é formada pelos municipios: Sao Bento do
Tocantins, Araguatins, Augustinépolis, Axix4 do Tocantins, Buriti do Tocantins, Carrasco
Bonito, Esperantina, Praia Norte, Sampaio, Sao Miguel do Tocantins, Sao Sebastiao do

Tocantins, Sao Miguel do Tocantins e Sitio Novo do Tocantins. A figura 25 mostra essa

regiao.
Figura 25 — Extremo norte do Tocantins
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FONTE: Google Maps (2017), acessado em 07/03/2018

Uma realidade existente nesta regiao, de acordo com dados da DRE de Araguatins
em 2017, é que 12% dos professores que atuam na docéncia de matematica possuem suas
formagoes em outras areas. Esse fato reflete diretamente na qualidade do ensino. Por
outro lado, ha os professores que tém formacdo em matematica mas que durante muitos
anos trabalharam nas mesmas turmas e, por isso, seu foco foram os contetidos da referida
turma. Como o contetido de PA’s é tradicionalmente ensinado na segunda série do Ensino
Meédio, é possivel que muitos dos professores que participaram da formagao nunca tenham
ministrado o tema e outros que podem ja ter varios anos que nao o pratica. Essa descricao
da realidade regional do sistema de ensino publico se faz necessaria para que ao ver os

resultados, o leitor possa fazer uma analise baseada também no contexto regional.

Apresentaremos a seguir alguns graficos com dados que nortearam a estruturagao
da formacao. Esses dados foram obtidos através de questionario com questoes objetivas

aplicado a um grupo de 30 professores que atuaram em sala de aula em 2017.
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Figura 26 — Idade dos docentes pesquisados
Sua idade esta entre:
® 20&2%anos
@ 30a39%anos

@ 40 a 49 anos
@ 50 anos ou mais

FONTE: Autor (2017), gerado no Google Drive

Neste grafico percebe-se que 70% dos professores tém menos de 40 anos. Isto indica

que ha grande chance de melhorias no ensino de matematica.

Figura 27 — Formacao dos professores pesquisados

Voce é:

@ Graduado

@ pos - graduado
& Mestre

@ Doutor

FONTE: Autor (2017), gerado no Google Drive

Com os dados desse grafico, percebe-se a necessidade de incentivo para que os
professores continuem suas formagoes para entrarem em contato com novas estratégias e

didaticas.
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Figura 28 — Atuagdo dos professores em 2017

(4) Em 2017 esta trabalhando em turmas de: OBS.: Pode assinalar
mais de uma opc¢ao.

32 série Ensino médio
22 série Ensino Médio
12 série Ensino Médio
92 Ano
82 Ano
7% Ano B5%

6% Ano

Anos iniciais

FONTE: Autor (2017), gerado no Google Drive

A maioria das atuagdes dos professores pesquisados foram em turmas de 7 ano.
Isto justifica o fato de que poucos trabalharam com as PA’s em 2017, visto que este tema

geralmente é estudado na 22 série do ensino médio.

Figura 29 — Tempo de docéncia em Matematica

Ha quanto tempo € professor de Matematica?

@ Menos de 1 ano
@ Entre 1e 2 anos
@& Entre 2 e 3 anos
@ Entre 2 e 4 anos
@ Entre 4 & 5 anos
@ Entre 5 e 10 anos
@ Entre 10 e 15 anos
@ Entre 15 e 20 anos
@ mais de 20 anos

FONTE: Autor (2017), gerado no Google Drive

Estes dados mostram que 60% dos professores pesquisados possuem entre 5 a 15
anos de experiéncia na docéncia em matematica, sugerindo que a maioria possui experi-

éncia em sala de aula.
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Figura 30 — Progressoes Aritméticas e os docentes

Em sua carreira como professor de matematica, ja ministrou aulas
sobre Progressoes Aritméticas?

® Sim
@ Néo

FONTE: Autor (2017), gerado no Google Drive

Esses dados mostram que a maioria dos professores trabalham no ensino funda-

mental e ndo no ensino médio.

Figura 31 — Docéncia de Progressdes Aritméticas eo 2017

Em 2017, ministrou o conteudo de Progressdes Aritméticas em
alguma turma?

@ Sim
@ Nio

FONTE: Autor (2017), gerado no Google Drive

Como a maioria dos professores trabalharam no 7 ano em 2017, isto contribuiu

para que 50% deles nao tenham ministrado PA’s, que é tema do ensino médio.
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Figura 32 — Progressoes Aritméticas e Fungéo afim

Ja ministrou aulas de Progressao Aritmética associada com
funcao afim?

® Sim
@ Nao
@ N&ome lembro

FONTE: Autor (2017), gerado no Google Drive

Esses dados mostram que 15% dos professores ja perceberam a vantagem de tra-

balhar fungées consorciadas com PA’s.

Figura 33 — Progressoes Aritméticas e gréaficos

Ja usou graficos para auxiliar no ensino de Progressoes
Aritmeéticas?

@ Sim
@ MNao

FONTE: Autor (2017), gerado no Google Drive

Aqui percebe-se que ainda falta um grande caminho a ser percorrido no tocante ao

uso de gréaficos para representar representacao de PA’s.
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Figura 34 — Conhecimento de niimeros figurados

A respeito dos "Numeros Figurados', responda:

@ Tenho conhecimento, no entanto,
nunca ministrei aula relacionada ao
tema.

@ Tenho conhecimento & ministrei aula
relacionada ao tema.

@ Né&o tenho conhecimento

FONTE: Autor (2017), gerado no Google Drive

Os numeros figurados sao bastante tuteis e podem auxiliar no entendimento das

sequéncias e 40 % dos professores nao tem conhecimento deles.

Figura 35 — Progressoes Aritméticas e nimeros figurados

Costuma usar sequéncias geometricas (figuras) para auxiliar no
ensino de Progressoes Aritmeéticas?

@ Sim, com muita frequéncia.
@ Sim, com pouca frequéncia.
@ Munca usei.

FONTE: Autor (2017), gerado no Google Drive

A maioria dos nimeros figurados podem formar PA’s de ordem 1, 2 ou 3 e, portanto,
sao muito uteis no ensino destas. Nao usar sequéncias geométricas no ensino de PA’s é

deixar uma excelente ferramenta de lado.
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Figura 36 — Conhecimento de Progressées Aritméticas de ordem superior

A respeito do tema "Progressoes Aritmeéticas de Ordem Superior”,
responda:

@ Tenho conhecimento, no entanto,
nunca ministrei aula relacionada ao
tema;

@ Tenho conhecimento & j& ministrei
aula relacionada ao tema;

@ W&o tenho conhecimento.

FONTE: Autor (2017), gerado no Google Drive

Os dados deste grafico vem comprovar que as PA’s de ordens superiores nao estao

sendo ensinadas nem no Ensino médio nem nas graduacoes e apoiam a necessidade deste
trabalho.

Figura 37 — Aceitacdo da formagéao

Vocé gostaria de participar de uma formagao sobre Progressoes
Aritmeéticas de ordem superior na regional de Araguatins?

@ Sim
@ Nao

FONTE: Autor (2017), gerado no Google Drive

Aqui esté expressa uma grande esperanca para a regiao do extremo norte do tocan-
tins no tocante ao aprendizado das teorias relativas as PA’s de ordens superiores. 100%

dos professores pesquisados apresentaram o desejo de participarem de uma formacao sobre

o tema.

Fazer uma formacao sobre Progressoes Aritméticas de Ordem Superior com os
professores de matemética do extremo norte do Tocantins foi uma realizagdo de muita

importancia para o crescimento profissional dos participantes, visto que 50% dos profes-
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sores que responderam a pesquisa declararam nao ter conhecimento das PA’s de ordem
superior (figura 36). Esse fato nos motivou a preparar a formagao com o objetivo de dar as

primeiras orientacdes sobre o tema e incentivar os professores a continuarem as pesquisas.

Essa formacao foi pensada para um encontro presencial com duracao de 8 horas.
Os professores participaram de uma avaliagdo inicial (ver apéndice A), para verificagdo
de conhecimentos prévios e, apos 4 horas de exposi¢cdo aos novos conhecimentos, foram
avaliados novamente (ver apéndice B), para verificagdo do que foi aprendido. As avaliagoes

serviram para verificar se a metodologia usada foi eficiente.

A tabela 4 mostra o cronograma das atividades realizadas na formacao.

Tabela 4 — Estrutura da formagao de professores

Data: | 21 de Novembro de 2017
Cidade: | Araguatins
Local: | Auditério da Escola Estadual Leonidas Gongalves Duarte
Publico: | 30 Professores de matematica da Rede Estadual de Ensino
Materiais: | Data show, computador, quadro, softwares matematicos
8:00 as 9:30 | Aplicagao da avaliagao de conhecimentos prévios
9:30 as 9:45 | Intervalo para descanso
9:45 as 12:00 | oficina colaborativa sobre Progressoes Aritméticas de ordem superior
14:00 as 16:00 | oficina colaborativa sobre Progressoes Aritméticas de ordem superior
16:00 as 17:30 | aplicacao da avaliagdo de saida
17:30 as 18:00 | Discussoes finais, avaliacao da formacao e encerramento

FONTE: Autor (2017)

Dos trinta professores esperados para a formacao, vinte e oito compareceram. Em
virtude de varios problemas logisticos, tais como horarios dos transportes intermunicipais
da regidao, alguns dos professores nao puderam realizar a avaliagdo de saida e outros
tiveram apenas trinta minutos para fazé-la. Por isso, os dados estatisticos apresentados
nas tabelas 5 e 6 dizem respeito apenas aos professores que puderam participar das duas

avaliacoes e elas informam o percentual de acertos nas duas avaliagoes.

Tabela 5 — Percentual de acerto nas duas avaliagoes da formagao.

Participante 36 18 37 | 32 | 25 3 29 16 10
Avaliacao Inicial | 83 | 16,7 | 83 | 83| 25 0 8,3 | 16,7 | 16,7
Avaliacao Final | 22,2 | 55,6 | 222 | 0 | 22,2 | 33,3 (22,2444 | 0

FONTE: Autor (2017)
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Tabela 6 — Percentual de acerto nas duas avaliagoes da formacao (continuacao)

Participante 19 28 1 26 15 21 33
Avaliagao Inicial | 41,7 | 41,7 | 50 | 16,7 | 16,7 | 33,3 | 75
Avaliacao Final | 100 | 100 | 100 | 55,6 | 88,9 | 66,7 | 66,7

FONTE: Autor (2017)

A tabela 7 resume ainda mais os dados, comparando os acertos da segunda avali-

acao com os acertos da primeira .

Tabela 7 — Estatistica da formacao de professores

‘ Progrediram ‘ 75% ‘
| Regrediram | 25 % |

FONTE: Autor (2017)

Enquanto ocorria a formagao foi possivel perceber que grande parte dos professo-
res se animaram com a possibilidade de novos conhecimentos e procedimentos enquanto
uma minoria se mostrava meio indiferente ao que estava acontecendo, nao dando muita
importancia ao tema. Isto é confirmado pela tabela 7, pois 75% dos participantes tiveram

melhor desempenho na segunda avaliacao.
As avaliagoes foram planejadas da seguinte forma:

1) Questoes de Progressoes Aritméticas de primeira ordem, visando verificar o nivel de

conhecimento do contetido que geralmente é trabalhado na segunda série do Ensino Médio.

2) Questoes de Progressoes Aritméticas de segunda e terceira ordens com o objetivo de
averiguar se ja tinham conhecimento de alguma técnica de resolucao de problemas com o

envolvimento desse tipo de sequéncia.

Os apéndices A e B trazem as avaliagoes inicial e final aplicadas na formagao
com os professores, enquanto que o apéndice C traz as avaliagoes de trés dos professores
participantes. Nessas avaliagoes podem ser vistos os avangos que eles apresentaram apos
os estudos do dia. Nem todos os professores conseguiram um desempenho como os trés
que anexamos e isto nos mostrou que ainda hd um longo caminho a ser percorrido até
que esse tema seja completamente dominado pela maioria dos professores da rede ptblica
de ensino na regiao do Bico do Papagaio (Extremo Norte do Tocantins). Por outro lado,
vendo o 6timo desempenho alcangado por alguns deles, ficou claro que o tema ¢é de facil

entendimento e possivel de ser aprendido e ensinado.

Através de entrevistas com os professores que participaram da formagao, conclui-

mos que foi muito produtivo para todos os envolvidos (inclusive para mim) as horas de
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estudo sobre as PA’s de ordens superiores. A seguir temos a transcricao de alguns comen-

tarios de professores sobre o momento de formacao.

“Que sejam realizadas mais formagoes desta natureza, para aprimorar o conheci-

mento.”
“Foi de muito aproveitamento. Conto com o proximo encontro.”
“Foi interessante. A abordagem é nova mas bem produtiva.”
“Quero estar no préximo encontro.”

A partir dos comentarios desses professores foi possivel constatar que o objetivo
da formagao foi atingido embora tenha ficado evidente que para alguns professores, serao
necessarias mais horas de estudo e treinamento para que dominem a teoria necessaria e

possam assim, ministrar boas aulas desse tema em suas escolas.



98

6 CONCLUSAO

Por muito tempo, em minha mente, havia a certeza de que um problema sobre PA
nao traria muita dificuldade para ser resolvido. Nao tinha ideia de que s6 conhecia uma

parte desse tema.

Neste trabalho procurou-se mostrar a teoria sobre as PA’s que ainda nao foi ex-
plorada nos livros didaticos do ensino médio. Uma enorme quantidade de sequéncias,
denominadas Progressdes Aritméticas de ordem superior ficaram fora do foco das pesqui-

sas e de estudos béasicos nas escolas da rede estadual de ensino.

Acreditamos ter reaberto uma porta que oferece muitas oportunidades para que
outros pesquisadores possam dar continuidade a essa pesquisa. Expusemos uma formula
que se mostra bastante ttil na resolucao de problemas que envolvem as PA’s de ordem
superior assim como uma cole¢ao de aplicagoes que podem servir de subsidio didatico a

outros pesquisadores.

Ao proporcionar uma formagao com professores da regiao delimitada para esse pro-
jeto, comecamos a resolver o problema das PA’s de ordem superior e esperamos que esses
professores se sintam motivados a aprofundarem no assunto e disseminem o conhecimento

que comegaraln a compreender.
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Caro(a) professor(a), esta formacdo traz novos métodos de andlise de Progressdes Aritméticas para
contribuir com a pratica docente em sala de aula, visando o crescimento profissional do professor e o
aprendizado efetivo do aluno. Sua participacdo é fundamental e esperamos que vocé seja um(a)
multiplicador(a) desse conhecimento na sua escola frente aos demais colegas de matematica. Para fins de
analise de resultados, teremos uma atividade de entrada e outra de saida. Pedimos que responda francamente
as questdes propostas nas duas atividades. Vocé ndo serd identificado nominalmente. A Assessoria de
Matematica agradece sua participacao.

IDENTIFICACAO NUMERICA

01) Na sequéncia (a,) = (...,30, 24,18,12,... ), o0 322 termo é 30. Qual é o valor do 12 e do 1002 termo?
02) Quanto vale a soma dos cem primeiros termos da sequéncia do item 01?
03) Represente graficamente a PA que possui primeiro termo igual a 5 e razdo 2.

04) Determine a PA que estd representada no grafico abaixo.

5 ¥
24

b
U
[

05) Encontre a PA cuja soma dos n primeiros termos é dada pelo polinémio p(x) = n? + n.

06) No triangulo numérico abaixo, aparecem vdrias sequéncias.

12 linha 1

22linha 2 3

32 linha 4 5 6

42 linha 7 8 9 10
52 linha 11 12 13 14 15

Usando-o como base, escolha uma sequéncia de uma coluna ou uma diagonal no sentido indicado pelas setas e
responda aos seguintes questionamentos:

a) Encontre o termo geral da sequéncia que vocé escolheu.

b) Encontre o nimero que estard na centésima posi¢cdo da sequéncia que vocé escolheu?

c) Encontre o valor da soma dos cem primeiros termos de sua sequéncia.

07) A sequéncia geométrica a seguir é constituida por figuras formadas por pontos. Baseada nela responda:

Quantos pontos serdao necessarios para construir essa sequéncia com 20 figuras?
08) A seguir esta a sequéncia dos nimeros hexagonais.

a) Quantos pontos serdo necessarios para construir o 152 nimero
@ @ hexagonal?
e, b) Para construir os 10 primeiros nimeros dessa sequéncia serao
te o 2 45 necessarios quantos pontos?

09) A imagem abaixo contém uma sequéncia numérica. Encontre o termo geral dessa sequéncia.

| 1 [ 4 | 10 | 20 [ 35 [ 56| 8 | 120 | ......... | a, |




APENDICE B - AVALIACAO FINAL
APLICADA NA FORMACAO DOS
PROFESSORES
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AVALIACAO DE SAIDA DA FORMAGCAO CONTINUADA SOBRE PROGRESSOES ARITMETICAS
Resolva cada um dos problemas abaixo.

01) A sequéncia (a,) = (...,—13, =7, —1, 5, 11,...) possui 71 termos e o termo central é —1. Responda:
a) Qual ovalor do 12 termo?
b) Qual o valor da soma de seus termos?

02) No triangulo numérico abaixo ha uma sequéncia destacada. Baseado nela, responda:

. \\\
13 15 17 5 19
e N

\__‘ \\
21 23 25 N 27 \\\ 29

310 33 35 37 w3 4
3N\,

a) Qual otermo geral?
b) Qual o quadragésimo nimero dessa sequéncia?
c) Quanto é a soma dos trinta primeiros nimeros?

03) Quantos pontos sdo necessarios para se construir a vigésima figura da sequéncia abaixo?

43 \x._\
-~
/A ,l/ \‘.\
t/’ \\‘\ '.;/://\\ \,-'
AN O N y oA Ty
- .. \ / oy
. Gy C/ Y/
<y '\/\a ¢ $r 4
. . e [ —e .
1 5 12 22 35

04) A sequéncia geométrica a seguir é constituida por figuras formadas por pontos. Baseada nela responda:

e T Ty o s s p o ol r p yp gy

a) Quantos pontos serdo necessarios para construir a 202 figura dessa sequéncia?
b) Quantos pontos serdo necessdrios para construir as 20 primeiras figuras dessa sequéncia?

05) A imagem abaixo contém uma sequéncia numérica. Encontre o termo geral dessa sequéncia.

| 3 | 11 [ 26 | 50 | 8 | 133 |..... | a, |




APENDICE C - AMOSTRA DE
RESPOSTAS DAS AVALIACOES
APLICADAS NA FORMACAO DOS
PROFESSORES

64



| IDENTIFICACAO NUMERICA | & |

FOLHA DE RESPOSTAS: Registre nessa pagina as respostas que vocé encontrou.
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FOLHA DE RESPOSTAS: Registre nessa pagina as respostas que vocé encontrou.
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