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Resumo

Este estudo € voltado a aritmética modular e pretende ser uma contribuicao para o trabalho
de professores da Educacdo Basica. O mesmo tem inicio com uma fundamentagdo tedrica,
servindo de base para as aplicacOes desta drea da matematica. Tais aplicacdes compdem o
capitulo dois, atuando com congruéncia em cédigo de barras, ISBN, cartdes de crédito, CPF,
além de relatar sobre o funcionamento da criptografia e do método RSA. Em sua dltima parte,
o trabalho mostra atividades realizadas em sala de aula. O intuito € de que elas sirvam como
ferramentas a serem usadas e adaptadas por professores, ja que as mesmas quase nao aparecem
em livros didéticos.

Palavras chave: aritmética modular, congruéncia, criptografia.



Abstract

This study is focused on modular arithmetic and aims to be a contribution to the work of teachers
of Elementary Education. The same begins with a theoretical foundation, serving as the basis for
the applications of this area of mathematics. Such applications make up chapter two, working
with congruence in bar code, ISBN, credit cards, CPF, as well as reporting on the operation of
encryption and the RSA method. In his last part, the work shows activities carried out in the
classroom. The intention is that they serve as tools to be used and adapted by teachers, since they

hardly appear in didactics books.

Keywords: modular arithmetic, congruence, cryptography.
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Introducao

A aritmética modular ou aritmética dos restos, desenvolvida por Argand Gauss, é um
grande instrumento no que tange a teoria dos nimeros, envolvendo o conceito de congruéncia
e operador médulo no conjunto dos nimeros inteiros. Com isso, a motivag¢ao para a escolha
do tema deste trabalho foi o interesse em compreender as aplicacdes da aritmética modular na
educacao bésica, além de perceber o quanto € importante sua fun¢do no cotidiano dos nossos
alunos. Isto porque o ensino de alguns topicos da aritmética dos restos € muitas vezes dado
apenas por meio de abordagens introdutdrias, focando geralmente em regras de divisibilidade,

minimo multiplo comum e méximo divisor comum, dentre outros.

Com este estudo esperamos que outros educadores possam compreender que algumas
areas da teoria dos nimeros possibilitam muito a aquisi¢do de novas ferramentas para o en-
tendimento de diferentes problemas. Para mais, trazemos propostas de atividades focadas nos
ensinos fundamental e médio, objetivando tornar os conteidos matemdticos menos abstratos e

mais interessantes aos alunos.

A estrutura de nosso trabalho € composta por trés capitulos. O primeiro deles traz a
fundamentacgao tedrica, servindo de base para o entendimento dos cdlculos e das aplicacdes
mostradas posteriormente. Nele enfatizamos o conceito e a importancia dos nimeros primos,
dissertamos sobre a divisdo nos inteiros, concentramos nos estudos das congruéncias e demons-

tramos alguns teoremas pertinentes ao estudo aqui apresentado.

O capitulo dois esta voltado a algumas aplicacdes da aritmética modular. No mesmo
mostramos o uso de congruéncia em codigo de barras, cadastro de pessoa fisica, cartdes de
crédito, codigos em publicacdes de livros e digitos de verificacdo. Apresentamos também uma
aplicacdo da criptografia de forma clara e bastante acessivel ao entendimento de docentes e

discentes, assim como estampamos a importancia do método RS A no que se refere a seguranga
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de informagdes em redes sociais.

J4 o terceiro capitulo relata sobre as praticas feitas em sala de aula com a utilizacdo de
congruéncia no algoritmo de Zeller em calendarios. Colocamos também atividades envolvendo
codigo de barras e cadastro de pessoa fisica, ambos trazidos pelos alunos. Nesse capitulo ainda
foi feito um estudo teérico envolvendo criptografia, sua importancia e a aplicacdo de cifras para
codificar e decodificar mensagens.

Por fim, chegamos a conclusao com as consideracdes finais e algumas propostas visando
melhorias nas praticas de sala de aula, relativas ao ensino da aritmética dos restos.
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CAPIiTULO

Fundamentos Teoricos

Em nossos estudos sobre a aritmética modular veremos que a mesma € um vasto campo
da matematica que se ocupa da resolu¢do de operagdes envolvendo restos de divisdes entre
nimeros inteiros. Assim, dentro deste campo, iremos desenvolver nocdes elementares sobre
divisibilidade a fim de prestar esclarecimentos para as aplicacdes que iremos expor no préximo
capitulo. Dentre as principais defini¢des e resultados que apresentaremos, destacamos: Maximo
Divisor Comum-MDC, Minimo Miiltiplo Comum-MMC, Fun¢ao ¢(n) de Euler e o Pequeno
Teorema de Fermat-PTF. Outros resultados, bem como as respectivas provas dos teoremas podem
ser vistos e aprofundados em [4, 10, 2, 5].

Ao final estudaremos sobre congruéncias, via definicdo, uma vez que este topico € a

chave para criptografia RS A, mostrada no capitulo dois.

Neste trabalho estamos considerando tanto o conjunto dos nimeros naturais (IN), quanto
dos inteiros (Z), e suas respectivas operac¢des de adicdo (+) e multiplicacdo (-), como ja conheci-

dos.

1.1 Principio da Boa Ordenacao e Principio da Inducgao
Matematica

O grande matemético Giuseppe Peano enunciou no século XX axiomas que descrevem
precisamente o conjunto dos nimeros naturais. O ultimo deles € chamado de Axioma da Inducao.
Este, juntamente com o Principio da Boa Ordenacdo sao bases de demonstragdes que envolvem,

dentre outros campos da aritmética, problemas de divisibilidade.

Esses dois principios s@o equivalentes, ou seja, admitindo-se um deles € possivel provar

o outro. Aqui admitiremos o Principio da Boa Ordenacao e, na sequéncia, demonstraremos o
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Principio da Indu¢do Matematica.

Teorema 1.1 (Principio da Boa Ordenacgdo). Todo subconjunto S C Z ndo vazio e limitado

inferiormente possui menor elemento.

Teorema 1.2 (Principio da Inducao Matemética). Seja X C N com as seguintes hipoteses:

(i) 1 € X;
(ii) Dadon € N, sen € X, entdon+1 € X.
Logo, X = N.
Demonstracdo. O que queremos provar € que sendo X um conjunto pertencente aos naturais e

se 1 é elemento de X, com os sucessores de 1 também em X, entao X = N.

SejaY = N — X e suponhamos que Y # (). Como N é bem ordenado, Y possui um

menor elemento by que € maior do que 1, em virtude da hipdtese (i).

Como by — 1 ¢ Y, entdo by — 1 € X. Mas, pela hipétese (ii), (b — 1)+ 1 =by € X, 0
que é uma contradigdo e, portanto, Y ndo pode ser diferente de vazio e, sendoY = N — X = (),
entdo temos que X = N, como queriamos demonstrar. O]

1.2 Divisibilidade

Segundo relata [S5], como a divisdo de um inteiro por outro nem sempre € possivel,
expressa-se essa possibilidade através da relagc@o de divisibilidade. Quando ndo existir a relacdo
de divisibilidade entre dois inteiros, ainda assim serd possivel efetuar uma divisdo denominada

divisdo euclidiana, que veremos mais adiante.
Definicao 1.1. Dados a,b € Z, dizemos que a divide b se existir k € 7 tal que

b=Fk-a (1.1)
Quando isto ocorre, denotaremos por a | b. Do contrdrio, escreveremos a { b. E comum dizer
que quando a | b o niimero a é divisor de b ou que b é divisivel por a.

. a e .

Chamamos a atengdo que a | b é diferente de a/b ou —. Estas dltimas formas de escrita

sdo usadas para representar fracdes enquanto que a|b representa a defini¢do acima.

Apenas com esta definicdo podemos concluir varias propriedades, as quais sintetizamos

na proposi¢ao a seguir, cuja prova pode ser visualizada em [4]:

Proposicao 1.1. Sejam a, b, c, d, m e n niimeros inteiros.
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1. Sea|beb|centioa | c. 6. 1|n, Vn.
2. 8 b enta bn).

eclaec|bentdoc| (am+bn) 7. nl0, Vn.
3. n|n ¥n#0.

8. Sed 0 entd > d
4. Se d | n entdo (ad) | (an). edlnen # 0 entdo |n| >

5. Se (ad) | (an) e a # 0 entdod | n 9. Se d|n e n|d entdo |n| = |d|.

A fim de ilustrar a ideia de divisibilidade, vejamos o exemplo a seguir.
Exemplo 1.1. Encontre todos os n inteiros positivos, tais que
(n+1) | (n*+1).
Primeiro, note que n* +1 = (n* —1) +2 = (n+1)(n — 1) + 2. Agora, vamos mostrar a seguinte
afirmacao:

Seal|(b+c)ea|bentioa | c.

De fato, se a | (b+ ¢) e a | b entdo existem inteiros k; e ko tais que

b+c = kla
b = k’ga

Dai, ¢ = (k1 — k2)a e portanto a | c.

Voltando ao exemplo, se n é tal que (n + 1) | (n® + 1) entdo (n + 1) | 2. Segue que
n+1=1oun+ 1 = 2. No primeiro caso, temos que n = ( ndo pertence aos naturais. Por

outro lado, se n + 1 = 2 entdo n = 1, dnico valor que satisfaz o pedido.

Agora, pensando na defini¢do a | b, seria interessante supor a situagdo em que b ndo é
multiplo de a. Com isto em mente, existe um resultado deveras importante de teoria dos nimeros,
a saber, o Algoritmo da Divisao de Euclides, que enunciaremos a seguir com a sua respectiva
prova. Como tal teorema fornece uma rotina para executar a divisao de a por b, ele é geralmente

chamado de Algoritmo da Divisdo. A prova que segue ¢ a mesma feita em [10].

Teorema 1.3 (Algoritmo da Divisdo de Euclides). Sejam a,b € N, com b < a. Entdo existem

tinicos q,r € Z, chamados respectivamente de quociente e resto, tal que
a=>bqg+r (1.2)

com(0 <r<hb.
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Demonstragcdo. Primeiramente devemos provar a existéncia e, apos, a unicidade de tais g e 7.

Para provar a existéncia, considere o conjunto X abaixo definido
X={a—-bxreNU{0}/xeZ}

Evidentemente X # (), pois z = 1 e a — b € X. Assim, existe um menor elemento que
denotaremos aqui por r = a — bq € X, para algum ¢ € Z. Se r = 0 entdo b | a e ndo temos mais
nada a fazer. Suponha que 0 < r. Temos que provar que r < b. Suponha que nio, ou seja, > b.

Isto nos permite observar que
a—0bg+1) = a—bg—>

r—>b
0

v

v

e portanto a — b(q + 1) € X. Além disso, como —(q¢ + 1) < —g, temos que

a—blg+1)<a—bg

<r

Mas isso ndo pode ocorrer, pois r € o menor elemento de X e portanto r < b.

Por fim, nos resta provar a unicidade de tais elementos. Vamos supor que existam dois
pares ¢, q; e r, 1, que atendam as condi¢cdes dadas por (1.2) e no final concluiremos que sao os

mesmos. De fato, tomando os inteiros g; € 7; que atendem (1.2), entdo temos que:

bg+r = bg+nr
blg—q) = r—r
Podemos dizer que b | (r; — r). Como r < be r; < b, temos da equacdo dada acima que
0<ri—r=>b(qg—q) <b,oqueéum absurdo.

]

Este teorema nos d4 a possibilidade de particionar o conjunto Z em uma unido finita de
conjuntos infinitos de acordo com o resto da divisdo por um certo n € N. Por exemplo, se n = 2
os restos possiveis sao 0 ou 1 e podemos tomar dois conjuntos P e I com Z = P U [ da seguinte
forma:

P = {2k | k € Z} = {Conjunto dos nimeros pares }

I ={2k+ 1|k € Z} = {Conjunto dos nimeros fmpares }
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Esta serd a ideia basica que iremos abordar na secao 1.4.

Assumindo que seja do conhecimento do leitor os conceitos de multiplos comuns e
divisores, ao tomarmos dois inteiros a e b, queremos saber sobre seus divisores e multiplos
comuns. Ou seja, quem sdo os divisores simultaneos ou multiplos simultdneos de a e b. De
antemao € sabido que 1 € um divisor comum de a e b e também que ab € um multiplo comum de

a edeb.

Definicao 1.2 (Méaximo Divisor Comum - MDC). Dados dois niimeros inteiros a e b, ndo

simultaneamente nulos, dizemos que um inteiro d é o mdximo divisor comum de a e b se:

(i) d|aed]|b.

(ii) Se existe um inteiro c tal que ¢ | a e ¢ | b entdo ¢ < d.

Se d é o MDC de a e de b, o denotaremos por d = (a, b). Uma consequéncia imediata

da defini¢ao acima é que d = (a, b) > 0, além disso, temos que (a, b) = (b, a).

Proposicao 1.2. Sejam a e b dois inteiros. Entdo valem as seguintes afirmacoes:

(i) Se a é miiltiplo de b, entdo (a,b) = b.

(ii) Se a = bq + ¢, ¢ # 0, entdo o conjunto dos divisores comuns dos niimeros a e b coincide

com o conjunto dos divisores comuns dos niimeros b e c.

Demonstracdo. Comegaremos provando (i). Com efeito temos que todo divisor comum dos
numeros a e b € divisor de b. Reciprocamente, usando que a € multiplo de b, todo divisor de b
também € um divisor de a, ou seja, um divisor comum dos niimeros a e b. Portanto, o conjunto
dos divisores comuns dos nimeros a € b € o mesmo conjunto dos divisores de b. Mas, como o

maior divisor de b é ele mesmo, entdo (a,b) = b.

Para a prova de (ii), usando o item (2) da Proposicao (1.1), temos que todo divisor
comum de a e b também divide c e, consequentemente, € divisor de b e c. Pela mesma razao todo
divisor comum de b e ¢ também divide a e, consequentemente, € divisor de a e b. Portanto, os
divisores comuns de a e b sdo os mesmos que os divisores comuns de b e c. Particularmente,

também coincidem os maiores divisores comuns, ou seja, (a,b) = (b, ¢). N

Definicao 1.3. Quando a e b sdo inteiros tais que (a,b) = 1, entdo dizemos que a e b sdo

CO-primos.
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Apesar de conhecermos algumas propriedades tedricas basicas para calcular o mdc, o
algoritmo abaixo € uma importante ferramenta para encontrar o mdc de forma bastante simples

e prética. A prova foi retirada de [5].

Teorema 1.4 (Algoritmo de Euclides). Dados dois inteiros positivos, a e b, aplicamos sucessiva-

mente a divisdo euclidiana para obter a seguinte sequéncia de igualdades:

4
b=aq +ry, 0<m<a,
a = 11qs + 79, 0<ry <y,
Ty = Tra2q3 + T3, 0<rg<ry,

(1.3)

Tn—2 = Tn_1qn + Tn, 0 <r,< Tn—1,

[ "n—1 = Tnln+1,

até algum r,, dividir r,,_. Assim, (a,b) = r,, ou seja, é o iiltimo resto ndo nulo do processo de

divisdo anterior.

Demonstragdo. Se tomarmos a primeira equagdo contida em (1.3), temos duas possibilidades:
a) 1 | a. Neste caso, r = (a,71) = (a,b — aq;) = (a, b) e o algoritmo termina.

b) r1 t a. Neste caso, efetuando a divisdo de a por 1, obtemos a = 11g2 + 2, com 0 <

ry < 11, conforme mostra a segunda equacao de (1.3). Dai, temos também duas possibilidades:

CL1) ) ’ r1. Neste caso, ry = (7"1,7"2) = (7”1,(1 - 7”1612) = (7"17@) = (b - qla,a) = (a,b)

e paramos, pois o algoritmo termina.

bi1) ro 1 r1. Neste caso, podemos dividir r; por ry, obtendo r; = raqs + 73, com
0<ry <rs.

O procedimento continua até que pare. Isso ocorre, pois, caso contrario, teremos uma
sequéncia de nimeros @ > r; > 73 > - - - que nao possui menor elemento, o que ndo € possivel
pelo Principio da Boa Ordenag@o. Assim, para algum n, temos que 7, | r,—1, 0 que implica que
(a,b) = r,. Logo, examinando as igualdades em (1.3) de cima para baixo e usando a proposi¢ao
(1.2), temos que:

(a,b) = (a,r1) = (r1,r2) = -+ = (Th1,70) =Tn

]

Agora iremos para mais um conceito importante desta se¢do. Ele esta relacionado com

os multiplos simultaneos de dois inteiros fixos, denominado por minimo multiplo comum.
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Definicao 1.4 (Minimo Multiplo Comum - MMC). Sejam a e b inteiros diferentes de zero. O

minimo miiltiplo comum entre a e b € o inteiro positivo m que satisfaz as seguintes condigoes:

(i) m é um miiltiplo comum de a e de b, isto é, a | m e b | m;

(ii) m é o menor inteiro positivo com a propriedade (i).

O minimo multiplo comum de a e b serd denotado por mmc(a, b). De forma andloga ao

mdc quanto a ordem dos nimeros a e b, temos que mmc(a, b) = mme(b, a).

1.3 NUmeros Primos

Um conceito de suma importancia em teoria dos nimeros, € portanto neste trabalho,
€ o de nimero primo. Os nimeros primos nos servirdo de pano de fundo no estudo do método
RSA, que veremos mais adiante. Notaremos, no decorrer do trabalho, que esses niimeros sao

relevantes nao apenas na aritmética modular, mas em varios ramos da matematica.

Definicao 1.5. Um niimero p € N, p > 1, é dito primo se seus tinicos divisores forem 1 e o

proprio p. Um niimero que ndo é primo é dito composto.

Nesta secao trabalharemos com alguns teoremas voltados ao estudo dos nimeros primos.
No final do préximo capitulo necessitaremos dos mesmos para demonstrar o funcionamento da
criptografia assimétrica e de seus algoritmos por meio de chaves para codificar e decodificar men-
sagens. Assim, para melhor entendimento de suas propriedades, enunciaremos e demonstraremos

os seguintes resultados:

Teorema 1.5. Seja n € N. Entdo o menor divisor p > 1 de n é primo.

Demonstragdo. Denotando p como sendo o menor divisor de n e sendo p > 1, vamos supor que

p seja composto. Dai, p =k -m,com 1 < k,m < p.

Mas, se dissermos que n = ¢ - p, entdo temos também que n = ¢ - k- m. Logo, k | pe

como p | n, entdo k | n e isso contradiz a hipétese de que p é o menor divisor de n.

]

Como podemos ver no teorema a seguir, os nimeros primos sao a base para a formagao

dos nimeros naturais, uma vez que os naturais sao formados pelo produto dos mesmos.

Teorema 1.6 (Teorema Fundamental da Aritmética - TFA). Todo niimero natural maior que 1

ou é primo ou pode ser escrito como produto de niimeros primos.
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Demonstragdo. Tomemos n € N. Se n for primo, nao ha nada a fazer. Agora, vamos assumir
que n € composto e seja q; seu menor divisor. Pelo teorema 1.5, sabemos que ¢; € nimero primo.

Segue que podemos escrever, para algum n; € Ncom 1 < n; < n,
n=gq -ni.

Novamente, se n; for primo entdo terminamos a prova. Do contrdrio, seja g2 0 menor primo que

divide n,. Dai, temos que, para algum ny € Ncom 1 < ny < ny.
n=4q:-q2-n2.
Continuando o argumento, teremos ao final de n etapas uma cadeian > n; >ng > --- > le:
n=qi- Gz s (1.4)
Assim, podemos rearrumar esses primos que obtemos e escrever n da seguinte maneira:
=g, (1.5)

coma; >0,Vi=1,2---7,ep; <ps <---pj. =

Pelos teoremas dados a seguir, vejamos a importancia de se estudar a existéncia dos

nimeros primos.

Teorema 1.7. Existem infinitos niimeros primos.
Demonstragdo. Vamos supor que existe apenas um nimero finito de nimeros primos,

P1,P2, s Diy 3 Pn-

Agora consideremos o nimero natural b de forma que:

b=(p1-p2--pi---pn) +1 (1.6)

Dai, pelo TFA, o niimero b possui um fator primo p que, portanto, deve ser um dos p;, com
1 <i < n e, consequentemente, divide o produto p; - ps - - - p,. Mas temos que se p | (a +b) e

p | a, entdo p | b. Logo, observando a equacdo dada em (1.6), entdo p | 1, o que é absurdo. [
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1.3.1 Crivo de Eratéstenes

Apesar da infinidade dos nimeros primos, apresentada no teorema anterior, e da alta
capacidade computacional, nos livros didéticos presentes na Educacido Bésica ndo hd um método
que mostre como produzir nimeros primos. Todavia, ao longo dos tempos, alguns algoritmos
uteis foram desenvolvidos para descobrirmos quais nimeros primos existem dentro de uma

quantidade pré-estabelecida.

O primeiro matematico, que se tem conhecimento, a construir um algoritmo que per-
mite encontrar todos os nimeros primos menores que um nimero natural dado n, foi o grego

Eratéstenes de Cirene. Tal algoritmo ficou conhecido como Crivo de Eratdstenes.

O crivo funciona com um algoritmo simples, feito manualmente, sendo baseado no

lema a seguir:

Lema 1.1. Todo niimero composto a > 1 admite um divisor primo p tal que p* < a.

Demonstracdo. Usando a hipétese de que p | a, sendo a composto, entdo existe um nimero b tal

que a = b- p. Assim, temos que p < b. Daf, segue que a = b-p > p-p = p*. Logo, p* < a. [

1.4 Congruéncia

Na sec¢do (1.2) vimos o importante teorema da divis@o euclidiana. Com ele verificamos
que na divisdo de dois inteiros, se um nao € multiplo do outro, ocorre a existéncia de restos
ndo nulos. Muitos matematicos se ocuparam em estudar a aritmética dos restos na divisdao por
um ndmero fixo. Isso deu inicio a um consideravel campo da teoria dos numeros chamado de

congruéncia modular, a qual enunciaremos da seguinte forma:

Definicao 1.6. Seja m um niimero natural. Diremos que dois niimeros inteiros a e b sdo congru-
entes modulo m se os restos de sua divisdo euclidiana por m sdo iguais. Quando os inteiros a e

b sd@o congruentes médulo m, escreve-se
a=0b (modm) (1.7)

Quando a relagdo a = b (mod m) for falsa, diremos que a e b sdo incongruentes, médulo m.

Escrevemos, neste caso, a b (mod m).

Aqui tomaremos sempre m > 1, pois o resto da divisao de qualquer inteiro por 1 € nulo
e isso nao nos € interessante. Da defini¢do, temos que a congruéncia médulo m é uma relacao

de equivaléncia e isso pode ser explicitado abaixo, conforme os enunciados das propriedades
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que seguem. Apesar da congruéncia possuir varias propriedades, estamos demonstrando as mais
usadas na Educagdo Bésica. Daremos destaque as seguintes, tendo em vista que as aplicaremos
nas resolucdes de alguns exemplos voltados a codificagdes e decodificagdes de mensagens,

presentes no capitulo dois.

Dados os nimeros inteiros a, b, ¢, k, ¢ € m um inteiro maior que 1, seguem as seguintes

propriedades:
Propriedade Reflexiva: « = a (mod m);
Propriedade Simétrica: se « = b (mod m), entdo b = a (mod m);

Propriedade Transitiva: sea = b (mod m)eb = ¢ (mod m),entdoa = ¢ (mod m).

Demonstragdo. Propriedade Reflexiva: Como m divide 0, entdo m divide (e —a), ou seja, a = a
(mod m). O

Demonstragcdo. Propriedade de Simetria: Se a = b (mod m), entdo a — b = km, com k € Z.
Portanto, b —a = —(k)m = b = a (mod m). O

Demonstracdo. Propriedade Transitiva: Se a = b (mod m) e b = ¢ (mod m), entdo existem k
e q, tais que:

a—b=km e b—c=qgm (1.8)
Somando membro a membro dessas equacdes em (1.8), temos que:
a—b+b—c=km+qgm=a—c=m(k+q),
ou seja, a = ¢ (mod m)

]

Quando desejarmos saber se dois ndmeros a,b € Z sdo congruentes médulo m, ndo
se faz necessaria aplicar a divisao euclidiana de a e b por m para comparar seus restos a seguir.

Para isso, € suficiente utilizarmos o resultado dado por:

Proposicao 1.3. Dados a,b,m € Z, com m > 1, tem-se que a = b (mod m) se, e somente se,
m | (b—a).

Demonstra¢do. Vamos supor que a = b (mod m). Pela defini¢do sabemos que a e b tém o

mesmo resto quando estes sao divididos por m. Com isso, existem o0s inteiros q; € go, tais que:

a=¢q -m+r
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b:qg-m—i—r
com 0 < r <m — 1. Dai temos:
b—a=qg -m+r—(q-m+r)=q¢-m+r—qg -m—-—-r=(@p—qg)m=>m|(b-—a)

Agora estamos dizendo que m | (b — a). Se considerarmos a divisdo euclidiana, temos que
a=qr-m+rieb=qy-m-+ry,com0 < ry,ro <m — 1. Supondo r; e ry distintos e tendo

q1,q2,71,72 € Z, entao:
b—a:Qz-m+T2—(q1-m+r1):q2.m+7~2_ql.m—r1:(qz—CI1)m+(7"2—7“1).

Mas como m | (b —a) e m | (g2 — q1)m, entdo temos que m | (ro — ). Sem perda de
generalidade, se tomarmos 71 < ro,como 0 <7y <m—-1e0<rp, <m-1,r —r, <m—1,

o que é um absurdo pelo fato de que m | (ro — r1). Portanto y = ry e a = b (mod m).

]

A congruéncia € uma importante relacao de equivaléncia na adicao e multiplicagdo dos

inteiros. Essas operacdes podem ser vistas nas proposi¢des que seguem.

Proposicao 1.4. Sejam a,b,c,d, m € Z, comm > 1.

i) Sea=>b (mod m)ec=d (mod m), entdoa+ c=0b+d (mod m).

ii) sea=>b (mod m), e c =d (mod m), entdo ac = bd (mod m).

Demonstragdo. Suponhamos que a = b (mod m)ec = d (mod m).Logo, temos que m | b—a

em|d—c.
(i) Basta observar que m | (b —a) + (d — ¢) e, portanto m | (b + d) — (a + ¢), 0 que prova
esta parte do resultado.

(ii) Basta notar que bd — ac = d(b — a) + a(d — ¢) e conluir que m | bd — ac.
]

Pela proposi¢ao abaixo, podemos notar que em se tratando de congruéncia modular o

cancelamento sempre € valido com relagdo a adigdo.
Proposicao 1.5. Sejam a,b,c,m € Z, com m > 1. Tem-se que

a+c=b+c (modm)<=a=b (modm)
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Demonstracdo. Se a = b (mod m), segue-se imediatamente da Proposi¢do (1.4)(i) que a+c¢ =
b+ ¢ (mod m), pois ¢ = ¢ (mod m). Reciprocamente, se a + ¢ = b + ¢ (mod m), entdo
m | b+ ¢ — (a+ c), oque implica que m | b — a e, consequentemente, ¢ = b (mod m). [

Em aritmética modular ndo temos uma operagdo de divisdo. No entanto, temos 0s
inversos multiplicativos ou inversos modulares. Os mesmos sdo de grande utilidade para encontrar
chaves de decodificagdo na criptografia. E isso podera ser visto nas demonstragdes e nos exemplos
do préximo capitulo.

Definicao 1.7. Dados dois niimeros inteiros a e m com (a,m) = 1, chama- se inverso de a

modulo m a qualquer um dos inteiros x tais que
a-r=1 (modm) (1.9)

Observagdo: Se (a,m) = 1, entdo existem os niimeros x e y tais que a - x +m -y = 1, dai

resultando na equagdo (1.9).

Outra forma de escrevermos a - z = 1 (mod m) é colocando @ - ™! = 1 (mod m).
Vale ressaltar que apenas os nimeros primos de m, ou seja, nimeros que ndo possuem fatores
primos com m t€m inverso multiplicativo médulo m.

Pela divisdo euclidiana, podemos ver que todo inteiro é congruente médulo m ao seu
resto. Dai, é congruente a um dos nimeros 0, 1,2, --- ,m — 1 e dois desses nimeros diferentes
ndo serdo congruentes modulo m. Logo, para encontrar o resto da divisdo de um inteiro a por m
s € preciso achar um natural r dentre os ntimeros de 0 a m — 1 que seja congruente a ¢ modulo
m.

Definicao 1.8. Um sistema completo de residuos modulo m é todo conjunto de niimeros inteiros
cujos restos pela divisdo por m sdo os nimeros 0,1, --- . m — 1, sem repeticoes e numa ordem

qualquer. Simbolicamente, podemos representar este sistema por:
Zm =140,1,2,--- m—1}
Conforme a defini¢do acima, vemos que o sistema completo de residuos médulo m tem
m elementos. Com isso, se ay, as, - - - , a,, S40 m ndmeros inteiros, ndo congruentes moédulo m

dois a dois, formando um sistema completo de residuos. A seguir temos proposicdes mostrando
aplicagdes voltadas ao sistema completo de residuos.

Corolario 1.1. Sejam a,b,c,m € Z, comm > 1 e (c,m) = 1. Temos que:

ac=bc (mod m)<=a=b (modm).
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Proposicao 1.6. Sejam a,k,m € Z, comm > 1 e (k,m) = 1. Se {ay1, -+ ,an} é um sistema

completo de residuos modulo m, entdo,
{a + kay,--- ,a+ ka,}
também é um sistema completo de residuos médulo m.
Demonstragdo. Do corolario acima, para¢,j = 0,--- ,m — 1, temos:
a+ka; =a+ka; (modm)<= ka; =ka; (mod m)

< a; =a; (modm)<=i=yj.

Isso mostra que a + kaq, - - - , a + ka,, sdo, dois a dois, ndo congruentes médulo m e, portanto,
formam um sistema completo de residuos médulo m. [
Proposicao 1.7. Se {ay,as, - - ,a,,} é um sistema completo de residuos médulo m, onde a; = 0

(mod m), entdo as -az---a, =1-2-3---(m—1) (mod m).

Demonstragcdo. Temos que para cada i, com 2 < ¢ < m existe um dnico b; com 1 < b; < m —1,
tal que a; = b; (mod m). Mas como {az, as, - -- , a,,} tem m — 1 elementos ndo congruentes
dois a dois e {by, b, - - - , b, } também possui m — 1 elementos, temos que {by, b3, -+ , b, } =
{1,2,---,m — 1}. Assim,

A+ a3+ Ay =by b3 by =1-2---(m—1) (mod m)

Proposicao 1.8. Seja p um niimero primo e a um inteiro tal que p 1 a. Entdo
a-(2a)-3a)---(p—1)a=1-2-3---(p—1) (mod p)

Demonstragdo. Como p { a temos que (p, a) = 1. Considerando o sistema completo de residuos

modulo p, {0,1,2,--- ,p — 1} e usando a primeira dessas trés proposi¢des, temos que:
a-1-(2a)-(3a)---(p—1)a=1-2-3-(p—1) (mod p)

]

As trés proposicoes acima servirdo para auxiliar na demonstra¢ido do proximo teorema,

o Pequeno Teorema de Fermat, que atua nas congruéncias usando divisao por nimero primo.
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Teorema 1.8 (Pequeno Teorema de Fermat - PTF). Dado um niimero primo p e a um natural

ndo divisivel por p, tem-se que p divide o niimero a?~! — 1.

Demonstragcdo. Considerando os p — 1 mdltiplos de a, temos: a, 2a, 3a, - - - , (p — 1)a. Sabemos
que nenhum desses nimeros é congruente médulo p com outros deles e nem € congruente a zero

modulo p.

Se tomarmos ra = sa (mod p),com 1 <r < s < (p—1),comopf{a,temosr = s
(mod p), o que é uma contradi¢do. Dessa maneira, tais nimeros formam um sistema completo

de residuos. Logo, eles sdo congruentes a 1,2,3,--- , (p — 1) em alguma ordem. Assim,
a-1-(2a)-(3a)---(p—1)a=1-2-3---(p—1) (mod p)

onde,
a”1(1-2-3---(p—1))=1-2-3-(p—1) (mod p)

Agora, observando que mdc(p,1-2---(p— 1)) = 1, segue que e * = 1 (mod p). O

Defini¢ao 1.9. Um sistema reduzido de residuos médulo m é um conjunto de inteiros (11,719,713, - -

tais que:

(i) (ri,m) =1, paratodoi=1,2,3,--- s,
(ii) r; #Zr; (mod m), sei # j;

(iii) Para cadan € Z tal que (n,m) = 1, existe i tal que n = r; (mod m).

Podemos formar um sistema reduzido de residuos {71, 79,73, -+ ,rs} médulo m a partir
de um sistema completo de residuos {ay, as, as, - - , a,, } médulo m eliminando os elementos a;

que nao sao primos com M.

Definicao 1.10. Designamos por ¢(m) o niimero de elementos presentes em um sistema reduzido
de residuos médulo m > 1. Isto corresponde a quantidade de niimeros naturais entre 0 e m — 1
primos com m, como jd informado. Se colocarmos p(1) = 1 isso definird uma importante fungdo
dada por:

¢ : N —= N (denominada fun¢do fi de Euler).

Pela definicdo dada por [5], temos que
e(m) <m—1, paratodo m > 2

Para mais, se m > 2, entdo @(m) = m — 1 se, e somente se, m é primo. De fato, m é primo
se, e somente se, 1,2,--- ,m — 1 formam um sistema reduzido de residuos modulo m, o que

equivale dizer que o(m) = m — 1.
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Para calcular ¢(m), vejamos a proposi¢ao a seguir:

Proposicao 1.9. Sejam a,b € N, tais que (a,b) = 1. Entdo p(ab) = ¢(a) - ©(b).

Demonstragdo. Se a =1 ou b = 1 o resultado € trivial. Entdo vamos supor que a > 1le b > 1.

Conforme mostra [5], consideremos a tabela formada pelos naturais de 1 a (a - b):

1 2 k b
b+ 1 b+ 2 b+ k | 2b
(a—1b+1|(a—1)b+2 |- | (a=Db+k |- [a-b

Como temos que (t,a-b) = 1 se, e somente se, (t,a) = (t,b) = 1, para calcular ¢(a - b)

devemos determinar os inteiros da tabela acima que s@o simultaneamente primos com a € b.

Se o primeiro elemento de uma coluna nao for primo com b, entao todos os elementos
desta coluna também nao serdo. Portanto, os elementos primos com b estdo necessariamente nas

colunas restantes que sdo em nimero ¢(b).

Pensemos em quais elementos sdo primos com a em cada coluna. Como (a,b) = 1,
a sequéncia k,b + k,--- ,(a — 1)b + k forma um sistema completo de residuos médulo a e,
portanto, p(a) desses elementos sdo primos com a. Dai, o nimero de elementos simultaneamente
primos com a e b é dado por ¢(a) - ¢(b).

]

O Pequeno Teorema de Fermat que vimos € um caso particular do teorema a seguir,
pois enquanto o teorema de Fermat trabalha com congruéncias envolvendo médulo primo, o

préximo lida com mdédulos em nimeros compostos.

Teorema 1.9 (Teorema de Euler). Se m é um niimero inteiro positivo e a um inteiro tal que

mdc(a,m) = 1, entdo, a?™ =1 (mod m).

Demonstragdo. A prova deste teorema pode ser vista em [8]. Temos que se {71, 72, -, Tp(m) } €
um sistema reduzido de residuos mddulo m e tendo @ um nimero natural tal que mdc(a, m) = 1,
entdo {ary, ary, - -, arym) } também serd um sistema reduzido de residuos médulo m. De fato,
temos que mdc(ar;, m) = 1 para todo i, jd que ar; = ar; (mod m), entdo r; = r; (mod m)
pois a € invertivel modulo m, logo r; = ;. Dai, © = j5. Com isso, cada ar; serd congruente com

algum r; e, portanto,
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H (ar;) = H r;  (mod m)

1<i<ep(m) 1<i<p(m)

— q*™ . H ri = H r;  (mod m)

1<i<ep(m) 1<i<ep(m)

Porém, como cada r; € invertivel médulo m, simplificando o fator H r;, obtemos o resultado

1<i<p(m)
desejado.
O
Teorema 1.10 (Teorema de Wilson - TW). Sendo p um niimero primo, entdo (p — 1)! = —1
(mod p).

Demonstragcdo. Se tomarmos p = 2 ou p = 3 o teorema € valido e nada ha para se fazer, pois:
(2-1)!=-1 (mod 2)

I'=—-1 (mod 2)

B3—1)!=-1 (mod 3)
2l=—-1 (mod 3)
2=-1 (mod 3)

Agora vamos supor p > 5, com p primo. Entdo fatorando (p — 1)! teremos:

(p—'=1-2-3-4---(p—2)-(p—1)

Paratodoi € {1,2,---,p— 1} existe um tnico j € {1,2,--- ,p—1}talquei-j =1 (mod p).
Por outro lado, se i € {1,2,--- ,p—1}étalque i* = 1 (mod p),entdop | (i +1)oup| (i —1)
e isso sO pode ocorrer se 7 = 1 ouse ¢ = p — 1. Dai,

2:3:4---(p—2)=1 (modp)<=2-3-4---(p—2)(p—1)=1(p—1) (mod p)

Logo,
(p—D'=(p-1) (modp);
(p—1!=-1 (mod p).

Umavezquep —1 = —1 (mod p).
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CAPIiTULO

Algumas Aplicacoes da Aritmeética
Modular

Neste capitulo serdo abordados temas relativos a aritmética modular com foco em
aplicacdes presentes no cotidiano dos alunos da educacdo bdsica, porém muitas vezes ignoradas

por ndo saberem sua origem e/ou seu funcionamento.

As bases que serviram de referéncia para os estudos aqui feitos foram [1, 11, 6, 13, 3].

2.1 Cddigo de Barras

Registros historicos relatam que a primeira patente dos codigos de barras foi atribuida
aos engenheiros Norman Joseph Woodland e Bernard Silver, em 1952, nos Estados Unidos da
América. Tais c6digos sdo definidos como sendo uma representacao grafica de uma sequéncia
numérica, servindo para identificar, dentre outras coisas, unidades logisticas, produtos, docu-
mentos, cargas e contéineres. A criagao dos codigos se deu no intuito de ajudar o comércio a
aumentar a velocidade para verificar a saida de produtos, visando melhorias quanto ao controle
de inventarios. Com o passar do tempo constatou-se que esses codigos eram eficientes para serem
usados em todo varejo. Mesmo sendo de grande valia, € importante citar que a utilidade dos
codigos s6 foi reconhecida algumas décadas ap6s sua invengdo. Isso se deu gracas ao aumento

de componentes eletronicos na fabricacio de leitores de cddigos de barras com pregos baixos.

Os cddigos de barras adotados nos Estados Unidos e no Canada sao os denominados
Universal Product Code (UPC), possuindo 12 digitos. Devido a tamanha repercussdo do sistema
UPC, alguns fabricantes de paises europeus criaram uma associagdo e se aprofundaram em

novos estudos nessa area da tecnologia, inventando um sistema de c6digos chamado European
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Article Numbering Association (EAN) no ano de 1987. Como existiam muitos paises ligados
a importagdo e exportacao de produtos comerciais, era preciso inserir na estrutura dos c6digos
o pais de fabricacdo de cada produto. Dessa forma, ocorreu a criagdo de mais um digito nos
codigos e as leitoras necessitavam ler tanto cédigos UPC quanto EAN. Com isso, nos locais onde
se usava UPC foi inserido o zero antes dos outros digitos e o sistema passou a se chamar UPC-A,
ja no EAN os primeiros trés digitos, da esquerda para a direita, serviam e ainda servem para
identificar o pais de onde foi feito o cadastro do produto, os proximos quatro mostram qual a
empresa proprietdria do prefixo, o outro conjunto de cinco digitos traz a identificacdo do produto
e o ultimo digito € chamado verificador. Mais adiante falaremos de maneira detalhada sobre o
mesmo. No caso do Brasil, este utiliza o c6digo EAN e seus produtos sdo cadastrados sendo
iniciados pela sequéncia 789. Existem outros c6digos como os usados em caixas de papelao que
tém quatorze digitos, informando até a quantidade de produtos dentro das caixas e existem ainda

codigos de oito digitos, usados em embalagens muito pequenas.

Para que a leitura dos cédigos seja feita, existe o leitor de cédigo de barras. Este € um
aparelho que faz a decodificacdo dos dados a partir da emissao de um raio na cor vermelha,
atingindo todas as barras. Dai, por intermédio da reflexdo da luz pelos moédulos contidos no
espacgo ou pela auséncia desses mddulos o leitor ou scanner vai interpretando os codigos. Essa
interpretacdo acontece com o uso de um conversor digital ou analégico produzido pela luz
enviada por um sensor fotoelétrico. No caso da auséncia de luz, a reflexdao transmite um sinal
distinto caracterizando a barra. Dessa forma, cada caractere presente no codigo fica sendo
interpretado como um nimero binario e cada médulo reproduz o digito 0 para os espacos em
branco e o digito 1 para as barras onde a luz ndo estd sendo refletida. Para efeito de ilustra¢do

foram colocados nesta se¢do leitores ou scanners de cddigos de barras representados na Figura

(D.

(a) Leitor de codigo de barras 1D. (b) Leitor de cédigo de barras 2D.

Figura 1: Exemplos de leitores.
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Ao observar os cddigos em varios tipos de produtos, percebemos que existem diferentes
larguras para as barras brancas e pretas e cada uma delas possui um significado de caractere
diferente. Assim, as barras podem ser finas, médias, grossas e muito grossas. Conforme a

espessura, a quantidade de 0 ou 1 varia e isso pode ser entendido por meio da Tabela (1).

Tabela 1: Interpretacdo das listras em codigos de barras.

Tipos de listras | Cor branca | Cor preta
finas 0 1
médias 00 11
grossas 000 111
muito grossas 0000 1111

Os cddigos mais conhecidos por causa do comércio sao UPC e EAN-13. Nos codigos
UPC a leitura € realizada conforme mostra a tabela a seguir e cada nimero do sistema decimal é
simbolizado por uma sequéncia diferente. Neste tipo de cddigo, cada quatro barras associa-se a

uma sequéncia de sete digitos, dispostos entre zeros e uns.

Tabela 2: Digitos no sistema UPC.

Digito | Lado Esquerdo | Lado Direito
0 0001101 1110010
1 0011001 1100110
2 0010011 1101100
3 0111101 1000010
4 0100011 1011100
5 0110001 1001110
6 0101111 1010000
7 0111011 1000100
8 0110111 1001000
9 0001011 1110100

Exemplo 2.1. Pela Tabela (2), o niimero 084300 — 235713 fica sendo:

Lado esquerdo:

0001101 - 0110111 — 0100011 — 0111101 — 0001101 — 0001101

Lado direito:

1101100 — 1000010 — 1001110 — 1000100 — 1100110 — 1000010

E o cédigo gerado fica sendo:
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0"184300"23571'"'3

Figura 2: Cédigo UPC.

No que concerne ao sistema EAN-13, que possui um digito a mais que o UPC, ele
também € representado pela sequéncia de zeros e uns. Em qualquer um desses sistemas os digitos
possuem codificagdes distintas, conforme os lados em que estdo. Se estiverem do lado direito
iniciardo em um, se estiverem do esquerdo iniciardo por zero. Em consequéncia disso, a leitura

do c6digo pode ser realizada até de cabeca para baixo que produzird 0 mesmo ndmero.

2.1.1 O Digito Verificador na Estrutura dos Codigos de Barras

O digito verificador, que denotaremos por D, é o dltimo nimero que aparece no
codigo de barras, da esquerda para a direita, € 0 mesmo tem a incumbéncia de confirmar
matematicamente se os digitos que o precedem no c6digo estao corretos. Com isso, para encontrar

o digito verificador tomaremos o que mostra [12] em linhas gerais.

Definicao 2.1. Sejam p = [ P1 D2 D3 P4 0 Pn } comp; € Ly, 1 <1 < n uma matriz
de pesos e w € Z,, um niimero inteiro fixado. Chamaremos de 7Z,, o conjunto de valores que
podem assumir os digitos usados no codigo. Dados dois inteiros positivos m e n e a sequéncia
de niimeros ay, as, a3, 0y, - ,Qn_1 tais que a; € L, 1 < 1 < n — 1, define-se o niimero de

verificacdo a,, como o unico elemento de 7Z,, que verifica a equacdo:

n

Z app; =w (mod m) (2.1)

=1

Um sistema de codifica¢do assim definido serd denotado por C = (Z,,, m,n,w,p).

Como L, = {0,1,2,--- ,m— 1}, dai tomando as classes residuais modulo m, teremos

que D = a,, é o tinico elemento de Z,, tal que:

n — pn_l w — Z a;P; (22)
=1

sempre que p; € L, possuir elemento inverso em Ly,
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2.1.2 Deteccao de Erros em Cdédigos de Barras

A teoria de cddigos voltada aos digitos verificadores nao s6 analisa tipos de erros,
mas os detecta e os corrige, quando sao mais comuns. Conforme o matematico Jacobus Koos

Verhoeff, os erros mais comuns sdo chamados de erro tnico e de transposi¢ao.

O erro Unico ou consistente ocorre em setenta e nove por cento dos casos e ele acontece
por meio da troca de um digito por outro (a por b). Neste caso, se o produto matricial ndo for

multiplo de 10, o erro sera detectado possibilitando a corre¢ao.

Nos erros de transposicao os algarismos sdo digitados com mudanca de ordem dos
digitos consecutivos. Esses erros acontecem em onze por cento dos casos (ab por ba ou abc por
chba).

Tomaremos o teorema abaixo, presente em [12], descrevendo como os erros sdo encon-

trados nas congruéncias dos codigos de barras.

Teorema 2.1. Sejam m um inteiro positivo e p = [ P1 P2 Pn } uma matriz de pesos.

Suponhamos que uma matriz de identificacdo ¢ = [ a1 Qs -+ Gy }, possuindo o digito de

verifica¢do (onde temos que O < a; < n para todo 1, 1 <1 < n), satisfaz a condigdo:

D1

b2

c-p:[al az - an]~ . =apr+ -+ app, =w  (mod m) (2.3)
Pn

Entao:
1. Todo erro consistente numa unica alteracdo na posicdo i-ésima serd detectado se, e
somente se, (p;, m) = 1.

2. Todo erro de transposi¢do da forma - --a;---a;--- — ---a;---a;--- serd detectado se,

e somente se, (p; — p;,m) = L.

Demonstragdo. (1) = Vamos supor que a sequéncia digitada teve a troca do digito a; na posi¢@o
i por b;, ou seja, passou por um erro Unico e a; # b;. Agora vamos denotar por r a matriz

resultante deste erro. Dai,

T:[al a2 .o bl “e an]_



Capitulo 2. Algumas Aplicacoes da Aritmética Modular 33

Segue que ¢ - p' — - p' = (a; — b;)p; e o erro ndo poderi ser detectado se:
c-pt—r-p'=0 (modm)< ml| (a;—b)p;

Caso o (p;, m) = 1 temos que a classe inversa de p; € inversivel em Z,,, donde a condi¢io acima
implica que, tendo a; # b;, entdo suas classes inversas também serdo distintas, e assim o erro é

detectado.

(<) Se tivermos (p;, m) = 1, a classe inversa de p; € invertivel em Z,,. Como as classes

inversas de a; e b; sdo distintas, entdo o erro € detectado.

(2) (=) Supondo que ocorreu um erro de transposi¢do, e a matriz ¢ implicou na ¢’ por

causa da mudanca de ordem dos digitos. Nesse caso, calculando c - pt —c- pt, teremos:

(aipi + a;p;) — (a;pi + aip;) = (a; — a;)(pi — p;)
Assim, o erro ndo sera detectado caso aconteca de (a; — a;)(p; — pj) = 0 (mod m), ou seja,
m | (a; — a;)(pi — p;)-

(<) A demonstracao € andloga de (1). Portanto, € detectado o erro se e somente se
((pi_pj)’m) = 1. L

Com base no teorema acima, podemos concluir que para detectar erros consistentes
ou de transposi¢do, um sistema de verificacdo de digitos precisa ter um nimero primo como

ndmero de Z,,, ou seja, m deve ser primo.

Por simplicidade, segue abaixo um exemplo mostrando como encontrar o digito verifi-

cador usando congruéncia. Para tal foi utilizada a Figura (3).

Exemplo 2.2. Confira a veracidade do digito verificador na figura a seguir, onde a mesma
possui seu codigo de barras no sistemas EAN-13. De acordo com esse tipo de sistema, sua matriz

p sempre tem pesos 3 em casas pares e pesos 1 em casas impares.

7896644 4’18188‘

Figura 3: Ilustracao do cédigo.

Pelas informagdes, temos que:
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p = [1 31313131313 1]equeamatrichuec0mp6eo

codigo é dada por:
c=[7896644418158D]
Aqui denotamos p' como sendo a matriz transposta de p. Logo, realizando o produto matricial
entre ce p':
copb=7-1+8-3+9-1+6-3+6-1+4-3+4-1+4-3+1-1+8-3+1-1+8-3+D-1
=7+24+94+18+6+12+4+124+1+244+1+24+D
=142+ D

Como 142+ D =0 (mod 10), entdo o valor de D € 8 e isso pode ser verificado pelo codigo da
figura em questao.

2.2 Digito Verificador no ISBN

O International Standard Book Number (ISBN) é um sistema criado no ano de 1969
para identificar desde livros até publica¢des em braille. Tal sistema é conhecido mundialmente e
os codigos de barras do ISBN de livros lancados entre 1969 até 2007 possuem 10 digitos. Ja os

lancados ap0s esse periodo tém 13 digitos.

Os cddigos do sistema ISBN com 13 digitos sdo do tipo EAN -13, trazendo informagoes
dadas por uma sequéncia numérica listada da seguinte forma: prefixo EAN (3 digitos); identifica-
dor de grupo, pais ou drea idiomadtica (2 digitos); identificador de editor (3 digitos); identificador
de titulo (5 digitos, incluindo o verificador). Suas regras sao as mesmas dos codigos de barras e
a congruéncia realizada para encontrar D € analoga a j4 feita na secao anterior, sO mudando o
operador médulo e a matriz peso, pois para cada tipo de sistema ha um operador € uma matriz

peso pré- estabelecidos para o mesmo.
No caso do ISBN-10, sua sequéncia numérica € dada pela matriz:
c:[al Ay Q3 G4 -+ Qg D} 2.4)
e a matriz peso fica sendo:
p=|10 98765 4321] 2.5)

Para encontrar D no ISBN usamos a congruéncia médulo 11 ao produto matricial entre c e p'.
Dai,

c-pt=a1;10+ a9+ a8+ as7+---+ag2+ D=0 (mod 11). (2.6)
Portanto, o valor de D ser4 dado pelo nimero que falta para que a divisio da resposta de c - p’

por 11 seja de resto zero.
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2.3 Digito Verificador em Cartao de Crédito

Outra aplicacdo de grande valia dos digitos verificadores estd na area de cartdes de
crédito. Estes cartOes geralmente possuem 16 digitos, onde os 6 primeiros estdo relacionados
a bandeira do cartdo, os outros 9 identificam o cliente e o dltimo digito, como sempre, € 0o
verificador. O algoritmo usado nos cartdes de crédito € o algoritmo de Luhn, criado por Hans
Peter Luhn em 1954. Tal algoritmo se déd pela multiplicacao pelo peso 2 dos digitos do cartao em
posi¢do impar e, no caso de alguma multiplicacdo resultar em um nimero de dois algarismos,
somamos os valores absolutos dos mesmos (um exemplo seria a multiplica¢do de 7 por 2. Como
14 tem dois algarismos, logo fariamos 1 4 4 = 5), ou pegamos o resto da divisdo desse nimero
por nove. No que se refere aos digitos de posi¢des pares, estes sdo conservados, ou seja, seus
pesos valem 1. Em seguida, juntamos as respostas da soma da posi¢ao impar com as da posi¢ao

par. Dai, o digito verificador serd o nimero que falta para se chegar em um miltiplo de dez.

Assim, teriamos:

C:|:CL1 o az Q4 -+ Aip Di| (27)
e
p:[2121212121212121] (2.8)
e o produto seria dado por:
c-p'=2a; + lay +2a3 + lag+ -+ +2a;5+ D=0 (mod 10). (2.9)

Onde vale lembrar da situacdo dos digitos em casas impares antes de ocorrer a soma final presente

na congruéncia dada.

2.4 Digitos Verificadores do CPF

O Cadastro de Pessoa Fisica (CPF) € um banco de dados regido pela Secretaria da
Receita Federal do Brasil (RFB). Ele armazena informacdes cadastrais de cidaddos que se
inscrevem de forma voluntdria ou de contribuintes que sdo obrigados a se inscreverem no CPF.
Este documento vale como identificador de crédito e por meio dele € possivel saber como esté a

situacdo de débito de alguém em relagcdo a alguma empresa.

O CPF € um dos principais documentos dos brasileiros, sendo constituido por onze
digitos. O nono digito, da esquerda para a direita, indica o estado onde a pessoa fez seu registro.
No caso de Minas Gerais o algarismo € o 6 e no Rio Grande do Sul fica sendo o zero. Mesmo em

casos de perdas ou roubos o nimero de um CPF nio fica sendo cancelado. Como este documento
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MIMISTERID DA FAZENDA

Federal
Cadastro de Pessoas Fisicas

COMPROVANTE DE INSCRIGAD
Himaro
123.456.789-00
Miorng
NONONONOND NONONONONO NONONONONOD
| NONONONOND NONONONONO NONONONOND
Neazcimants
DOUMMIAAAA
VALIDD SOMENTE CON COMPROVANTE DE IDENTFICAGAD

CODIGO DE CONTROLE
SO0 OO0 0,

A aulenticidade deshe comprovanie deverd
ser canfimada na Imamet, no endenego
www.receita.fazenda.gov.br

Comprovanie emilido pala
Secretaria da Recsita Federal do Brasi
&s hh:mm do dia ddimmyaaaa (hora & data da Braslia)
digin vrificadar,

Figura 4: Ilustracao de um suposto CPFE.

tem onze digitos, os mesmos ficam distribuidos em dois blocos, um com nove algarismos e o
outro com apenas dois. Este tltimo par de algarismos constitui os digitos de verificacao de erros,

sendo essa mais uma aplica¢io de congruéncia.

O décimo digito, ou primeiro verificador, resulta de uma congruéncia médulo 11,

operando com os nove primeiros algarismos do documento:
c= [ a1 Ay az a4 Gs Qg a7 aAg Qg ] (2.10)

esses algarismos ficam sendo multiplicados, conforme a ordem dada no documento, pela primeira

matriz de pesos pré-estabelecida em CPF’s por:

p:[123456789}. @2.11)

Assim como nos cddigos de barras, o produto matricial € feito entre c e pt, dando uma
soma (.5) e a congruéncia usada é:

S —ap=0 (mod 11). (2.12)

Para encontrar o segundo digito verificador o mesmo processo € realizado, todavia acrescentando

@19 €m ¢ € a matriz peso p passa a ser:

p=[0123456789. (2.13)
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Usaremos abaixo um exemplo da aplica¢do de congruéncia presente no CPE.

Exemplo 2.3. Encontre os digitos verificadores do CPF dado por 040317523 — zx.

Para encontrar o primeiro digito, tomemos as matrizes:

01:[0403 175 23]ep1:[1 293456 78 9| dafen-
contrando a soma (S) em cada caso, temos:

S=0-14+4-2+0-34+3-4+1-54+7-6+5-7T4+2-8+3-9
S1=0+84+0+12+5+42+35+16+27

S1 =145

Logo,
S;1—ap=0 (mod 11);

145 —a;10=0 (mod 11).
Pela congruéncia, aq vale 2.

Agora, para calcular o ultimo digito, tomemos
a=[040317523 2]

p=[01234567809]
Dai, encontrando a outra soma:
So=0-0+4-140-243-34+1-44+7-5+5-64+2-74+3-84+2-9
So=0+44+0+9+4+35+30+ 14+ 24 + 18
Sy =138

Mas como
So—a;p =0 (mod 11)

temos que

138 —a;; =0 (mod 11).

Entao aq; vale 6.
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2.5 Criptografia

A palavra criptografia se origina do grego kryptds - escondido e grdphein - escrita. Na
década de setenta existiam poucos métodos para se manter sigilo sobre certas informacdes e 0s
mesmos eram usados basicamente por poderes militares e institui¢des governamentais. Com o
passar do tempo, estudos académicos comegaram a se dedicar a criptologia e os criptoanalistas,
que sdo profissionais que se ocupam de cifrar e decifrar mensagens criptogréficas, deram inicio

aos estudos desta natureza.

Relatos histéricos mostram que a criptografia existe desde a antiguidade e ja foi bas-
tante utilizada em acoes secretas, disfarcando informacdes por intermédio de codificacoes e
decodificagdes. No que concerne ao uso da criptografia nos dias de hoje, uma grande aplicagcdo
da mesma esta relacionada a sites de compras pela internet utilizando protocolos que funcionam
com o auxilio da mesma, permitindo que o cliente consiga realizar compras seguras. Desta feita,
o processo denominado encriptacdo é responsavel por transformar informagdes originais de tal
modo que somente os destinatdrios com permissao prévia tenham acesso a estas informacoes. A

tais destinatarios, podemos entender como pessoas, miquinas e processos autorizados.

Quando ha a necessidade de se codificar um determinado texto, € imprescindivel que
se tenha uma chave cifradora. Esta possui um conjunto de bits, sendo estes a menor unidade de
medida de transmissao de dados usada na computagao e informatica.Nesse conjunto existe um
algoritmo capaz de codificar e decodificar/descodificar tal texto. Com isso, dentro da criptografia
a congruéncia modular € aplicada, desde com recursos simples até os mais complexos. Em se
tratando dos recursos simples, usaremos uma chave k no alfabeto de 26 letras, com 0 < k < 26.
Se olharmos a tabela 3,retirada de [9], veremos que € possivel trabalhar com as 26 letras denotadas
com os simbolos 00 a 25, atuando com congruéncia médulo 26, onde os restos possiveis pela
divisdo por 26 variam de 0 < k < 26.

Tabela 3: Uso de chaves para congruéncia modulo 26.
A-00 | B-01 | C-02 | D-03 | E-04 | F-05 | G-06 | H-07 | I-08

J-09 | K-10 | L-11 | M-12 | N-13 | O-14 | P-15 | Q-16 | R-17
S-18 | T-19 | U-20 | V-21 | W-22 | X-23 | Y-24 | Z-25

Exemplo 2.4. Usando uma cifra de chave 15, faca a codificacdo e a decodificacdo da palavra
RIMA.

Codificando as letras, temos:
R=17,1 =08 M =12;A = 00.

Agora, usando a chave:
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mod 26

17+15=32=0 )
mod 26)
)

6 (
08+ 15 =23 = 23 (
12415 = 27 = 01 (mod 26
00+ 15 =15 = 15 (mod 26)

Dessa forma, passamos a ter 06 — 23 — 01 — 15 como sendo as partes codificadas da

mensagem textual.

De modo geral, denominado por a o nimero pré-codificado e por C'(a) o nimero

codificado, teremos:
Ca)=a+k (mod 26). (2.14)

Para decodificar:
D(a) =C(a) —k (mod 26), (2.15)

com D(a) sendo o nimero decodificado.

Assim, o exposto acima usa o método da cifra por transposicdo e mostra o que ocorre
quando um remetente usa uma chave para criptografar um texto, relatando também o que acontece

quando o destinatario o recebe e o decodifica.

Agora, apresentaremos outro tipo de cifra também conhecida como método de substitui¢ado.
Este método € conhecido por ser o mais facil para cifracdo e decifracao, trocando uma letra por

outra, porém mantendo a ordem dos caracteres do texto original.

Para explanar o método da substitui¢do, a tabela abaixo foi construida trocando as
letras do alfabeto de lugar, porém obedecendo a ordem de troca da primeira letra pela dltima, da

segunda pela penultima e assim por diante.

Tabela 4: Alfabeto Usando Cifras por Substitui¢ao.
A-Z | B-Y |C-X | D-W | E-V | F-U | G-T | H-S | I-R

JFQ | K-P | L-O | M-N [ N-M | O-L | P-K | Q-J | R-I
S-H| T-G | U-F | V-E | W-D | X-C | Y-B | Z-A

Deste modo, aplicando o método da substitui¢io na palavra MATEMATICA, encontra-
mos NZGVNZGRXZ.

Doravante, no que tange as chaves usadas pela criptografia, elas podem ser de dois tipos:
a secreta ou simétrica e a publica ou assimétrica. Esses tipos de chaves sdo definidos como sendo

um conjunto de bits que formam uma senha baseada em um algoritmo.
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2.5.1 Criptografia Simétrica ou de Chave Secreta

Na criptografia simétrica, de chave secreta ou privada o mesmo algoritmo cifra e decifra
as mensagens, utilizando uma s6 chave. Com isso, é importante que destinatario e remetente
possuam o algoritmo e a chave. Este tipo de criptografia atua com privacidade e a velocidade do
processamento é bem rapida. Todavia, essa categoria de chave traz consigo certa periculosidade
quanto a seguranca, pois necessita de um canal de comunicacdo bastante seguro de maneira que

nao haja um vazamento de informagdes por terceiros.

O Data Encription Standard (DES) foi um algoritmo desenvolvido na década de setenta
e processava blocos de textos no tamanho de 64 bits por vez, possuindo chave de 56 bits.
Esse algoritmo de chave secreta ja foi muito seguro, porém com o passar do tempo € com o
desenvolvimento da era digital, o mesmo foi quebrado. Hoje ja existe o DES com trés chaves de
56 bits cada, conhecido como 3-DES. Outro algoritmo de chave privada € o Advanced Encryption
Standard (AES), esse algoritmo com criptografia simétrica tem chaves maiores de 256; 192 ou
128 bits, com blocos de 128 bits.

2.5.2 Criptografia Assimétrica e o Algoritmo RSA

No cotidiano muitas vezes a criptografia assimétrica € usada de maneira a combinar uma
chave que devera ser usada pela criptografia secreta. Isso ocorre porque a criptografia assimétrica
se utiliza de dois tipos de chaves, a secreta e a publica, onde a publica pode ser divulgada a
qualquer pessoa ou maquina e a secreta fica apenas com seu remetente. Dito isso, quando uma
mensagem ¢é codificada com uma chave, apenas a outra chave ird decodifica-la. A velocidade do
processamento neste tipo de chave € mais lenta se comparada com a criptografia simétrica, pois

exige maior poder computacional, garantindo a seguranga, por exemplo, na drea da internet.

Um exemplo de algoritmo assimétrico € o RSA, sendo inventado pelos pesquisadores R.
Rivest, A. Shamir e L. Adleman que se valeram de conceitos voltados a teoria dos nimeros na
década de setenta, porém avaliado ainda hoje por muitos estudiosos como o principal algoritmo
de chave publica. Assim, para se compreender o funcionamento do método RSA ¢ fundamental
o entendimento do algoritmo euclidiano aplicado sucessivas vezes, dos teoremas de Fermat e
Euler, mdc, numeros primos, além da fun¢do de Euler, representada pela letra (. Em tempo,
vale ressaltar que os nimeros primos sdo de grande valia no método RSA, ja que as chaves que
guardam informacoes sigilosas dependem deles e tais conceitos ditos aqui foram mostrados no
capitulo anterior. Ainda falando em nimeros primos, no método RSA sdo usados primos com
uma média de 300 digitos, mais adiante veremos o motivo dos mesmos necessitarem ser tao

grandes.
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O funcionamento do algoritmo RSA passa por trés etapas, as quais mostraremos a

seguir.

2.5.2.1 Pré - Codificacao

Essa etapa consiste em tomar uma mensagem € 0 espaco entre suas palavras, trans-
formando ambos em uma unica sequéncia numérica. Na sequéncia, cada letra corresponde a
um numero de dois algarismos, a partir do 10. Isto € feito para que ndo haja ambiguidade na

interpretacdo da mensagem.

Na pré- codificagdo do método RSA sdo utilizados dois nlimeros primos, os parametros.

Aqui os denotaremos por p e ¢ e o produto entre eles serd chamado de n. Logo,
n=p-q (2.16)
O valor de n é um dos numeros da chave de codificagao.

O final da etapa aqui mostrada consiste na quebra da sequéncia obtendo varios blocos,
b, menores que n. A escolha de cada bloco pode ser feita de diferentes maneiras, porém blocos

iniciados em zero ndo devem ser formados por causa da decodificacao.

2.5.2.2 Codificacao

Para codificar uma mensagem precisamos do valor de n, ja escolhido, e também de
um inteiro positivo, e, que seja invertivel médulo ¢(n). Isso significa dizer que (e, p(n)) = 1.

Conhecendo p e ¢ é facil achar p(n), pois:

p(n) =p(p-q) =p(p)- vl =@pP-1)(@q—-1), com (pq) =1 (2.17)

A chave de codificagdo é formada por (n, ). Com essa chave cada bloco serd codificado e vale
dizer que ap0s a codificacdo os mesmos ndo podem ser reunidos novamente na sequéncia. Isso
se deve ao fato de ficar impossivel decodificar a mensagem, como veremos mais adiante. Depois

de codificado cada bloco passard a ser C'(b)definido por:

b*=C(b) (mod n). (2.18)
Sendo C'(b) o resto da divisdo de b° por n. Dizemos que C'(b) é a forma reduzida de b° = C(b)
(mod n).
2.5.2.3 Decodificagao

Para decodificar a mensagem teremos uma chave dada por (1, d). O valor do inteiro

positivo d é dado pelo inverso de e médulo ¢(n). Ou seja, como (e, ¢(n)) = 1, entdo existe
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d € 7, tal que:
e-d=1 (mod p(n)). (2.19)

A chave de decodificacdo, a = C'(b), passard a ser D(b) dado por:
(C(b))* = D(b) (mod n), (2.20)

sendo D(b) o resto da divisdo de (C(b))? por n. Isso significa dizer que D(b) é a forma reduzida
de (C(b))? = D(b) (mod n). E dessa maneira os dados sio decodificados, permitindo que se

entenda a mensagem original.

2.5.2.4 Funcionamento do Método RSA

O método so6 vale se, ap6s a codificacdo dos blocos codificados, obtém-se os blocos da
mensagem original. Com isso, para saber se o método funciona de maneira correta, € preciso

provar o que se encontra em (2.18). Ou seja,
b*=C(b) (mod n).
Proposicao 2.1. O funcionamento do método RSA é vdlido quando D(C(b)) = b.

Demonstragcdo. Considere d o inverso de e médulo p(n), tem-se que ed = 1 + k - ¢(n), k € Z,
comk,d,e € Z e ainda d, e > 2. Mas como ¢(n) > 0, entdo k > 0 e isso possibilita trocar ed
por 1 + kp(n). Dai,

D(C(b)) = (b°) = b+ (mod n) = b - b**™  (mod n)

Mas, como ¢(n) = (p — 1)(q¢ — 1), entdo:

D(C(b)) = b-p*@= DD (mod n)

Assim,

* Suponha que p 1 ¢, entdo usando o Pequeno Teorema de Fermat,
Y 1=1 (modp)

Logo,
' =b (mod p)
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* Suponha que p | ¢, logo, sendo eles primos, entdo p = ¢:

b=0 (mod p)

Logo,
b**=b (mod p), paraqualquer b.

Portanto, b°* = b (mod n), ou seja, D(C (b)) = b.

2.5.2.5 Seguranca do Método RSA

Como o método tem a chave publica, a mesma € de livre acesso a qualquer usudrio.
Assim, a seguranca do RSA tem um de seus focos voltado a dificuldade de se calcular d a partir

de n e e, conhecidos.

O calculo de d s6 é possivel se forem conhecidos e e p(n). Mas, vale lembrar que os
parametros, p e ¢, nao sdo publicos. Dessa forma, para encontrar ¢(n) é preciso fatorar n e
obter os parametros. Isso nos leva a entender que a outra preocupacao da seguranca do método
baseia- se na dificuldade de fatorar n, usando os algoritmos de fatoracdo que conhecemos.
Logo, os valores dos parametros necessitam ser muito grandes para que a fatoracdo de n seja
impossibilitada de ser efetuada.

Efetivamente, se n é fatorado, entdo é possivel achar ¢(n) usando os cdlculos feitos na
outra secdo, para decodificar mensagens. Todavia, caso seja inventado um algoritmo que consiga
calcular ¢(n) sem ter os parAmetros conhecidos, teremos n = pg e ¢(n) = (p — 1)(¢ — 1)
conhecidos. Dai,

en)=p-1)(¢-1)=pg—p+q+1=n—-(p+q) +1,
portanto,
p+qg=n—pn)+1.
Em compensacao, temos que:

(p+q)°—4n=p*+¢ +2pq) —4n=p* +¢* — 2pq) = (p — q)*

assim,

p—q=1+/(n—¢(n)+1)2—4n
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e das duas equagdes segue que:

VO TP Tt pln) +1
q = 5 .
Logo, temos n fatorado se conhecemos p(n).

Faremos a seguir uma aplicagdo do método RSA, partindo de um exemplo pequeno,

porém relevante, indicando cada etapa do método de maneira separada.
1. Pré-codificacao

Para realizar esta etapa, usamos a tabela retirada de [13] p. 181.

Tabela 5: Tabela de Conversao.

A|B|C|D|E|F |G| H]|I
10 (11|12 (13|14 15|16 |17 | 18
JIK|L M|IN| O|P|Q R
19 {20 |21 22|23 (24|25 26|27
S| ' T|U | V|IW|X|Y]|Z
28 129 |30 |31 (3233|3435

De posse da tabela acima, serd feita a pré- codificacio da palavra FAMILIA. Dai,

convertendo a palavra na sequéncia numérica, seu resultado sera:

15102218211810 (1)

Para continuar a utilizar o método RSA o préximo passo € ter o nimero 7, formado pelo
produto dos niimeros primos p e g. Tomaremos aqui para p € q os valores 11 e 17, respectivamente,
e a sequéncia (1) passard agora pela quebra dos blocos (b). Como a quebra € aleatéria e como

n=11-17 = 187, entdo b < 187. Assim, os blocos formados sdo:
15 —-102 - 21 — 82 — 11 — 8 — 10, (4)
onde b; = 15, by = 102, b3 = 21, by = 82, b5 = 11, bg = 8 e b; = 10.
2. Codificacao

Nesta etapa o valor de n = 187 € usado. Mas, além de n € preciso ter outro nimero

inteiro, no caso e, com mdc (e, p(n)) = 1. Logo, se p = 11, ¢ = 17 e n = 187, entdo temos:

o(n) = (11 -1)(17—1) = 10 - 16 = 160.
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Dando continuidade, se ¢(n) = 160, fica escolhido o nimero 3 para ser e, uma vez que

este € 0 menor nimero primo que nio divide 160, ou seja, e 1 160.

Com efeito, a pré-codificacdo ja dividiu a mensagem em blocos menores que 7 e
a codificacdo desses blocos é denotada por C'(b). Além disso, o par (187,3) é a chave de
codificag¢do e o valor de C'(b) consiste no resto da divisdo de b° por n, ou seja,

b*=C(b) (mod n).

Dito isso, as codificagcdes dos blocos de (4) serdo:

Para b; = 15,

15° = C(15) (mod 187), logo C(15)=09.
Para b, = 102,

102° = C(102) (mod 187), logo C(102) = 170.

Para b3 = 21,

21° = C(21) (mod 187), logo C(21) = 98.
Para b, = 82,

82° = C(82) (mod 187), logo C(82)=92.
Para b5 = 11,

11° = C(11) (mod 187), logo C(11)=22.
Para bg = 8,

8 =C(8) (mod 187), logo C(8) = 138.
Para b; = 10,

10° = C(10) (mod 187), logo C(10) = 65.

Desta feita, a mensagem codificada sera:

9—-170 —98 — 92 — 22 — 138 — 65. (5)
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3. Decodificacao

Esta fase é realizada conhecendo n e o inverso de e por ¢(n), sendo denotado aqui por

d. Numericamente falando, fazendo a divisdo de ¢(187) = 160 por e = 3, teremos
160=1 (mod 3)
pois,
160 =3-53 +1
1=160+3-(-53)
ficando o inverso de 3 médulo 160 sendo —53, mas como d deve ser positivo, temos que
d =160 — 53 = 107
Jja que
—53 =107 (mod 160).
Logo, o par (187,107) é a chave decodificadora.

Prosseguindo, denotando por a = C'(b) os blocos das mensagens codificadas, entdo

D(a) serd a resposta da decodificacio e, da mesma forma, D(a) é o resto da divisio de a® por n.

Vejamos:
Paraa =9,
D(9) = 9" (mod 187) = 15
Para a = 170,
D(170) = 170'"  (mod 187) = 102

Para a = 98,

D(98) = 98'7  (mod 187) = 21
Para a = 92,

D(92) = 92'°7  (mod 187) = 82
Para a = 22,

D(22) = 22" (mod 187) = 11
Para a = 138,

D(138) = 138'7  (mod 187) =8
Para a = 65,

D(65) = 65'°7  (mod 187) = 10.

Portanto, a mensagem decodificada estd da mesma forma que a codificada.
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CAPIiTULO

Uso da Aritmetica Modular na Sala de
Aula

Ao trabalhar na educagdo basica o docente necessita buscar diferentes meios de promo-
ver o conhecimento em sua drea de atuacdo. No que se refere a aritmética modular e a construcao
do conhecimento na sala de aula, tal campo da matemaética € entendido corriqueiramente por
muitos, sendo trabalhado abstratamente. Desta feita, este capitulo traz algumas atividades reali-
zadas com alunos do oitavo e do nono ano do Ensino Fundamental, além de também terem sido

aplicadas em quatro turmas de primeiro ano do Ensino Médio.

3.1 Os Calendarios e o Algoritmo de Zeller

Existem diferentes tipos de calendarios pelo mundo, muitos criados antes de Cristo,
cuja finalidade esta voltada a caréncia de explicar fendmenos, divisdes de tempo, festividades
religiosas, épocas de plantio e colheita, além de satisfazer necessidades politicas, econdmicas e

culturais.

Por longos anos os astros eram observados da Terra e isso permitia a0 homem quantificar
seu tempo estabelecendo certos critérios na medi¢ao da passagem do tempo por intermédio dos
movimentos de rotacao e translacdo. O homem pré-histérico precisava observar o céu e adquirir
informacdes relevantes a sua tribo no que se refere a utilizagdo da luz solar, das geadas, das
colheitas e posteriormente das épocas de plantio. Desse modo, o sol, a lua e as suas fases eram
usados como relégios. Muitas culturas antigas reverenciavam a lua, dentre eles: egipcios, gregos,

sumérios € romanos.

Segundo [7], hd uma estimativa de que existam cerca de quarenta tipos de calendarios
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ainda usados pelo mundo, alguns deles sdo: indiano, islamico, chinés e gregoriano. Também
existem relatos de calendarios que hoje nao sdo mais usados, tais como o hindu, o juliano, o

francés e o maia.

Conforme mostra [5], o algoritmo ou Regra de Zeller permite calcular o dia da semana
referente a uma data passada ou futura. Esse algoritmo possui tal nome devido ao seu inventor, o

alemao Reverendo Julius Christian Johannes Zeller, nascido em 1822 e falecido em 1899.

Em 1882 Zeller publicou o algoritmo, também presente em [5]:
s(d,m,A) =d+1+[(13m —1)/5] + A+ [A/4] — [A/100] + [A/400] (mod 7).

Pelo algoritmo dado, tendo uma divisdo [a/b], com a, b € N, denotamos o quociente de a por b,

com b # 0, como sendo o maior inteiro menor do que ou igual ao niimero racional a/b.

Segundo a regra, uma data € composta por trés nimeros:

d = dia;
m = més;
A = ano.

Vale citar que nesse algoritmo o més 1 é marco, dai janeiro e fevereiro sao os meses 11
e 12, respectivamente. Tendo, por exemplo, a data de 20 de fevereiro de 1948, sua representacao
serd (20, 12, 1948).

Para os dias da semana, a numeragao ¢é feita como sendo: domingo (1), segunda-feira
(2), - - -, sexta- feira (6), sabado (0).

3.1.1 Pratica 01 (Relacionada as atividades 01, 02, 03, 04)

Publico alvo: alunos do oitavo e do nono ano de uma escola privada da cidade de Jodo
Monlevade, além de quatro turmas do primeiro ano do ensino médio de uma escola estadual da
mesma cidade. No que se refere aos alunos da escola publica, as atividades foram realizadas com
02 alunos portadores de necessidades especiais inseridos nos grupos de trabalho . Esses alunos

possuem desenvolvimento mental de uma crianga com idade de sete a oito anos, laudados.

Materiais utilizados: folha A4 com as atividades, aparelhos celulares, certidoes de

nascimento dos alunos, 1apis e borracha.
Distribuicao das turmas: grupos de quatro alunos em cada.

Tempo gasto: Dois horérios de 50 minutos.
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Figura 5: Aluna portadora de necessidades especiais participando da atividade do algoritmo de
Zeller.

Descricao: Comecamos o trabalho fazendo uma pesquisa sobre tipos de calendérios e
debatemos a importancia dos mesmos. Em outro momento os alunos receberam um texto, onde o
mesmo servia de embasamento para as aplicacdes do algoritmo de Zeller. Em decorréncia disso,

as atividades abaixo aconteceram nos grupos e as intervencoes eram feitas, quando necessarias.
ATIVIDADES USANDO O ALGORITMO DE ZELLER:

01. Conforme as explicacdes em sala, faca seus célculos e descubra o dia da semana em
nasceu. Em seguida, confira se o resultado de seus cédlculos estd de acordo com sua certidao de
nascimento ou utilize o celular para conferir a resposta na parte de calendarios.

02. Encontre em que dia da semana aconteceu a aboli¢do da escraviddo. Como lembrete
vale relatar que esse evento foi em 13 de maio do ano de 1888.

03. Em que dia da semana ocorrera o natal do ano de 2064?

04. Agora, descubra o dia do més de maio em que acontecerd o dia das maes do ano de
2085.

Observacao: Na escola estadual os grupos que continham os alunos especiais, deixaram
para esses a tarefa de conferir nos celulares se os dias da semana batiam com os valores

encontrados pelos colegas na congruéncia modulo 7 de cada atividade.
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Relato da pratica em sala de aula: Inicialmente foram realizadas pesquisas com 0s
educandos do primeiro ano do Ensino Médio e com os alunos do Ensino Fundamental. As
pesquisas foram feitas nas salas de informética das escolas e ocorreram questionamentos durante
as mesmas, enfatizando sobre a necessidade de se trabalhar com calendarios, suas utilidades,

vantagens e desvantagens.

Aos alunos foi pedido que perguntassem em casa qual dia da semana em que nasceram
e conferissem em suas certidoes de nascimento, quando estas possuissem tal informac¢do. Na aula
seguinte, o algoritmo de Zeller foi apresentado em sala e os meninos o utilizaram para conferir a
veracidade do dia da semana de seus nascimentos. Mas, como muitas certidoes nao continham
qual era o dia da semana, o celular serviu de instrumento de verificagdo pelos alunos na parte

dos calendarios.

Dando continuidade, as trés primeiras atividades foram feitas com éxito pela maioria
dos grupos e uma quantia de pequenos grupos chegou a errar nos momentos das divisoes. Os
grupos com maiores erros foram os da turma de oitavo ano. Todos os alunos demonstraram um
enorme interesse e fizeram mais utilizagdes do algoritmo com relagcdo a datas que julgavam

importantes em suas vidas.

Quando a atividade 4 foi trabalhada os alunos estavam livres para realizar o raciocinio
que fosse mais vantajoso, mas sempre usando o algoritmo. Nesta atividade, o tempo para a
conclusdo foi mais lento e muitos grupos conseguiram chegar ao resultado correto pelo fato de
considerarem o segundo domingo de maio como fator crucial. Um grupo nos chamou aten¢do ao
justificar que se o dia ocorre no segundo domingo, entdo a primeira data a ser analisada deveria
ser 07 de maio. Assim, ao descobrirem o dia da semana desta data, ficava facil de se chegar a
resposta correta. Logo, como daria numa segunda-feira, entdo dia 06 seria o primeiro domingo e,

respectivamente, o dia 13 seria o dia das maes.

As atividades em todas as turmas duraram quase um horario de 50 minutos, sobrando
um tempo para os alunos descobrirem os dias da semana de outras datas relativas aos seus
interesses. As turmas de oitavo e nono tiveram ainda a tarefa de ensinar a aplicacdo do algoritmo

em casa para algum familiar e isso trouxe relatos surpreendentes dos pais.

3.2 Uso da Criptografia com a Cifra de Substituicao

Quando mensagens sdo enviadas por meio de codigos, o que ocorre € que a mensagem
original passa por um processo de codificacdo, se tornando uma mensagem secreta. Em seguida,
a mensagem secreta € enviada e sofre uma decifracdo. As letras, nimeros ou outros simbolos

usados na criptografia para decifrar mensagens sdo chamados de chaves ou senhas e tais chaves
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devem ser conhecidas apenas por quem envia e por quem recebe a mensagem.

3.2.1 Pratica 02 (Relacionada as atividades 05 e 06)

Publico alvo: mesmo, j4 citado.
Materiais utilizados: folha A4 com as atividades, lapis e borracha.
Distribuicao das turmas: grupos de quatro alunos em cada.

Tempo gasto: Uma média de 25 minutos, incluindo o debate sobre a importancia da
criptografia e suas aplica¢des por governantes e militares.

Observacao: Na escola estadual os grupos com os alunos especiais permitiram que os

mesmos, em seu tempo mais delongado, fizessem as duas atividades.

Descricao: As atividades a seguir foram entregues aos alunos apds uma discussao
relativa a importancia da criptografia em operagdes militares e no que tange ao uso da mesma na

parte de seguranca em redes sociais.
ATIVIDADES USANDO CRIPTOGRAFIA BASICA:

0S. Pela tabela dada, use a cifra por substituicao e descubra a frase dita por um pensador

famoso. Em seguida, encontre também quem foi esse pensador.

Tabela 6: Cifras por Substituicao.
A-Z|B-Y | C-X | D-W | E-V | F-U | G-T | H-S | I.R

JJQ | K-P | L-O | M-N | N-M | O-L | P-K | Q-J | R-I
S-H| T-G | U-F | V-E | W-D | X-C | Y-B | Z-A

LH-MFNVILH-TLEVIMZN-L-NFMWL. (KOZGZL)
06. Em um avido tinham 4 romanos e 1 ingl€s. Sabendo disso, qual o nome da aeromoga?

Caso tenha davidas sobre a resposta desta questao de l6gica, use a mesma tabela para
verificar se sua resposta esta correta, conforme a cifra dada por:

RELMYV

Relato da pratica em sala de aula: Como os alunos eram os mesmos e ja estavam
bastante a vontade em seus grupos, foi possivel evidenciar uma maior participacdo oral no
momento das discussdes sobre o tema. Mesmo sendo atividades pequenas e de rapida resolucao,
as mesmas despertaram tamanho interesse nos alunos e, com o tempo que sobrou, todos eles
usaram a tabela de cifras para fazer um bilhete para um colega de maior afinidade. Na hora da

conversa, foi relatada a existéncia de tipos mais elaborados de criptografia e falou-se um pouco,
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mesmo que brandamente, sobre o método RSA. Tal método despertou a curiosidade dos alunos e
alguns do nono ano trouxeram para a outra aula algumas questdes relativas a seguranca de dados
na internet.

Em relacdo a participagdo dos alunos especiais, este foi um momento muito gratificante,
pois os alunos em questao relataram sobre a falta que sentem em poder trabalhar com atividades

iguais as de seus colegas de turma.

3.3 Encontrando Numeros Primos pelo Crivo de Eratéstenes

O crivo de Eratdstenes, mostrado na fundamentagdo tedrica, permite encontrar quais

sdo os numeros primos existentes até um determinado nimero ja estabelecido.

3.3.1 Pratica 03 (Relacionada a atividade 07)

Piblico alvo: mesmo, ja citado.

Materiais utilizados: folha A4, l4pis de escrever, lapis de cor ou canetas coloridas,
régua e borracha.

Distribuicao das turmas: grupos de quatro alunos em cada.

Tempo gasto: Uma média de 20 minutos, contando com a explicacio sobre a constru¢ao
do crivo.

Observacao: Mesmo com a explicacdo dada, os alunos especiais necessitaram ser
auxiliados na contagem dos nimeros. Esses alunos iam riscando os nimeros que eram multiplos,

apesar de ndo entenderem a profundidade do conceito dos mesmos.

Descricao: Foi solicitado que os alunos fizessem uma tabela, o crivo, usando apenas
numeros impares maiores que um. Em seguida, os alunos deveriam ir riscando os nimeros de
trés em trés, depois de cinco em cinco, de sete em sete e assim por diante até que nao restasse
mais nada a ser riscado na tabela. Logo, foi mostrado que os nlimeros restantes eram os primos,

lembrando de acrescentar o 2 no resultado.

Para alunos do oitavo ano o numero maximo pedido foi o 60, como na tabela. Para as
outras turmas foi pedido que fizessem o crivo até 100.
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u.,Fl \;0 DE tRATOSTEhES O crivo de Eratostenss ¢ um método para encontrar nUmMeros primos ate um

ado merc
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Figura 6: Atividade do crivo de Eratéstenes feita incorretamente por um grupo do oitavo ano.

CRIVO DE ERATOSTENES. O crivo de Eratéstenes é um método para encontrar nimeros

primos até um determinado nimero.
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07. Pelo método do crivo de Eratostenes, explicado em sala, encontre quais 0os nimeros

primos até 60.

Relato da pratica em sala de aula: Nesta atividade os alunos foram bem rapidos e a
mesma foi mais prazerosa com os alunos do oitavo ano, porém nessa turma alguns alunos se
esqueceram do nimero 2 na resposta. Como mostra a foto com a atividade, também erraram na
quantidade dos numeros primos € acharam que o ultimo deles seria o0 47 . Para as demais turmas,

o processo se deu sem muito didlogo entre os componentes dos grupos.

Alguns alunos disseram se lembrar da técnica aplicada, porém relataram que os docentes
de anos anteriores pediam para que colocassem os naturais de 2 até o valor estipulado. Depois os
alunos iam riscando todos os nimeros pares com excecao do 2. S apds essa parte, é que eles

comegavam a riscar os multiplos dos nimeros impares.

3.4 O Uso dos Digitos Verificadores em Cédigos de Barras

Para a atividade com cédigos de barras foi utilizado um texto base, retirado de estudos
feitos no capitulo 2. Esse texto mostrava a importancia desses c6digos, além de trazer a explicacao

do uso de congruéncia e do operador médulo.
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Figura 7: Atividade envolvendo digitos verificadores em cédigos de barras.

3.4.1 Pratica 04 (Relacionada a atividade 08)

Publico alvo: mesmo, j4 citado.

Materiais utilizados: folha A4 com o texto e a atividade, 14pis de escrever, cddigos de

barras, cola e borracha.
Distribuicao das turmas: mesmos grupos.

Tempo gasto: Uma média de 40 minutos, contando com a explicacdo da congruéncia

aplicada e a interpretagcdo do texto dado.

Observacao: Os alunos especiais ficaram de selecionar os cédigos trazidos, analisando

quais comegavam com 0s trés primeiros digitos iguais.

Descricao: Os alunos passaram pela interpretacao do texto, aprendendo como identificar
o pais de origem do produto, além das outras partes da sequéncia numérica. Em seguida, foi

explicado como se encontrava o digito verificador no c6digo.

08. Conforme o cddigo de barras que estd no quadro, separe a sequéncia numérica com

base nos exemplos dados em sala, mostrando o pais, a empresa, o produto e o digito verificador,
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contidos no mesmo.

Em seguida, utilize o codigo de barras trazido por vocé para realizar o processo de
constatacdo do digito verificador presente no seu codigo(Favor colar seu cddigo na folha e deixar

todos os cédlculos na mesma).

Para esta atividade, vamos tomar oo como sendo a sequéncia do cddigo que vocé trouxe
e (= [ 1313131313131 } serd nossa matriz peso. Colocaremos A
no lugar do ultimo digito, ou seja do digito verificador.

Em seguida, para encontrar o digito verificador, A, é necessario satisfazer a seguinte
congruéncia dada abaixo:
SOMA+A=0 (mod 10)

Relato da pratica em sala de aula: Mesmo sem os alunos saberem o conceito e as
operacdes com matrizes, com ajuda das explanacdes basicas dadas em sala, eles conseguiram
entender a forma de trabalhar e desenvolver a atividade proposta. Pela figura que mostra a
atividade com cédigo de barras, € possivel notar que os alunos desenvolveram a atividade sem
necessitar do uso de operagao com matrizes. No momento da explicac@o falamos superficialmente

das matrizes e citamos que seria um conteido dado mais adiante, em outra série.

O desfecho da atividade ocorreu de forma tranquila, com exce¢ao do oitavo ano e de
dois grupos do nono que erraram na parte final de seus calculos. No ensino médio muitas duvidas

apareceram, mas os resultados sairam corretos.

3.5 Calculando Digitos Verificadores em CPF

Para a atividade abaixo um texto base serviu para conceituar e retirar pequenas dividas
trazidas pelos alunos. Da mesma forma do outro texto, este também foi construido a partir do

capitulo precedente, contendo maiores informacdes relativas ao assunto aqui trabalhado.

3.5.1 Pratica 05 (Relacionada a atividade 09)

Publico alvo: mesmo, j4 citado.

Materiais utilizados: folha A4 com o texto e a atividade, l14pis de escrever, documentos

dos préprios alunos e borracha.
Distribuicao das turmas: mesmos grupos.

Tempo gasto: Uma média de 50 minutos, contando com a explica¢do das congruéncias
e a interpretacao do texto dado.
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Flgura 8: Atividade sobre digitos verificadores no CPF.

Observacao: Nos grupos com os alunos especiais, os documentos usados foram os
deles.

Descricao: Os alunos passaram pela interpretacao do texto e depois deveriam mostrar
como se trabalha com os digitos verificadores presentes no seus relativos cadastros de pessoas
fisicas.

09. De acordo com as explicagdes dadas em sala, encontre os dois digitos verificadores
do CPF trazido por vocé. Deixe seus calculos na folha da atividade e lembre-se: existem duas

matrizes de peso distintas, uma para encontrar 0 a;( € outra para o a;.

Relato da pratica em sala de aula: A atividade foi a mais demorada e dificil, conforme
relato dos alunos. O oitavo ano continuou com maior dificuldade que as outras turmas e os
especiais ficaram ociosos desta vez. Os alunos se mostraram com mesmo afinco para realizar
a atividade, porém as turmas do Ensino Médio gastaram a metade do tempo oferecido para

desempenhar a atividade.
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3.6 Relato das Atividades de Modo Geral

No decorrer do planejamento das atividades aqui relatadas, nao faziamos ideia do quanto
a aplicacdo das mesmas seria um diferencial em nosso trabalho. Mesmo fazendo as préticas em

turmas de séries distintas o interesse foi 0 mesmo.

Colegas se ajudando e perguntando como as coisas funcionavam; dividas relativas as
divisdes eram sanadas; respostas em torno da serventia dos documentos usados e como verificar
se os mesmos sao verdadeiros; curiosidades sobre criptografia eram pesquisadas, dentre outras
observacoes feitas foi um marco para percebermos o quanto podemos trabalhar com a aritmética

modular na Educacdo Bésica.

Nas atividades descobrimos que aqueles alunos com notas menores foram os mais
focados e com as melhores participagdes orais.Tais alunos procuraram professores de outras
areas, como o de Histdria, para responder questdes envolvendo a criptografia em operagdes

militares.

Alguns pais nos procuraram e mandaram bilhetes elogiando o trabalho feito, pois viram
como seus filhos chegaram em casa relatando sobre algumas atividades.

Em suma, vale descrever o quanto foi gratificante fechar nosso estudo com esta parte
pritica. A mesma nos fez ver mais uma vez que necessitamos buscar o aperfeicoamento de nosso
trabalho na sala de aula, j& que os livros didaticos ndo trazem tudo o que nossos alunos precisam

para entender de forma satisfatéria a matematica do cotidiano.
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Conclusao

Com este trabalho conseguimos perceber que a aritmética modular pode ser usada na
Educacdo Basica de maneira satisfatoria para ambas as partes, tanto com professores quanto
com alunos. Com isso, para maior aprendizagem, recomendamos que pesquisas tedricas sejam
realizadas com os alunos a fim de motiva-los ao alcance da compreensao e do interesse de cada

area voltada as praticas com a aritmética dos restos.

Recomendamos também que o momento das atividades em grupo seja bem planejado,
de forma que existam atividades voltadas para diferentes niveis de aprendizagem, incluindo
aquelas focadas nos alunos portadores de necessidades especiais, sendo isso alvo de extrema
importancia. Por meio das observagdes feitas constatamos que o uso da contextualizacdo de
contetidos com as pesquisas e os textos, facilitou bastante a compreensao dos conhecimentos
matematicos. Essa pratica dos grupos trazendo seus proprios materiais, tais como codigos de
barras e seus documentos nos mostrou que pode ser aplicada com regular frequéncia pelos

professores e que os alunos acabam dando maior valor.

Concluindo, esperamos que este estudo possa auxiliar profissionais da educagdo bédsica
no entendimento e na insercdo de atividades voltadas ao uso da aritmética modular. Isso porque
consideramos que essa drea da matematica seja de tamanha relevancia na constru¢ao do conheci-
mento dos alunos. Dada sua importancia, pensamos que ainda hd muito a ser explorado , ja que
existe um vasto campo para estudos posteriores dos assuntos aqui apresentados. Sendo assim,
anelamos que este trabalho possa ser valido para outros que ainda virdo, tanto na teoria quanto
na prética.



59

[1]

[10]

Referencias

T. Céssia Regina dos Santos. Ensinando matemadtica através dos codigos de barras. Ciéncia
e Natura - 35 anos, 37:278-288, 2015. 28

J.P. de Oliveira Santos. Introdugdo teoria dos niimeros. Cole¢cdo Matemdtica Universitaria.
Instituto de Matematica Pura e Aplicada, 2011. 12

B. Fernando B. et al. Rsa: Criptografia assimétrica e assinatura digital., outubro 2017. 28

A. Gongalves. Introducdo a Algebra. Projeto Euclides. Instituto de Matematica Pura e
Aplicada, 2003. 12, 13

A. Hefez. Aritmética:. Colecio PROFMAT. Sociedade Brasileira de Matemdtica, 2014. 12,
13, 17, 25, 26, 48

H. Jeffrey, P. Jill, and S. Joseph H. An introduction to mathematical cryptography., volume 1.
Springer, 2009. 28

J. Manoel A. R. Os calendarios e a sua contribui¢do para o ensino da fisica. Master’s thesis,
Universidade do Porto, Porto, Portugal, 2012. Acesso em: julho de 2017. 47

F. B. Martinez, C. G. Moreira, N. Saldanha, and E. Tengan. Teoria dos Niimeros: um

passeio com primos e outros niimeros familiares pelo mundo inteiro. IMPA, 2015. 26

O. Maykon Costa de. Arimética: Criptografia e outras aplicacdes de congruéncias. Master’s
thesis, Universidade Federal do Mato Grosso do Sul, Campo Grande, MS, 2013. 74p. 38

K.ILM. Oliveira and A.J.C Fernandez. Inicia¢do a Matemdtica: um curso com problemas e

solucoes. Sociedade Brasileira de Matematica, 2012. 12, 14



Referéncias 60

[11] M. Pedro L. Atividades de contagem a partir da criptografia. IMPA/OBMEDP, 2015. 77p.
28

[12] C. Polcino Milies. A matemaética dos cédigos de barras. pages 1-19, 2006. 31, 32

[13] C. Severino Collier. Niimeros inteiros e criptografia RSA. IMPA, 2014. 28, 44



	Folha de rosto
	Epígrafe
	Agradecimentos
	Resumo
	Resumo
	Sumário
	Introdução
	Fundamentos Teóricos
	Princípio da Boa Ordenação e Princípio da Indução Matemática
	Divisibilidade
	Números Primos
	Crivo de Eratóstenes

	Congruência

	Algumas Aplicações da Aritmética Modular
	Código de Barras
	O Dígito Verificador na Estrutura dos Códigos de Barras
	Detecção de Erros em Códigos de Barras

	Dígito Verificador no ISBN
	Dígito Verificador em Cartão de Crédito
	Dígitos Verificadores do CPF
	Criptografia
	Criptografia Simétrica ou de Chave Secreta
	Criptografia Assimétrica e o Algoritmo RSA
	Pré - Codificação
	Codificação
	Decodificação
	Funcionamento do Método RSA
	Segurança do Método RSA



	Uso da Aritmética Modular na Sala de Aula
	Os Calendários e o Algoritmo de Zeller
	Prática 01 (Relacionada às atividades 01, 02, 03, 04)

	Uso da Criptografia com a Cifra de Substituição
	Prática 02 (Relacionada às atividades 05 e 06)

	Encontrando Números Primos pelo Crivo de Eratóstenes
	Prática 03 (Relacionada à atividade 07)

	O Uso dos Dígitos Verificadores em Códigos de Barras
	Prática 04 (Relacionada à atividade 08)

	Calculando Dígitos Verificadores em CPF
	Prática 05 (Relacionada à atividade 09)

	Relato das Atividades de Modo Geral

	Conclusão
	Referências

