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Resumo

Este trabalho é o inicio da produgdo de um material didatico com foco em construgcdes geomé-
tricas de padrdes islamicos utilizando régua nao graduada e compasso. Nesse material didatico
tratou-se -se da parte histérica dos padroes geométricos islamicos; de construgcdes geométricas
elementares como bissetrizes, mediatrizes retas perpendiculares e paralelas e de poligonos do
tridngulo ao decagono e por fim de construgdes de padrdes islamicos todos utilizando somente
régua ndo graduada e compasso. Todos as construgdes apresentadas nesse trabalho foram
feitas com o auxilio do programa Geogebra.

Palavras-chave: Padrao islamico, construgcédo geométrica e régua e compasso.



Abstract

This work is the beginning of the production of a didactic material focusing on geometric cons-
tructions of Islamic standards using non-graduated ruler and compass. This didactic material
dealt with the historical part of Islamic geometric patterns; of elemental geometric constructi-
ons such as bisectors, straight perpendicular and parallel perpendicular bisectors, and polygons
from the triangle to the decagon, and finally to constructions of Islamic patterns all using only a
non-graduated ruler and compass. All the constructions presented in this work were made with
the aid of the Geogebra program.

Keywords: Islamic pattern, geometric construction and ruler and compass.
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1 Introducao

O objetivo do presente trabalho é fornecer ferramentas necessarias para que um estudante
de matematica do ensino fundamental, que tenha tido os primeiros contatos com régua e com-
passo, possa identificar, reproduzir ou até mesmo criar padrdées geométricos como aqueles
utilizados produzidos na cultura Islamica, chamados aqui de Padrées Islamicos. Para isso uti-
lizaremos construgdes geométricas com régua (ndo graduada) e compasso. Todas as figuras
construidas foram feitas com uso do aplicativo Geogebra. Isso mostra ainda uma étima aplica-
¢cao dessa ferramenta nas artes, possibilitando obter figuras perfeitas para uso na produgéo de
pinturas e mosaicos.

Os Padrbes Islamicos sao tradi¢coes artisticas, eminentemente geométricas e simétricas. Re-
metem a uma tradicdo milenar, caracterizada por desenhos ricos em ornamentagbes, mosaicos
coloridos e tantas outras formas indescritiveis, onde o uso dos padroes geométricos e suas mo-
dulagdes tém grande motivagdo simbdlica. E considerada uma atividade nobre, sagrada e que

utiliza dos mais primitivos conceitos da matematica.

Formas notaveis e complexas, com toda a exuberancia e magnitude, podem ser criadas
através do uso de uma régua nado graduada e do compasso, onde com a simplicidade destas

ferramentas, surge um encadeamento de padrées.

Notadamente, a matematica aqui se dé via assimilagao consciente de padrdes, conceitos
e formas. No ensino de geometria, o estudo dos padrdes islamicos podem ser utilizados como
atividade adicional ao conteldo, pois além de fixar constru¢cdes geométrica elementares, podem
ainda servir como um incentivo ao inicio de produgdes artisticas feitas com uso de régua e

compasso.

A dificuldade no aprendizado da matematica ndo é um tema novo, assim algumas ativida-
des praticas, que focam na observacao e criatividade, podem ser um atrativo para alunos que
tenham dificuldades com os conteldos formais do ensino de matematica. Com a utilizagdo da
régua e do compasso os alunos poderao criar figuras complexas através de procedimentos re-
lativamente simples. As construgdes apresentadas neste trabalho seguem um passa-a-passo
de forma a orientar cada etapa da construcao dos padrdes. Ao estudar padrdes islamicos, os
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estudantes estardao entrando em contato com uma rica tradi¢cao e cultura do mundo islamico que

encanta diversas pessoas nos palacios pelo mundo.

Inicialmente trataremos da parte histérica dos padrdes islamicos, mostrando que diferen-
temente da cultura ocidental, os palacios ndo podiam conter figuras de animais (incluindo pes-
soas), por isso desenvolveram sofisticados padrdes geométricos. Em seguida, apresentaremos
algumas constru¢des geométricas elementares como a construcdo da bissetriz, da mediatriz,
de retas perpendiculares e paralelas e construcoes de alguns poligonos regulares até o deca-
gono. A titulo de curiosidade, apresentaremos construgoes "aproximadas"do heptagono e do
enedgono regular. Um resultado classico sobre construgées de poligonos regulares diz que
€ impossivel construir somente com o uso de régua e compasso 0 heptagono e o eneagono
regular [9]. Depois construiremos alguns padrées islamicos indicando cada etapa da constru-
¢ao; comegaremos por um padrdo relativamente simples, que se encontra em uma Mesquita
em Cordoba na Espanha, e terminaremos com um padrao mais elaborado que se encontra na
Mesquita de Al-Salih Tala’i no Egito. Ao término de cada padrdo mostraremos como seria o
ladrilhamento. Todos os desenhos foram feitos no programa Geogebra que € livre e pode ser
baixado pela internet de forma gratuita (https://www.geogebra.org/).
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2 Parte Historica

De acordo com Grube [4], ha uma grande e rica tradicdo no mundo islamico em relacdo a arte na
criacao de ornamentos simétricos e geométricos que, com o passar dos anos, tais ornamentos,
com o auxilio da matematica, tiveram um processo de criagao aprimorado ao longo dos séculos.
Dentre os exemplos da geometria do padrao islamico se pode apontar os palacios de Alhambra
em Granada, Alcazar em Sevilha, a grande Mesquita de Cérdoba e tantos outros que foram
construidos com tetos, pisos e paredes com figuras de padrdes geométricos, como observado
nas Figuras 1.

Figura 1 — Padrao utilizado na Mesquita de Cordoba/Espanha (784)

‘The Great Mosque of Cordoba cordoba, spain (a0 784/ an 167)

Fonte: Eric Broug, 2008, p. 27

Historicamente, embora seja a geometria islamica um padrao que vem desde tempos mais
remotos, Leite [8] sinaliza que a sua historia é herdada da Antiguidade, levada, inclusive, a
Espanha, pelo povo mugulmano e misturada a cultura crista. Por ser um padrao que vem desde
a Antiguidade, abrange nao somente a arte, mas também a danca, literatura, teatro, musica
e outros, disseminados pelo povo do Oriente Médio desde o século VI, quando foi adotado o
islamismo.
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Harris e Braz [5] explicam que a histéria dos padrdes islamicos teve como base a religido isla-
mica, sendo esta, elemento essencial na construcao dos estados arabes, motivo este que fez
com que religidao e politica se unissem. Somado a isso, fator histérico de grande relevancia a
ser citado € o fato de o Islamismo nao admitir que seja feita a utilizagao de figuras humanas nas
manifestacdes artisticas e, desta forma, os arabes tiveram que desenvolver sua arte abstrata

em figuras simétricas.

A respeito dessa abordagem de Harris e Braz quanto a religido, para Santos [10], de um modo
geral, ndo se pode afirmar que a arte islamica abrange somente as manifestacdes que surgiram
diretamente da pratica religiosa. Isto porque tem sido encontrado termos que envolvem todos
os tipos e géneros da arte feita pelos povos mugulmanos, ligadas ou nao a religiao.

Kaiuca e Kubrusly [6] afirmam que, dentre outros fatores, os padrées islamicos foram expan-
didos e, com esta expansao do Islamismo, o mundo arabe ganhou novos contornos na arte
por meio dos mosaicos, com caracteristicas fundamentalmente romanas. Porém, devido aos
fatores de cunho religiosos que proibem a reprodugao de seres vivos, tanto animais quanto ho-
mens, a arte islamica passou a adotar como fator motivador os arranjos geométricos, facilmente

distinguidos pelos arabes.

Sobre a arte e figuras, Harris e Braz, enfatizam que a religido islamica nao permitia a exposicao
de animais ou seres humanos e, por isso, devido a ndo aceitacao de figuras humanas nas ma-
nifestacdes artisticas, os arabes tiveram que desenvolver toda uma técnica prépria voltada para

essa area, mesmo sem terem muito conhecimento dos conceitos matematicos que usavam.

Contudo, tais padroes também se devem a diversas culturas, tais como persas, gregos e roma-
nos, porém, os islamicos que aperfeicoaram ao longo dos séculos, fixando no mundo um estilo
formado por complexos esquemas, fazendo de constru¢des geométricas os assim chamados
padroes islamicos.

Varias foram as artes criadas e desenvolvidas pelos artesdos, mas, segundo Silva [11], era
fato que a arte artesa sempre foi muito rica, embora eles nao tivessem conhecimento profundo
da matematica, possuiam técnicas de construgdes geométricas que se assemelham muito das
questdes propostas pelos antigos matematicos gregos. Ainda assim, os artesdos comecaram
a trocar a pedra dura por pegas ceramicas, multicores, esmaltadas e com um formato que

pudesse garantir que sua reprodugéo fosse feita com tendéncia ao infinito.

De acordo com Barison e Poéla [1], os encontros entre artesdos e matematicos contribuiram
significativamente na solugcao dos problemas dos artesaos, com sessoes matematicas em que

eram dadas instrugdes quanto as praticas da geometria. Também trabalhavam construgdes ge-
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ométricas em diferentes dimensoes, de dois ou trés padrdes ornamentais, em que os artesaos

eram aconselhados pelos matematicos quanto a aplicagédo da geometria em sua arte.

Sobre esses encontros entre artesédos e matematicos, Barison e Pdla sinalizam permitir eviden-
ciar serem praticas costumeiras do mundo islamico, pois eram discutidas as falhas e os erros
cometidos pelos artesdos na construcdo dos projetos geométricos. Eram erros que permitem
verificar as diferencas entre a estética priorizada pelo artesdo e os calculos precisos considera-
dos pelo matematicos.

Dentre os padrdes geométricos islamicos, Souza [12] aponta os mosaicos que, por séculos,
foram ganhando um novo sentido no mundo mugulmano, com grande importancia a inspiragéo
das geometrias. Tais padrdes foram significativos para a Matematica, pois contribuiram para o
avanco desta ciéncia por todo o mundo. Muitos foram os artistas que usaram 0s mosaicos como
forma de geometria para sua arte, tal como o holandés Maurits Cornelis Escher que maravilhou
o mundo das artes ao adotar a geometria dos mosaicos muculmanos na sua arte por meio
de desenhos que apresentavam repeticbes matematicas. Sua arte foi disseminada ao longo
dos séculos e tem sido usada em escolas de artes plasticas. Sua inspiracao foi a Mesquita de
Cérdoba e o Palacio de Alhambra, em Granada, Espanha.

Conforme verificado até aqui, a arte islamica sempre foi muito rica e influenciada pela religiao.
Sobre isso, Souza, enfatiza ser relevante explicar que participacao da religido na arte islamica
e da ciéncia no mundo &rabe se deu nao pelo livro sagrado Alcordo Sagrado, mas, sim, pelo
Profeta Mohamed. Foi este Profeta que estabeleceu a proibicdo ao uso de homens e animais
nas atividades ligadas a arte que usada como justificativa, fatores metafisicos, biolégicas e

sociais.

De acordo com Silva [11], a explicagdao metafisica, segundo crenga do Profeta Mohamed, se
deve pelo fato de, em varios reinos, durante a criacdo, a maior manifestacao é o animal, en-
quanto os minerais e vegetais inferiores. Contudo, na busca pela demonstracdo de grande
respeito pelo Criador, é reservada a Deus o privilégio da criacdo suprema, se satisfazendo
apenas com a representacado de seres e objetos considerados inferiores.

Quanto ao aspecto biol6gico, o Profeta Mohamed acreditava que aquilo que nao era aproveitado
pelo talento, reforca os que estdo em constante uso. Assim, tem-se como exemplo o cego que

tem uma sensibilidade e memdéria muito superiores as dos homens normais.

Sobre o aspecto social, Profeta Mohamed da como justificativa, o horror ao fanatismo que dege-
nera em adoracdo. Mas sao muitas as excecdes neste caso, como, por exemplo, as decoracdes
de tapetes, brinquedos de criangas e outros que eram aceitos pelo Profeta.
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Notadamente, como aponta Barison e Péla [1], a hist6ria dos padrées islamicos vivenciou limi-
tagcbes a arte figurativa, tal fato levou a uma surpreendente evolugao nas esferas nao figurativas,
pois o proprio livro sagrado, o Alcordo Sagrado, sugeria grandeza nas construgcdes das Mes-
quitas. Como exemplo, o padrdo geométrico na Mesquita de Simman no Ira , a Figura 2 d4 um

exemplo.

Figura 2 — Padréo utilizado na Mesquita de Simman/Ira

Fonte: : Barison e Pdéla (2007)

Segundo Barison e Péla, outros exemplos ricos em padroes geométricos islamicos sao o Taj
Mahal em Agra na india, a Mesquita Bhong no Paquistdo, o Palacio de Alambra na Espanha,
com grandes obras arquitetonicas e decoracao artistica.

Conforme Barison e Péla, os padroes geométricos islamicos ndao moviam apenas a arte, mas
também a matemdtica. O estudo desses padrdes na matematica foi muito incentivado pelo
Califa Sharaf al Dawla, que contribuiu para o desenvolvimento de varios estudos nas areas da
astronomia e matematica, uma vez que séo ciéncias originadas do Livro Sagrado, de acordo
com a tradigao islamica. Neste caso, pelo fato de serem areas originadas do proprio Criador, o
Livro Sagrado possui a sintese maxima e absoluta de todas elas.

Segundo Harris e Braz [5], Califa Sharaf al Dawla realizou importantes avangos na matematica
a partir de trabalhos originais em mosaicos, sendo ele, incentivado pelo Alcordo, pois o livro
sagrado admite o envolvimento intelectual do homem com a natureza a partir de representacdes
em estudos. Muitas foram as contribuicées dadas por Califa Sharaf al Daula em seu livros, onde
se podia observar diversas solugdes de problemas geométricos essenciais para as construgoes
geométricas, utilizado, para tanto, a régua e 0 compasso.

Sharaf se destacou em muitas areas da matematica, principalmente, na geometria e trigonome-
tria. De acordo com Barison e Poéla [1], a contribuicdo dada por ele na geometria esta relacio-
nada com a resolugdo de problemas geométricos que podem ser encontrados na abertura da
esfera. Algumas outras contribuicdes sdo a construcéo da parabola por pontos, a construcéo de
um quadrado semelhante a outros quadrados, como construir um octégono usando a metade
do lado de um tridngulo equilatero entre outros.
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Cunha Junior [3] procura exemplificar a criagcdo de estrelas a partir da criacao de painéis islami-
cos, tendo como premissa, conseguir desenhar uma estrela para se fazer um painel de estrelas.
Neste ponto, Cunha Junior (2013) primeiro explica a definicdo da representagao da estrela, en-
fatizando ser uma viséo direcionada para uma representacdo com 5 e 6 pontas, ainda que se
possam fazer estrelas com quantidade infinita de pontas. Na formacao das duas primeiras es-
trelas (Figura 3), se pode observar um quadrado dentro de um circulo e um tridngulo equilatero.
A partir de entao, se tem a divisdo das circunferéncias em uma quantidade de partes iguais,
bem como a inscricdo de figuras geométricas. Nos quatro desenhos constantes na Figura 3,
€ mostrado o resultado da criagdo de dois tipos de padrbes basicos para fazer uma estrela, a
partir de exercicios de simetria.

Figura 3 — Criagcao de uma estrela

YEnUbay cone bn

Fonte: Cunha Junior, 2013, p. 109

Existem em varios lugares do mundo desenhos estampados nas paredes que foram criados
com sustentacdo nos padrdes geométricos islamicos conforme séo apresentados por Broug [2],
figuras 4 e 5 respectivamente.

Figura 4 — Padrao utilizado na Mesquita de Esrefoglu /Turquia (1297)
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Fonte: Eric Broug, 2008, p. 37

Figura 5 — Padrao utilizado no Palacio de Alhambra/Espanha (1302)

Fonte: Eric Broug, 2008, p. 55
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3 Construcoes Geométricas Elementares

Neste capitulo iremos tratar de algumas construgdes geométricas elementares. Veremos como
se constroi: a Bissetriz de um angulo; a Mediatriz de um segmento; retas perpendiculares e
retas paralelas a uma outra reta, passando por um ponto estabelecido. Por fim, veremos a
construgdes de alguns poligonos regulares e uma construgao "aproximada"do heptagono e do
eneagono regular.

3.1 Bissetriz

—_— —> —_— —_—
A bissetriz de um angulo AOB, é uma semirreta OC tal que AOC = COB, ou seja, a semirreta
4> o~ —_—
OC divide o angulo AOB em dois outros iguais. Podemos construir a bissetriz de AOB tragando
um arco centrado no ponto O, assim determinando os pontos D e E conforme figura 3.1.

Figura 3.1 — Bissetriz

Fonte: Autor

Em seguida, tragam-se dois arcos de mesmo raio com centros em D e E, onde encontramos
— —_—
o ponto de intersecdo C. A semirreta OC é a bissetriz do angulo AOB. Uma propriedade da
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bissetriz € que a bissetriz de um angulo é o conjunto de todos os pontos que equidistam dos
lados do angulo.

3.2 Mediatriz

A mediatriz de um segmento AB é a reta perpendicular & AB que tem como ponto de intersecdo
o ponto médio. A construgao é feita tracando dois circulos centrado em A € B com mesmo raio;
em seguida marcamos os pontos C e D nas respectivas interse¢des e tragamos a reta por esses
pontos conforme figura 3.2.

Figura 3.2 — Mediatriz

Fonte: Autor

Uma propriedade importante € que a mediatriz € o conjunto de todos os pontos que equidistam
dos extremos do segmento.

3.3 Perpendicular e Paralela

Nessa secdo vamos aprender a tracar uma reta perpendicular a outra reta passando por um
ponto dado. Vamos também tracar uma reta paralela a uma outra reta passando por um ponto
dado.
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Como construir uma perpendicular a uma reta r passando por um ponto P?
Dado a reta r e ponto P, com o0 compasso centrado em P tragamos um arco cortando a reta r
em A e B (figura 3.3). Em seguida tragamos com mesmo raio arcos centrado em A e em B, de

—
forma que obtemos o ponto C na intersecdo, assim a reta PC é perpendicular a r.

Figura 3.3 — Perpendicular

Fonte: Autor

Como construir uma paralela a uma reta r passando por um ponto P?

Uma forma é utilizar a construgao anterior (figura3.3) e tragar uma perpendicular a reta <P—C:
passando por P. Outra forma é tracar trés arcos com mesmo raio da seguinte forma. O primeiro
com centro em P encontramos A na reta r; o segundo com centro em A, encontramos B na
mesma reta e o terceiro com centro em B, encontramos C sobre o primeiro arco, conforme

figura 3.4.

Figura 3.4 — Paralela
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Fonte: Autor

—
Areta PC é paralela a reta r. Uma justificativa é que a construgao foi feita com arcos de mesmo
raio, os segmentos PA, AB, BC e CP sao congruentes formando um paralelogramo.

3.4 Construcoes de Poligonos

Nessa secdo apresentaremos as construgdes de alguns poligonos regulares, do tridngulo ao
decagono. Como temos considerado, as constru¢des serdo feitas utilizando somente régua

(ndo graduada) e compasso. Por facilidade, os passos das construgdes serdo feitos em topicos.

3.4.1 Triangulo

1. Trace a reta r e marque os pontos A e B.

2. Trace dois circulos de raio AB centrados em A e B, encontrando assim o ponto C
dado pela interse¢ao conforme a figura 3.5.

3. Por fim, trace os segmentos AC e BC formando o triangulo ABC.

Figura 3.5 — Construcao do Tridngulo
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Fonte: Autor

O triangulo construido é equilatero, pois os segmentos AB, BC e CA tem a medida dos raios
dos circulos que sao iguais. Portanto os angulos sao iguais.

3.4.2 Quadrado

1. Trace a reta r e marque os pontos A e B.

2. Trace dois circulos de raio AB centrados em A e B.

3. Trace perpendiculares a reta r passando por A e B, encontrando os pontos C e D
conforme a figura 3.6.

4. Trace o segmento CD formando o quadrado ABCD.

Figura 3.6 — Construcao do Quadrado
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Fonte: Autor

No quadrilatero construido tem-se AB, BC e AD s&o congruentes, pois s&0 os raios dos circulos,
todos de mesma medida. Os angulos DAB e CBA sao retos.

Como a reta que passa selo segmento CD é tangente aos dois circulos, temos que @ e @
também sdo angulos retos. Tragando a diagonal BD teremos dois triangulos congruentes DAB
e DCA. Portanto DC = AB, mostrando assim que temos quatro lados iguais e quatro angulos
iguais.

3.4.3 Pentagono

Considere um decagono regular inscrito em um circulo de raio unitario. O &ngulo central de um

poligono regular é dado por
360°

A= ——.
" nelados

Portanto o angulo central do decagono é A. = 36°. Denotando o lado do decagono por x,
considere a figura seguinte:

Figura 3.7 — Constru¢ao do Pentagono
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Fonte: Autor

— —
Na figura, a semirreta CD ¢é a bissetriz do angulo ACB. Portanto o triangulo CDB é is6sceles e,

consequentemente, os triangulos ABC e CDB sao semelhantes. Pelo teorema de Tales o lado

X satisfaz
X 1

1—x x’

Equivalentemente, x € uma solugao positiva da equacao de segundo grau
P4+x—1=0.

Para construirmos o pentdgono, vamos construir um segmento cuja medida satisfaz a mesma

equacao de segundo grau acima. Para isso faremos 0s seguintes procedimentos.

1. Trace uma reta r e depois trace um circulo de raio OA com centro em O € r. Vamos
construir um pentagono regular inscrito neste circulo.

2. Trace a reta perpendicular a r por O encontrando os pontos B e I na interse¢cdo com

o circulo.

Marque com M o ponto médio de OA. Trace o circulo de raio OM centrado em M.

Trace o segmento BM, encontrando o ponto G.

Trace o circulo de raio BG centrado em B encontrando o ponto H.

2B

Com o compasso de abertura BH centre em H e marque o ponto C, de onde teremos
a relacao entre os arcos BC 2 BH Marque os outros pontos com abertura BC
formando o pentdgono BCDEF .
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Figura 3.8 — Construgao do Pentagono

Fonte: Autor

Para mostrar que esse pentagono é regular, por simplicidade, podemos considerar o raio OA do
circulo como unitario. Dai teremos, pelo Teorema de Pitdgoras

g 1\?
B — OB+ O — 124 (1) =2
2 4
portanto
gV
2
Temos ainda que
51
BG=BM —-GM = — — -
2 2
donde J3
— 5—1
BG = ;

Substituindo esse valor na equagao de segundo grau acima, podemos verificar que, de fato, a
medida do segmento é raiz positiva da equacao.

Como a relagao entre 0 segmento e o angulo é biunivoca, podemos concluir que o poligono

construido é portanto um pentagono regular.
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3.4.4 Hexagono

1. Trace a reta r e marque os pontos A e B.

2. Trace dois circulos de raio AB centrados em A e B. Denote por G e por H, respecti-
vamente, as intersecdes desses circulos com a reta r. Centrando o compasso em G
faca outro circulo e novamente em H mais um circulo, encontrando na intersecao os
pontos C e F, respectivamente.

3. Trace retas perpendiculares a reta r por A e B, conforme figura 3.8.

4. Trace o0s arcos com 0 mesmo raio dos circulos anteriores centrado em C e F encon-
trando os pontos D e E pertencentes as perpendiculares.

5. Trace os segmentos BC, CD, DE, EF e FA formando o hexagono ABCDEF.

Figura 3.8 — Constru¢ao do Hexagono

E D

Fonte: Autor

O poligono construido tem AB = BC = AF, pois sio raios dos circulos que sao congruentes. Os
segmentos EF e CD foram construidos com o mesmo raio conforme o passo 4 e ED é o lado
oposto do retAngulo ABDE, portanto todos os lados do poligono séo iguais, basta agora verificar
as medidas dos angulos para ver se o hexagono € regular. Conforme visto na constru¢ao do
tridngulo equilatero, temos que CBH = 60°, portanto temos o angulo interno CBA = 120°. Pelo
mesmo motivo temos que BAF = 120°. O angulo EAF = 30°, pois a reta que passa por AE
€ perpendicular a reta r. Como o tridngulo AFE ¢ is6sceles o angulo AEF também é de 30°,
portanto o angulo interno EFA = 120°; pelo mesmo motivo temos o angulo DCB = 120°. Por
fim, temos o angulo DEF =30° +90° = 120° e pelo mesmo motivo temos o angulo CDE =
120°. Como todos os angulos também sao iguais, temos que o hexagono é de fato regular.
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3.4.5 Heptagono

Nem todos os poligonos regulares admitem constru¢des utilizando somente régua e compasso
[9]. Este é o caso do heptagono regular. Apesar disso, podemos fazer uma constru¢cao com boa
aproximacao. Por ser um pouco mais elaborada, dividiremos essa construcdo em duas partes.

Primeira parte.

1. Trace uma reta r e marque dois pontos A e B.

2. Trace a mediatriz de AB. Com a medida do raio AB trace dois arcos centrados em A
e B, encontrando o ponto C. Unindo os pontos, temos o triangulo ABC.

3. Trage as mediatrizes relativas aos lados AC e BC, encontrando o ponto D.

Figura 3.9 — Construcao do Heptagono
C

Fonte: Autor

Para continuar a construcao foram retirados alguns objetos construidos e assim se-
guimos com a segunda parte.

4. Denote por B’ o ponto médio de AB, e trace dois circulos de raio AD e centrados
em A e B’ encontrando assim o ponto de intersecdo E. O ponto E sera o centro do
circulo circunscrito ao heptagono de lado AB'.

5. Com o compasso centrado em B’ e abertura AB’, tragamos o outro vértice do hepta-
gono. Faremos isso sucessivamente até obtermos o sétimo ponto no circulo.
Considerando por exemplo que o segmento AB’ meca 2 unidades de comprimento,
utilizando o aplicativo Geogebra podemos obter a medida do segmento JA, mos-
trando de fato, que ele ndo é congruente aos outros segmentos, apesar de ser uma
boa aproximagdo. Como mencionado anteriormente, ndo é possivel a construgéo
com régua e compasso de um heptagono regular (veja [9]).
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Figura 3.10 — Construcao do Heptagono

Fonte: Autor

Quando as construgdes ficarem muito carregadas, faremos divisbes em quantas partes forem

necessarias € mostraremos a construgao por inteira conforme abaixo.

Figura 3.11 — Constru¢ao do Heptagono

Fonte: Autor
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3.4.6 Octogono

Vamos apropriar da construgao do quadrado para os passos inicias da construgao do octégono.

1. Trace uma reta r e marque um segmento AB sobre ela. Construa agora um qua-
drado de lado AB e trace dois circulos de raio AB centrados nas extremidades deste
segmento conforme a figura a seguir.

2. Trace as bissetrizes s, t, u € v dos angulos C{BT(; E@; @ e ELE respectivamente,
encontrando os pontos de intersecao destas com os circulos construidos na etapa
anterior. Denotaremos estes pontos por E e F' conforme a figura.

3. Trace as perpendiculares a r pelos pontos E e F', encontrando assim os pontos G e
H.

4. Com o compasso de abertura AB, centra-se em G encontrando o ponto / e centrado
em H encontra-se o ponto J conforme a figura 3.12.

ABEGIJHF.

construidos com o mesmo raio. As bissetrizes t e r, sdo paralelas por constru¢do pois dividem
angulos iguais em mesma direcdo sobre a mesma reta. A reta w e a reta suporte que passa
pelo segmento BC s&o perpendiculares & reta r, portanto paralelas. Desta forma, o quadrilatero
BCGE é um paralelogramo e fazendo uma andlise mais detalhada, vemos que é um losango.
Portanto o segmento GE = BC, de maneira analoga podemos dizer o mesmo do segmento HF
em relacdo ao DA. Assim, vemos que o octégono possui todos os lados congruentes.
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Os angulos internos do octégono medem 135°. O angulo EBC = 45°, pois é dividido pela
bissetriz s, assim o angulo EBA do octdgono mede 135°, pois EBA = 90° +45° = 135°. O
trapézio BIGE é is6sceles de angulos da base igual a 45°. Como a soma dos angulos internos
é igual a 360° e IGB e GEB sao iguais, temos cada um medindo 135°. O angulo GlJ =
45° +90° = 135°. Fazendo as mesmas andlises para os angulos A, F, H e J, pois existe
simetria na construgdo do octégono, vemos que todos os angulos internos do octégono valem

135°, logo o poligono é regular.

3.4.7 Eneagono

Assim como o heptagono regular, 0 enedgono regular ndo pode ser construido somente com
uso da régua e do compasso [9]. Apesar disso, é possivel construi-lo com boa aproximagao.

1. Trace a reta r e sobre ela trace o circulo AB de centro A. Centre em B e trace o
circulo de raio AB encontrando os pontos D e J.

2. Trace a perpendicular pelo ponto médio de AB encontrando M. Trace o circulo cen-
trado em M, encontrando o ponto N.

3. Trace o circulo centrado em N, encontrando o ponto P, conforme a figura 3.13. Trace
o segmento AP encontrando o ponto K. O segmento JK é o lado do eneagono
inscrito no circulo de centro A.

4. Com o compasso de abertura JK, marca-se os demais consecutivos pontos do enea-
gono.

CDEFGHIIJK.

6. Como pudemos verificar utilizando o Geoalgebra, o segmento ED ficou maior que os

demais.

Figura 3.13 — Constru¢do do Eneagono
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Fonte: Autor

3.4.8 Decagono

Para a construcdo do decagono, como podemos lembrar, utilizamos os mesmos passos da
construgao do pentagono.

1. Trace uma reta r e depois trace um circulo de raio OA com centro em O.

2. Trace a reta perpendicular a r por O encontrando os pontos B e I na intersegcdo com
o circulo.

3. Marque com M o ponto médio de OA. Trace o circulo de raio OM centrado em M.

4. Trace o segmento BM, encontrando o ponto G. Na construcdo do pentagono, mos-
tramos que o segmento BG é congruente ao lado de um decagono inscrito no circulo
de raio OA.

5. Trace o circulo de raio BG centrado em B encontrando o ponto H. Repita o proce-
dimento, agora centrado no ponto H obtendo o proximo ponto. Como vimos, o ciclo
fecha ao retornarmos ao ponto G.

6. Trace os segmentos BH, HC, CJ, JD, DI, IE EK, KF FL e LB, formando o decéa-
gono regular BHCJDIEKFL.

Figura 3.14 — Constru¢ao do Decagono



Fonte: Autor
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4 Alguns Padroes

Na parte histérica foi apresentado como os padrdes islamicos fazem parte de diversas cons-
trucoes em alguns lugares do mundo. Nesse capitulo vamos aprender como construir alguns
padroes geométricos islamicos, dos mais simples até os mais elaborados. Vamos comegar pelo
primeiro padréao apresentado nesse trabalho (figura 1) que foi utilizado na Mesquita de Cordoba
na Espanha por volta do século VIII. Vamos dividir a construcao do padrdao em algumas etapas,
quanto for necessario para melhor visualizar as construgdes. Na etapa posterior a apresentada,
vamos retirar alguns detalhes de forma que nédo figue muito carregada as constru¢des na etapa
posterior.

4.1 Padrao Cordoba

1. Trace a reta r e faca o circulo de raio OA com o centro sobre r e A € r. Marque o
ponto B na intersecao do circulo com a reta r.

2. Trace perpendiculares a r passando pelos pontos A, O e B e marque 0s pontos
encontrado C e D.

3. Trace paralelas a r passando pelos pontos C e D encontrando o quadrado EFGH.

4. Trace as diagonais do quadrado encontrando os pontos /,/,K e L que fazem interse-

¢éo com o circulo conforme a figura.

Figura 4.1.1 — Passo 1
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Fonte: Autor

Vamos deixar somente o quadrado com o eixo central e as diagonais para a préxima
etapa.

5. Trace retas passando por AJ, BL, BI e AK encontrando os pontos P e S nas interse-
coes.

6. Trace retas passando por CK, DI, DJ e CL encontrando os pontos M e N nas inter-
secoes.

7. Marque os pontos Q, R, T e U.

Figura 4.1.2 — Passo 2
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Fonte: Autor

9. Vamos retirar 0os pontos e algumas construgbes que ndo precisamos para deixar

somente o padrao encontrado.

Figura 4.1.4 — Padrao de Cordoba

Fonte: Autor

Para fazermos o ladrilhamento, precisamos construir esse padrdo ao redor, para formarmos a
malha encontrada na Mesquita de Cordoba. Vale ressaltar que esse padrao nao esta exposto
na Mesquita dessa forma, apds ser construido, € feito pinturas que torna a apresentacao ainda
mais atraente. Esse ndo é o Unico padrao utilizado na Mesquita de Cordoba, existem varios

outros expostos.

Figura 4.1.4 — Ladrinhamento
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Fonte: Autor

4.2 Padrao Mustansiriya Madrasa
Mustansiriya € um edificio em Bagda no Iraque construido por volta de 1227. Esse edificio foi
uma instituicdo de ensino que abrigou milhares de volumes importantes para época.

Para a construgéo desse padrao vamos seguir o mesmo formato do anterior. Esse padrao utiliza
como base de ladrilhamento o hexagono, diferente do anterior que era um quadrado.

1. Trace a reta r. Trace o circulo com centro em O. Trace a perpendicular a r por
0. Com o mesmo raio centrado em B, marcamos os pontos E, F, G e H de forma
sucessiva.

Figura 4.2.1 — Passo 1
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Fonte: Autor

2. Trace os triangulos BGH e CEF. Marque os pontos de intersecdo entre os lados dos
triangulos.

Figura 4.2.2 — Passo 2

Fonte: Autor
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3. Trace retas pelos pontos de intersecao encontrados entre os lados dos tridngulos
conforme a figura.
4. Marque os pontos de intersecao das retas com os lados do hexagono.

Figura 4.2.3 — Passo 3

Fonte: Autor
5. Trace os segmento conforme a figura encontrando o padréo desejado.

Figura 4.2.4 — Passo 4

Fonte: Autor
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Retirando os segmentos secundarios, temos o padrao construido na parede Mustan-

siriya Madrasa. Esse padréo se encontra nesse mesmo formato em alto relevo no

edificio.

Figura 4.2.5 — Padr&o Mustansiriya Madrasa
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Fonte: Autor

Para fazermos o ladrilhamento, construimos o padrdo um ao lado do outro conforme a figura.

Figura 4.2.6 — Ladrilhamento
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Fonte: Autor

4.3 Padrao Alambra

Alambra é um conjunto de palacios localizado em Granada na Espanha. Um padrao geométrico
intrigante que esta estampado em suas paredes é o que sera apresentado a seguir. O poligono
utilizado no ladrilhamento é o hexagono, 0 mesmo utilizado no padrao anterior, portanto para
construcao do hexagono que ja foi apresentado anteriormente, iremos omitir algumas etapas.

1. Com o hexagono inscrito no circulo, trace as diagonais AD, BE, e CF .

2. Encontre os pontos médios dos lados do hexagono. Trace os segmentos GJ, HK, e
IL.

Figura 4.3.1 — Passo 1

Fonte: Autor

3. Trace os tridngulos GIK e HJL. Marque os pontos de interse¢cdo M, N, O, P, QE R
entre os lados dos triangulos.

Figura 4.3.2 — Passo 2
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Fonte: Autor

4. Centrado em Q e com raio QO trace o arco IPO, centrado em M e com raio MO
trace o arco OSL.

Figura 4.3.3 — Passo 3

Fonte: Autor

5. Centrado em P e com raio PO trace o arco HﬁO, centrado em S e com raio SO trace
0 arco OEK .

6. Centrado em R e com raio RO trace o0 arco JéO, centrado em N e com raio MO trace
0 arco GA710 formando todos os arcos desejados conforme a figura.

Figura 4.3.4 — Passo 4
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Fonte: Autor

Retirando os segmentos secundarios e os pontos, temos o padrao desejado de Alam-
bra.

Figura 4.3.5 — Padrao Alambra

Fonte: Autor

Para fazermos o ladrilhamento, construimos o padrao um ao lado do outro conforme a figura.

Figura 4.3.6 — Ladrilhamento
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Fonte: Autor

4.4 Padrao Al-Salih Tala’i

A mesquita de Al-Salih Tala’i se encontra no Egito em Cairo, suas construgées datam de 1160.
Esse padréo que apresentaremos sera o mais elaborado desse trabalho. Nessa construcéo
usaremos uma notacéao diferente devido a quantidade de detalhes que essa apresenta.

1. Trace um circulo. Construa o quadrado circunscrito ao circulo. Trace as diagonais do
quadrado.

2. Trace as bissetrizes entre as diagonais formando quatro quadrantes. No primeiro
quadrante trace duas bissetrizes, uma abaixo da diagonal e outra acima formando
quatro angulos iguais no primeiro quadrante. Repita 0 mesmo procedimento nos
outros quadrantes conforme a figura.

Figura 4.4.1 — Passo 1
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Fonte: Autor

3. Por O trace uma perpendicular a bissetriz encontrando o ponto de intersecao que
serd o raio do semicirculo centrado em O conforme a figura. Faca 0 mesmo com os

outros semicirculos.

Figura 4.4.2 — Passo 2

O,

O3 0,

o
Fonte: Autor

4. Marque o ponto de intersecao entre o eixo central e o semicirculo conforme indicado
na figura. Trace o circulo centrado em Os.
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Figura 4.4.3 — Passo 3

0,

Fonte: Autor

5. Marque os pontos das intersegdes, entre as diagonais do quadrado e o circulo maior.
Trace o segmento com uma extremidade em A e a outra sobre o lado do quadrado

conforme a figura.

Figura 4.4.4 — Passo 4

Fonte: Autor

E importante destacar, que o ponto A, pertence ao semicirculo e ndo a bissetriz,
conforme mostra a figura abaixo.



Figura 4.4.5 — Detalhe Passo 4

b >

Fonte: Autor
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6. Trace os outros segmentos seguindo as mesmas orientagdes do item 5, encontrado

a figura abaixo.

Figura 4.4.6 — Passo 5

Fonte: Autor

7. Marque os pontos de interse¢do entre as bissetrizes e os segmentos encontrados

anteriormente, e, trace os segmentos com extremidades nos lados do quadrado, con-

forme figura abaixo.

Figura 4.4.7 — Passo 6



Fonte: Autor
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8. Trace o segmento O3C encontrando o ponto D. Trace o circulo centrado em Os

passando por D, conforme figura abaixo.

9. Marque os pontos de interse¢é@o entre o circulo médio e os semicirculos.

Figura 4.4.8 — Passo 7

Fonte: Autor

Figura 4.4.9 — Passo 8



Fonte: Autor

10. Marque os pontos de intersec¢ao entre o circulo menor e as diagonais do quadrado.
11. Trace os segmentos com extremidades no ponto de interse¢do do passo 11 e o lado
do quadrado passando pelo ponto de intersecdo do passo 10 conforme a figura.

Figura 4.4.10 — Passo 9
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Fonte: Autor

12. Marque os pontos de intersecao entre o circulo médio e as diagonais do quadrado.
13. Marque os pontos de intersecdo entre o circulo menor e os eixos centrais do qua-
drado.
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14. Trace os segmentos com extremidades no ponto de intersecédo do passo 14 e o lado
do quadrado passando pelo ponto de intersecdo do passo 13 conforme a figura.

Figura 4.4.11 — Passo 10
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Fonte: Autor

15. Marque os pontos E, F, G e l.

16. Trace a reta passando pelos pontos E e I e outra reta passando pelos pontos F e G
encontrando o ponto de intersecéo H.

17. Trace os segmentos EH e FH. Faca o mesmo com os outros trés 'cantos’ do qua-
drado conforme a figura.

Figura 4.4.12 — Passo 11
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Fonte: Autor

Essas foram as ultimas construgdes de segmentos. Nos passos seguintes, vamos
marcar 0s segmentos notaveis para constru¢cao do padrao desejado.

18. Para nao ficar muito confuso, vamos marcar os segmentos em dois passos. Na
primeira parte, marque os segmentos conforme a figura 4.4.13.

Figura 4.4.13 — Passo 12

Fonte: Autor

19. Para a segunda parte, marque os segmentos conforme a figura 4.4.14.

Figura 4.4.14 — Passo 13




Fazendo a juncao das duas figuras anteriores, em uma so, temos:

Figura 4.4.15 — Passo 14

Fonte: Autor

Fonte: Autor
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Retirando os pontos e 0os segmentos secundarios, temos o padrdo de Al-Salih Tala’i

Figura 4.4.16 — Padrao de Al-Salih Tala'i

Fonte: Autor
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Para fazermos o ladrilhamento, construimos o padrdao um ao lado do outro, conforme

a figura.

Figura 4.4.17 — Ladrilhamento
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Fonte: Autor

4.5 Padrao PROFMAT

Por fim, apds estudar varios padrdes e comecar a familiarizar, resolvi criar um padrédo. Como
venho colocando nome em cada padrao, chamarei esse de Padrao PROFMAT.

1. Trace um circulo. Construa o hexagono inscrito no circulo. Trace as diagonais do

hexagono conforme a figura.

Figura 4.5.1 — Passo 1
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Fonte: Autor

2. Marque os pontos de intersecdo das diagonais conforme a figura abaixo formando
um novo hexagono.

Figura 4.5.2 — Passo 2

Fonte: Autor
3. Com raio OA trace circulos centrados em cada vértice do hexagono menor.

Figura 4.5.3 — Passo 3



4. Marque somente os arcos formando a flor no interior do hexagono menor.

5. Marque os pontos médios dos lados do hexagono menor, conforme a figura.

Fonte: Autor

Figura 4.5.4 — Passo 4

Fonte: Autor
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6. Trace circulos com raio OB, centrados nos pontos médios dos lados do hexagono

menor.

7. Marque os arcos, formando uma nova flor no interior do hexagono menor, conforme

a figura abaixo.

Figura 4.5.5 — Passo 5



Fonte: Autor

8. Marque o ponto médio do segmento BC. Trace circulo centrado no ponto médio pas-
sando por BC. Faga 0 mesmo com os demais vértices do hexagono maior, conforme
a figura abaixo.

9. Nos circulos tracados no passo anterior, marque os arcos até no ponto que fazem

intersecdo com o lado do hexagono maior, conforme a figura abaixo.

Figura 4.5.6 — Passo 6
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Figura 4.5.7 —Padrdao PROFMAT
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Figura 4.5.8 — Ladrilhamento

Fazendo o ladrilhamento do padrdo construido, temos a seguinte imagem.

Fonte: Autor
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Ao construir qualquer padrao, no final das construcdes, temos um emaranhado de

segmentos e circulos, onde poderiamos encontrar outros padrées na mesma cons-

trucdo. Podemos ver o emaranhado nessa construgéo, conforme a figura abaixo.

Figura 4.5.9 —Padrdao PROFMAT
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5 Atividade

PROPOSTA DE ATIVIDADE

Existem varias possibilidades de trabalhar com esse material em sala de aula.

1. Uma sugestao seria um trabalho multidisciplinar com outras matérias, como artes e
histéria. Pedir os alunos para montar grupos e trabalhar a parte histérica e a parte
artistica dos mosaicos. Na parte de matematica pedir os alunos para construirem
alguns padrées, respeitando cada faixa etaria. Existem padrbes simples e outros
bem elaborados, uma boa fonte € o livro [2].

2. Pode ser trabalhado com os alunos, depois das construgdes feitas, algumas proprie-
dades de geometria plana, sempre respeitando cada faixa etaria. Os alunos sempre
ficam empolgados com as construcdes. Depois de feitas € uma boa oportunidade de
mostrar um pouco de matematica por detras das construcoes.

3. Para alunos do ensino médio, depois das construgdes feitas, pode ser trabalhado o
motivo das figuras ficarem tao perfeitas, enfatizando o rigor matematico nas constru-
¢bes, como construcoes de bissetrizes, mediatrizes, paralelas entre outras.

4. Qutra sugestao, depois dos alunos terem feitos alguns padrbes, sendo basicos ou
nao, deixar o aluno colocar em pratica sua criatividade. Pedir para cada aluno cons-
truir seu proprio padrdo e os mais bonitos serem gratificados de alguma forma, até

mesmo sendo exposto no mural da escola.
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6 Consideracoes Finais

Nessa etapa do nosso projeto, podemos perceber que existe uma infinidade de possibilidades
na criacao de mosaicos com padrdes que se remetem as construcdes islamicas.

Esses mosaicos estdo estampados em diversos palacios pelo mundo e sdo muito admirados.
Percebemos ainda, que nem sempre é muito facil de perceber o padrao existente nos mosaicos,
pois, depois de pintados, a constru¢cdo geométrica fica em segundo plano e a arte se destaca.

Ao construir o padrao é necessario a utilizacdo dos entes matematicos para buscar a sime-
tria, pois se ndo usar os conceitos de forma correta, quando for construir o ladrilhamento as
imperfeicbes se tornam bem aparentes.

Fizemos construgcdes com poucos detalhes e outros mais elaborados. Algumas dessas cons-
trucdes, podem perfeitamente ser trabalhadas em algumas séries do ensino fundamental I, ou
seja, com criangas de 7 a 10 anos, pois exige-se da crianga pouco manuseio da régua e do
compasso. Com isso, cria-se no aluno um fator importante de empoderamento para futuras
abordagens com a matematica. Outras constru¢des, mais elaboradas, podem ser trabalhadas
em séries posteriores e até ter algumas abordagens algébricas, como célculos de angulos e
segmentos.

Existem outras formas de ladrilhamento que nao foram abordadas até agora nesse trabalho.
Essas outras formas, envolvem mais de um poligono no mesmo ladrilhamento. Em nosso tra-
balho, utilizamos somente o quadrado e o hexagono como poligono para ladrilhar. Certamente,
esse outro tipo de ladrilhamento aparecera no livro, sobre construgdes de padrbes islamicos

com régua e compasso.
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