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Resumo

Neste trabalho apresentaremos alguns resultados bésicos da teoria dos ntimeros com
o objetivo de explorar o estudo dos primos em progressoes aritméticas cujas razoes
e primeiros termos sao primos entre si. Traremos demonstracoes de alguns casos
particulares do Teorema de Dirichlet sobre primos em PA, além de apresentarmos
alguns resultados mais antigos e outros descobertos bem recentemente sobre a forma
como os primos se distribuem em determinadas progressoes aritméticas.

Palavras-chave: Progressoes aritméticas; Nimeros primos; Teorema de Diri-
chlet.
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Abstract

In this work we will present some basic results of the number theory with the
objective of exploring the study of primes in arithmetic progressions whose commom
difference and first term are coprime. We will present proofs of some particular cases
of Dirichlet’s theorem on PA primes, in addition to presenting some older results
and other recent findings about how the primes distribute themselves in certain
arithmetic progressions.

Keywords: Arithmetic progressions; Prime numbers; Dirichlet’s Theorem.
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Introducao

A forma como os niimeros primos estao distribuidos tem provocado fascinio desde
a antiguidade. Em pequenos intervalos de niimeros, eles aparecem de modo aparen-
temente aleatorio, o que tem chamado a atencao de muitos estudiosos. O Teorema
Fundamental da Aritmética diz que todo ntimero natural maior que 1 é primo ou
pode ser escrito como produto de primos. Assim, por um lado os ntimeros primos
sao suficientes para representar todos os nimeros naturais, por outro lado, nao sa-
bemos como eles estao distribuidos ao longo dos naturais. Os mistérios envolvendo
os nimeros primos tém atraido matematicos pelo mundo inteiro e esse conjunto nu-
mérico tem sido uma fonte inesgotavel de problemas em Teoria dos Ntumeros o que
tem gerado grandes avangos na Matemaética.

Do ponto de vista da estrutura multiplicativa, o conjunto dos nimeros primos
gera todo o conjunto dos niimeros naturais. Este fato nos leva a pensar se existe uma
forma de como os primos estao distribuidos nos naturais. Uma forma de olharmos
para esse problema é investigando a existéncia de ntimeros primos em progressoes
aritméticas, ja que elas tém saltos de tamanho conhecido uma vez que se conhece a
sua razao. Este tema, primos em progressoes aritméticas, apesar de envolver dois
conceitos basicos estudados no ensino fundamental e no ensino médio, também nos
leva a conceitos da Teoria Analitica dos Numeros.

Um dos problemas envolvendo niimeros primos ¢ o de encontrar progressoes
aritméticas contendo uma infinidade de ntimeros primos. Neste trabalho, pretende-
mos responder a seguinte pergunta: Quais progressoes aritméticas contém primos e
quantos sao esses primos?

Podemos facilmente observar que na sequéncia numérica 1,2,3,4,5,... estao
todos os niimeros primos ja na sequéncia 2,4, 6, 8,10, ... apenas o 2 é primo. Observe
que essas sequéncias sao progressoes aritméticas da forma a + dn, com a e d inteiros
fixosen € NUO. Se a e d possuem um fator comum ¢ > 1 entao ¢ divide todos
os termos da progressao aritmética, que, portanto, tém todos os termos compostos,
exceto possivelmente o proprio a, no caso em que ¢ = a € um nuamero primo. Isto
nos sugere analisar os casos onde os ntimeros a ¢ d nao possuem nenhum fator em
comum. Nessa direcao nos diz Ribenboim:

Um teorema cléssico e de grande importancia para a matematica foi
demonstrado por DIRICHLET em 1837. Afirma-se:

Se d > 2 e a # 0 sao nimeros inteiros primos entre si, entdo a
progressao aritmética

a,a+d,a+2d,a+ 3d,a+4d, . ..

X



contém uma infinidade de nimeros primos. (Ribenboim, 2014, p. 190).

[5]

Uma demonstragao mais simples deste teorema envolve conceitos mais profundos
pertencentes a Teoria Analitica dos Numeros e, por isso, nao serd demonstrado
aqui. Casos particulares do teorema de Dirichlet serao o objeto de estudo do nosso
trabalho e, para isso, iremos estudar alguns topicos de Teoria dos Nameros e algumas
propriedades dos Polindmios ciclotémicos objetivando demonstrar a infinidade de
primos em algumas progressoes aritméticas.

Para uma melhor leitura e compreensao do texto o nosso trabalho foi organizado
em dois capitulos.

No capitulo 1 serao abordados alguns conceitos mais béasicos da Teoria dos Nu-
meros. Comecamos com o Principio da Boa Ordenacao e, como consequéncia, apre-
sentamos a propriedade Arquimediana, o Principio de Inducao, alguns critérios de
divisibilidade e o Teorema da Divisdo Euclidiana. Apresentaremos também algumas
propriedades do méximo divisor comum e dos nimeros primos. Por fim, apresenta-
remos o estudo das congruéncias e algumas propriedades basicas.

No capitulo 2, secao 1, falaremos um pouco mais sobre congruéncias, onde apre-
sentaremos o Teorema de Euler e o Teorema de Wilson, alguns resultados para o
estudo da resolucao das congruéncias lineares como o Teorema Chinés dos Restos e
o Teorema de Thue, além de um breve estudo das congruéncias quadraticas e dos
residuos quadraticos, finalizando com a Lei da Reciprocidade Quadratica. O obje-
tivo aqui é mostrar a infinidade de primos em algumas progressoes aritmética como
{Zn =+ 1}n€N7 {4n + 1}n€N7 {4n + 3}n€N7 {67L + 5}n€N; {3n + 2}n€N; {Sn =+ 5}n€N7
{3n 4 1}nen, {6n+ 1} en, {87 + 3}nen, {270+ 1},en. Ja na secdo 2 apresentaremos
dois casos particulares do Teorema de Dirichlet, porém, mais gerais que os casos
apresentados na se¢do 1. O primeiro caso é {¢°n + 1},en. Para o segundo caso
apresentaremos algumas propriedades dos polindmios ciclotomicos objetivando de-
monstrar a infinidade de primos na progressao aritmética {dn + 1},en. Por fim,
na secao 3, apresentaremos alguns fatos e algumas curiosidades sobre primos em
Progressoes aritméticas.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo iremos abordar alguns conceitos bésicos para um melhor enten-
dimento dos contetidos explorados no capitulo 2. O nosso objetivo neste capitulo é
tornar este trabalho um texto autocontido onde o leitor nao precisara consultar ou-
tros materiais para o seu entendimento. No que segue utilizaremos como conhecidos
e sem mais comentarios o Principio da Boa Ordenacao, a propriedade Arquimediana
e o Principio de Indugao.

1.1 Numeros inteiros

Bindémio de Newton

Considere a expressao (14 X)", onde X é uma indeterminada e n é um nimero
natural. O desenvolvimento dessa poténcia é um polindomio de grau n em X cujos
coeficientes sao niimeros naturais:

(1+X)" = (g) + <T)X+ <Z)X2+...+ (nﬁ 1>X”—1 + (Z)X”

Proposicao 1.1.1 [Binémio de Newton| Sejam a e b nimeros reais e seja n € N.

Tem-se que (a + b)" = a™ + (T) a b+ ..+ ( n 1) ab™1 4 b
n f—

~ . o a
Demonstracao: Se b= 0, o resultado é direto. Se b # 0, substituindo x por 7 na

expansao de (1 + z)" obtemos

o= (e (@ ()@ ()6

Multiplicando ambos os lados por b" temos

(b+a)" =b"+ (T)ab"‘l + (Z)a%”‘z +...+ (ni 1)b+ a”.

n n
Como () = ( ,), segue que
i n—i

(a+b)" =a"+ (?)a"lb—l— .t ( " 1)ab"1 + 0"
n—

1



1.1. NUMEROS INTEIROS

n
Corolario 1.1.1 Dados a,b € R en € N. Tem-se que (a —b)" = a™ — (T) a™ b+

.+ (—1)"—1<

n
n—1

>abn—1 + (_1)nbn

Demonstragao: Basta trocar b por —b no teorema (1.1.1).

1.1.1 Divisibilidade

Dados dois nameros a e b, a # 0, diremos que a divide b e escrevemos a|b, quando
existir ¢ € Z tal que b = ca. Neste caso, diremos também que a é um divisor ou um
fator de b ou ainda que b é um mailtiplo de a ou que b é divisivel por a.

Proposicao 1.1.2 Se a,b,c € Z sao tais que alb e ale, entdo para todo m,n € 7Z
a|lmb + ye.

Demonstracao: Se alb e a|c, entdo temos que b = kja e ¢ = kea para alguns
k1, ke € Z. Multiplicando as duas equagoes, respectivamente, por m e n, em seguida
somando-as temos: m(kyja)+n(kea) = (mk;+nks)a = mb+nc. Portanto, a|mb+nc.

[ |
Observe que a proposi¢ao acima pode ser facilmente generalizada como segue:

Proposicao 1.1.3 Se ¢ | ay,...,a,, entdo c | (a1z1 + ... + a,2,), para quaisquer
X1y Ty € L

Proposicao 1.1.4 Sejam a,b € Z en € NUO. Temos que a+b divide a®>" 1 +1?"+1,

Demonstragao: Vamos provar esse resultado por inducao sobre n. Note que a
afirmacao ¢ verdadeira para n = 0, pois claramente a + b divide a* + b! = a + b.
Suponhamos, agora, que (a + b)|(a®" ™! + b***1). Escrevamos:

2t D)+l 4 2t D)+ (2201 g2 2]y p2 o]y p2pnt]

a
— <a2 o b2>a2n+1 4 b2<a2n+1 4 b2n+1>

Como a+b divide a®? —b* = (a+b)(a—0b) e, por hipotese de indugao, a+bla?" ™ +
b>"*1, decorre das igualdades acima e da proposicio(1.1.2), que a + bla?™ )+ +
p?>(+D+1 Portanto, pelo Principio de Indugio o resultado vale para todo n € N.

Proposigao 1.1.5 Sejam a,b € Z e n € N. Temos que (a + b)|(a®" — b*").



1.1. NUMEROS INTEIROS

Demonstracao: (Por indugao)
A afirmagao é verdadeira para n = 1, pois a + b divide a®> — b* = (a — b)(a + b).
Suponhamos, agora, que (a + b)|a*" — b*". Escrevamos:
a2(n+1) o b2(n+1) — a2a2n o b2a2n + b2a2n . b2b2n
— (CL2 _ b2)a2n + bQ(CL2n _ an)

Como (a+b)|a* — b* e, por hipotese, (a+ b)|a* — b**, decorre das igualdades acima
e da Proposicao(1.1.2) que (a + b)|a?™+1) 4+ p**+1) o que estabelece, pelo Principio
da Inducao, o resultado para todo n € N.

Divisao Euclidiana

Teorema 1.1.1 [Divisao Fuclidiana] Sejam a e b dois nimeros inteiros, com b # 0.
Existem dois, unicos, nimeros inteiros q e r tais que

a=0bqg+r, com0<r<|b

Demonstracao: Considere o conjunto
X={r=a—-by,ycZ} n(NU{0}).

Primeiramente provaremos a existéncia. Ora, o conjunto X é nao vazio pois pela
propriedade arquimediana, existe n € Z tal que n(—b) > —a, logo a —nb > 0. Além
disso, por definicao, o conjunto X é limitado inferiormente por 0. Logo, pelo prin-
cipio da boa ordenacao, temos que X possui um menor elemento que denotaremos
por . Como r € X, existe ¢ € Z tal que

r=a—bq. (1.1)

Evidentemente que r > 0. Vamos mostrar que r < |b|. Suponhamos, por
absurdo, que r > |b|. Portanto, existe m € NU {0} tal que

r = |b| +m. (1.2)

Por (1.1) e (1.2) temos que m = a — b(q + 1), onde (¢ £ 1) € Z. Logo, m € X mas,
0 <m < r. Isto &€ um absurdo ja que r ¢ o menor elemento de X.

Para provarmos a unicidade suponhamos que a = bg +r e a = bq¢' + ', onde
q,¢ r,r" € 2,0 <r <|ble0 <71 <|bl. Assim, temos que —|b|] < —r <1 —r <
r" < |b|. Logo |r" —r| < |b|. Por outro lado, b(q¢ — ¢') =1’ — r, o que implica

bllg — ¢'[ = [r" = r[ < [b].

Como b # 0 temos que |b| # 0, entdo a desigualdade acima s6 vale quando |¢—¢'| = 0
e desse modo ¢ = ¢/, consequentemente r = 1.



1.1. NUMEROS INTEIROS

Nas condicoes do teorema acima, os nimeros ¢q e r sao chamados, respectiva-
mente, de quociente e de resto da divisao de a por b. Dado um ntimero natural b, a
unicidade do quociente e do resto na divisao euclidiana por b nos permitem definir
duas importantes funcoes que descrevemos a seguir.

Denotado por ¢,(a) o quociente da divisdo do ntumero a por b, definimos a fun¢ao
quociente por b como segue:

QL — 1L
a— qy(a)

O inteiro gy(a) pode ser interpretado como o maior inteiro menor ou igual do que

. . j . . , . a ,
o numero racional —. Serad chamado de parte inteira do ntimero racional 7 e sera

denotado pelo simbolo [2} .

A segunda funcao determinada pela divisao euclidiana é a func¢do resto, definida
a seguir

ry L — 7
a— my(a)

Veremos uma aplicacao da funcao resto que serd bastante utilizada do decorrer deste
trabalho.

Proposicao 1.1.6 Fizado um niumero natural m > 2, pode-se sempre escrever um
numero qualquer n, de modo unico, na forman = mk+r, ondek,r € Z e <r < m.

Por exemplo, todo niimero inteiro n pode ser escrito em uma, e somente uma,
das seguintes formas: 2k ou 2k + 1. Ou, ainda, todo nimero inteiro n pode ser
escrito em uma, e somente uma, das seguintes formas: 3k, 3k + 1, ou 3k + 2. Ou,
ainda, todo niimero inteiro n pode ser escrito em uma, e somente uma, das seguintes
formas: 4k, 4k + 1, 4k + 2, ou 4k + 3.

1.1.2 Maximo Divisor Comum

Dados dois niimeros inteiros a e b, arbitrarios, um ntmero inteiro d sera dito um
divisor comum de a e b se d|a e d|b. Diremos que um niamero inteiro d > 0 é o
mdzximo divisor comum (mdc) de a e b, se possuir as seguintes propriedades:

i) d é um divisor comum de a e b, e

i1) d & divisivel por todo divisor comum de a e b. (Se ¢ ¢ um divisor comum de a
e b, entao c|d).

Observe que o mdc de dois nameros, quando existe, ¢ tnico. (Veremos que
sempre existe o mdc de dois inteiros). Denotaremos mdc de a e b por (a,b). Observe
ainda que dados a,b € Z

(a,b) = (b,a) = (—a,b) = (a,—b) = (—a, —b).

4



1.1. NUMEROS INTEIROS

Propriedades do MDC

Lema 1.1.1 Dados a,b,n € Z. Se existe (a,b+ na), entdo (a,b) existe e (a,b) =
(a,b+ na).

Demonstragdo: Sejam f = (a,b+na) e g = (a,b), entdo f |ae f | (b+na). Pela
proposicao (1.1.2) segue que f|(b —na + na). Logo f |ae f|b. Como g = (a,b)
entdo f | g. Por outro lado, ja que g = (a,b) entdo g | a e g | b. Novamente, pela
proposi¢ao (1.1.2) g | a e g | (b+ na). Portanto, g | f, pois f = (a,b+ na). Como

f,920, flgeg]|[ftemos que f =g

Antes de apresentarmos outros resultados, definamos os conjuntos
I(a,b) = {za+yb;z,y € Z}

onde a,b € Z e
dZ = {ld;l € Z}.

Teorema 1.1.2 Se a,b € Z, ambos nao nulos simultaneamente e d = minl(a,b) N
N, entao

i) d é o mde deaeb;e
it) I(a,b) = dZ.

Demonstracao:

i) Seja c um divisor de a e b, logo ¢ divide todos os nimeros inteiros da forma za+yb.
Portanto, ¢ divide todos os elementos de I(a,b) e, obviamente, de I(a,b) NN assim,
c|d. Vamos mostrar agora que d divide todos os elementos de I(a,b). Seja z € I(a,b)
e suponha, por absurdo, que d { z. Logo, pela divisao euclidiana de z por d temos,

z=dg+r,com 0 <r<d. (1.3)
Como z = za+yb e d = ma + nb, para alguns x,y,n, m € 7Z, segue-se de (2.30) que

r=z—dq = (zra+yb)— (ma+ nb)q
= xa — maq + yb — ngb
= (z—mq)a+ (y — nq)b.

Logo r € I(a,b) NN, o que é um absurdo, pois d = minl(a,b) "N e r < d.
Portanto d divide todos os elementos de I(a,b). Em particular, d|a e d|b. Portanto
d = (a,b).
i1) Inicialmente observe que todo elemento de I(a,b) é divisivel por d, assim temos
que I(a,b) C dZ. Por outro lado, para todo ld € dZ, com | € Z, temos que existem
m,n € Z tal que ld = l[(ma + nb) = (Im)a + (In)b € I(a,b). Portanto, dZ C I(a,b).
Logo, I(a,b) = dZ.



1.1. NUMEROS INTEIROS

Corolario 1.1.2 Quaisquer que sejam a,b € Z, nao ambos nulos, e n € N, tem-se
que
(na,nb) = n(a,b)

Demonstracao: Sabemos que (na,nb) = nl(a,b) e como min(nl(a,b) NN) =
nmin(I(a,b)NN), pelo teorema (1.1.2) minl(a,b) N = (a,b) e min(nl(a,b)NN) =
(na,nb), logo

(na,nb) = n(a,b).

Corolario 1.1.3 Dados a,b € Z, nao ambos nulos, tem-se que

(@ @) ="
b

Demonstragdo: Como (a,b) | a e (a,b) | b entao ﬁ e @D sdo inteiros.

a
no corolario(1.1.2),
(a,b) (a,b)
a

(a,b) = <<“’ ey @) <al,)b>> -l (wLb) <al?b>)

dividindo tudo por (a,b) # 0, temos
a b _1
(a,b) (a,b))

Dois ntiimeros inteiros a e b serao ditos primos entre si, ou coprimos, se (a,b) = 1

Portanto, fazendo n = (a, b) e trocando a por e b por

temos

Proposicao 1.1.7 Dois nimeros inteiros sao primos entre si se, e somente Se,
existem numeros inteiros m e n tais que ma +nb = 1.

Demonstracdo: Suponhamos que a e b sdo primos entre si, ou seja, (a,b) = 1.
Pelo teorema (1.1.2), existem ntimeros inteiros m e n tais que ma + nb = (a,b) = 1.
Reciprocamente, suponha que existam nimeros inteiros m e n tais que ma+nb = 1.
Como d = (a,b), temos que d|(ma + nb), entdo d|1, e portanto, d = 1.

n
Proposicao 1.1.8 Sejam a,b e ¢ nimeros inteiros. Se albc e (a,b) =1, entdo ac.

Demonstragao: Se albe, entao existe k € Z tal que be = ak. Se (a,b) = 1, entao,
pela proposicao (1.1.7), temos que existem m,n € Z tais que

ma + nb = 1. (1.4)
Multiplicando a equagdo (2.31) por ¢ temos
¢ = mac + nbc.
Substituindo bc por ak temos
¢ = mac + nak = a(mc + nk)

portanto, alc.
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A nocao de mdc pode ser generalizada como a seguir.

Definicao 1.1.1 Um nimero natural d serd dito mdec de n nimeros inteiros dados,

a1, ..., 0,, nao todos nulos, se possuir as sequintes propriedades:
i) d é um divisor comum de ay, ..., ay.
i1) Se ¢ € um divisor comum de ay, ..., a,, entdo c | d.
Os inteiros ay, ..., a, sdo primos entre si, ou coprimos, se (a,...,a,) = 1.

Teorema 1.1.3 [Teorema de Bézout] Sejam ay, ..., a, inteiros nao nulos. Se

n

S = E a;x;; v €4, V1<i<n;,,

i=1
entdo S = dZ onde d = (ay,...,a,). Em particular, existem niumeros inteiros
U, ..., Uy, tais que

(a1,...,an) = aruy + ... + ayuy,.

Demonstragao: Como d divide a;z1+...+a,x, para todos z1, ..., x, € Z, temos
que S C dZ. Vamos mostrar que dZ C S. Note que S contém inteiros positivos; de
fato, fazendo x1 = ... =2,_1 =0 e x,, = a, , por exemplo, concluimos que

2
a, = 1T, + @y + ... + ax, € S.

Como S contém inteiros positivos, existe um menor inteiro positivo d’ em S. Basta
entao mostrar que d’ = d, pois assim seguira que d € S e como todo miltiplo de um
elemento de S pertence a S teremos entao que dZ C S.

Inicialmente, observemos que d' | ay,...,a,. De fato, como d' € S, existem
Up, Ug, . .., U, € Z tais que d' = ajuy + agus + ... + ay,u,. Agora, seja a; = d'q+r,
com q,r € Ze(O<r<d. Entao

r = a—dyq
= a; — (a1u1 + agug + ...+ anun)q
= a1(1 —u1q) + as(—u2q) + ... + an(—unq),
assim, 7 € S. Se 0 < r < d', teriamos uma contradicao ao fato de ser d’ o menor
inteiro positivo pertencente a S. Logo, r = 0 e d' | a;. Analogamente, d’ | as, ..., a,.
Por fim, como d’ é um divisor comum de ay, as, ..., a,, para mostrarmos que d = d
basta que seja d' > d. Mas, se a1 = dqy, a3 = dqa, . .., a, = dq,, cOM q1,q2, ..., q, €
Z, entao
d = auy + axus + ...+ ayu,
= dquy +dgaus + ... + dgyuy
= d(qui + qua + ... + quln),

ou seja, 0 < d | d'. Logo, d < d.
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[ ]
Corolario 1.1.4 Sejam ay,as,...,a, inteiros nao nulos dados e d seu mdc. Entdo,
d =1 se, e somente se, existirem inteiros uy, Us, . .., U, tais que ajuy + asus + ...+

a,u, = 1.

Demonstracao: Se d = 1, o teorema de Bézout garante a existéncia de inteiros
Uy, Uz, . . ., U, como pede no enunciado. Reciprocamente, sejam uq, uo, . . . , U, inteiros
como no enunciado. Como d | a1, as,...,a,, segue da generalizacdo da proposigao
(1.1.2) que d | (a1ug + agug + ... + apuy), isto é, d | 1. Logo d =1

Corolario 1.1.5 Temos que:
i) Se (a,c) =1, entdao (a,bc) = (a,b).
i1) Se (a,b) =1, entdo (a™,b") =1, para todos n,m € NU {0}.

Demonstracgao:

i) Sejam d = (a,b) e d' = (a,bc). De d | b, segue que d | be. Assim, d | a e d | be,
portanto, d | (a,bc) = d’. Vamos mostrar agora que d’' | d: Como (a,c) = 1 segue da
proposicao (1.1.7) que existem m,n € Z tais que ma + nc = 1 e, dai, multiplicando
toda a equagao por b temos que a(mb) + (bc)n = b; mas, como d' | a e d' | be segue
que d' | b. Entao, d' | a e d | b, ou seja, d' | (a,b) = d. Logo d' = d.

i1) Como (a,b) = 1, o teorema de Bézout garante a existéncia de x,y € Z tais que
ax + by = 1. Portanto, segue da formula de expansao binomial que

n—1
1= (az + by)" Z() *(by)* + (by)" = ag + by,

k=0

n—1
onde ¢ = Z (Z) a™ "1™ *(by)¥. Dai, pelo corolario (1.1.4), segue que (a,b”) = 1.
k=0

Agora, como (a,b™) = 1, o teorema de Bézout garante a existéncia de r, s € Z tais
que ar + b"s = 1. Assim, pela expansao binomial temos

1= (ar+10b"s)™ = (ar)™ + Z (7:) (ar)™ R (b"s)F = a™r™ + th",
k=1

m

onde t = Z (7;) (ar)™*((b™)*1s*). Novamente, pelo corolario (1.1.4), conclui-
k=1
mos que (a™,b") =1

Proposicao 1.1.9 Sejam a,b,c € 7Z. A equacao ax + by = ¢ admite solu¢cdo em
nidmeros inteiros se, e somente se, (a,b)|c.
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Demonstracao: Ora, pelo teorema (1.1.2) temos que
I(a,b) = {ma+ nb; m,n € Z} = (a,b)Z.

Evidentemente a equacdo ax+by = ¢ possui uma solugao se, e somente se ¢ € I(a,b),
0 que é equivalente a ¢ € (a,b)Z, ou seja, ¢ = (a,b)k para algum k € Z. Portanto,
a equacao ax + by = ¢ admite solugdo se, e somente se, (a, b)|c.

1.1.3 Numeros Primos

Um ntmero natural maior que 1 que s6 possui como divisores positivos 1 e ele
proprio é chamado de nimero primo. Um nimero natural maior que 1 e que nao é
primo serd dito composto.

Proposicao 1.1.10 [Lema de Fuclides| Sejam a,b,p € Z, com p primo. Se p|ab,
entao pla ou plb.

Demonstragao: Ora, se p{a entao (p,a) = 1. Portanto, pela proposi¢ao (1.1.8)
segue-se que plb.

Corolario 1.1.6 Se pq,...,p, sao nimeros primos e, se p|pi...pn, entao p = p;
para algum v =1,... n.

Demonstragao: Como sabemos que se p | p; com p e p; primos como no enunciado,
entdo p = p;. Basta apenas aplicar o Lema de Euclides (proposi¢ao (1.1.10)) e
inducao sobre n.

Vejamos um resultado de muita importancia para a mateméatica pois caracteriza
todo nimero natural em termos dos nimeros primos, ou seja, ele mostra que os
niimeros primos sao suficientes para gerar todos os nimeros naturais.

Teorema 1.1.4 [Teorema Fundamental da Aritmética] Todo nimero natural maior
do que 1 ou € primo ou se escreve de modo unico (a menos da ordem dos fatores)
como um produto de nimeros primos.

Demonstracao: Pelo principio de inducao matematica temos: Se n = 2, nada ha
a fazer.

Suponhamos o resultado valido para todo nimero natural menor do que n e vamos
provar que vale para n. Se o nimero n é primo, nada temos a demonstrar. Supo-
nhamos, entdo, que n nao é primo, ou seja, n é composto. Logo, existem nimeros
naturais n; e no tais que n = ning, com 1 < ny < nel < ny < n. Pela hipo-
tese de inducao, temos que existem nimeros primos pi,...,p. € q1,...,q, tais que
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ny=p1...Pr €Ny =qq...qs. Portanto, n = p;...p.q1...qs. Para a unicidade su-
ponha que tenhamos n =p;...p, = ¢ ...¢s, onde 0s p; e 0s g; S0 nimeros primos.
Como p; | ¢1 - ..¢s, pelo corolario (1.1.6) temos que p; = ¢; para algum j, que apos
reordenamento de ¢y, ..., qs, podemos supor que seja ¢;. Portanto,

P2...Pr =4Qq2...4s

Como py...p, < n, a hipotese de indugao acarreta que r = s e 0s p; e g; sao iguais
aos pares.

1.2 Congruéncias

Seja m um ntmero natural. Diremos que dois inteiros a e b sdo congruentes
moédulo m se os restos de sua divisao Euclidiana por m sao iguais. Quando os
inteiros a e b sao congruentes modulo m, escreve-se

a=bmodm

Quando a relacao a = b mod m for falsa, diremos que a e b ndo sao congruentes, ou
que sao incongruentes moédulo m. Escrevemos nesse caso

a Z b mod m

Decorre imediatamente da definicao que a congruéncia modulo um inteiro fixado m
é uma relacao de equivaléncia. Observe o resultado a seguir:
Proposicao 1.2.1 Seja m € N. Para todos a,b,c € Z, tem-se que
i) a = a mod m
i1) Se a = b mod m, entdo b= a mod m
iii) Se a = b mod m e b = ¢ mod m, entdo a = ¢ mod m
Para verificar se dois niimeros sao congruentes modulo m, nao é necessario efetuar

a divisao euclidiana de ambos por m para depois comparar os seus restos. Basta
aplicar o seguinte resultado.

Proposicao 1.2.2 Suponha que a,b,m € Z, comm > 1. Tem-se que a =b mod m
se, e somente se, m|b — a.

Demonstragao: Sejama = mq+r,com0<r <meb=mqg+r",com0 <r" <m,
as divisoes euclidianas de a e b por m, respectivamente. Logo,

b—a=m(d —q)+ (" —r).

Portanto, a = b mod m se, e somente se, r = r’, 0 que, em vista da igualdade acima,
é equivalente a dizer que m|b — a, ja que |r —r'| < m.

10
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Observacao 1.2.1 Note que todo numero inteiro é congruente mdodulo m ao seu
resto pela divisao euclidiana por m e, portanto, € congruente modulo m a um dos
numeros 0,1,...,m—1. Além disso, dois desses numeros distintos nao sao congru-
entes modulo m. Portanto, para achar o resto da divisao de uwm nimero a por m,
basta achar o nimero natural v dentre os nimeros 0,1,..., m—1 que seja congruente
a a modulo m.

Chamaremos de sistema completo de residuos médulo m a todo conjunto de nimeros
inteiros cujos restos pela divisao por m sao os nimeros 0,1, ..., m—1, sem repeticoes
e numa ordem qualquer.

Proposicao 1.2.3 Sejam a,b,c,d,m € Z, com m > 1.
i) Se a =bmod m e c=d mod m, entio a+ ¢ = b+ d mod m.

i1) Se a =b mod m e ¢ =d mod m, entdo ac = bd mod m.

Demonstragao: Suponhamos que a = b mod m e ¢ = d mod m. Logo, temos que
mlb—aem|d—c.

i)ym|((b—a)+ (d—c))=((b+d)— (a+c)). Logo, a+ c= b+ d mod m.

it) m|d(b — a) + a(d — ¢) = (bd — ac). Logo, ac = bd mod m.

[ |
Proposicao 1.2.4 Sejam a,b,c,m € Z, com m > 1. Temos que
ac = bc mod m < a = b mod
(¢,m)
- m c - .
Demonstracao: Como e sa0 coprimos, temos que
(¢,m) ~ (c,m)
ac=bcmodm< m| (b—a)cs (c,mm) | (b—a) (QCm)
o | b—a < a=bmod o
(c,m) (¢, m)
[ |

11



Capitulo 2

Primos em Progressoes Aritméticas

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados que nos auxiliarao na demons-
tracao da infinidade de primos em determinadas progressoes aritméticas. Mostrare-
mos inicialmente alguns resultados mais simples, e no decorrer do texto apresentare-
mos casos Um pouco mais gerais cujas demonstragoes necessitam de alguns conceitos
menos elementares da matematica.

2.1 Casos particulares do Teorema de Dirichlet

Vejamos nesta secao algumas variantes mais simples do teorema de Dirichlet.
Antes de mostrarmos o primeiro exemplo de progressoes aritméticas satisfazendo
as condicoes do teorema de Dirichlet iremos ver um resultado suficiente para tal
demonstracao.

O teorema a seguir foi provado por Euclides a mais de 2000 anos e é considerada
uma obra de arte entre os matematicos.

Teorema 2.1.1 FEzxistem infinitos numeros primos

Demonstragao: Suponha que existe apenas um nimero finito de primos py, po, - - - , Py
Considere o nimero natural

n=p -py-... - pr+ 1L

Pelo teorema fundamental da aritmética, o niimero n possui um fator primo p que,
portanto, deve ser um dos pq, po, ..., p, €, consequentemente, divide o produto p; -
P2 - ... pr. Mas isto implica que p divide 1, o que ¢ absurdo.

Podemos agora ver o nosso primeiro caso particular do teorema de Dirichlet.

A sequéncia dos ntimeros impares

Teorema 2.1.2 Na progressao aritmética 1,3,5,...,2n + 1,... existem infinitos
numeros primos.

12
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Demonstragao: Ora, todo nimero primo maior que 2 é impar e como, pelo
teorema (2.1.1), existem infinitos primos e na sequéncia 1,3,5,...,2n+ 1,... estao
todos os nlimeros fmpares, entdao existem infinitos primos na progressao aritmética
S = {2n + 1}n€N-

Vejamos a seguir as demonstracoes de trés tipos de progressoes aritméticas con-
tendo infinitos ntimeros primos que ja podem ser demonstradas com as ferramentas
que temos.

A progressao aritmética S = {4n + 3},.en

Teorema 2.1.3 Na progressao aritmética 3,7,11,15,...,4n+ 3, ... existem infini-
tos numeros primos.

Demonstragao: Pela observagao (1.2.1) todo primo impar é da forma 4n + 1 ou
4n + 3. Em seguida, observemos que o conjunto A = {4n + 1;n € N} é fechado
multiplicativamente. De fato,

(4n+1)(4n' +1) =4(4nn’ +n+n') + 1.

Suponhamos agora, por absurdo, que haja apenas um ntmero finito de nimeros
primos 3 < p; < ... < pi da forma 4n+3. Portanto, o nimero a = 4(py.pa ... px) +3
nao é divisivel por nenhum dos niimeros primos 3, p1, pa, . . . , Pr €, cOnsequentemente,
sua decomposicao em fatores primos s6 pode conter primos da forma 4n + 1. Assim,
a ¢ da forma 4n + 1, o que é uma contradicao, pois ¢ da forma 4n + 3.

A progressao aritmética S = {6n + 5},en

Teorema 2.1.4 Na progressao aritmética 5,11,17,23,...,6n +5,... existem infi-
nitos numeros primos.

Demonstracao: Analogamente ao caso anterior observe inicialmente que todo
numero impar é da forma 6n + 1, 6n + 3, 6n + 5 e como todos os niimeros da forma
6n + 3 sao divisiveis por 3 entao todo primo impar, diferente de 3, é da forma 6n + 1
ou 6n + 5.

Em seguida, note que o conjunto A = {6n+1;n € N} é fechado multiplicativamente.
Agora suponha, por absurdo, que haja somente uma quantidade finita de primos da
forma 6n + 5, digamos 5, p1,pa, ..., Dk € seja

Observe que « nao é divisivel por nenhum dos primos 2,3,5,p1,p2, ..., Pk, entao
sua decomposicao em fatores primos s6 pode conter primos da forma 6n + 1. Como
A = {6n + 1;n € N} é fechado multiplicativamente, entdo « é da forma 6n + 1, o
que é um absurdo, pois « é da forma 6n + 5.

13
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A progressao aritmética S = {3n + 2},en

Teorema 2.1.5 Na progressao aritmética 2,5,8,11,...,3n+2,... existem infinitos
numeros primos.

Demonstragao: Analogamente ao caso anterior observe que todo primo, diferente
de 3, é da forma 3m + 1 ou 3m + 2.

Suponhamos, por absurdo, que haja uma quantidade finita de primos da forma
3m + 2, digamos 2, py, ps, ..., Pk € s€ja

B =3(pip2-..pr) + 2.

Como S nao é divisivel por nenhum dos primos 2, 3, p1, pa, . . . Pr, sua decomposicao
em fatores primos s6 contém primos da forma 3m + 1. E como B = {3n+ 1;n € N}
é fechado multiplicativamente, entdao 5 é da forma 3n + 1, o que é um absurdo, pois
£ é da forma 3m + 2.

Vejamos agora alguns resultados que embora aparecam de forma aleatoria serao
uteis para a demonstragao do nosso proximo exemplo.

Desde muito tempo antes de Cristo, os chineses ja sabiam que p | 2P — 2, com p
primo. O grande mateméatico Pierre de Fermat generalizou esse resultado, enuciando
o famoso pequeno teorema de fermat. Os chineses também acreditavam que se p fosse
composto, entao p 1 27 — 2. Veremos que isto nada mais é do que uma reciproca
do teorema quando a = 2. Muitos matematicos acreditavam que essa reciproca era
verdadeira até que em 1819, Sarrus mostrou que o numero composto 341 divide
2341 —92.

Para provar o teorema necessitamos do resultado a seguir.

Lema 2.1.1 Seja p um numero primo. Os nimeros (p)} onde 0 < 1 < p, s4o
1

todos divisiveis por p.

Demonstragao: Ora, se i = 1 entdo p | (f) = p. Vamos, portanto, consideram

apenas 1 <7 < p. Assim, i! | p(p—1)...(p—i+1). Mas (i!,p) = 1 pois (i,p) = 1,
entaoi! | (p—1)...(p—1+1), e como

Gﬁ o (p—1)...(p—i+1)

7!

logo p | (f) para todo 7 tal que 0 <12 < p.

14
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Pequeno Teorema de Fermat

Teorema 2.1.6 [Pequeno teorema de Fermat] Dado um nimero primo p, tem-se
que p divide o numero a? — a, para todo a € Z.

Demonstragao: Observe que 2 | a(a — 1). Considere a > 0. Vamos provar por
indugao sobre a. Para a = 0 o resultado é 6bvio pois p | 0. Supondo o resultado
valido para a, iremos prova-lo para a 4+ 1. Pelo Binémio de Newton temos

(a+1)P—(a+1)=a’—a+ (?)ap‘1+...+ (pfl)a.

Pelo lema anterior (2.1.1) p | (? D | 12) . ( b 1). Por hipotese de
p_

indugao, p | (a? — a). Logo, p | ((a+ 1)? — (a+ 1)). Além disso, se a < 0 entdo
a’ = —(—a)? = —(—a) = a mod p.

Antes do nosso préoximo resultado essencial para apresentarmos mais um caso
particular do teorema da Dirichlet vejamos uma proposicao que nos sera util em sua
demonstragao.

Proposicao 2.1.1 Seja a € Z. Mostre que
a) Para cada n € N, existe m € Z tal que (a — 1)*"™ = ma — 1.
b) Para cada n € N, existe m € Z tal que (a — 1)*" = ma + 1.

Demonstracgao:
a) Pelo corolario (1.1.1) temos

2 1 2 1 2 1
(a—1)2"*1 = a2n+1_< ”;‘ )a2n+( n2+ >a2n1+(_1)2n< n2—i— )a+<_1)2n+1_
n

Colocando a em evidéncia no segundo membro temos:

2n+1 2n+1 2n+1
(CL— 1)2n+1 — a<a2n _ < ) )a2n—1 4 ( ) >a2n—2 + (_1)2n( o )) —1.

Basta agora fazer m = (a® — (*"D)a® 1 + (*"/1)a® 2 + (-1)**(*21)) € Z.
b) Analogo ao item a).

Lema 2.1.2 Sejax € N com z > 2. Todo divisor impar de x*>+1 ¢ da forma 4n—+1.

Demonstragao:  Pelo fato do conjunto A = {4n + 1 ; n € N} ser fechado
multiplicativamente, basta provarmos o resultado para os divisores primos impares
de 22 + 1. Suponha, entdo, que p|(z? + 1), com p > 2. Entdo, para algum \ € N,
temos que 2 + 1 = \p. Assim,

2 = \p— 1.

15
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Como p — 1 é par, temos que ’%1 € N. Portanto, elevando & poténcia ’%1 ambos 0s
lados da igualdade acima, temos
= ()T = - )T
Logo, pela proposigao (2.1.1), temos que para alguns p, i/ € N,
p=1l 4 .
Pl — (2255 — (O — 1) — pp + 1, se 5= & par;
v (@) (Ap— 1) wp—1, sep%léimpar.
Se
mpil = :u/p - 17
entao
Pt -1 =p'p—2. (2.1)

Como p | 22 + 1, segue que p nao divide z. Logo, pelo Pequeno Teorema de Fermat,
temos que p | xP~! —1 e, consequentemente, por (2.32), p | 2 o que é uma contradicao
j& que consideramos p um primo impar. Portanto a tnica alternativa possivel é que
’%1 seja par. Vamos mostrar que para ;%1 ser par p tem que ser da forma 4n + 1.

Ora, basta fazer p = 4n + 3, ou seja, % = 2n + 1 é impar. Logo, p tem que
ser da forma 4n + 1.

[ ]
Teorema 2.1.7 Na progressao aritmética 1,5,9,13,...,4n+1,... existem infinitos
numeros primos.
Demonstragao: Suponha, por absurdo, que haja um nimero finito pq,...,p; de
primos da forma 4n + 1. Considere o niimero

a:4p%-...-pi+1.

Ora, nenhum dos primos py, ps, ..., pr divide a, entao todo divisor primo de a é da

forma 4n + 3, absurdo, pois pelo lema (2.1.2) todo divisor impar de 2% +1 ¢ da forma
dn+1 .

Iremos agora desenvolver mais instrumentos que nos auxiliarao na demonstracao
do nosso préoximo caso particular do teorema de Dirichlet.

Inicialmente introduziremos um tipo de niimero especial, os niimeros de Fermat
devido a Pierre de Fermat. Os ntimeros de Fermat sao os nimeros da forma

F,=2""4+1, n=0,1,2,....

Em 1640, Fermat lancou a conjectura, em uma carta escrita para Marin Mer-
senne, onde afirmava que esses ntmeros eram todos primos. Mais tarde, Euler
demonstrou que essa conjectura era falsa ao mostrar que o quinto ntimero de Fer-
mat era composto. No exemplo a seguir mostramos que dois nimeros de Fermat
distintos sao coprimos.
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Proposigao 2.1.2 Se n # m, entdao
27" +1,2"" +1) = 1.

Demonstragao:  Para facilitar os calculos usaremos a notagao (F,,, F,) = 1.
Inicialmente vamos provar, por inducgao, que

n—1
[[F=r-2 (2.2)
=0

Para n = 1 o resultado é valido, pois Fy = F; — 2. Suponhamos o resultado valido
para todo n € NU {0}, assim

1=0 =0
= (Fn 2>Fn
= 2 -1D(2¥ +1)
= 22" 1
= 22 p1-2
= Fpp—2.

Supondo, sem perda de generalidade, m > n e usando (2.2) temos:

Entao,

—_

m—

Fm—HFZ-:Z

1=

Logo, se t é um divisor de F), e F,, para todo m,n € NU {0}, entdo ¢ | 2, mas F,, é
sempre impar o que garante que t s6 pode ser 1. Portanto, (F,,, F,,) = 1.

2.1.1 Teorema de Euler

Veremos agora um importante teorema na Teoria dos nimeros, o teorema de Eu-
ler. Para isso serao necessarios alguns conceitos e resultados da aritmética dos restos.
Mais a frente voltaremos a falar deste teorema que sera essencial também para o
estudo das propriedades que aparecerao na secao 2.2 dos polinémios ciclotémicos.

Proposigao 2.1.3 Sejam a,m € Z, com m > 1. A congruéncia aX = 1 mod m

possui solugdo se, e somente se, (a,m) = 1. Além disso, se vy € Z € uma solugado,
entao x € uma solucao da congruéncia se, e somente se, x = xo mod m.
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Demonstracao: A congruéncia acima tem uma solucao o se, e somente se,
mlaxy — 1, o que equivale a dizer que a equagdo diofantina aX — mY = 1 possui
solugdo em nuimeros inteiros. Em virtude da proposi¢do (1.1.9), isso ocorre se, e
somente se, (a,m) = 1.

Por outro lado, se xy e x sao solugoes da congruéncia aX = 1 mod m, entao axr =
axg mod m e (a,m) = 1, o que implica, em virtude da proposi¢ao (1.2.4), que
T = xo mod m.

Observe que, se z( é solugao da congruéncia aX = 1 mod m, e z = ¢y mod m, entao
x é também solugao da mesma congruéncia, pois

ar = axrg = 1 mod m
[ ]

Um sistema reduzido de residuos modulo m é um conjunto de niimeros inteiros
ri,...,Ts tals que
a) (r;;m) =1, para todo i =1,...,s;
b) r;  r; mod m, se i # j;

Designaremos por ¢(m) o nimero de elementos de um sistema reduzido de resi-
duos moédulo m > 1, que corresponde a quantidade de ntimeros naturais entre 0 e
m — 1 que sao primos com m. Pondo ¢(1) = 1, isso define uma importante fungao

p:N—-N

chamada de funcao fi de Euler.
Pela defini¢do, temos que p(m) < m — 1, para todo m > 2.
Além disso, se m > 2, entao ¢(m) = m — 1 se, e somente se, m ¢ um nimero primo.

Proposigao 2.1.4 Seja ry,...,ryum) um sistema reduzido de residuos mddulo m e
seja a € Z tal que (a,m) = 1. Entdo, ari,...,arymm) € um sistema reduzido de
residuos modulo m.

Demonstragao: Primeiramente vamos mostrar que (ar;, m) = 1. Ora, sabemos
que (a,m) = 1 e como 71,...,7ym) & um sistema reduzido de residuos médulo
m temos que (r;,;m) = 1 assim pelo corolario (1.1.5)(i), (ar;,m) = (r;,m) = 1.
Para mostrar que ar; # ar; mod m, se ¢ # j suponhamos, por absurdo, que ar; =
ar; mod m. Como (a,m) =1 temos que r; = r; mod m, o que ¢ um absurdo ja que
T1, ..., Tym) ¢ um sistema reduzido de residuos modulo m. Logo, ar; # ar; mod m.

u
Teorema 2.1.8 (Euler) Sejam m,a € Z com m > 1 e (a,m) = 1. Entao,
a?™ =1 mod m

Demonstragao: Seja ri,...,7,@,) um sistema reduzido de residuos modulo m.
Logo, pela proposicao (2.1.4) ary, ..., aryum) formam um sistema reduzido de resi-
duos moédulo m. Entdo, dado ar; existe um tnico r; com 1 < j < ¢(m) tal que
ar; = r; mod m. Logo,

m _
a? My g To(m) = AT1.GT . .. AT p(m) = T1.72 . . . Ty(m) Mod m

Como (r1.72 ... Ty@my, m) = 1, temos que a¥™ =1 mod m.

18
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Dentre muitas aplicacoes do teorema de Euler tem-se a de calcular o resto da
divisao de uma poténcia a™ por um niimero natural m > 1. Basta achar um expoente
h € N de modo que a” = 1 mod m, pois, se n = hq + r é a divisao euclidiana de n
por h, teremos a" = a™a” = a” mod m. Nem sempre é possivel achar tal ntimero h.
Veremos no resultado a seguir quando isso acontece.

Proposicao 2.1.5 Sejam dados a,m € Z, com m > 2. FExiste h € N tal que
a" =1 mod m se, e somente se, (a,m) = 1.

Demonstragdo: Comecando pela volta temos que se (a,m) = 1, o Teorema de
Euler nos garante a existéncia do expoente h, basta fazer h = ¢(m), pois a" =
a¥™ =1 mod m. Reciprocamente, suponhamos a” = 1 mod m para algum h € N.
Se h = 1, temos que a = 1 mod m, assim m | (a — 1). Entdo, existe k € Z tal que
a — 1 = mk ou equivalentemente a — mk = 1, que, por sua vez, s6 tem solucao se
(a,m) | 1 o que implica que (a,m) = 1. J4 para h > 1, temos que para z = a"~! a
congruéncia ax = 1 mod m admite solugdo. Portanto, pela proposi¢ao (2.1.3) temos

que (a,m) = 1.

Sendo a,m € Z, com m > 1 e (a,m) = 1. A proposigao (2.1.5) garante que
{i €N; a" =1 mod m} # 0.

Nesse caso, podemos definir a ordem de a com respeito a m como sendo o nimero
natural
ord,,(a) = min{i € N;a' = 1 mod m}.

Note ainda que para (a,m) # 1 o conjunto {i € N; a’ = 1 mod m} é vazio. Nesse
caso, a proposi¢ao (2.1.5) nos mostra que nao faz sentido falar em ordem de a com
respeito a m. Um dos resultados basicos mais importantes que estao relacionados
ao conceito de ordem ¢é o seguinte:

Lema 2.1.3 Sejam a,m € Z, com m > 1 e (a,m) = 1. Temos que a' =1 mod m
se, e somente se, ord,,(a) | t.

Demonstragdo: Como a °® = 1 mod m, se ord,,(a) | t, existe k € Z tal que

t = k ord,,(a). Entao,

t_ ak ordm (a)

a =1 mod m.

Por outro lado, se a = 1 mod m, pela divisao euclidiana existem ¢,r € Z tais que
t = q ord,,(a) + r, onde 0 < r < ord,,(a). Entéo,

, , q
1 = al = g4 ordm(a)tr (a Ord'”(a)) a’ = a"mod m.

Logo,
a” =1 mod m.

Como 0 < r < ord,(a), pela minimalidade de ord,,(a) temos que r = 0 entao,
ord,,(a) | t.
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Como consequéncia do lema acima temos que se a,m € Z, com m > 1 e (a,m) =
1 entdo ord,,(a) | p(m).

No nosso préximo passo veremos um resultado que nos da informagoes sobre os
divisores dos niimeros de Fermat.

Proposicao 2.1.6 Todo divisor natural de F,, é da forma 2""'a + 1, onde o €
Nu{0}.

Demonstracao: Ora, o produto de ntimeros da forma 2" o + 1 ¢ também dessa
forma. Assim, pelo teorema fundamental da aritmética, basta provar o resultado
para os divisores primos de F;,.

Seja p um divisor primo de F, = 22" + 1. Entdo, 22" = —1 mod p, com p impar.
Pelo lema (2.1.3) se ord,(2) | 2" entdo 2" = 1 mod p e consequentemente —1 =
1 mod p o que seria um absurdo, portanto, ord,(2) { 2". Assim,

2n+1

(22")2 = (=1)’mod p = 2*"" =1 mod p.

Novamente, pelo Lema (2.1.3), ord,(2) | 2" e, como ord,(2) 1 2", pela definicao da
ordem segue-se que ord,(2) = 2"+,

Por outro lado, pelo Pequeno Teorema de Fermat temos que 27! = 1 mod p assim,
ord,(2) | p— 1. Logo, 2" | p — 1 e, portanto, p = 2"™'a + 1 onde @ € NU {0}.

Vimos anteriormente que em uma carta escrita a Marin Mersenne, Fermat langou
uma conjectura onde afirmava que os nimeros da forma F,, = 22" +1,n=0,1,2,...
eram todos niimeros primos e s6 depois Euler provou que nao era verdade mostrando
que paran = 5 a afirmacao dada por Fermat era falsa. Vejamos, no exemplo a seguir,
uma aplicacao da proposicao acima onde damos uma prova de que o quinto nimero
de fermat é de fato composto.

Exemplo 2.1.1 O quinto nimero de Fermat (F5 = 22" 4 1) nao é primo.

SOLUGAO: De fato, pela proposi¢ao (2.1.6) sabemos que pra ser divisor primo de
F5 o ntimero tem que ser da forma 2%k + 1, com k € NU{0}, ou seja, para encontrar
um possivel divisor de Fj5 basta escolher o valor de k. Vejamos os 10 primeiros
candidatos a divisores de Fy: 65, 129, 193, 257, 321, 385, 449, 513, 577, 641, dos
quais 193, 257, 449, 577 e 641 sao primos. Faremos os testes para os niimeros 257 e
641. Ora, para p = 257 temos

28 = 9256 = —1 mod 257

entao
(28)* = 282 = (—1)* = 1 mod 257

portanto,
224 1=141=2%0mod 257
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o que significa 257 1 F5. Ja para p = 641 temos
2'% = 65536 = 154 mod 641

entao,
(219)? = 232 = 154 = 23716 = 640 mod 641

logo,
232 4 1=640+1 = 0 mod 641

portanto 641 | F
]

Agora ja temos ferramentas suficientes para provar mais um caso particular do
teorema de Dirichlet como veremos a seguir.

A progressao aritmética S = {2"n + 1},en

Teorema 2.1.9 Na progressao aritmética de primeiro termo 1 e razao 2", para
r € N fizo, existem infinitos numeros primos.

Demonstracao: Seja F,, o n-ésimo nimero de Fermat. Como, pelo teorema
fundamental da aritmética, todo nimero natural maior do que 1 possui pelo menos
um divisor primo, segue-se que cada nimero de Fermat tem, pelo menos, um divisor
primo e, como (F,, F,,) = 1 se n # m, esses divisores sdo dois a dois distintos.
Assim, fazendo r = n + 1 na proposigao (2.1.6) temos que existem infinitos primos
divisores de F;, para n variando em N. Portanto existem infinitos niimeros primos
na progressao aritmética S = {1+ 2"n},ey onde r € N ¢ fixo.

Veremos agora alguns resultados como o teorema de Wilson, a resolugao de
congruéncias lineares, o teorema de Thue, o teorema Chinés dos Restos, algumas
propriedades das congruéncias quadraticas, residuos quadréticos, o critério de Eu-
ler, o simbolo de Legendre e um teorema envolvendo somas de quadrados, que se-
rao utilizados na demonstragao da infinidade de primos na progressao aritmética
S = {STL + 5}n€N'

2.1.2 Teorema de Wilson

O teorema a seguir apesar de ter sido provado pela primeira vez por Lagrange,
foi atribuido a Wilson. Este teorema nos fornece uma caracterizacao para os ni-
meros primos, porém, essa caracterizacao nao é pratica pois nao se conhece um
algoritmo eficiente para se calcular rapidamente o fatorial de um nimero grande e
consequentemente testar a primaridade desse ntmero.

Teorema 2.1.10 Se p é um niumero primo, entdo (p — 1)! = —1 mod p.
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Demonstracao: Para p = 2 e p = 3 o resultado é 6bvio. Consideremos entao
p > 5 primo. Para todo i € {1,...,p — 1}, pela proposigao (2.1.3), a congruéncia
iX = 1 mod p possui tnica solugdo moédulo p, pois o conjunto {1,2,...,p—1} forma
um sistema reduzido de residuos modulo p. Portanto, dado i € {1,...,p— 1} existe
um unico j € {1,...,p — 1} tal que ij = 1 mod p.

Se > =1 modpondei € {1,...,p— 1}, entao p | i* — 1, assim p | i — 1 ou
p| i+ 1, 0 que s6 pode ocorrer se i = 1 ou i = p — 1. Portanto,

2:3-...-(p—2)=1mod p
e, multiplicando ambos os lados da congruéncia por p — 1 temos,
1-2-...-(p—2)-(p—1)=p—1=1mod p
e como p — 1 = —1 mod p, temos que (p — 1)! = —1 mod p.
|

A titulo de facilitar o entendimento das ideias apresentadas na demonstracao do
teorema de Wilson, analisaremos o exemplo onde p = 11, ou seja, vamos mostrar
que (11 — 1)! = —1 mod 11. Observe inicialmente que, 1 = 1 mod 11 e 10 =
—1 mod 11. Além disso, nenhum dos nimeros 2,3,4,5,6,7,8,9,10 é congruente a
1 ou -1 modulo 11. Pela proposicao (2.1.3), dado i € {2,3,4,5,6,7,8,9} existe um
tnico j € {2,3,4,5,6,7,8,9} tal que ij = 1 mod 11. Por exemplo,

2.-6=1mod 11
3-4=1mod 11
5:9=1mod 11
7-8=1mod 11

Assim,
2:3-4-5-6-7-8-9=1mod 11

entao
1-2-3-4-5-6-7-8-9-10=10= —1 mod 11

Portanto, (11 — 1)! = —1 mod 11
Como aplicacao do teorema de Wilson vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 2.1.2 Sejam p um nimero primo e m,n € NU{0} tais que m+n = p—1.
Tem-se que
m!n! = (=1)"" mod p

SOLUCAO: Seja 0 <n <p-—1. Temos que
p—1=—1modp

p—2=-2mod p
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p—n=-—nmod p
Portanto,
p—n)...p=2)(p—1) = (=1)"n! mod p
fazendo m = p — 1 — n, temos
p—-=1-2-...-(p—1—=n)(p—n)...(p—2)(p—1) =m!(—1)"n! mod p (2.3)
Pelo teorema de Wilson sabemos que (p — 1)! = —1 mod p, entdo
(p—DI(=1)"=(-1)"" mod p (2.4)
Logo, de (2.33) e (2.4) temos que
m!n! = (=1)""! mod p.
[ |

Note que o exemplo acima é na verdade uma generalizagao do teorema de Wilson
bastando para isso substituir n =0e m =p — 1.

2.1.3 Resolugao de Congruéncias Lineares

Aqui veremos alguns resultados sobre a resolucao de congruéncias do tipo
aX = b mod m onde a,b,m € Z,m > 1.

Inicialmente daremos um critério para saber quais congruéncias lineares admitem
solucao.

Proposicao 2.1.7 Dados a,b,m € Z, com m > 1, a congruéncia
aX =bmod m
possui solugao se, e somente se, (a,m) | b.

Demonstracao:  Suponhamos que a congruéncia aX = b mod m tenha uma
solucao z. Entao, existe um y tal que ax—b = my. Portanto, a equacao aX —mY = b
admite solugao. Logo, pela proposi¢ao (1.1.9) (a,m) | b. Reciprocamente, suponha
que (a,m) | b. Novamente pela proposicao (1.1.9) a equagao aX —mY = b que
equivale a ar = b mod m admite uma solucao x,y. Logo, z é solucao da congruéncia.

Observe que se zy for uma solugao da congruéncia aX = b mod m, qualquer
xr tal que r = g mod m também é, uma vez que ar = axrg = ¢ mod m. Note
ainda que sendo (a,m) = 1, entdo a congruéncia aX = b mod m possui uma tnica
solugdo modulo m. Assim, a congruéncia aX = 1 mod m, com (a,m) = 1, admite
uma tunica solu¢gao médulo m. Chamaremos esta solucao de inverso multiplicativo
modulo m.
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Corolario 2.1.1 Sejam m > 1 e R’ um conjunto reduzido de residuos mddulo m.
Se b € Z, entao, para todo r € R', a congruéncia rX = b mod m possui uma tinica
solucao em R'.

Demonstragao: Ora, como r € R, entdo (r,m) = 1, o que equivale a dizer que
a congruéncia rX = b mod m tem uma unica solucdo moédulo m. Além disso toda

solu¢do x em Z ¢ tal que (z,m) = 1 e, portanto, tem um tnico representante modulo
m em R'.

Proposicao 2.1.8 Toda congruéncia aX = b mod m que possui solucao é equiva-
lente a uma congruéncia da forma

X=cmodn
Demonstracao: Ora, sabemos que se a congruéncia
aX =bmodm

possui solucao, entdo d = (a, m) divide b. Portanto, fazendo

temos a seguinte congruéncia equivalente
aX = modn, com (a',n)=1,
e sendo ¢ = a”b’, onde a” é o inverso multiplicativo de a’ modulo n, temos que

X =cmod n,

2.1.4 Teorema de Thue

O teorema de Thue garante a existéncia de solugdes nao triviais em algumas
congruéncias lineares, com valores positivos e relativamente pequenos.

Teorema 2.1.11 (Thue) Sejam m > 1 um nimero natural nao quadrado e a € 7,
com (a,m) = 1. A congruéncia aX = Ymod m possui uma solugio (x,y) € Z* tal

que 0 < |z| < y/m e 0 < |y| < /m.

Demonstracao: Considere a congruéncia aX = Ymod m. Como m é nao qua-
drado existe um k € Z tal que k — 1 < y/m < k. Consideremos o conjunto

S={(s,t)€Z*; 0<s<keO<t<k}
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Sabemos que o niimero de inteiros nao congruentes entre si médulo m é no maximo
m e como S tem k? elementos entdo existem (s1,t1), (s2,t2) € S, com s; # s3 ou
t| # to, tais que

asy =t mod m e ass =ty mod m.

Assim,
a(s; — s3) = (t1 — tz)mod m. (2.5)

Se s1 = s em (2.5), m | (to — t1) e, como |t; — t3| < k, terfamos t; = t5. Ana-
logamente, se t; = ty, entdo a(s; — s3) = 0 mod m, e como (a,m) = 1 temos
(s1 — s2) = 0 mod m. Assim, teriamos s; = s. Dessa maneira devemos ter s; # Sy
e ty # ty. Assim, podemos fazer x = s1 — s9 # 0 e y =ty —t; # 0. Logo,

[z| =51 —s2] <k —1<Vm

lyl=lta —t1] <k —1<m,

portanto, (x,y) é uma solu¢ao da congruéncia aX =Y mod m.

|
Estamos agora interessados em resolver sistemas de congruéncias da forma:
;X =b;modn;, i=1,...,r
Para que tal sistema possua solucdo, é necessario que (a;,n;) | b;, para todo i =
1,...,7r. Pela proposi¢do (2.1.8), o sistema acima é equivalente a um sistema da

forma

X=c¢modm;, i=1,...,r.

2.1.5 Teorema Chinés dos Restos

O teorema a seguir ficou conhecido como teorema Chinés dos Restos pelo fato
de que matematicos chineses ja o conhecia desde a antiguidade. Neste trabalho ele
tem o objetivo de mostrar como resolver sistemas de congruéncias lineares.

Teorema 2.1.12 [Teorema Chinés dos Restos] Se (m;, m;) = 1 para todo par m;, m;
com i # j, entdo o sistema

X=c¢modm;, i=1,...,r (2.6)

possui uma unica solucao modulo M = mims ... m,. As solucoes sao x = Myy,cq +
coo + My, +tM, onde t € Z, M; = mM e y; € solucao de MY = 1 mod my,
1=1,...,7.

Demonstracao: Vamos inicialmente provar que x é uma solugao simultanea do
sistema (2.6). Como m; | M;, quando i # j temos que

x = Myyici + ...+ Muy.c, = M;y;c; mod m;. (2.7)
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Além disso, se y; é solucao de M;Y =1 mod m; entao
M;y; = 1 mod m;

Assim,
M;y;c; = ¢; mod m; (2.8)

De (2.7) e (2.8) temos que
x = Myyic1 + ...+ M,y,.c., = My;c; = ¢; mod m;.

Portanto, x é solugdo simultanea para o nosso sistema (2.6)

Agora vamos mostrar que essa solugao é tnica. Se 2z’ é outra solugdo para o
nosso sistema (2.6), entdao x = 2’ mod m;, Vi = 1,...,r. Como (m;,m;) = 1, para
i # 7, entdao mymsy...m, = M | x — 2’, ou equivalentemente z = 2’ mod M.

O exemplo a seguir é uma aplicacao interessante do teorema Chinés dos restos.
Ele mostra que podemos ter intervalos arbitrariamente longos entre dois primos
consecutivos.

Exemplo 2.1.3 Utilizando o teorema Chinés dos restos mostre que dado n > 1
inteiro, existem n naturais consecutivos, todos compostos.

SOLUGAO: Escolha n primos distintos pi,ps,...,p, € considere o sistema de
congruéncias

r = —1 mod p?

r = —2 mod p2

r = —n mod p?
Como pq,ps,...,p, sao dois a dois primos entre si, o teorema Chinés dos Restos
garante a existéncia de m € N satisfazendo o sistema acima. Portanto, p? | (m+7)
para 1 < j < n, de maneira que m + 1, m + 2,...,m -+ n sao naturais consecutivos

e compostos.
[

Iremos agora apresentar dois resultados relacionados com a resolucao de con-
gruéncias quadraticas que serao usados na demonstracao do teorema sobre soma de
quadrados.

2.1.6 Congruéncias Quadraticas

Estamos interessados em resolver congruéncias do tipo

AY? + BY +C =0 mod N (2.9)
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onde A, B, C' sao nimeros inteiros e N > 1 com N { A.
Por completamento de quadrados temos que resolver (2.11) é equivalente a resolver

(2AY + B)? = B* — 4AC mod N.

Portanto, estamos interessados em encontrar critérios de existéncia de solugoes da
equacao
X? =amod N.

Vejamos, a seguir, como tratar de congruéncias deste tipo.

Proposicao 2.1.9 Seja n = pi'...pl a decomposi¢ao de n em fatores primos, a
congruéncia 2 = a mod n admite solucio se, e somente se, cada congruéncia,

separadamente, da familia
> =amod pj', i=1,2,...,s, (2.10)
admitir solucao.

Demonstracao: Suponhamos que a congruéncia X? = a mod n admita uma
solugao z, entdo pi'...ps = n | (% — a) e consequentemente p.* | (z*> —a) Vi €
{1,2,...,s}, 0 que equivale a X? = a mod p}’. Reciprocamente, se para cada i, a
congruéncia correspondente em (2.10) tiver uma solucao a;, entao

a; = a mod p;. (2.11)

Por outro lado, o teorema chinés dos restos garante-nos que o sistema de congruén-
cias simultaneos X = a; mod p;’, possui uma solu¢do z. Assim, x = a; mod p;’,
entao

2* = a? mod pl'. (2.12)

De (2.12) e (2.11) temos que

2:

= a mod p;".

Ora, se pi* | 22 — a, entdo o produto dos p{* divide 22 — a, pois (pj*,p;’) = 1 com
1<1,j <sei+# j. Portanto,

22 =a mod n.

Vamos, a seguir, mostrar que a resolucao de congruéncias do tipo (2.10) se reduz
a resolucao de congruéncias do tipo X? = a mod p.

Proposicao 2.1.10 Sejam a,p,r € 7Z, onde p € um numero primo impar e r > 2

tais que (a,p) = 1. A congruéncia x*> = a mod p" admite solucdo se, e somenle se,
a congruéncia x*> = a mod p admite solucao.
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Demonstracao: Analogamente ao que foi feito na primeira parte da proposicao
anterior se r > 2 e x é uma solucao de X2 = a mod p", sendo a = a’ mod p"~! entdo
x também é uma solucao de

X?=a' mod p" !, (2.13)

ja que p"t | p'.

Para a reciproca, primeiramente note que como (a,p) = 1, entdo (a’,p) = 1. Se
y é uma solugao de (2.13), existe k; € Z tal que y*> = a’ + kyp"~ ! e como (d/,p) = 1
entao (y,p) = 1. Temos também que a = a’ + kop" ™!, para algum k, € Z.

Fazendo x = y + A\p"~!, onde A\ € Z vamos encontrar um \ que seja solucio de
X? =a mod p", ou seja, um X € Z tal que (y + Ap"1)> = a mod p". Assim,

y2 + 2)\ypr—1 + )\2p2(r—1) =a mod pr’

Substituindo y? por @’ + kip" ! e a por @’ + kop” ! temos

a + k,lpr—l + 2)\yp7“—l + )\2p2(r—l) a + k2pr—1 mod pr
fap™ ™t 4 22 yp™ kop

ki+2\y = ke modp
2\y = ko — ki mod p.

r—1

mod p"

Como (y,p) = 1, e p € um primo impar entdo (2y, p) = 1. Logo, a tltima congruéncia
acima tem uma tnica solu¢do A’ mod p. Portanto, teremos uma tnica solugao r =
y+Np'~tde X? = a mod p”. Analogamente ao que foi feito acima se X? = a mod p
admite solucao entdo X? = a mod p" também admite.

2.1.7 Residuos Quadraticos

Vimos que o problema da resolubilidade de uma congruéncia quadratica recai
na resolubilidade ou ndo de congruéncias do tipo X2 = a mod p, onde p é primo e
pfa.

Seja a um ntimero inteiro. Quando a congruéncia X? = a mod p possui alguma
solucao, diz-se que a ¢ residuo quadrdtico médulo p, caso contrario, diz-se que a nao
€ residuo quadrdtico modulo p.

Observe que a congruéncia X? = 2 mod 3 ndo possui nenhuma solucdo, portanto,
2 nao é residuo quadratico médulo 3. Por outro lado, todo ntimero natural a é residuo
quadratico modulo 2 (pequeno teorema de Fermat). O resultado a seguir nos diz que
se p é um nimero primo fmpar e a congruéncia X2 = a mod p, onde a Z 0 mod p,
possui uma solucao, entao ela possuird uma outra solucao, de modo que essas duas
sejam as Unicas solugoes incongruentes entre si, modulo p.

Lema 2.1.4 Sejam p > 2 um numero primo e a € Z tal que (p,a) = 1. Se xy €

R ={1,...,p— 1} € solugio da congruéncia > = a mod p, entio (z3,p) = 1 e
P — o também € solugao, nao congruente a To, € essas sao as unicas solucoes em R.
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Demonstragdo: Se x5 € R ¢é solu¢ao da congruéncia entao z3 = a mod p. Dai,
temos que (79,p) = (22,p) = (a,p) = 1. Portanto, p — zo também ¢ solucao da
congruéncia, uma vez que

(p— 372)2 = 333

Além disso, se 5 = p — x5 mod p, teriamos que p | 225 e como (x9,p) = 1, teriamos
p | 2, 0 que & um absurdo visto que p é um primo impar. Para mostrar que essas

sao as unicas solugoes da congruéncia, consideremos z; € R e x9 € R tal que

2?2 = a mod p e 23 = a mod p. Logo, 22 = z2 mod p e, portanto, p | 22 — 23, o

que implica p | 1 — x9 ou p | x1 + xo. Nesse caso, como z1, s € R* 86 existem as
possibilidades p | 0 ou p | p 0 que implica z; = x5 ou x; = p — s.

Observe que se p > 2 e (a,p) = 1, pelo pequeno teorema de Fermat temos que
pla —1=1p]| (apT_l—1> (apT_l—|—1>.

Por outro lado, como (a, p) = 1 entao p nao pode dividir simultaneamente (aprl — 1)

e (a%l + 1) pois se assim fosse p dividiria 2 ja que

Qa%:(a%—l>+<a%+l>.

Para determinar se p | (a% + 1) ousep | (aprl + 1) utilizaremos uma ferramenta

conhecida como critério de Euler como veremos a seguir.

2.1.8 Critério de Euler

O critério de Euler ¢ um teorema de suma importancia na teoria dos residuos
quadraticos. Antes, porém, vejamos uma proposicao da qual deduziremos o critério.

Proposicao 2.1.11 Sejam p um ndmero primo impar e a € Z tal que (a,p) = 1.
i) Se 2> = a mod p nao tem solugio, entio

p—1

a2 =—1 mod p.
i1) Se x> = a mod p tem solugdo, entdo
p—1
a2 =1 mod p.

Demonstragao:
i) Seja R* = {1,2,...,p — 1}. Dado r € R*, o corolario (2.1.1) garante que a
congruéncia rX = a mod p possui uma tunica solugao ' € R*. Se a congruéncia
2? = a mod p nao tem solucdo, entdo r’ # r. Agrupando os elementos de R* aos
pares temos

1-2-...-(]9—1)5(1172;1 mod p
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Logo, pelo teorema de Wilson

p—1

a2 =—1modp
ii) Supondo que a congruéncia r? = a mod p tem solugao, entdo existe xo € R* tal
que
z2 = a mod p

entao » »
2 = (22)7 =4a"7 mod p. (2.14)
Por outro lado, como (a,p) = 1, entdo (xg,p) = 1. Portanto, o pequeno teorema de
Fermat nos assegura que
27" = 1 mod p. (2.15)

Assim, de (2.14) e (2.15) temos

a2 =1 mod p.

Podemos agora enunciar o critério.

Teorema 2.1.13 (Critério de Euler) Seja p um ndmero primo impar e a € 7Z
tal que (a,p) = 1, entao

. p—1 .

i)pla=z —1 se, e somente se, a é residuo quadrdtico mddulo p.

i) p | a’s +1 se, e somente se, a nao € residuo quadrdtico modulo p.

Demonstracao: Como, por defini¢ao, a é residuo quadratico modulo p quando a
congruéncia X? = a mod p possui alguma solucdo, entao o critério decorre imedia-
tamente da proposicao anterior.

|
Vejamos um exemplo onde o critério de Euler se aplica eficientemente.

Exemplo 2.1.4 Pelo pequeno teorema de fermat sabemos que 47 | 2% — 1 entdo

471 (223 — 1)(22 + 1). Determine qual dos fatores é divisivel por 47.

SOLUGAO: Ora, pelo que foi discutido acima sabemos que 47 | (22® — 1) ou

47 | (2% + 1) nao podendo dividir os dois fatores ao mesmo tempo. Observe que
72 = 2 mod 47, ou seja, 7 é solucdao da congruéncia X2 = 2 mod 47, portanto, 2 é
residuo quadratico modulo 47. Logo, pelo critério de Euler 47 | (2% — 1),
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2.1.9 Simbolo de Legendre

Introduziremos agora o simbolo de Legendre, uma notagao que vai ser bastante
eficiente no estudo dos residuos quadraticos.

Se p é um nimero primo e a é um nimero inteiro tal que p t a, define-se o simbolo
de Legendre como:

a\) _ | 1, seaéresiduo quadratico modulo p
p) | —1, se anao é residuo quadratico modulo p.

CL2

) = 1. Particularmente
p

a
Note que se a ¢ impar, entao (§> = 1. Se p 1 a entao (

Q)

Vejamos algumas propriedades, relacionadas ao simbolo de Legendre, que nos
ajudarao no desenvolvimento do contetido seguinte.

Proposicao 2.1.12 Sejam a,b € Z e p um primo impar tal que (a,p) = (b,p) = 1.
Tem-se que

i) Se a = b mod p, entdo (E) = (9)
b D

p—1 a

it)az = (-] modp
p
(a.b) (a) (b)
i) | — ) =(—-]-(-
p p p
Demonstracgao:

(i) Como a = b mod p, segue-se imediatamente que a congruéncia X? = a mod p
tem solucio se, e somente se, X2 =b {nod p tem solulgéo.
(i3) Ora, pelo critério de Buler p | "= — 1 oup|a’z +1, ou seja,

i — (£1) = (ﬂ) mod p
p

(7i1) Pelo item (i7) temos que

b p—1 p—1 p—1 . b
(2) . <_> =az bz = (ab)T = (a_) mod p
p p p

Portanto, p divide ((%) : (9) - (“—b>) (*). Por defini¢ao o simbolo de Legendre é

p p
1 ou -1 entdo temos que (*) s6 pode assumir um dos valores —2,0,2. Como p é um

primo impar a tnica possibilidade para (*) é 0. Logo,
) G)-()
p p p
Corolario 2.1.2 Seja p um niumero primo impar. Temos que
-1 _ —
—1 :<_1)% 1, sep=4n+1
P -1, sep=4n+3
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Demonstragao: Inicialmente note que a expressao ((%) — (—1)%> s6 pode

assumir um dos valores inteiros —2,0,2. Como p é um primo impar pelo item (i)
da proposigao (2.1.12) temos que

() =0 moap =) () - 0% ) =0

logo,
-1 :(_1)%—1 1, sep=4n+1
P —1, sep=4n+3
pois,
p=dntl= (—1)F " = (—1)* =1
¢ (4n+3)—1
p=4n+3= (=1) 2z = (-1)""=-1

2.1.10 Somas de quadrados

Antes de mostrarmos mais um caso particular do teorema de Dirichlet apresen-
taremos uma propriedade da teoria que estuda os numeros que podem ser escritos
como soma de quadrados.

Teorema 2.1.14 Para um niumero natural impar c, sao equivalentes:

i) Ezistem m,n € N, com (n,m) =1 e de paridades distintas tais que ¢ = n?® + m?
ii) A congruéncia x> = —1 mod ¢ admite solu¢io em Z

iii) Os fatores primos de ¢ sao todos da forma 4k + 1.

Demonstracgao:
i) = i) Seja ¢ = n* + m? como no enunciado. Como (n,m) = 1 entdo (n,c) =
(m, c¢) = 1. Consideremos agora a congruéncia n.X = —m mod ¢. Como (n,c) =1, a

proposicao (2.1.7) nos assegura a existéncia de uma solu¢ao 7 da congruéncia acima.
Assim,

ny = mmod c
n’*y* = m? mod ¢
n?y* = —n?mod ¢
7 = —1modc
uma vez que (n,c) =1 e c=n?+m? = m? = —n? mod c. Logo, v é uma solugio

da congruéncia X? = —1 mod c.
ii) = i) Primeiramente mostraremos que ¢ = n?> + m? onde n e m tém paridades
distintas.
Seja a € Z uma solu¢ao da congruéncia x> = —1 mod ¢, ou seja, a® +1 = 0 mod c.
Consequentemente,

o’ +1=0mod c (2.16)
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Novamente, pela proposic¢ao (2.1.7) temos que (a, ¢) = 1. Consideremos a congruén-
cia X =Y mod c. Pelo teorema de Thue (2.1.11), existem z,y € Z tais que

ar =y mod ¢ (2.17)

com o < |z|, |y| < +/c.

Note que se trocarmos « por —« em (2.16) a congruéncia permanece igual.
Portanto, podemos escolher n = x e m = y positivos, pois temos a liberdade de
escolher o sinal de a com o objetivo de tornar os dois membros de (2.17) positivos.

Precisamos mostrar que 1 < n < /¢ ou 1 < m < /c. Suponhamos, por

absurdo, que d = n = m = /¢, entao ¢ = d%. Entao, ad = d mod c o que equivale a
(¢ —1)d =0 mod ¢ (2.18)
Como c é impar, (a,c) =1 e (o —1)> = —2a mod ¢ temos que

(a—1,¢) = ((a—1)%¢) = 20,¢) = (a,c) = 1

Assim, por (2.18) temos que d = 0 mod ¢ o que é um absurdo ja que 0 < d < c.
Fazendo as trocas n = x e m = y em (2.17) temos que an = m mod ¢, entao

n* +m®=n’+a’n® = (1+a*)n” = 0 mod c, (2.19)
Como 1 <n <+/c oul<m < /centao
0<n®+m?<2¢

Assim, por (2.19) temos que n? + m? = ¢, com n e m de paridades distintas, pois c
impar. Finalmente, vamos mostrar que (n,m) = 1.
2 = —1 mod ¢, entdo existem s,t € Z, que

Sabemos que am = m mod ¢ e «
m=an+scea®+1=tc
Portanto,
c=n’+m? = n®+ (an+ sc)?
= n®+a’n?®+ 2ansc + s*c?
= n*(a® +1) + 2ansc + s°c?
= n’tc+ ansc + ansc + scsc
= n’tc+ansc+ (an + sc)sc

= nc(nt + as) + msc
Dividindo ambos os lados por ¢ temos
1 =n(nt + as) +ms

Como tanto (nt 4+ as) quanto s sdo inteiros, pela proposigao (1.1.7), (n,m) =1

i1) < i) Seja ¢ = p*...p¢ a fatoragdo de ¢ em primos. Como ¢ é impar, cada
primo p; é impar. Pelas proposi¢oes (2.1.9) e (2.1.10), temos que a congruéncia
X? = —1 mod ¢ tem solucao se, e somente se, cada congruéncia X? = —1 mod p;

tem solucao, ou seja, -1 é residuo quadréatico modulo p; o que equivale ao simbolo
de legendre ;—,1 = 1 que, por sua vez, pelo corolario (2.1.2), equivale a dizer que

cada primo p; é da forma 4k; + 1
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Teorema 2.1.15 Emistem infinitos primos da forma 8n + 5.

Demonstracao: Sabemos que todo nimero pode ser escrito em uma das formas
8k,8k+ 1,8k + 2,8k + 3,8k + 4,8k + 5,8k + 6,8k + 7 entao para ser impar ele deve
ter uma das formas: 8k + 1,8k + 3,8k + 5,8k + 7.

Além disso, se m é impar entdao m? é da forma 8k +1. Suponhamos, por absurdo,
que haja apenas um ntimero finito de primos 3,5, p1, p2, . .., p, da forma 8k + 5 onde
pr € 0 maior deles. Considere o niimero

B =(35p1...p,)° + 4.

Como (3.5.p; ... p,)? € o quadrado de um ntimero impar entao ele é da forma 8k + 1
e, portanto, 5 é da forma 8k + 5.

Pelo teorema (2.1.14) todo divisor de 5 é da forma 4k + 1, pois 5 é um nimero
impar e soma dos quadrados de dois niimeros coprimos de paridades distintas. Mas
todo niimero da forma 4k+1 é de uma das formas 8k+1 ou 8k+5. Como o conjunto
A = {8k+1,k € N} é fechado multiplicativamente, entao a deve ter um fator primo
ps # 3,5,p1, - .., pr da forma 8k +5 ja que nenhum deles divide 3. Portanto, ps > p;,
o que é um absurdo, pois p, é o maior primo da forma 8k + 5.

2.1.11 Lei da reciprocidade Quadratica

Vejamos agora, a lei da reciprocidade quadrdtica, um resultado muito mais forte
que o critério de Euler e que torna mais facil calcular se um determinado ntimero
n é um residuo quadratico modulo p. Este resultado havia sido formulado como
principio, sem prova, por Euler em 1772 e em 1785 Legendre provou parte do re-
sultado. Em 1796, ao 18 anos, Gauss deu uma prova do resultado e publicou em
1801, no seu livro Disquisitiones Arithmeticae, a primeira demonstracao completa.
Atualmente encontramos na literatura mais de 150 provas para este resultado e o
proprio Gauss deu pelo menos 8 demonstragoes diferentes para o mesmo. Vejamos
alguns resultados necessarios para a demonstragao apresentada neste trabalho.

A seguir veremos o resultado, conhecido como Lema de Gauss, que nos dara um

a .
método para calcular <—> com p primo impar e a natural tal que (a,p) = 1.
p

Proposicao 2.1.13 [Lema de Gauss| Sejam p e a dois nimeros, com p primo

impar e (p,a) = 1. Sejam ry,...,rp—1 0s restos da divisao por p dos nimeros
2

a,2a,..., p%la, respectivamente. Se v € o numero dos r; que sao maiores do que

p—1

-, entao
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Demonstracao: Inicialmente, lembre-se que se xa = ya mod p, com 1 < z,y <
p%l e x # vy, entdo * = y mod p. Assim, como (a,p) = 1 entdo i Tet €

{1,2,...,p— 1} e sdo distintos, ja que a,2a, . .., % a sdo dois a dois incongruentes

2
modulo p.

Sejam {by, ..., by}, os elementos maiores do que p%l e {c1,...,ca}, dos elementos
menores do que ou iguais a ]%1 de modo que v + 3 contemple todos os elementos
do conjunto {ry,7s,...,7s-1}, Ou seja,

2

p—1
v+ =— (2.20)
2
Como {by,...,b,} sdo menores do que ’%1 entao os ndameros p — b;, com 1 €
{1,2,...,7} também o s@o e, além disso, sao distintos entre si. Por outro lado, esses
nimeros sao ainda distintos dos ntimeros cy,...,cs, pois, se p — b; = ¢;, teriamos

p — b; = ¢; mod p e assim b; = ¢; mod p, o que seria um absurdo. Portanto,

-1
(p—bu,....p—bYU{cn,. .. csy ={1,2,.... =1,

2
Consequentemente,
p—1
ci...cs(p—"0b1)...(p—b,y) = (T) (2.21)
Pela definicao dos F1,...,Tp1 € pOr sua divisao nos conjuntos {by,...,b,} e
{c1,...,c3} conforme discutimos acima, temos que
by...byci...cp = a-2a — a mod p
p=1 (p—1
by...byc1...c5 = a2 5 ' mod p

e, portanto, substituindo (2.21) temos

bl...b,YCl...CﬁEaprl<p—b1)...(p—b’y)Cl...Cﬁ mod p
p—1

bi...by=a?2 (p—>by)...(p—0b,) mod p (2.22)
Como (p,p — b;) = 1,para todo i, a proposi¢ao (2.1.7) nos garante a existéncia
de uma solugao x; da congruéncia X (p—b;) = 1 mod p, ou seja, Vi, existe z; tal que
z;(p — b;) =1 mod p. Logo,
r1(p—"b1)...24(p—b,) =1 mod p
e, assim, por (2.22)

p—1

ri(p—b1)-...-xy(p—0by)by...0o=a 2 (p—0by)...(p—by) mod p

p—1

T1...Tyb1... by =a"2 modp (2.23)
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Observe ainda que p — b; = —b; mod p e como z;(p — b;) = 1 mod p, entdo
xib; = —1 mod p

Assim, x1...2,b1...by =1 mod p, se v é par, e z1...2,by...by = —1 mod p, se v
¢ impar. Portanto, por (2.23), obtemos

p—1

az =(—1)" mod p,

Finalmente, pelo item (i) da proposigao (2.1.12)

Nosso proximo resultado ird nos fornecer uma férmula para o calculo do simbolo
de Legendre.

Proposicao 2.1.14 Sejam p e a dois niumeros naturais impares, com p primo e

2 /
(a,p) = 1. Pondop’:p%1 e R = [2] + [—a] + ...+ [Q}, temos
p

p p
a
p
Demonstracao: Sejam ri,...,7rp,-1 0 conjunto dos restos da divisao por p dos
2
numeros a, 2a, . . ., p%la. O dividamos em dois conjuntos {b1,...,b,}, dos elementos
maiores do que 7%1; e {c1,...,cs}, dos elementos menores do que ou iguais a 5=

como foi feito na demonstracao da proposicao anterior. Entao, fazendo B = b; +
...+ byeC=c +...+cpg temos que

7"1+7’2...—|—7"%:B—|—C (224)

Note que

a
a = p —}—1—7“1
p
2 .
20 = p —a:|+7”23
p

(P5)a

p

Somando, membro a membro, as igualdades acima temos que

—1 ) el
at2a+.. +2 a=p [g]+|:—a:|+...+ (55)a
2 D D P
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Somando os termos da PA 1,2,..., 7%1 e substituindo (2.24) temos que

pP—1

8

a=ps+B+C (2.25)

Por outro lado,

p—1
{cl,...,%,p—bl,...,p—bv}:{1,...,7},

entdop—b1+p—bao+...+p—by=py— (b1 +ba+... +b,) = py— B. Assim,

1 o1
1+2+...+p2 :pS —py—B+C. (2.26)

Subtraindo (2.26) de (2.25), temos que

p’ -1
8

(a—1)=p(k —7)+2B.

Como (a — 1) é par e p é impar, decorre das desigualdades acima que k e vy tém a
mesma paridade. Logo, pelo Lema de Gauss (2.1.13)

As ferramentas apresentadas até aqui para calcular o simbolo de Legendre podem
se tornar muito trabalhosas quando os nimeros forem muito grandes. A Lei da
Reciprocidade Quadratica, nos ajudard nesse sentido, pois ele permite fazer esse
calculo de uma forma muito mais eficiente. Para demonstrar a lei da reciprocidade
quadrética, necessitamos do resultado a seguir. Apresentaremos a demonstracao,
usando argumentos geométricos, que foi dada, originalmente, pelo matematico ale-
mao ferdinand Gotthold Max Eisenstein, contemporaneo de Gauss.

Lema 2.1.5 Sejam p e q dois nimeros primos impares distintos. Tem-se que

2 2
[@]+[ﬁ}+...+ +[fz]+[_p]+...+

p p q q
Demonstracao: Vamos utilizar o seguinte artificio geométrico: Contar os pontos
de coordenadas naturais no interior do retangulo de dois modos diferentes. Ora,

o segundo membro da igualdade acima é igual ao niimero de ponto no interior do
retangulo S (figura(2.1)). Note que

p—1
=4

p

q 2 2

%p]:p—lq—l

—1 —1
S:{(x,y)€R2;0§x§p2 eogyqu}

E facil ver que a quantidade de pontos de coordenadas naturais no interior de S é
p—1 g—1

2 2
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Figura 2.1: Retangulo S

. . x
Considere a reta que passa pelos pontos O e R dada pela equacao y = q_.

Suponha, sem perda de generalidade p > q. Observe que para cada j > 0 o ntimero

o o N Jq . 1J4
de inteiros positivos menores ou iguais a — & |—

e como 22 ¢ 7, o nimero
p p

de coordenadas naturais acima do eixo OP e abaixo da reta OR ¢ dado por []—q]

Portanto, o nimero de pontos de coordenadas naturais no interior do triangulo OPR

é
2 p—1
K:{g]+{—q]—l—...+ z
p p p
Analogamente, o nimero de pontos de coordenadas naturais no interior do tri-
angulo OQR é
2 q—1
n’={£}+{—p}+...+ 2qp]

q q
Portanto, k + <’ é igual ao numero total de pontos de coordenadas naturais no
interior do retangulo S.

Teorema 2.1.16 [Lei da reciprocidade quadrdtica] sejam p e q dois nimeros primos
impares distintos. Tem-se que

() -

Demonstragdo: Ora, pela proposicao (2.1.14) (g) = (=1)e (2—9) = (-1
p

onde
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2 2
(§> (]%) = (-1 T

Para encerrar essa secao vejamos agora, como aplicacao da lei da reciprocidade
quadratica, o caso 3n + 1 e, em seguida, mais dois casos particulares do teorema de
Dirichlet.

—1 —1
e como, pelo lema (2.1.5) k + k' = (p ) (q ) segue que

Teorema 2.1.17 Ezistem infinitos primos da forma 3n + 1.

Demonstracao: Suponhamos, por absurdo, que haja somente uma quantidade
finita de primos da forma 3n + 1, digamos p1, pa, ... pk, € seja x = (2p1...pp)? + 3.
Se p é um divisor primo de x, entao p # 2,3, p1,..., P, de modo que p = —1 mod 3.
Além disso, como

(2p1...pr)* = —3 mod p

temos que -3 é residuo quadratico moédulo p. Devemos, entao, ter _—> = 1.
p

-1 B
Por outro lado, como (—) = (—1)%, temos

R-Q@-er@) e

Pela lei da reciprocidade quadratica,

Assim,

()= =0 O @) e
Substituindo (2.28) em (2.27)

(7)) =0 (v = (5)
(

Pelo item (i) da proposigao (2.1.12) se p = —1 mod 3 entao

§)-(3)-

0 que ¢ uma contradicao, pois -3 é residuo quadratico modulo p.

temos que

Teorema 2.1.18 FEzistem infinitos primos da forma 6n + 1.
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Demonstracao: Na demonstracao da infinidade de primos da forma 3n + 1 vimos

o (?) = (%) (2.29)

(1) Se p for da forma 6n + 1 entdo é da forma 3n+ 1. Assim, p = 1 mod 3. Logo,

B)-()-
()=

(77) Se p for da forma 6n + 5 entdo é da forma 3n + 2. Assim, p = —1 mod 3.

0-(3)-
)

Vamos mostrar que todo divisor primo de um nimero maior do que 4 e da forma
22 +3 éigual a 2 ou a 3, ou é da forma 6n -+ 1. De fato, considere o = 2% +3, a > 4.
Evidentemente todo divisor primo de « é igual a 2 ou a 3 ou ¢é da forma 6n + 1 ou
é da forma 6n + 5.

Se p | « isso significa dizer que a congruéncia x> = —3 mod p tem solugdo.

Substituindo em (2.29) temos

Substituindo em (2.29) temos

Portanto, | — | = 1 e pelo que vimos acima, no item (i), p s6 pode ser da forma

-3
6n + 1 pois para p da forma 6n +5, | — ) = —1 (item (ii))
p

Finalmente, suponhamos, por absurdo, que haja apenas uma quantidade finita
de primos da forma 6n + 1. Sejam eles py,ps, ..., p.. Considere agora 5 = (2 p; -
p2- ... pr)?+ 3. Seja p um divisor primo de 3, entdo p # 2,3,py,...,p,. Portanto,
p tem que ser da forma 6n + 5. Assim,

2)-

Por outro lado p ser um divisor primo de [ significa que a congruéncia x
—3 mod p tem solugao. Assim,
I |
p

2

o que ¢ uma contradicao.

Teorema 2.1.19 Ezistem infinitos primos da forma 8n + 3.
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CASOS PARTICULARES DO TEOREMA DE DIRICHLET

Demonstracgao:

Primeiramente vamos calcular

Pela proposigao (2.1.12)(iii) temos que
(5)
p

-1
<—> Note que se p é da forma 8+ 1 ou 8 + 5
p

)G

entao ¢ da forma 4n + 1. Assim, pelo corolario (2.1.2) temos

(2.30)

(-

Se p é da forma 8n + 3 ou 8n + 7 entao é da forma 4n + 3. Assim, pelo corolério

(2.1.2) temos

(2.31)

()

2
Vamos agora calcular (—) . Note que independentemente da paridade de a todas

as conclusdes na demonstragao da proposigao (2.1.14) sao verdadeiras até a equacao

Além disso,

Portanto, seguindo as notagbes da proposi¢ao (2.1.14) temos

Assim, fazendo a = 2 e k = 0 e substituindo em (2.32) temos

Pl o1y = plr =)+ 28, (232
-] [
=B —]o
! =28 (2.33)

Como p é impar a equacdo (2.33) nos diz que P

8

2 _

e v tem a mesma paridade.

O resultado segue do lema de Gauss, pois o fato de p ser impar equivale a dizer que
ele assume uma das formas 8n + 1,8n + 3,8n 4+ 5,8n + 7 e assim,

Se p é da forma 8n + 1 entao b
Se p é da forma 8n + 3 entao P
Se p é da forma 8n + 5 entao b

Se p é da forma 8n + 7 entao P

21

8
21

¢é par;

¢ impar;

| (0.¢]

21

¢ impar;

| (09)

21

¢é par;

Portanto, essas informacoes juntas com (2.30) e (2.31) nos assegura que
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2.2. PRIMOS EM PROGRESSOES ARITMETICAS MAIS GERAIS

—2 -1 2
(—) = (—) . (—) = 1 se p assumir umas das formas 8n + 1 ou 8n + 3
p p p
-2 -1 2 )
— ) =(— ) (- = —1sepassumir umas das formas 8n + 5 ou 8 + 7
p p p
Agora, suponhamos que haja apenas uma quantidade finita de primos da forma
8n + 3 e sejam p1, pa, ..., ps todos esses primos. Considere o nimero

B=(p1-pr... D)’ +2

Assim, § é da forma 8n + 3, ja que o quadrado de todo nimero de uma das formas
8n+1,8n+3,8n+5,8n + 7 é da forma 8n + 1
Por outro lado, se p é um divisor primo de § entao p # py, pa, . .., ps € além disso,

(pl'p2'---'Ps)25_2 mod p

—2
Logo, <—) = 1. Entao, pelo que foi discutido acima p é da forma 8n + 1 ou é da
p

forma 8n+3, mas p nao pode ser da forma 8n+3 ja que p # p1,po, ..., ps. Portanto é
da forma 8n+1, e como o conjunto A = 8n+1;n € N é fechado multiplicativamente
temos que [ é da forma 8n + 1, o que é uma contradicao, pois 5 é da forma 8n + 3.

2.2 Primos em progressoes aritméticas mais gerais

Vejamos um exemplo onde o primeiro termo é 1 e a razao da progressao aritmética
é uma poténcia de primos.

2.2.1 Primeiro termo 1 e razao ¢°

Teorema 2.2.1 Na progressao aritmética de primeiro termo 1 e razao q°, para s €
N e q primo, existem infinitos nimeros primos.

Demonstragao: Suponhamos que haja apenas uma quantidade finita de primos
p1 < p2 < ...< p, na progressao aritmética 1,1+ ¢*, 1+ 2¢°,1 + 3¢°, ... Entao eles

sao os Unicos primos tais que ¢° | p; — 1 parai=1,2,..., 7. Sejam N = qpip2...p,
e M = N7 '. Vamos mostrar que existe um primo p tal que ¢° | p — 1 onde
P # p1, P2, - - -, pr- Pela formula do bindémio de Newton temos que

M7—1 = [(M—1)+1)—1 = (M—1)"+ (i’) (M_1)ql+<g> (M—1)"24. . + (q ! 1) (M-1).

Logo, M —1| M9 —1ecomo M —1 < M9 — 1, existe um primo p tal que

M?—-1 N7 -1
M—-1 N ' -1

P
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Note que se p divide M — 1, entao, p divide a 1) = ¢, logo, p = ¢; mas ¢ divide
q —
M, assim p divide 1, que é um absurdo. Portanto,
ptM—1=N""—1 (2.34)
Mas, por outro lado
p|MI—1=N7 —1 (2.35)

Como (p, N) = 1, pelo pequeno teorema de Fermat temos que
p| NP7t —1 (2.36)

Seja t > 1 o menor inteiro positivo tal que p | N* — 1.Pelas equagoes (2.35) e (2.36)
sabemos que t divide ¢° e que ¢ divide p — 1, respectivamente. Mas pela equacao
(2.34) t nao divide ¢*71, assim, t = ¢°. Portanto, ¢° | p — 1. Contradi¢do. Logo
existem infinitos primos na progressao aritmética S = {¢*n + 1},en-

2.2.2 Polindmios ciclotémicos

Para o nosso proximo exemplo apresentaremos algumas propriedades de uma
classe especial de polinémios, os chamados polindémios ciclotémicos. Para um estudo
mais completo dos polindmios ciclotémicos indicamos [1].

Para tanto, lembremos que um ntimero complexo z é uma raiz n—ésima da
unidade se existir n € N tal que 2" = 1. Essas raizes sao dadas por

2k 2k
zk:cos<i)+i36n(l); 0<k<n, kelZ.

n n

Assim, temos que existem n raizes n-ésimas da unidade. Dado n € N, fazendo
Wy, = COS (27—?) + isen (2”) essas raizes sao os nimeros complexos

n

n—1

2
Lwp,wy,...,w,

Chamaremos de raizes primitivas as rafzes n-ésimas da unidade da forma w”, onde
1 <k <nemdc(k,n) =1. Para o que segue denotaremos o grau do polinémio ¥,

por 09,,.

Definicao 2.2.1 Para n € N, o n-ésimo polinémio ciclotomico é o polindmio

2,0) = J[ x-ub

1<k<n
(k,n) =1

Proposicao 2.2.1 Paran € N, temos:
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X" —1= J] ®uX

0<d
dln

ii) ®,, € monico de coeficientes inteiros;
iii) 0P, = p(n);

iv) ®,(0) =1, paran > 1.

Demonstracgao:
i) Observe que

H Dy(X) = H Ppya(X) = H H (X—wh/g) = H H (X—wi®)

0<d 0<d 0<d 1<k< 0<d 1<k<
d|n dln dln (k,2) = d|n (k, %)—

= &\3

Como cada inteiro 1 < m < n pode ser escrito de modo dnico como m = dk, com

0<d|ne (k2)=1onded=(m,n), a iltima soma acima ¢ claramente igual a
H —wl)=X"—1
7j=1

i1) Vamos provar, por indugao, que ®,, ¢ monico de coeficientes inteiros. Para n = 1
temos

®; = X — 1 que é obviamente monico de coeficientes inteiros. Suponhamos, por
hipotese de inducao, que @, seja monico de coeficientes inteiros para todo inteiro
1 <k < n. Entao

o(X)= [ @uX) (2.37)
7d|nn

¢ monico de coeficientes inteiros. Como pelo item 1)
X"—1=9,(X)P(X) (2.38)

e ®(X) é monico de coeficientes inteiros por hipotese de indu¢ao, pelo algoritmo da
divisao de polinémios concluimos que ®,, € moénico de coeficientes inteiros.

i7i) Ora, por defini¢do o grau de ®,, é igual ao niimero de inteiros k taisque 1 < k <n
tais que (k,n) = 1. Por outro lado, ¢(n) é o nimero de elementos de um sistema
reduzido de residuos moédulo n, ou seja é a quantidade de nimeros naturais entre 0
e n — 1 que sdo primos com n. Portanto 0®,, = p(n).

iv) Vamos provar por indu¢do. Para n = 2 temos

X2 =1 = ] @alX) = ®:(X)B2(X) = (X — 1)Bs(X)

0<d|2
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Entao (I)Q(X) =X +1e @2(0) =1.
Suponhamos, por hipotese de inducao, que ¢,,(0) = 1 para todo inteiro 2 < m < n.
Por (2.37) temos que

Por (2.38) temos que

entao
$,0)=1
[ ]
2.2.3 Primeiro termo 1 e razao d
Teorema 2.2.2 Sen € N, entdo a progressio aritmética 1,14+n,1+2n,143n,...
contém infinitos numeros primos.
Demonstragao: Sejam py, ps,. .., pr nlmeros primos quaisquer e ®,(a) o n-ésimo

polinémio ciclotémico. Como ®,(a) é monico, podemos escolher um y € Z sufici-
entemente grande tal que ®,(ynpips...px) > 1. Agora, fazendo a = ynpips ... px
temos que

®,(a) = P,(0) mod a

Como ®,(0) =1 temos
®,(a) =1 mod a

Entdo existe ¢ € Z tal que ®,(a) = ag+ 1 = ynpipe...prqg + 1. Se p é um fator
primo de ®,(a) entdo p # p1,p2,...,0x € (p,n) = (p,y) = (p,a) = 1. Vamos
mostrar que n | p — 1 o que equivale a p = ns + 1 para algum s € N, ou seja, p ¢
um primo na progressao aritmética 1,1+ n, 1+ 2n,1+ 3n, ... diferente de todos os
primos py, pa, . . ., P 0 que mostra que a PA contém infinitos primos. Como (a,p) = 1
podemos denotar ¢ := ordy(a). Como p é um fator primo de ®,,(a) e ®,,(a) | (a"—1),
temos que a” = 1 mod p e, portanto, ¢t | n. Se ¢ € {a,a + p}, como a' = 1 mod p
entdao ¢! = 1 mod p. Observe também que como ¢ | n entdo ¢ < n. Vamos mostrar
que t = n. Suponha por contradi¢ao que t < n. Pela proposigao (2.2.1) e pelo fato
de que t | n temos

1= ] Pue)=®u(c) ] ®ale) = @ule) ][] Pal0)H(e) =

0<d|n O<d<n 0<d|t

dln

=®,(c)(" = 1)H(c)

Para algum polinomio H(c) apropriado. Por outro lado, ¢ = a mod p, portanto

®,(c) = ®,(a) =0 mod p
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Logo
' —1=,(c)(c" —1)H(c) =0 mod p*

Mas pelo Binomio de Newton sabemos que

n—1
n o
(a+p)”—1:a”—1+z < ,)a"ij
— \j
J
Como ¢ € {a,a + p} temos que p* | ((a +p)" — 1) e que p? | " — 1. Entao, temos

n—1

que p* | a" 'p. Logo, p | na™! o que ¢ um absurdo ja que (p,n) = (p,a) = 1.

1
Portanto, t = n. Pelo teorema de Euler (ou Fermat) sabemos que a?~! = 1 mod p
e como ord,(a) | ¢(p) segue que n | (p — 1)

2.3 Distribuicao de primos em progressoes aritmé-
ticas

Nessa secao iremos mostrar outros fatos sobre os niimeros primos em progressoes
aritméticas. Apresentaremos alguns problemas em aberto, algumas estimativas,
alguns recordes e outras curiosidades sobre os primos em progressoes aritméticas,
por fim apresentaremos umas notas sobre Dirichlet

2.3.1 PA’s formadas por primos

Comecamos com a questao da existéncia de k nimeros primos p; < ps < ... < pg
tais que acontecam a igualdade entre as diferencas p,.1 — p,, ou seja, po — p; =
P3— P2 = ... = Pp — Pr—1. Vejamos um pouco dessa histéria em ordem cronologica
até se chegar ao teorema principal sobre a questao.

Em 1939, Van Der Corput mostrou que existem uma infinidade de sucessoes
de trés ntimeros primos em progressao aritmética. Por exemplo 3,7,11. Em 1981,
Heath-Brown demonstraram a existéncia de uma infinidade de progressoes aritméti-
cas constituidas por 4 nimeros, dos quais 3 sao primos e o quarto, ou é primo, ou é
produto de dois primos (ndo necessariamente distintos). Recentemente, ou melhor,
apenas em 2004, B. Green e T. Tao demonstraram, mas s6 foi publicado em 2008,
o seguinte teorema:

Para todo k > 3 existe pelo menos uma progressao aritmética de k inteiros posi-
tivos que sao NUMEros primos.

Este trabalho ajudou a T. Tao ganhar uma medalha Fields no Congresso Inter-
nacional de Matemaética de 2006. A demonstracao de Green e Tao ndo permite en-
contrar um exemplo concreto de uma progressao aritmética formada por k ntimeros
primos e por isso muitos trabalhos tém sido desenvolvidos na area de computagao em
busca de resultados mais construtivos. Porém, essa pesquisa requer calculos muito
longos. Para alguns valores pequenos de k£ podemos encontrar progressoes sem pre-
cisar recorrer a muitos céilculos como por exemplo, com cinco primos 5, 11,17, 23, 29
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, com seis primos 7,37,67,97,127,157, com sete primos 157,307,457,607,751, 907,
com 10 primos 199,409,619, 829, 1039, 1249, 1459, 1669, 1879, 2089. J4& para valores
um pouco maiores que esses, foram necessarios numerosos calculos, muitos com au-
xilio de computadores.

O maior valor encontrado para k é 26. Atualmente existem varias progressoes
para k = 26, mas os primeiros a descobrirem um exemplo foram P. Perichon, J.
Wroéblewski, G. Reynolds e o Projeto PrimeGrid em abril de 2010 onde o menor
dos primos é p = 43142746595714191 e a razao da PA é d = 5283234035979900.
J4 a mais recente foi descoberta por Bryan Little em fevereiro de 2015. A PA é a
seguinte:

23
161004359399459161 + 47715109 - (H p) “n
p=2

23
com p primo e 0 < n < 25 onde Hp = 223092870.
=2

Alguns outros recordes foramp:
1977:17 termos, por S. Weintraub,
1982:18 termos, por P. Pritchard,
1985:19 termos, por P. Pritchard,
1987:20 termos, por J. Young e J. Fry,
1993:22 termos, pelo Projeto Pritchard,
2004:23 termos, por M. Frind, P.Jobling e P. Underwood,
2006:24 termos, por J. Wroblewski,
2008:25 termos, por R. Chermoni e J. Wroblewski.

O Projeto Pritchard foi um esforco coletivo que contou com mais de 60 parti-
cipantes, administrado por P. Pritchard da Griffith University na Austréalia, com o
objetivo de descobrir sucessoes longas de niimeros primos em progressao aritmética.

O teorema que rendeu a medalha Fields a T. Tao sugere procurarmos progres-
soes aritméticas que sejam formadas apenas por nimeros primos, ja que ele afirma
que para qualquer £ > 3 existe pelo menos uma progressao aritmética de k in-
teiros positivos, todos primos. O teorema a seguir nos mostra que nao existe tal
possibilidade.

Teorema 2.3.1 Nao exmiste progressao aritmética infinita formada apenas por ni-
Meros Primos.

Demonstracao: Sejam p;s os niimeros primos, com i = 1,2,3,... e a,b € N.
Suponhamos, por absurdo, que exista uma progressao aritmética a,a+b, a+ 2b,a +
3b, ... formada apenas por ntimeros primos. Entao existe ny € N tal que a+n1b = p;
para algum ¢ = 1,2, 3, ... fixo. Pondo ny =ny + kp;, k=1,2,3,... temos:

a+ nib = a+ (ny + kp;)b = a + nib + bkp; = p; + bkp; = p;(1 + bk).

Logo, a + n.b é divisivel por p;, absurdo. Portanto, nao pode existir tal progressao
aritmética.
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Vimos acima que nao pode existir uma progressao aritmética formada por in-
finitos termos onde esses termos sao todos primos. Por outro lado o Teorema de
Terence Tao garante que sempre existe uma progressao aritmética, finita de k > 2
termos, cujos termos sao todos niimeros primos.Assim, uma outra pergunta que po-
demos fazer é: Serd que fixado um primo p qualquer, existe um natural k tal que
p,p+k,p+2k,....,p+ (p— 1)k sdo nameros primos?

Para primos pequenos a resposta a essa pergunta tem sido sim. Acredita-se que
para outro primo qualquer ela também seja positiva. Porém, esse ainda seja um
problema em aberto. Vejamos alguns exemplos encontrados para primos pequenos.
p=3ek=2:3 5 7
p=Hek=6: 5 11 17 23 29
p=7e k=150: 7 157 307 457 607 751 907
p=11 e k=1536160080821194590
p=13 e k=918821194590
p=17 e k=341976204789992332560
Até o momento nao ha exemplos numeéricos conhecidos para p maior que 17.

Uma outra pergunta que o teorema de Terence Tao nos levar a fazer é a seguinte:
Serd que existem progressoes aritméticas cujos termos sao todos nimeros primos
consecutivos? Uma conjectura ligada a essa questao é a seguinte:

Existem progressoes aritméticas, de nimero de termos arbitrariamente grande,
composta apenas por nimeros primos consecutivos.

Note que 3,5, 7 sdo trés primos consecutivos em PA; 251, 257, 263, 269 sao quatro
primos consecutivos em PA; Apesar de nao existir uma resposta concreta a essa
pergunta, para primos pequenos ela também é positiva. A sequéncia mais longa
de primos consecutivos em progressao aritmética conhecida contém dez termos. O
menor deles é o primo:

p = 1009969724697142476377866555879698403295093246—

89190041803603417758904341703348882159067229719.

A razao da progressao aritmética ¢ 210. Essa sucessao de niimeros primos conse-
cutivos foi descoberta em marco de 1998 por M. Toplic. Anteriormente, em janeiro
de 1998, M. Toplic tinha encontrado uma progressao aritmética constituida de 9
numeros primos consecutivos. O primeiro deles é:

p = 99679432066701086484490653695853561638982364080991618395774048585529071475461114799¢

A razdo também é 210.

2.3.2 O menor primo de uma PA

Dado uma progressao aritmética com primeiro termo e razao primos entre si
ja sabemos que ela contém infinitos ntimeros primos. Uma pergunta que podemos
fazer aqui é: Quando é esperado que o primeiro nimero primo apareca na progressao.
Introduziremos a seguir a seguinte notacao.

Se 1 < a < d com mdc(a,d) = 1. Seja p(d,a) o menor primo da progressao
aritmética {a + kd | k > 0}. Seja p(d) = maz{p(d,a) 1 < a < d e mdc(a,d) = 1}.
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Figura 2.2: Matriz quadrada de ordem d

Sabemos que esse niimero existe, mas serd que ele nao pode ser maior que uma
determinada quantidade que depende apenas de d 7 Antes de vermos algumas
estimativas a respeito, vamos mostrar um resultado profundo da teoria analitica dos
numeros e que foi provado por Linnik em 1944.

Teorema 2.3.2 [Linnik| Eziste L > 1, tal que p(d) < d*, para d suficientemente
grande.

A prova deste teorema envolve conceitos profundos da teoria analitica dos ni-
meros e nao serd exposta aqui. Essa constante L é chamada de constante de Linnik.
Linnik mostrou que L é efetivamente calculavel e o primeiro a calcula-la foi Cheng
Dong Pan em 1957. Ele mostrou que L < 5448. Alguns outros valores melhores
para k foram:

1965: L < 777, por Chen,

1970: L < 550, por Jutila,

1977: L < 36, por Graham,
1979: L < 17, por Chen,

1981: L < 20, por Graham,
1986: L < 16, por Wang,

1989: L < 13,5, por Chen e Liu,
1990: L < 8, por Heath-Brown

Vejamos duas estimativas que estdo relacionadas ao estudo de p(d) as quais
analisaremos suas veracidades.

Estimativa 2.3.1 Eziste um inteiro M > 1 tal que p(d) < d+ M para cada d > 1.
Estimativa 2.3.2 p(d) < d? para cada d suficientemente grande.

Vamos ver que a estimativa 2.3.1 é falsa. De fato, dado M, seja d tal que d > M
e 1+ d é composto. Entao,
l+d+d>d+ M

logo, p(d) > d+ M e, portanto, a estimativa 2.3.1 é falsa.

Sobre a estimativa 2.3.2 observe a matriz quadrada (figura(2.2)) com d linhas e
d colunas acima onde estdo escritos os nimero de 1 a d?

A estimativa 2.3.3 pode ser reescrita assim: Se 1 <a < de (a,d) =1 a primeira
coluna contém um ntimero primo. O que significa que p(d, a) < d? para todo a, logo
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p(d) < d?. E claro que nio se pode provar uma estimativa com esse tipo de argu-
mento, mas muitas pessoas tém analisado matrizes quadradas de d? niimeros, com
d muito grandes e todas tém verificado a estimativa. Por isso Schinzel e Sierpinski
e Kanold conjecturaram que a estimativa 2.3.3 é verdadeira. Isto significa que se d
é suficientemente grande, e se 1 < a < d e (a,d) = 1, entao existe um nimero primo
entre os nameros a,a + d,a + 2d,...,a+ (d — 1)d.

2.3.3 Versao fraca do Teorema de Dirichlet

Devido a complexidade da demonstracao do teorema de Dirichlet alguns mate-
méticos tentaram encontrar outras versoes mais simples para a sua demonstracao.
Mostraremos a seguir uma versao mais fraca equivalente ao teorema.

Teorema 2.3.3 Sejam a e b nimeros naturais primos entre si. Existe pelo menos
um numero primo da forma an + b onde n é um niumero natural.

Vamos mostrar que para provar a existéncia de uma infinidade de niimeros primos
na progressao aritmética de primeiro termo e razao primos entre si é suficiente
mostrarmos a existéncia de pelo menos um primo na PA, ou seja, o Teorema de
Dirichlet e o teorema (2.3.3) sdo equivalentes.

De fato, o teorema de Dirichlet implica no teorema acima, pois se existem infi-
nitos primos é 6bvio que existe pelo menos um. Para a reciproca, suponhamos que
o teorema acima seja verdadeiro. Se a = 1 nada ha a fazer. Portanto, suponhamos
a > 2. Seja m um numero natural qualquer. Vamos mostrar que existe um nimero
primo p da forma an+ b maior que m. Como (a,b) = 1 entdo, pelo item (i7) do coro-
lario 1.1.5 temos que (a™,b) = 1. Nesse caso, o teorema (2.3.3) garante a existéncia
de um primo p da forma a™n + b para algum n € N. Como a > 2, entao:

a™ > 2™,

Por outro lado, 2™ > m para todo m € N (Indugao sobre m). Logo, para todo m
natural qualquer existe um nimero primo p = a™n + b > m.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho apresentamos alguns resultados da Teoria dos Numeros e dos
polinémios ciclotomicos que nos deram o alicerce necessario para o entendimento
de alguns casos de alguns casos particulares do Teorema de Dirichlet. Apesar de
nao apresentarmos a demonstracao do teorema por necessitar de ferramentas que
fogem ao escopo do texto, ele é o tema central do nosso trabalho. Trazemos outros
teoremas, também apresentados sem demonstragao, com finalidade de enriquecer o
texto e mostrar que o tema em questao tem sido um campo fértil que tem produzido
resultados bastante sofisticados e importantes para a Matematica, como foi o caso
do teorema que contribuiu com o prémio da medalha Fields ao Terence Tao.

Vimos que muitos mateméaticos tém tentado encontrar progressoes aritméticas
formadas apenas por ntimeros primos, mas os resultados obtidos até esta data nao
passam de 26 termos para PA’s formadas por primos quaisquer e de apenas 10
termos para PA’s formadas s6 por primos consecutivos. Este fato, além de curioso,
nos mostra que ainda estamos iniciando uma caminhada pelo fantastico mundo dos
primos em PA’s e que ainda temos muito por desenvolver.

Além disso, vimos que existe um limite para se encontrar o primeiro primo de uma
PA cujo primeiro termo é um ndmero natural menor que a razao e ambos primos
entre si. Por outro lado, vimos que para mostrar a infinidade de termos primos
numa PA, basta mostrar a existéncia de pelo menos um primo, ou seja, o Teorema
de Linnik implica no classico Teorema de Dirichlet. Por tudo isso, acreditamos ter
alcancado o nosso objetivo que era explorar um pouco sobre os primos em PA’s e
em especial sobre o Teorema de Dirichlet.
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Apéndice

Notas sobre Dirichlet

Figura 2.3: Dirichlet

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet(1805-1859) foi um matemético alemao.
Casado como Rebecca Mendelssohn. Sua familia originou-se em Richelet, uma pe-
quena cidade na Bélgica dai o nome Lejeune Dirichlet que significa "le jeune de
Richelet", o jovem de Richelet. Nascido em Diiren, na Alemanha, local onde sua
familia foi morar, Gustav Lejeune Dirichlet, viveu numa época em que Diiren estava
em territorio do império francés. Sua genialidade sempre foi reconhecida em todas
as disciplinas durante o tempo que estudou no ginasio de Bonn e depois no Colégio
dos Jesuitas, em Koln, onde Dirichlet teve a oportunidade de aprender Matematica
com George Simon Ohm. Ele entrou na Universidade de Paris em 1832, e teve a
honra de assistir aulas no Collége de France e na Faculté des Sciences ministradas
por grandes matematicos, como Poisson, Fourier, Lacroix, Legendre e Laplace. Apos
sua formatura, Dirichlet continuou por alguns anos em Paris até que voltou para a
Alemanha onde ocupou uma posicao de curta duragdo em Wroclaw (entdao chamada
de Breslau, na Alemanha), e depois em Berlim onde compartilhava um programa de
ensino entre a Universidade de Berlim e a Academia Militar. Em 1855, ele se tornou
o sucessor de Gauss em Go&ttingen onde ficou até sua morte. Sua producao, apesar
de nao ser tao volumosa, contribuiu bastante para a teoria dos ntimeros criando
o ramo da teoria analitica dos nimeros, devido as suas ideias originais. Em seu
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primeiro artigo, publicado em 1828, Dirichlet mostrou que a equacgio z° + y° = 2°

nao tem solugao em niimeros inteiros diferentes de zero x, y e z. Em 1832, Dirichlet
provou o ultimo teorema de Fermat para o expoente 14. Dirichlet também publicou
um artigo sobre a lei da reciprocidade biquadratica. Estes resultados e outros arti-
gos publicados posteriormente chamaram a atencao dos matematicos para o jovem
matematico que estava se destacando. Segundo Ribenboim:

Dirichlet usou métodos analiticos muito originais e poderosos para
provar o seu famoso teorema sobre os nimeros primos em progressao
aritmética... (Ribenboim, 2015, p. 314). [6]

Para isso, estudou uma categoria de séries, agora chamadas de séries de Dirichlet,
da qual a série zeta de Riemann é o principal exemplo. Além de suas contribuicoes
para a Teoria dos Nimeros, ele contribuiu para o estudo da convergéncia de séries
trigonométricas, a Teoria das Séries de Fourier, ao estudo das func¢oes harmonicas
com condicao de contorno que dao origem ao hoje conhecido Problema de Dirichlet
e também contribuiu com uma solucao da equacao diferencial em um importante
problema de hidrodinamica. Ele estudou a estabilidade do sistema solar e também
contribuiu em outras areas. Por todo seu brilho ele foi homenageado por academias
e instituicoes cientificas durante sua vida e é claro tornou-se um grande matemaético.
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