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Resumo

De todas as figuras da Geometria Plana, o triangulo é a mais interessante e mais produtiva
em relagdo a produgao de teoremas. Além disso, de todos os triangulos, o equildtero parece
destacar-se como a perfeicao personificada. Assim, Morley lancou a imortalidade matematica
ao descobrir triangulos equilateros no meio de um labirinto de angulos de trés setores. De forma
similar, nos teoremas que se seguem, triangulos equilateros parecem emergir de nenhum lugar
e de todo lugar. Com algumas poucas excessoes, os teoremas sao originais, suas provas sao

simples e os resultados provocantes.

Palavras-chave: Triangulo, triangulos equilateros, triangulo de Napoleao



Abstract

Of all the figures of plane geometry, the triangle is the most interesting, and the most
prolific in producing theorems. Futhermore, of all the triangles, the equilateral seems to atand
out as perfection personified. Thus, Morley attained mathematical immortality by discovering
equilateral triangles in the midst of a maze of angle trisectors. Similarly, in the theorems
that follow, equilateral triangles seem to emerge out of nowhere and everywhere. With some

exceptions, the theorems are original, their proofs are simple, and the results are provocative.

Keywords: Triangle, equilateral triangles, triangle of Napoleon.
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Introducao

Inicialmente, comecei a pensar sobre que tépicos exatamente tratar, de modo que nada
que fosse colocado nesse trabalho estivesse fora do alcance dos alunos do Ensino Médio e que
tudo que aqui fosse colocado pudessse realmente contribuir para o enriquecimento das aulas de
Matemadtica, em particular as aulas de Geometria. Sendo assim, o presente trabalho foi dividido
em trés capitulos.

No Capitulo 1, apresentamos resultados preliminares que usamos nas demonstracoes dos
teoremas do Capitulo 2 e nas aplicagoes no Capitulo 3. Estes resultados sao encontrados,
facilmente, na maioria dos livros didaticos do Ensino Médio. O leitor com boa experiéncia em
Geometria pode pular esse capitulo.

No Capitulo 2, nosso principal capitulo, exibimos e demonstramos os teoremas que estao
em nossa principal referéncia [5]. Tais teoremas nos levam a reinvestigar um triangulo qual-
quer, permitindo-nos descobrir notaveis triangulos equilateros, obtidos a partir de construgoes
geométricas sobre os lados do triangulo. Isso se dé gragas a Napoleao Bonaparte (1769-1821)
que, além de grande soldado e habil politico, foi um grande admirador da ciéncia e dos cientistas.

No Capitulo 3, capitulo de aplicabilidade do Teorema de Napoleao, destacamos a famosa
“Estrela de Davi”, simbolo do Judaismo, que consiste em dois triangulos equilateros iguais,

concéntricos mas em posicoes opostas.



Capitulo 1
Resultados Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados que usaremos nas demonstragoes dos teore-
mas do Capitulo 2 e nas aplicacoes no Capitulo 3. Estes resultados sao encontrados, facilmente,
na maioria dos livros didaticos do Ensino Médio.

Comegaremos com a area de um triangulo em funcao de dois lados e do seno do angulo

compreendido, cuja demonstragao foi exatraida em [6].

Teorema 1.1. A area de um triangulo é a metade do produto entre dois lados com o seno do
angulo compeendido por estes lados.

AC-BD _
Prova. No triangulo esquerdo, temos S; = ————. Como, do triangulo ABD, BD =

o 2
AB -sen(A), entao
_ AB-AC -sen(A)

Sh i
B B
I I
I I
I I

A 1 c I c
o o— — —
D D
A'C"- B'D' -
Agora, no triangulo direito, temos S, = — Como, do triangulo A’B’'D’', B'D' =

A'B’" - sen(180° — A’) = A’B’ - sen(A’), entao

A'B- A'C" - sen(A’)
2 = .
2

O

O teorema que segue, disponvel em [12], serd usado muitas vezes no Capitulo 2 para de-

monstrar os principais teoremas.
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Teorema 1.2 (A lei dos cossenos). Em qualquer triangulo, o quadrado de um lado é igual a
soma dos quadrados dos outros dois lados, menos o duplo produto desses dois lados pelo cosseno

do angulo formado por eles.

Prova. Considere o triangulo a esquerda com A < 90°.

B B'
I I
| I
I I
A ! c l c
: 5T
Como o triangulo BC'D é reto, temos:
(BC)?* = (DC)* + (BD)?. (1.1)
No triangulo BAD que é reto, temos:
(BD)? = (AB)* — (AD)>. (1.2)
Temos também
DC = AC — AD. (1.3)

Substituindo (1.3) e (1.2) em (1.1), segue que

(BO)* = (AC)* + (AB)? — 2AC - AD.

Do triangulo BAD temos, AD = AB - cos(A). Logo,

(BC)? = (AC)? + (AB)* — 2AC - AB - cos(A).

Considere o triangulo a direita com 90° < A < 180°. Como o triangulo B'C'D’ é reto,

temos:

(B'C)? = (D'C')? + (B'D')2. (1.4)

No triangulo B’A’D’ que é reto, temos:

(B'D')* = (AB')* — (A'D')% (1.5)

Temos também

DC = AC" + AD. (1.6)

Substituindo (1.6) e (1.5) em (1.4), segue que

(B'C)? = (AIC")? + (AB')? + 24" - ATD).

11



Do triangulo B’A’D’ temos, A’D’ = A’B’ - cos(180° — A’) = —A'B’ - cos(A’). Logo,

(B'O)? = (AT + (AB)? — 24C7 - B - cos(A).
0

Uma expressao irracional da forma /A + v/ B é denominada Radical Duplo. Mostraremos

como simplificd-la numa soma com radicais simples.

Teorema 1.3 (Radical Duplo). Sejam A, B € R,. Entao

v;;7§:¢A;Ci¢A;C

em que C' = A% — B.

Prova. Seja VA+ VB = vz £ /y. Elevando ao quadrado, cada membro dessa igualdade,
temos:

A+ VB =z+y+2/7y.

Como cada membro dessa igualdade é formado por uma parte racional e uma parte irracional,

elas podem ser isoladamente igualadas:

A = x4y Tty =
=
VB = +2./zy Ty =

IRV

Temos entao a soma e o produto de dois nimeros x e y e, com isso, podemos montar uma

equagao de segundo grau:

A+VA2-B

B
z2—Az+Z:0:>422—4Az+B:O:>z: 5

A+VC?  A4+C A-C? A-C

Fazendo A% — B = C? temos 2z, = 5 5 €% 5 5
A A—
Portanto, \/A:I:\/_:\/E:I:\/@:\/ ;C:I:\/ 20, em que C = /A2 — B com
A2 — B> 0. O

A proposicao que segue nos sera util para a demonstracao do Teorema de Ceva que, por sua

vez, usaremos para demonstrar o Teorema 2.6.

Proposigao 1.4. Dados um triangulo ABC' e um ponto P nao pertencente a nenhum dos

. . — .S BL
lados, se a semireta ﬁ intercepta o segmento BC no ponto L, entao SPAB = o em que
PCA

Spap indica a area do triangulo PAB.
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Prova. Considerando as configuragoes (a) ou (b) da figura abaixo, temos que os triangulos
PAB e PBL tém a mesma altura em relacdo as bases PA e PL, respectivamente. Também os
triangulos PAC e PLC tém a mesma altura em relacao as bases PA e PL respectivamente,

assim suas areas sao proporcionais as bases.

(a) (b

Spap _ BL
Spea LC

B I c p ):\J/? '

Logo,

SpaB _ AP _ Spac __ Spas _ Spac
Sppr PL  Sprc ~ Sper  Sprc
Donde concluimos, para os triangulos PBL e PLC' que tem a mesma altura em relacao as bases

BL e LC respectivamente, L
SpaB _ SpBL %

SPCA B SPLC B T

O

Uma ceviana é qualquer segmento que une um vértice a qualquer ponto do lado oposto do
triangulo. O nome ceviana foi dado devido a Giovanni Ceva.

Mostraremos agora o Teorema de Ceva, que data do ano de 1678. Este teorema exibe
um critério para garantir quando as cevianas de um triangulo se interseptam. Faremos sua

demonstragao utilizando relagoes entre dreas. A referéncia usada foi [13].

Teorema 1.5 (Teorema de Ceva). Sejam L, M e N pontos, respectivamente, sobre os lados

BC, AC e AB do triangulo ABC'. As cevianas AL, BM e CN interseptam-se em um ponto P
NA LB M C’

se, e somente se, — - — -

NB IC MA

B L C
NA BL CM . .
Prova. Primeiramente, veremos que — - — - = 1, a partir do fato que das cevianas
NB LC MA

AL, BM e CN serem concorrentes em um tnico ponto. Como consequéncia da Proposicao 1.4

e a figura ilustrativa abaixo,

13



temos:

Portanto,

NA

_ Sarc

LB Sapp

MC  Sppc

NB  Sgpc’ LC  Sapc’

MA  Sapp’

NA IB MC _

NB LC MA

14



Capitulo 2
O Triangulo Reinvestigado

De todas as figuras da Geometria Plana, o triangulo é a mais interessante e mais produtiva
em relacao a producao de teoremas. Além disso, de todos os triangulos, o equilatero parece
destacar-se como a perfeigao personificada. Assim, Morley langou a imortalidade matematica
ao descobrir triangulos equilateros no meio de um labirinto de angulos de trés setores. De forma
similar, nos teoremas que se seguem, triangulos equiladteros parecem emergir de nenhum lugar
e de todo lugar. Com algumas poucas excessoes, os teoremas sao originais, suas provas sao

simples e os resultados provocantes.

Teorema 2.1. No terco do meio de cada lado de qualquer triangulo escaleno, triangulos
equilateros sao construidos no interior, entao, a juncao dos vértices deles formam um triangulo

equilatero.

Prova. Vamos provar que se K, L, M, N, P e () sao pontos de triseccao de lados de qual-
quer triangulo ABC e se AAKL, B'MN, C'P(Q sao equildteros entao A’B’'C’ é um triangulo

equildtero. Nas figuras que seguem consideramos AB = 3¢, AC = 3b e BC = 3a.

Como /K A'L = 60°, por se tratar de um angulo interno do triangulo equildtero A’KL, e
/ZKA'B = 30°, visto que é um angulo interno do triangulo isésceles A’BK, cujo angulo Z/BK A’

15



mede 120°, entao o triangulo A’BL é retangulo, pois Z/LA'B = /KA'L+ Z/KA'B = 60° + 30°.
Analogamente, o triangulo C'PB é retangulo.
Por simples relacoes trigonométricas, temos BA’ = av/3 e BC" = ¢v/3. Aplicando a lei dos

cossenos no triangulo A’BC’, temos:

(A@c* = (BO")' + (BA)* =2 (BC") - (BA') - cos(B — 60°)
= 3c2+3a*—2-3-a-c-(cos(B) - cos(60°) + sen(B) - sen(60°))
V3

1
= 3c®+ 3a® — 6ac - 5 cos(B) — 6ac - sen(B) - —

2
= 3¢+ 3a® — 3ac- cos(B) — 3v/3 - ac - sen(B) (2.1)
Temos que area de ABC' é
1 9 2v3
S =—--3a-3c-sen(B) = - -ac-sen(B) = ac-sen(B) = i -S. (2.2)

2 2 3

Agora, aplicando a lei dos cossenos em ABC', temos:

(AC)? = (AB)* 4 (BC)* = 2- AB - BC - cos(B) = 9b*> = 9¢* + 9a* — 18ac - cos(B)

De onde,
b2 22
—ac - cos(B) = #. (2.3)
Usando (2.2) e (2.3) em (2.1), temos:
—_ 30* —3a%® - 32 2v/3 3a% + 30 + 3¢ 2V3
(A’C”)2:302+3a2+ g c _ ;)/_.5: a—i—2—|—c_ \3/_.5.

Como /K A'L = 60°, por se tratar de um angulo interno do triangulo equildtero A’KL, e
ZLA'C = 30°, visto que é um angulo interno do triangulo isésceles A’LC, cujo angulo ZC' LA’

16



mede 120°, entao o triangulo K A’C' é retangulo, pois /KA'C = /KA'L+ ZLA'C = 60°+ 30°.
Analogamente, o triangulo N B'C' é retangulo.
Por simples relacoes trigonométricas, temos A’C' = v/3-a e B'C' = v/3 - b. Novamente, com

a lei dos cossenos em A’B'C', temos:

(AB)* = 34+ 36> — 6ab - cos(60° — C)
= 3a® 4 3b* — 6ab - (cos(60°) - cos(C) 4 sen(60°) - sen(C'))

= 3a®+ 3b* — 6ab - (% - cos(C) + ? ~sen(C))

— 3a® + 30> — 3ab - cos(C) — 3-V/3 - ab - sen(C) (2.4)

Note que a éarea de triangulo ABC' é

S = % -3a-3b-sen(C) = %&b -sen(C) (2.5)

Agora, aplicando a lei dos cossenos em ABC', temos:

(AB)* = (BCO)?* + (AC)* = 2- BC - AC - cos(C) = 9¢* = 9a® + 9b* — 2 - 9ab - cos(C)

De onde,
2 _ 2 12
—ab - cos(C) = %. (2.6)

Substituindo (2.5) e (2.6) em (2.4), temos:
32 —3a® -3 2v3 _ 3a®>+30*+3c® 2V3

(AB")” = 3a® + 3% + 5 -5 ; ;

Com mesmo raciocinio usado nas figuras acima, vemos que os triangulos QC'A e M B’ A sao
retangulos em C’ e B’, respectivamente. Além disso, AC" =+/3-ce AB' =+/3-b.

17



Aplicando a lei dos cossenos em A’B'C’, temos:

(B'C")’ = (AC")’ + (AB)* —2- (AC") - (AB') - cos(A — 60°)
= 3¢® + 3b* — 6bc - (cos(A) - cos(60°) + sen(A) - sen(60°))
= 3c®+ 3b® — 6bc - (cos(A) . % +sen(A) - \?)
= 3¢+ 3b* — 3bc - cos(A) — 3V/3 - be - sen(A) (2.7)
A area do triangulo ABC' é:
1 9
S = 3" 3b-3c-sen(A) = 560 -sen(A) (2.8)

Aplicando a lei dos cossenos em ABC, temos:

(BC)*> = (AB)* + (AC)* — 2- (AB) - (AC) - cos(A) = 9a* = 9¢* — 9b* — 18bc - cos(A).

De onde,
9a? — 9¢* — 9b?
—3bc - cos(A) = ¢ g (2.9)
Substituindo (2.8) e (2.9) em (2.7), temos:
— 3a? —3c* — 3b*  2V/3 3a® +3b* +3c*  2v/3
(B'C)? =3¢ + 3> + == 20 - \3/_-8: a+2+6_ \3/_.5.

Logo, A’B' = B'C" = A'C", ou seja, A'B'C" é equilétero.

O triangulo A’B’'C” obtido no teorema acima é denominado Triangulo de Napoleao Interior,

conforme ilustracao abaixo.

18



Teorema 2.2. Se K, L, M, N, P e () sao pontos de triseccao de lados de qualquer triangulo
escaleno ABC ese A”K L, B"M N, C" PQ) sao equilateros exteriores ao triangulo, entao A” B"C"”

é um triangulo equilatero.

Prova. A prova deste teorema segue identicamente pela mesma linha do Teorema 2.1, por

conta disso omitimos algumas passagens da prova e recuperamos resultados do Teorema 2.1.

Aplicando a lei dos cossenos em A”B"C'| temos:

(A7B")* = (A"C)* + (B"C)" —2- (A"B) - (A"C) - cos (¢ + 60°)
= 3a® + 3b* — 6ab - (cos(C) - cos(60°) — sen(C') - sen(60°))
= 3a® 4 30> — 3ab - cos(C) + 3v/3 - ac - sen(C).

2 2 2
2
De (25) e (2_6>’ temos (A//B//)Z _ 3a” + 3;) + 3c n \3/5 g

19



Aplicando a lei dos cossenos em A”C” B, temos:

(A7C")* = (A"B)*+ (C"B)* =2 (A"B) - (C"B) - cos(B + 60°)
= 3a®+ 3¢ — 6ac - (cos(B) - cos(60°) — sen(B) - sen(60°)
= 3a® +3c® — 3ac - cos(B) + 3v/3 - ac - sen(B).

2 2 2
De (2.2) ¢ (2.3), temos: (A7) — SCF30 3¢ 23 o

2 3

Aplicando a lei dos cossenos em B”"C” A, temos:

(B”C”’)2 = (AC”)2 + (AB”)2 — 2. (AC") - (AB") - cos(A +60°)
= 3b% + 3c* — 6bc - (cos(A) - cos(60°) — sen(A) - sen(60°))
= 3%+ 3c® — 3bc - cos(A) + 3v/3 - be - sen(A)

—_— 3a? +3b% + 3¢ 2V/3
De (2.8) e (2.9), temos, (B"C")?* = @t 5 +oc + \3/_ . S.
Como A”B" = B"C" = A"C", temos que A" B"C" é equilétero. O

O triangulo A”B"C" obtido no teorema acima é denominado Triangulo de Napoledo Exte-

rior, conforme ilustragao abaixo.

20



No que segue, relacionaremos as areas dos trés triangulos, a saber: o orginal e os de Napoleao,

interior e exterior.

Teorema 2.3. A area do triangulo original é igual a diferenca entre as areas dos triangulos

exterior e interior de Napoleao.

Prova. Sejam S a area do triangulo A’B'C" e S” a édrea do triangulo A”B”"C"”. Como ambos
2

sao equilateros, obtemos suas areas com a férmula , em que ¢ indica a medida do lado do

triangulo.

Como ja foram calculados, nos Teoremas 2.1 e 2.2, as medidas dos lados dos triangulos

interno e externo de Napoledao, A’B’ e A” B" respectivamente. Temos:

———\ 2
TF) - 3a% + 302 + 3¢ 2\/§S L oe V3(AB)"  V3(3a+30* +3%) s
2 3 i 8 2
(FOY: - 3a? + 3;92 + 3¢ N 2\235 o V3 (B4”C”) _ V33 +83b2 + 3¢c?) N g |

21



Fazendo S” — S’, temos:

o o V/3(3a? +83192 + 3c?) N g  V3(3e” +83b2 + 3c?) N g _ g

O

A seguir, iremos mostrar que o baricentro do triangulo original coincide com o baricentro
do triangulo de Napoleao interno e com o baricentro do triangulo de Napoleao externo. Para

isso localizamos o baricentro do original e mostramos que coincide com os outros dois.

Teorema 2.4. Os baricentros dos triangulos interiores e exteriores de Napoleao coincidem com

o baricentro do triangulo original.

Prova. Sejam G o baricentro do triangulo oringal ABC e, A'B'C" e A”B"C" os triangulos
interno e externo de Napoleao, respectivamente.

Essa prova serd feita em duas etapas, a saber: na primeira, mostraremos que o baricentro

G coincide com o baricentro de A’B'C’, mostrando que GA’ = GC’" = GB’; na segunda,

mostraremos que o baricentro G coincide com o baricentro de A” B”C" | mostrando que GA” =

GC"=GDB".

Primeira Etapa.

Seja o segmento AP a mediana relativa ao lado BC. Com isso, a altura do triangulo
equilatero A’K'L é A’P que, por sua vez, é paralela a altura do triangulo ABC, AH,
relativa ao lado BC', conforme figura abaixo. Assim, garantimos que /PAH = /A'PG =

Q.

Iniciaremos esta etapa obtendo o comprimento de GA’.

Aplicando a lei dos cossenos no triangulo GA’ P, temos

(GA)* = (GP)" + (AP)" —2- (GP) - (A'P) - cos(a).

22



AH h S
Mas do triangulo retangulo AH P, temos que cos(a) = 5 = —,emque h = AH e
m
m = AP. Assim,

2 2 2
(m)2:<%>2+(a73> _2.@.a_\/§.£:m_+3i_?.a.h (2.10)

Aplicando a lei dos cossenos no triangulo APC', temos:

(AC)* = (AP)*+ (PC)* =2 (AP) - (PC) - cos(90° + )

9a? 3
9 = m2+%—2-m-§-cos(90°+a)
5 9a®
= m —|—T—|—3'a~m-sen(a) (2.11)

Aplicando a lei dos cossenos no triangulo APB, temos:

(AB)* = (PB)’+ (AP)* =2 (PB)- (AP) - cos(90° — a)

9a? 3
9c? = m2+%—2-m-§-sen(a)
92
= mz—i-%—B-a-m-sen(a) (2.12)

De (2.11) e (2.12), temos:

9a? 9 S|
962+902:2m2+%:>m2:Z~(262~|—202—a2) é%zz-(QbQ—i—QcQ—az).
o 3ah
Substituindo em (2.10), e usando S = - temos:
— 20% +2¢ —a®  3a®  2V3 ZH0P 4+ 2v3
R e

Seguiremos para o calculo do comprimento de GB'.

Seja o segmento BP, a mediana relativa ao lado AC. Com isso, a altura do triangulo
equildtero B'NM é B'P, que, por sua vez, é paralela a altura do triangulo ABC', BH,, re-
lativa ao lado AC, conforme figura abaixo. Assim, garantimos que /B'P,G = /P,BH, =
6.
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Aplicando a lei dos cossenos em G B’P,, temos:

(GB)? = (GP)* + (B'Py)* —2- (GP,) - (B'P,) - cos(0).
hs = —_— N
Como cos(f) = e em que hy = BHy e my = AP,, no triangulo BH,P,, temos:
2

2 2
——2 m3 3b my bV3  hy

B’ — - -2 .= . .=
(G ) 9 + 4 3 2 my

3bhy

Mas, a area do triangulo ABC é S = , entao

@2:”1—%+3—b2—%-5. 2.13
9 4 9

Aplicando, novamente, a lei dos cossenos, agora no triangulo BP»C', temos

(BC)" = (BR)'+ (P.C)" =2 (BR,) - (PC) - cos(6 + 90°)
9v? 3b

90> = m%—i—T—Q-mg-?-(—sen(@))
R
= my+ -+ 3-b-msy-sen(h) (2.14)

Aplicando a lei dos cossenos no triangulo BP, A, temos:

(AB)" = (PB)"+ (RA)" —2- (BB) - (BA) - cos(90° — 6)

2 b
9 = mg+%—2-m2-3—-sen(9)
4 2
s 9b?
= m2+j—3~b-m2~sen(9) (2.15)
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De (2.14) e (2.15), temos

9%  mi dt+E b

Substituindo (2.16) em (2.13), temos
2 a4+ B3 243 2242 23
@p) = TS P B g kbl 23
2 4 4 9 2 9

Para finalizar a primeira etapa, vamos calcular o comprimento de GC".

Seja o segmento C'P; a mediana relativa ao lado AB. Com isso, a altura do triangulo
equildtero C'PQ é C' Py que, por sua vez, é paralela a altura do triangulo ABC', C'Hy, rela-
tiva ao lado AB, conforme figura abaixo. Assim, garantimos que ZC'P,G = Z/P,CH, = 3.

Aplicando a lei dos cossenos em GC'Py, temos:

(GT")* = (GP)* + (C'R)* —2- (GPy) - (C"Py) - cos(B).

h _ _
Como cos(f) = —1, em que hy = CHy e my = C'Py, no triangulo C'H, Py, temos:

my
(GC/)Q_ﬁ_|_3_C2_ @iﬁﬂ
9 4 3 2 my
Como S = 2CTh1, entao,
S— 232 2V3
@y =t 32V g (2.17)
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Aplicando a lei dos cossenos no triangulo C'P; B, temos

(BO) = (CP)’+ (BR)’ 2. (CF) - (BR) -cos(90° + )

9¢? 3
90> = m%—l—i—Z-ml-—c-(—sen(ﬁ))
4 2
2

9
= mf—i—%—i—&c‘mysen(ﬁ)

Aplicando a lei dos cossenos no triangulo C' P} A, temos:

(AC)* = (CP)’+ (AP)’ —2- (CP) - (APy) - cos(90° — B)

9c? 3
90 = m%+%—2-m1-§-sen(ﬂ)
9 2
= mf—i—%—&c-mysen(ﬁ)
De (2.18) e (2.19), temos
9¢? 92 mi A+ A
Substituindo (2.20) em (2.17), temos
(GO — a’ + b? _ijZS-c2 —2\/§-S: a® + b + 2 _2\/3.5
2 4 4 9 2 9

Logo, GB' = GC" = G'A, portanto, G é o baricentro do triangulo A’B'C".

Sequnda Etapa.

Iniciaremos esta etapa calculando GA”.

(2.18)

(2.19)

(2.20)

Seja o segmento AP a mediana relativa ao lado BC. Com isso, a altura do triangulo

equilatero A"KL é PA". Seja o/ = ZHPA.
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Aplicando a lei dos cossenos no triangulo A” PG, temos

(A"G)* = (GP)"+ (A7P)* —2- (GP) - (A"P) - cos(90° + o)

2 3a? 3
R a—
h — 2 3a? 3 h
Como sen(a’) = — no triangulo APH, ento (A"G)? = UL £ m-a-—.
m 9 4 2 m
. " ) 3ah .
Mas, a area do triangulo ABC é S = — entao
2 3a® 2V3
(A”G)Q——+—+£-S

Aplicando a lei dos cossenos mo triangulo APC', temos
(AC)* = (AP)"+ (PC)"—2- (AP) - (PC) - cos(180° — a')

W = m —|———2-m-7-(—cos(o/))

2

9
= m2+%+3-a-m-cos(a’)

Aplicando a lei dos cossenos no triangulo AP B, temos

(AB) = (4P)’+ (BP)’ -2 (AP)- (BP) - cos(a)

9a? 3
9 = m2+i—2-m-—a-cos(o/)
4 2
92
= m2+%—3‘a-m~cos(a’)

(2.21)

(2.22)

(2.23)
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De (2.22) e (2.23), temos

92
9b2+902:2m2+i:>

- — 2.24
2 9 2 4 ( )
Substituindo (2.24) em (2.21), temos
9 B 4+ a? 3a2 2V3 A+ +c 23
A — _ A « S . S
(A"G) 5 T T g S 5 +3 S

Seguiremos com o cédlculo GB”.

Seja o segmento BP; a mediana relativa ao lado AC. Com isso, a altura do triangulo
equildtero B"MN é P,B". Seja ' = /BP, A.

Aplicando a lei dos cossenos no triangulo AP; B, temos:

(@B = (GP)’+ (G"R)" =2 (GP)) - (B"P) - cos(90° + )

h — 230 3 h
Como sen(f') = — no triangulo BP, Hy, ento (GB")2 = Doy £ my b —.
mo 9 4 3 mo
) . , 3bhs .
Mas, a area do triangulo ABC é S = , entao
S— 230 23
(@B") =2+ + %_ .. (2.25)
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Aplicando a lei dos cossenos mo triangulo BP; A;, temos

(AB) = (BR)’+ (AR)’ -2 (BF) - (AF)) - cos(?)
9b2 3b

9* = m%+T—2-m2~E-COS(5')
2 9a2 /
= m2+T—3-b-m2-cos(ﬁ) (2.26)

Aplicando a lei dos cossenos no triangulo BP,C}, temos

(BC)' = (BFN)'+ (FC)" -2 (BF) - (BiC) - cos(180° - )

9? 30
90> = m%+T —2-my - 5 (—cos(8"))
2 9b2 /
= m2—|—T+3~m2-b~cos(6) (2.27)

De (2.26) e (2.27), temos:

9> miy  a*+c b

9> + 92 =2m2 4+ —— = 2 = - — 2.28
a“+ 9c m; + 5 = 5 5 1 ( )
Substituindo (2.28) em (2.25), temos
o a4+ b 32 23 a2+ +E2 23
B// — - - . = . .
(GB") 5 Tt S 5 + =3 S

Para finalizar, calcularemos GC".

Seja o segmento C'P, a mediana relativa ao lado AB. Com isso, a altura do triangulo
equildtero QC"P é P,C". Seja 0/ = ZC Py Hs.
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Aplicando a lei dos cossenos no triangulo C” PG, temos

(©@C)" = (@F) + (C7B)’ ~2- (GF5) - (C7F3) - cos(o0° + 0)

2 3 2 3
%+%_2.%.£.(_Sen(9/»
h = 23 3 h
Como sen() = Ell’ entao (C"G)? = % + % + \/?— “my-c- gll
’ [N , 30h1 -
Acontece que a area do triangulo ABC é S = 5 entao

2 2
(@) =+ 3% + ? .. (2.29)

Aplicando a lei dos cossenos mo triangulo C' P, A, temos

(AC) = (CF)'+ (AP)’ 2. (CF3) - (AF5) - con(t)

9B = mi+ o _ 2-my - — - cos(f)
4 2
2 962 /
— ~ _3-my-c- :
my + 1 3-my - c-cos(f) (2.30)

Aplicando a lei dos cossenos no triangulo C'P, B, temos

(BC)" = (CP)" + (BP)" —2- (CP) - (BPy) - cos(180° — )

9c? 3
9a> = m%%—i —2-my - . (—cos(8))
4 2
2 902 /
= m1+T+3-m1~c~cos(8) (2.31)
De (2.30) e (2.31), temos
9 m?  a?+bv
249 =2mi 4 — = = — = 2.32
9a” +9 my+ o= 5 5 1 (2.32)
Substituindo (2.32) em (2.29), temos
2 2 2 2 2 12 2
T2:a—|-b < 3i 2\/§_ :a—i—b+c 2\/3‘
(C"G) 5 4+4+—9 S 5 +9 S.

a2—|—b2+62+2\/§

Logo’ A'G = B'G = C"G = 5

do triangulo A”B"C".

-S. Portanto, G também ¢é o baricentro
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O

Seja DEF o triangulo obtido a partir da rotacao do triangulo ABC, em 180°, em torno do
baricentro G de ABC'. O teorema que segue mostra que os vértices dos triangulos internos de

Napoleao relativos aos triangulos ABC e DEF formam um hexdgono regular.

Teorema 2.5. Se K, L, M, N, P e () sao pontos de triseccao, entao os vértices do triangulo
interior de Napoleao A’B'C’ formam com T'V’S’, conntruidos internamentes em LM, QK e

N P, respectivamente, um hexagono regular.

Prova. A prova é dada em trés etapas. Na primeira provaremos que DEF é congruente ao
triangulo ABC'. Na segunda, que o Triangulo S"T"V’ é interno de Napoleao do triangulo DEF

e, por fim, na terceira que o hexdgono A'V'C"S'B"T" é regular.

Primeira Etapa.

Sejam A = (xo,y0), B = (x1,y1) e C = (x2,y2). Como o triangulo DEF é a imagem
do triangulo sob 180° de rotacao, aplicaremos a matriz de rotacao de um angulo 6 para

encontrarmos os vértices D, E e F.

\

&
\
\
@ ®
¢ K\/L
D

cos(f) sen(f

—sen(f) cos(f

A matriz de rotacao é Ry =

; ] que, para 6 = m, temos

R, =

cos(m)  sen(m) ] _ [ -1 0

—sen(m) cos(m) 0 —1

Aplicando a matriz de rotacao em A, B e C, encontramos D, E e F, respectivamente.

EEEMNE

—Yo

] = D = (—Zo, — %)
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Como A = (zg,y0), B =
F = (—x9,—y2), entao |AB| = |DE|, AC = DF e BC' = EF. Logo, o triangulo ABC' ¢

congruente ao triangulo DEF'.

Sequnda Etapa.

(1717?/1), C =

X1

U1

T2

Y2

—x
! = F = (-.171, _yl)
- _yl -
—
? = F = (—x2, — 1)
. _y2 -
(2,92), D = (=20, —y0), £ = (—x1,—11) €

O triangulo DEF é gerado a partir da rotacao de 180° do triangulo ABC'. Toda rotacao

é uma isometria, em particular de 180°, pois preserva as distancias, fato provado na
primeira etapa. Como R,A = D e R,B = E, temos que |AB| = |DE).

Sobre AB vamos marcar os pontos X e Y7, de tal forma que AX; = X Y; = Y1 B e sobre

o segmento DFE, vamos marcar os pontos X| e Y/, de tal sorte que DX| = XY/ = Y/E.

Note que X Y] = = = —

3

- X7V,

Seja C" o vértice do triangulo de Napoledo interior relativo ao lado AB e seja 1" o

vértice do triangulo de Napoledao, a partir do segmento ED. Note que esse ponto T”

sera do triangulo de Napoleao interior, uma vez que, se do baricentro do triangulo ABC),

tracarmos um Plano Cartesiano, de tal modo que a origem coincida com esse ponto, entao

o ponto 7" é a imagem da rotacao de 180° do ponto C’, ou seja, R,C' =T".

Analogamente, o mesmo vale para o ponto S’, que é a imagem de 180° do ponto A" e V'

que é a imagem de 180° do ponto B’.
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Portanto, a imagem de 180° do triangulo A’B’C" interno de Napoleao do triangulo ABC
¢ o triangulo S'V'T’. Logo, o triangulo S’V'T” é o triangulo interno de Napoledao do
triangulo DEF'.

Terceira Etapa.

Recordemos que R,P é a imagem de um ponto P sobre uma rotagao de 180°. Como
d(P, R,Q) = d(R.P,Q), entao os lados opostos do hexdgono A'V'C'S'B"T" sdo congru-
entes.

Como o triangulo S"V'T" de Napoleao é obtido pela rotacao de 180° do triangulo A’B'C’,

também de Napoleao, entao os baricentros coincidem.

Dessa forma, cada triangulo de Napoleao interno estd inscrito numa mesma circunferéncia

e, portanto, o hexdgono A'V'C'S’B'T’ esté inscrito nessa circunferéncia.

Pela figura acima, temos que S'C'+S'B' = 120° e @Jr@’ = 120°. Logo S'B =VC
e V'C"=S5"B'. Como A'V' =SB’ temos que V'C" = A'V".

Analogamente mostramos que todos os lados sao congruentes. Portanto, o hexagono é

regular.

O

O proximo teorema afirma que os triangulos de Napoleao internos e externos de qualquer

triangulo escaleno sao perspectivos pois, mostraremos que sao equilateros.

Teorema 2.6. Os triangulos de Napoleao internos e externos de qualquer triangulo escaleno

sao perspectivos um com o outro e com o triangulo original.

Prova.
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Primeiro Caso.
Os triangulos considerados sao os triangulos de Napoleao internos e externos.

Como os triangulos A’KL e A”KL sao equilateros com o lado KL em comum, entdo
o segmento A’A” é perpendicular ao segmento KL passando por M;, ponto médio do
segmento K L. Como KL C BC e A’A” é perpendicular a KL, entdao A’A” também

é perpendicular ao segmento BC. Como BK = KL = LC e KM, = ML, entdao M,

também é ponto médio de BC.

Segue que A’A” é mediatriz do segmento BC', ou seja, é ortogonal a BC' em seu ponto
médio. O mesmo ocorre com os triangulos B'MN e B"MN e C'PQ e C"P(Q. Logo, B'B"

é mediatriz do segmento AC' e C'C"” é mediatriz do segmento AB.

Portanto, os segmentos A’A”, B'B" e C'C" sao as mediatrizes do triangulo ABC, logo se

interceptam no ponto denominado circuncentro.

Sequndo Caso.

Os triangulos considerados sao o triangulo original e o triangulo de Napoleao externo.
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Tragaremos um segmento DE || BC passando por A”, de modo que o ponto E seja o
ponto de intersegdo da reta que contém o segmento AC' com a reta DA”E (tragada) e
o ponto D é o ponto de intersecdo dessa mesma reta DA”E com a reta que contém o

segmento AB.

Tragaremos outro segmento HF' || AC passando por B” de tal forma que o ponto H é o
ponto de intersecao da reta que contém o segmento AB com a reta HB"F (tracada) e
o ponto F' é o ponto de intersecao da reta que contém o segmento BC' com a reta que

contém o segmento HB"F (tragado).

Por fim, tragaremos uma reta s || AB passando por C” onde a intersegao da reta s com a
reta s com a reta que contém o segmento BC' da o ponto J e a intersecao da reta s com

a reta que contém o segmento AC' da o ponto I.

AA"NBC =K, BB"NAC =L, CC"NAB = M.

Como DE || BC,FH | AC e IJ || AB, temos:

BK DA"

KC_AE (2.33)
FB/I

I 50 (2:34)

AM  IC"

=== (2.35)

De (2.33), (2.34) e (2.35), temos:

CL AM DA" FB" IC7
LA BM A’E B"H C"]

Al
E
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BK CL AM DA 107 FB
KC LA BM C"]J B'H A'E’

(2.36)

Note que o triangulo A” PC' é isésceles, visto que A”P = PC com o angulo ZA"” PC' = 120°.
Logo LZA"CP = ZCA"P = 30°, como DE || BC, entao LA"CP = LZCA"E = 30°. De
maneira analoga, temos que o triangulo B"C(Q) é isésceles QC = QB" com ZQCB" =
ZCB"Q = 30° e os segmentos F'H || AC, o que implica em ZFB"C = ZB"C(Q = 30°.
Como DE || BF e HF || AE, entao ZCEA" = ZCFB" = /ZBCA = c.

Logo os triangulos CEA” e CF B” sao semelhantes, visto que seus angulos correspondentes

sao congruentes (indicamos como caso de semelhanga AA), dai temos:

F B B'C
A'E - CA//'

(2.37)

Pelo caso de semelhanca AA, temos que os triangulos PA”"C e QB"C sao semelhantes.

Logo: L
B/I
B0 _ce (2.38)
A"C PC
Como AC =3-QC e BC =3 - PC, entéo:
AC _ BC N cQ _ AC. (2.39)
QC  PC PC  BC
De (2.37), (2.38) e (2.39), temos:
FB// B// A
_pe_ce_AC (2.40)

A'E A'C  PC BC’

De forma andloga, podemos concluir que ZAB"H = /AC"I = /BC"J = Z/BA"D = 30°
e /B"HA = LAIC' e Z/BJC" = ZBDA". Logo, temos que os triangulos AB"H e AC"I

sao semelhantes, assim como sdo semelhantes os triangulos BC"”J e BA”"D. Dai segue

que:
" "
1C _ AC _ AB' (2.41)
HB" AB" AC
bA"_BC ¢ (2.42)
c"J] AB

Substituindo (2.40), (2.41) e (2.42) em (2.36), temos:

B

CL AM BC AB AC _
KC LA MB AB AC BC
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Portanto, pelo Teorema de Ceva, Teorema 1.5, as linhas AK, BL e C'M concorrem.

Terceiro Caso.

Os triangulos considerados sao o triangulo original e o triangulo de Napoleao interno.

Apés tracarmos os segmentos DA'E, FB'H e IC"J paralelos a BC, AC e AB, respecti-

vamente, entao:

De (2.43), (2.44) e (2.45), temos:

BK
KC

BK CL

KC TA

oL
LA

BK DA
KC AFE
CL FPB
LA BH
AM IC
MB C'J
AM DA FB IC
MB AE B'H CJ
AM DA 1IC" F'B
MB (C'J B'H AE

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

Note que os triangulos CA'P e C'B'(Q) sao isésceles, visto que CP = PA' e CQ = QB’,

logo ZCA'P = /PCA' = /CB'Q = /QCB' = 30°.

Como DE | BC e AC || FH, logo /PFB' = LZA'EQ = Z/BCA = ¢, com isso, temos que
LA'EC = ZB'FC = 180° — ¢. Logo o triangulo C'B'F' é semelhante ao triangulo CA'E.

FB" BC

AE  CA

(2.47)
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Também pelo caso AA de semelhanga de triangulos, podemos afirmar que os triangulos
PA'C e QB'C sao semelhantes, logo:

pe_cQ (2.48)
cA  PC
Como AC =3-QC e BC =3 - PC, entéo:
AC _ BC . cQ _ AC (2.49)
QC  PC PC  BC
De (2.47), (2.48) e (2.49), temos:
!/ !/ A
FB  B'C CQ AC (2.50)

AE CA PC BC

De maneira analoga, podemos concluir que ZAB'H = ZAC'] = /BC'J, /B'HA =
LAIC" e /BJC" = ZBDA'. Logo, temos que os triangulos AB'H e AC'I sao semelhantes,

assim como sao semelhantes os triangulos BC'J e BA'D. Dali segue que:

IC" AC" AB

= = (2.51)
HB" AB" AC
SN —
% = B:C (2.52)
c'J AB
Substituindo (2.50), (2.51) e (2.52) em (2.46), temos:
BK CL AM BC AB AC
KC LA MB AB AC BC
Portanto, pelo Teorema de Ceva, as linhas AK, BL e C'M concorrem.
OJ

Teorema 2.7. As linhas C"B’, B"C’, A”A’ formam um triangulo equilatero do qual o bari-

centro coincide com o baricentro do triangulo ABC.

Prova. Como os baricentros dos triangulos interno e externo de Napoleao (A'B'C" e A"B"C",

respectivamente) coincidem com o baricentro do triangulo original ABC' (conforme foi provado

no Teorema 2.4), portanto basta provar que o triangulo formado pelas linhas C”B’, B"C" e

A" A’ formam um triangulo equilatero.
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Sejam X, Y e Z os pontos de interseccao de m com C"B', A“A>’ com B”C’\’ e B"C’' com
CTB>’ , respectivamente. Para mostrar que o triangulo XY Z é equilatero, basta mostrar que
seus angulos internos medem 60° cada um.

Como o triangulo A’B’C" é equilétero, entao dando um giro de 120° no ponto A’, no sentido
horario, em torno do cento de A’B’C’, o ponto vai coincidir com o ponto B’. Se fizermos o
mesmo com o ponto B, este coincidir 4 com C” que, por sua vez, coincidird com A’. Da mesma
forma, o triangulo A”B"”C", temos que girando A” 120° no sentido horario, em torno do seu
centro, ele vai coincidir com C”, girando da mesma forma o ponto C” coindicird com o ponto
B" que, por sua vez, coincidird com A”.

Logo, girando o segmento B”C” 120° em torno do centro dos triangulos A'B'C" e A"B"C"
no sentido horario, ele vai coincidir com o segmento A”A’, 0 mesmo acontece com o segmento
C'A’, que coincidird com o segmento A’B’. Logo, temos que ZB"C'A’ = Z A" A’ B' que, de forma
analoga temos que os segmentos A”A’ e C"” B’ sdo congruentes, bem como sao congruentes os
segmentos A'B’ e B'C’, portanto segue que /B"C'A' = Z/A"A'B' = ZC"B'C' = a.

Como o triangulo A’B'C" é equildtero, entao os seus angulos internos medem 60°. Com isso
temos que /B'C'Z = /ZC'AY = ZA'B'X = 120° — a.

Como a soma dos angulos internos do triangulo mede 180°, entao:

e Do triangulo X A’B’ podemos concluir que /B’ X A" = 60°;
e Do triangulo Y A'C" podemos concluir que ZA'Y C" = 60°;

e Do triangulo C'Z B’ podemos concluir que ZC'Z B’ = 60°.

Logo, o triangulo XY Z ¢ equilétero.
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Capitulo 3

Aplicabilidade do Triangulo de
Napoleao

Napoleao Bonaparte, além de grande soldado e héabil politico, era um grande admirador da
ciéncia e dos cientistas. Em particular, devotava grande interesse a Matematica. O que pouca
gente sabe é que Napoleao é o descobridor de um belo Teorema de Geometria. Eis o enunciado
do Teorema de Napoleao:

“Tome um triangulo arbitrario. Com base em cada um de seus lados, construa (externa-
mente) um triangulo equildtero. Os centros desses trés triangulos equildteros sao ainda vértices
de um outro triangulo equildtero”. (Nao é dificil verificar, este novo triangulo coincide com o
triangulo de Napoleao exterior.)

De posse dessas informacoes, analisemos os itens seguintes:

1. Num triangulo de Napoleao exterior ABC proveniente de um triangulo retangulo isésceles
DEF de base EF, o angulo AEC pode medir 105°.

2. Ainda com relacdo ao item 1, se os lados iguais do triangulo DEF medirem 4+/3 entéo o
Triangulo de Napoleao ABC tera seus lados medindo 2(\/6 + \/5)

3. A famosa “Estrela de Davi”, simbolo do Judaismo, consiste em dois triangulos equilateros
iguais, concéntricos mas em posicoes opostas. Pode-se afirmar que este simbolo é um

exemplo de um triangulo e o seu correspondente de Napoleao.

Vamos analisar cada afirmativa.

Nas afirmativas 1 e 2, a figura abaixo sera levada em consideracao.
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45°.

O fato do triangulo ABC ser externo de Napoledo implica que FL = LA = KL = AK =

KF, por construcao. Também por construcao temos que triangulo AKL é equildtero,

logo ZALK mede 60°.

1. Verdadeiro! De fato. Como o triangulo DEF' é retangulo e isésceles, entao ZDEF mede

Como ZALK é externo do triangulo ALE, que por sua vez € isésceles, visto que triangulo

EMC é isosceles e ZCOEM mede 30°.

Portanto ZAEC é o resultado

LAEL+ ZDEF 4+ ZCEM = 30° 4+ 45° + 30° = 105°.

. Verdadeiro! De fato. Sejam AH; e C'Hy alturas dos triangulos LKA e MNC, respecti-

vamente. Note que H; é ponto médio do segmento EF e H, o ponto médio do segmento

ED. Portanto, EH, = 2v/3 e EHy = 21/6.

Do triangulo retangulo £ H; A, temos:

pa- P 23,
cos(30°) 3

Do triangulo retangulo FH>C', temos:

EC =

cos(30°) \/T?:

EH, 2
2 _2V6_ 5
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Aplicando a lei dos cossenos no triangulo AEC', temos:

(AC)* = (4B)’+ (EC)* —2-AB-EC - cos(LAEC)
= 16+32—2-4-4v2- cos(105°)
— 48 — 32v/2(cos(60°) - cos(45°) — sen(60°) - sen(45°))

- 48—32\/5-@:16(2+\/§)

AC = 4\/2+ V3.

Pondo A =2 e B = 3, o radical duplo, Teorema 1.3, VA + VB = \/
em que C' = A2 — B =+/22 — 3 =1, nos da:

O L i

V642
2

A+C+\/A—C
2 2

Portanto, AC' = 4 2+\/§:4< >:2(\/6+\/§).

. Verdadeiro! De fato.

Considere o triangulo equilatero ABC', com as trisecgoes em em seus lados, conforme

figura abaixo.

oe

No segmento PQ) tragamos o triangulo equilatero externo PQR. Ao tracarmos o segmento

PM obtemos o triangulo isésceles PAM, pois PA = AM.
Como o triangulo ABC' é equilatero, temos /PAM = 60°. Logo o triangulo PAM é

equilatero.
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Como ZAPR = 120°, por ser externo ao triangulo equilatero PRQ), e ao somarmos com
ZAPM = 60° resulta em 180°. Concluimos que R, P e M sao colineares.

Analogamente mostra-se que O, M e P sao colineares. Logo, mostramos que R, P, M e

O sao colineares, ademais OR = AB.

Prosseguindo, com o mesmo procedimento, com os triangulos M NO e XY Z, concluimos
que os pontos O, N, X e Z sao colineares, assim como os pontos Z, Y, () e R. Além

disso, garantimos que o triangulo ROZ é equilatero e congruente a ABC'.
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Consideracoes Finais

O objetivo principal desta dissertacao foi apresentar os teoremas referentes ao Triangulo
de Napoleao dentro de um contexto acessivel aos alunos do ensino médio, e estudiosos da
Geometria. Tentamos entregar os conceitos e resultados preliminares para que o texto seja
autossuficiente e assim, o leitor nao precise consultar outros textos para o entendimento e
compressao dos resultados aqui expostos. A maioria das defini¢oes, lemas, proposicoes, teoremas
e exercicios em geral, foram acompanhadas de figuras ilustrativas para facilitar o entendimento
da situacao estudada.

Esperamos que nosso trabalho tenha contribuido com o ensino da geometria e estimulado
aqueles leitores que procuram conhecimentos na geometria plana e em especial para aqueles
interessados em problemas que envolvem triangulos equiléteros.

E bastante oportuno que esses enfoques passem também a ideia do ludico, do légico e da
aplicacao pratica para a vida do aluno, desmistificando a aridez e a nogao erronea de que
aprender matematica e, em particular geometria, é para poucos e iluminados. Destacamos
também a necessidade de estimular ja nas séries finais do ensino fundamental, a pratica das
demonstragoes geométricas, mesmo as mais elementares de tal modo que com a continuidade
tornard os jovens mais confiantes e mais criativos. Com isto, acreditamos, ser possivel melhorar
a qualidade do ensino da matematica e sobretudo da geometria em nosso pais.

Por fim, espero que com este trabalho eu tenha dado uma contribuicao no sentido de dar
maior significado a Matemaética na Educacao Basica e também despertar nos alunos maior

interesse pelo estudo dessa disciplina tao importante.
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