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RESUMO

Os sistemas de equac0Oes lineares sdo muito Uteis, pois podem modelar
matematicamente diversos problemas em Estatistica, Fisica, Quimica,
Engenharia, Administracdo, Economia, enfim, em véarias é&reas do
conhecimento. Historicamente, o calculo de solu¢bdes desse tipo de sistema
pelos chineses motivou o surgimento das matrizes, que, grosseiramente
falando, sdo tabelas de elementos distribuidos em linhas e colunas. O uso
de matrizes facilita o estudo e também a resolucdo de sistemas lineares,
pois simplificam a notacdo e padronizam os procedimentos. O método do
escalonamento de matrizes, por exemplo, € uma técnica que pode ser
utiizada em sistemas lineares em geral, além de ser facilmente
automatizada devido ao seu algoritmo. O objetivo deste trabalho é
apresentar alguns conceitos e resultados sobre matrizes e sistemas
lineares e abordar a relacéo entre eles, além de propor alguns problemas
que podem ser resolvidos utilizando esses resultados. Professores do
Ensino Médio podem utilizar tais problemas em sala de aula para trabalhar

esse assunto com seus alunos.

Palavras-chave: Matrizes. Sistemas lineares. Escalonamento. Ensino de

Matematica.



ABSTRACT

The systems of linear equations are very useful because they can
mathematically model several problems in Statistics, Physics, Chemistry,
Engineering, Administration, Economics, and finally, in various areas of
knowledge. Historically, the computation of solutions of this type of system
by the Chinese motivated the emergence of matrices, which, roughly
speaking, are tables of elements distributed in rows and columns. The use
of matrices facilitates the study and the resolution of linear systems because
they simplify the notation and standardize the procedures. The
Echelonment method, for example, is a technique that can always be used
in linear systems in general, besides being easily automated due to its
algorithm. The objective of this work is to present some concepts and results
about matrices and linear systems and to approach the relation between
them, besides proposing some problems that can be solved using these
results. High school teachers may use such problems in the classroom to

work on this subject with their students.

Keywords: Matrices. Linear systems. Echelonment. Mathematics Teaching.
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INTRODUCAO

Desde a antiguidade, em diversas areas do conhecimento, muitos problemas so
modelados matematicamente por sistemas de equacdes lineares. Os sistemas com duas
equac0es lineares ja eram considerados pelos babilénios por volta de 1800 a.C. e resolvidos por
um método que chamamos hoje de método de eliminagdo gaussiana (que consiste em
transformar a matriz ampliada, associada ao sistema linear, numa matriz triangular superior
através de transformacdes elementares, obtendo, assim, um sistema equivalente ao inicial, que
pode ser resolvido por substituicbes regressivas), em homenagem a Carl Friedrich Gauss
(Alemanha, 1777-1855), considerado um dos maiores matematicos de todos 0s tempos.

Os sistemas lineares sdo muito Gteis em varias situacdes de diversas areas, como
Engenharia, Fisica, Quimica, Economia, Estatistica, Administracdo, entre outras. Por exemplo,
em projetos de construcdo de estruturas metalicas, em circuitos elétricos fechados (Lei de
Kirchhoff), no balanceamento de reacfes quimicas etc.

Uma ferramenta muito Util para encontrar solugdes de sistemas lineares sdo as matrizes,
que surgiram por volta do ano 200 a.C. com os chineses, motivados pelo interesse em calcular
solucBes de sistemas com mais de quatro equacdes lineares. No Capitulo 8 do texto intitulado
Jiuzhang suanshu, que significa Nove capitulos sobre a Arte Matematica, de autor
desconhecido, fica claro que o procedimento de resolucdo de sistemas lineares usado pelos
chineses é semelhante ao método do escalonamento, que é visto na Secdo 2.5 deste trabalho e
é apresentado na forma de matrizes. Cabe observar que 0s chineses sé consideravam sistemas
lineares com o mesmo numero de equacdes e incdgnitas, ndo constando em seus escritos o
motivo desses sistemas produzirem sempre uma Unica solugdo e como o algoritmo chinés
funcionava.

Com o advento da computacdo e a crescente necessidade de se guardar muita
informacdo, as matrizes adquiriram uma grande importancia. Por exemplo, o que vemos na tela
do computador é uma enorme matriz, e que cada valor guardado nas linhas e colunas da matriz
representa um ponto colorido mostrado na tela (pixel). Na computacéo gréfica, as matrizes séo
utilizadas na rotacdo, mudanca de escala, translacdo e composicdo de transformacoes
geométricas.

Desse modo, 0s conteudos sobre matrizes e sistemas lineares fazem parte do Curriculo
do Estado de S&o Paulo (SAO PAULO, 2012), elaborado pela Secretaria de Educagéo, e devem

ser abordados no 2° bimestre letivo da 22 série do Ensino Médio.
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De acordo com as Orientagcfes Educacionais Complementares aos Parametros
Curriculares Nacionais para o Ensino Meédio, na publicacdo que trata sobre Ciéncias da
Natureza, Matematica e suas Tecnologias, o estudo de sistemas lineares deve:

[...] receber um tratamento que enfatize sua importancia cultural, isto &,
estender 0s conhecimentos que os alunos possuem sobre [...] a resolucdo de
sistemas de duas equagOes e duas incognitas para sistemas lineares 3 por 3,
aplicando esse estudo a resolucdo de problemas simples de outras areas do
conhecimento. (BRASIL, 2002, p. 122).

O presente trabalho esta organizado da seguinte forma: no Capitulo 1, abordamos alguns
conceitos relacionados as matrizes, como defini¢cdes, algumas matrizes especiais, operacdes
com matrizes, matriz inversa, transformacdes elementares de matrizes, forma escalonada de
uma matriz e matrizes elementares.

No Capitulo 2, tratamos dos sistemas lineares, abrangendo os conceitos preliminares,
sistemas lineares equivalentes, matrizes associadas aos sistemas lineares, sistemas de Cramer,
método do escalonamento e o Teorema de Rouché-Capelli.

No Capitulo 3, apresentamos uma proposta de atividade com problemas do cotidiano,
envolvendo matrizes no estudo e na resolucao de sistemas de equac@es lineares, que pode ser

aplicada em sala de aula para alunos da 22 série do Ensino Médio.



Capitulo 1 - MATRIZES

Neste capitulo, abordamos alguns conceitos sobre matrizes através de definicdes,
exemplos e resultados.

As principais referéncias para este capitulo sdo Boldrini (1980), Hefez e Fernandez
(2012), e lezzi e Hazzan (1977).

1.1. Conceitos preliminares

Grosseiramente, matriz € uma tabela de elementos distribuidos em linhas e colunas. Por
exemplo, ao coletarmos os dados referentes a altura, peso e idade de um grupo de cinco pessoas,
podemos organiza-los na seguinte tabela:

Altura (m) | Peso (kg) | Idade (anos)
Pessoa 1 1,75 84 32
Pessoa 2 1,70 70 23
Pessoa 3 1,75 60 45
Pessoa 4 1,60 52 25
Pessoa 5 1,81 72 30

Desconsiderando os significados das linhas e colunas, obtemos a matriz

[1,75 84 32]
1,70 70 23
1,75 60 45|
1,60 52 25J
1,81 72 30

Observemos que em um problema que possui um ndmero muito grande de variaveis e
condicdes, essa disposi¢do ordenada dos dados em forma de matriz torna-se absolutamente
necessario.

Formalmente, temos a seguinte definicao:

Definicdo 1.1: Dados dois numeros inteiros positivos m e n, uma matriz m por n
(indicamos m x n) é uma tabela M formada por elementos distribuidos em m linhas e n colunas.

Dizemos que m x n é a ordem da matriz.
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Alguns exemplos:

1) (1) =~ ] € uma matriz 2 x 3 (ou de ordem 2 x 3).
2 -1

2) ] é uma matriz 3 x 2.

3) [0 9 —1 7]éumamatrizl x4,

4)

5) ] € uma matriz 2 x 2.

|

[

[ ]euma matriz 3 x 1.
3

5

[2]

6) [2] éumamatriz1 x 1.

Os elementos (ou as entradas) de uma matriz podem ser nimeros, fungdes ou outras
matrizes. Neste trabalho, consideraremos apenas as matrizes cujos elementos sejam numeros
reais.

Representamos uma matriz A de ordem m x n por

a1 Q12 0 QA
A= A1 Az =+ QG —[a ]
: : : Ulmxn’
Am1 Amz = Qmn

Além dos colchetes, outras notacGes podem ser utilizadas para uma matriz, como 0s

parénteses ou duas barras. Por exemplo, A = (; ?) OUA= ”é g”

Localizamos um elemento de uma matriz através da linha e da coluna (nesta ordem) nas

1 0 —4
4 -3 2

primeira linha e terceira coluna é o nimero — 4, isto &, a;3 = — 4.

quais ele se encontra. Por exemplo, na matriz A = [ ] 0 elemento que estd na

Definigéio 1.2: Duas matrizes A = [a;;] ~eB=[b;] sdoiguaissem=r,n=se
todos os seus elementos correspondentes sdo iguais (a;; = b;;, para todo 1 <i < m e para todo

1<j<n).

log 1] 9 sen90° 0 = B, pois a,; = by,

| 3
Por exemplo, A = [2 2 4 5]2x3

2X3

Q12 = byg, ..., A3 = bys.
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1.2. Matrizes especiais

Existem matrizes que, por apresentarem certas particularidades, recebem um nome

especial:

1) Matriz linha: é toda matriz de ordem 1 x n, isto &, que possui somente uma linha. Por
exemplo, [0 9 -1 7].

2) Matriz coluna: é toda matriz de ordem m x 1, isto €, que possui somente uma coluna.

5
1|
-3

3) Matriz nula: é toda matriz que possui todos os elementos iguais a zero, isto €,

0 0 O
0 0 O

Por exemplo,

a;j = 0 para todos 1 <i<me1<j<n. Porexemplo, [ ] é a matriz nula de ordem

0 0
0 0

4) Matriz quadrada de ordem n: é toda matriz de ordem n x n, isto &, possui 0 mesmo

2x3e [ ] ¢ a matriz nula de ordem 2 x 2.

namero de linhas e colunas. Se A = [al-j] € uma matriz quadrada de ordem n, os elementos a;;,

8 9 -7
com 1 <i <n, formam a diagonal principal de A. Por exemplo, [ 6 4 —5] € uma matriz
-1 2 3

quadrada de ordem 3 e sua diagonal principal é formada pelos nimeros 8, 4 e 3 (nesta ordem).
5) Matriz triangular superior: é toda matriz quadrada cujos elementos que se encontram
abaixo da diagonal principal sdo iguais a zero, isto €, a;; = 0 para todo i > j. Por exemplo,

4 1 0 1 4 -3 1

0 -1 3 =2
0 —2 -—1f|e .
0 0 -3 0 O 0 0
0 O 0 2

6) Matriz triangular inferior: é toda matriz quadrada cujos elementos que se encontram

acima da diagonal principal séo iguais a zero, isto é, a;; = 0 para todo i < j. Por exemplo,

4001 |2 0 00
5 1 0 0
-1 2 ole .
21 3 |5 4 30
-1 -2 1 2

7) Matriz diagonal: € toda matriz quadrada cujos elementos ndo pertencentes a diagonal

principal sdo iguais a zero, isto €, a;; = 0 para todo i # j. Podemos dizer também que uma matriz

é diagonal se ela for simultaneamente triangular superior e triangular inferior. Por exemplo,

4 0 07[0 0 0 2 0 0
; _02],[0 2 0 ,[0 0 0],[8 8]e[0 3 o].
o o -3llo o o 00 0




12

8) Matriz identidade de ordem n: é toda matriz diagonal cujos elementos da diagonal
principal sdo iguais a 1, isto é, a; = 1 paratodo 1 <i<ne a;; =0 paratodo i #j. Por exemplo,
0

[1],[(1) 2][(1) (1) 8]e
0 0 1

S O O
S O - O
o R OO

0
ol
1
Notacdo: I ou In.

1.3. Operagdes com matrizes

Trabalhando com matrizes, pode surgir a necessidade de efetuarmos algumas operacoes
com seus elementos. Por exemplo, consideremos as duas tabelas abaixo, que representam a

producédo de grdos em dois periodos consecutivos:

Producéo de grdos (em megatons) no primeiro periodo
Arroz | Feijdo | Milho Soja
Regido 1 | 300 150 600 2500
Regido 2 500 450 200 800
Regido 3 | 600 100 700 1500
Producéo de gréos (em megatons) no segundo periodo
Arroz | Feijao | Milho Soja
Regido 1 | 200 100 50 6000
Regido 2 400 300 200 1500
Regido 3 600 250 400 3000

Para montarmos uma tabela que represente a producao por regiéo e por produto nos dois

periodos juntos, temos que somar os elementos correspondentes destas duas tabelas:

Producéo de grdos (em megatons) nos dois periodos

Arroz | Feijdo | Milho Soja
Regido 1 500 250 650 8500
Regido 2 900 750 400 2300
Regido 3 | 1200 350 1100 4500
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Matricialmente, temos |500 450 200 800 400 300 200 1500 =

600 100 700 1500 600 250 400 3000

300 150 600 2500] [200 100 50 6000
+

500 250 650 8500
=1900 750 400 2300
1200 350 1100 4500

Este é um exemplo de uma operagdo com matrizes, como a definida a seguir:

Definigdo 1.3: Se A= [a;;] e B=[b;;] _ sdo duas matrizes de mesma ordem, a

mxn mxn
soma de A e B, denotada por A + B, é a matriz C = [Cif]mxn de ordem m x n tal que
Cij = a;j + bjj paratodos 1 <i<me 1 <j<n.A operacdo que transforma cada par (A, B) de

matrizes de mesma ordem na matriz C = A + B chama-se adicao de matrizes.

Definicdo 1.4: Dada uma matriz A = [aif]mxn’ chamamos de matriz oposta de A a matriz
A= [_aij]mxn'
Proposicéo 1.5: SeA=[a;| B=[b;] eC=][c;]  sdomatrizes de mesma

ordem, entao:

(i) A+(B+C)=(A+B)+C (associatividade da adicdo);

(i) A+B =B + A (comutatividade da adi¢éo);

(iii) A+ 0 = A, onde 0 denota a matriz nula m x n (elemento neutro da adicao); e
(iv) A+ (-A)=0.

Demonstracdo: Para mostrarmos estes resultados, usaremos propriedades de nimeros

reais.

i) A+ ®+C = [ay] + [by+eyl = [a+bj+ep]
=[(ayj +bij) + ] =laij+by] +[c;] =(A+B)+C.

(i) A+ B =[ay] +[by] =laj+by] =[bj+ay] =
[bi] .+ laj] =B+ A

(i) A+0=[ay]  +[0lnsn=[a;j+0] =[ay] =A

(V) A+ (A = [ay] -+ [-ayl = la+Cap] o= la—ay]

= [0]nxn = 0.
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Definicéo 1.6: Se A= [a;;] eB=[b;] sdo duas matrizes de mesma ordem, a

diferenca A — B € a matriz soma de A com a matriz oposta de B, isto ¢, A—B = A + (-B).

Voltemos ao exemplo da producéo de grdos. Suponhamos agora que a previsao para a
safra do terceiro periodo seja o dobro da producdo da soma dos dois primeiros periodos. Com
Isso, temos a seguinte tabela:

Previsdo da producdo de grdos (em megatons) no terceiro periodo
Arroz Feijdo | Milho Soja
Regido 1 1000 500 1300 17000
Regido 2 1800 1500 800 4600
Regido 3 2400 700 2200 9000

Matricialmente: 2 x | 900 750 400 2300 1800 1500 800 4600 |.
1200 350 1100 4500 2400 700 2200 9000

Este € um exemplo de uma outra operacdo definida a seguir:

500 250 650 8500] [1000 500 1300 17000

Definicdo 1.7: Sejam A = [aif]mxn uma matriz e k um numero real. Definimos a matriz

produto de A pelo escalar k como sendo amatriz [k - a;;] _, denotada por kA =k - [a;;] .
Proposicdo 1.8: As seguintes propriedades se verificam para quaisquer matrizes

A=la;] eB=[by] demesmaordem, ekek emR:

(i) k(A +B)=kA +KkB;

(i) (k+k)A=KA+k'4;

(iii) k(k’A4) = (kk)A; e

(iv) 1A =A.

Demonstracdo: Para mostrarmos estes resultados, usaremos propriedades de numeros

reais.

(|) k(A + B) = k[aij+bij]m><n = [k(al]-i-bl])]mxn = [kal]+kbl]] =

mxn
= [kaij]an + [kbij]an = k[aij]an + k[bij]an = kA + kB.
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(ll) (k + k’)A = (k + k’) [aij]an = [(k + k’)aij]an = [kal-j + k,aij]an
= [kaij]an + [klaij]an =kKA+k’A.
(iii) k(') = k[K'ay] = [k(Kap] =[CkDa)] =) ay] = @A

(iv) 1A=1[a;]  =[1a;]

mxn = [aij]mxn =
Definicdo 1.9: Dada uma matriz A = [aif]mxn’ podemos obter uma outra matriz
A= [a] _,onde @’j; = a;;, para todos 1 <i<mel<j<n Amatriz A'¢é denominada

nx

transposta de A.

Exemplos:
'Zt_
y [ =1z 1.
3 213 2
2) 2 1] 2 1]'
-1 0
—1 0 17
3) ]=[0 3].
[0 3 -2 1

Definicdo 1.10: Uma matriz quadrada A = [aij] de ordem n é chamada:

(i) simétricase A'=A, isto é, a;; = aj; para todos 1 <i,j<n;e

(ii) antissimétrica se A'=-A, isto é, a;; = —a;; para todos 1 <i, j<n.

Exemplos:
43 zlL —4 1 _33 —12
D3 2 o0]e sS40 matrizes simétricas.
Lo 5] |73 3 0 0
1 -2 0 2
0 2 -1 (5) _05 —3 1 —21
2) |-2 0 0 |e sd0 matrizes antissimétricas.
1 0 0 -3 1 0 —4
-2 1 4 0
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Observacdo 1.11: Notemos que nas matrizes antissimétricas, os elementos da diagonal
principal séo todos iguais a zero.

Proposicdo 1.12: As seguintes propriedades se verificam para quaisquer matrizes

A=la;] eB=[by]  demesmaordem, ekem R:

mx

(i) (A)Y=A
(i) (A+B)'=Al+Bt
(iii) (KA)! = KA

Demonstracéao:

(i) (A)Y= (([aij]mxn)t)t = ([a'ji]nxm)t =[a"y] . =lay]  =A

(i) FazendoA+B=C= [Cif]mxn’ temos:

t t t
(A + B)t - ([aij]mxn + [bij]mxn) - ([aij + bij]mxn) - ([Cij]mxn)
- [C'ji]nxm = [a'j; + b'ji]nxm = [a'ji]nxm + [b'ji]nxm =A'+B.

t t
(|||) Fazendo kaij = dijf temos (klA\)t = ([kal’j]an) = ([dl]]an) = [d,ﬁ]nxm

t
= [ka’ji]nxm = k[a,fi]nxm - k([aij]mxn) = kA

Agora, suponhamos que a seguinte tabela forneca as quantidades das vitaminas A, B e
C obtidas em cada unidade dos alimentos | e I1:

Alimento | 3 2 1
Alimento Il 11410

Se forem ingeridas 4 unidades do alimento | e 2 unidades do alimento 11, quanto de cada
tipo de vitamina sera consumido?
Podemos representar o consumo dos alimentos | e Il (nesta ordem) pela matriz

“consumo”: [4 2].
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A operagdo que nos fornecerd a quantidade ingerida de cada vitamina ¢ o “produto”:

3 2 1
4 217 4 o

Isto é, serdo ingeridas 14 unidades de vitamina A, 16 de B e 4 de C.

=[4-3+2-1 4-2+2-4 4-1+2-0]=[14 16 4].

Outro problema que podemos considerar em relagdo aos dados anteriores é o seguinte:
Se o custo dos alimentos depender somente do seu contetdo vitaminico e soubermos
que os precos por unidade de vitamina A, B e C sdo, respectivamente, R$ 2,00, R$ 4,00 e

R$ 5,00, quanto pagariamos pela porgéo de alimentos indicada anteriormente?
2
[14 16 4] [4] =[14-2+16-4+4-5]=[112]
5

Ou seja, pagariamos R$ 112,00.
Estes sdo exemplos da operacdo de multiplicacdo de matrizes definida a seguir:

Definicdo 1.13: Dadas duas matrizes A = [a;;];nxn € B = [blf]nXp’ 0 produto de A por
B, denotado por AB, é definido como a matriz C = [Cij]mxp tal que ¢;; = Y- aubyj =

=ay1byj + -+ aybyj paratodo 1 <i<me paratodo 1 <j<p.

A definicdo de produto de matrizes foi apresentada por Arthur Cayley (Inglaterra, 1821-
1895), no trabalho intitulado A Memoir on the Theory of Matrices, publicado em 1858 na revista
Philosophical Transactions of the Royal Society of London. Neste trabalho, Cayley notou que
a multiplicacdo de matrizes, como ele a definiu, simplificava muito o estudo de sistemas de
equacdes lineares. Também observou que esta multiplicacdo deixava de apresentar
propriedades importantes, como a comutatividade e a lei do corte, e que uma matriz ndo nula

ndo é necessariamente invertivel.

Observacéo 1.14:

(1) A definicdo acima:
e (Qarante a existéncia do produto AB somente se o0 nimero de colunas de A for
igual ao nimero de linhas de B; e
e afirma que o produto AB é uma matriz que possui 0 numero de linhas de A e

0 numero de colunas de B.



(i)

(iii)

(iv)
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Dadas duas matrizes A = [a;;];xn € B = [blj] sabemos que o produto AB

estad definido. Para que exista o produto BA, devemos ter m = p. Além disso, se
m =pem#n, entdo AB e BA sdo de ordens diferentes. Logo, para que AB e BA
sejam da mesma ordem, devemos ter também m = n, ou seja, A e B devem ser
matrizes quadradas e de mesma ordem.

A multiplicacdo de matrizes ndo € uma operacdo comutativa. De fato,

consideremos A = B g] eB= [g (5)] Temos

AB = [26 10] [14 15] BA.

Na multiplicagéo de matrizes, podemos ter AB = 0 sem que necessariamente A

ou B seja nula. Por exemplo, consideremos A = [1 1] eB= [ 1 ] Temos

1 1 -1

A;éOquéO,noentanto,AB=[1 i[—ll _11]:[0

Proposicdo 1.15: Desde que as operacdes sejam possiveis, temos:

(i)

(i)

(iii)
(iv)
V)

(vi)

A(B + C) = AB + AC (distributividade a esquerda da multiplicacdo em relagdo a
adicdo);

(A + B)C = AC + BC (distributividade a direita da multiplicacdo em relacdo a

adicéo);

(AB)C = A(BC) (associatividade da multiplicacao);
(kA)B = A(kB) = k(AB), qualquer que sejak € R;

Al = IA = A (existéncia de elemento identidade);
A0 =0A=0;

(vii) (AB)'=B'A%e

(viii) se A tem uma linha nula, entdo AB tem uma linha nula, para qualquer matriz B.

Demonstracéao:

(i)

Consideremos as matrizes A = [a;;]mxn, B = [blj]nxp eC= [le]nXp'

Fazendo AB+C)=D = [dif]mXp’ temos
dij = Xk=1 ik * (byj + cxj) = Xi=1(@ix - brj + ik - Cxj) =
= Xe=1Qik * brj + Xk=1 Qi - cxj = AB + AC.



(i)

(iii)

(iv)

(v)

(vi)

(vii)
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Consideremos as matrizes A = [@;;]mxn, B = [bitlmxn € C = [CU]nXp'

Fazendo(A+B)C=D = [dif]mXp’ temos

dij = Xk=1(Qix + bi) - cxj = Xi=1(Qik - Cij + by * Cxj) =
= Zﬁ:l QAik * Ckj + 22:1 bik “Crj = AC + BC.

Consideremos as matrizes A = [a;;]mxn, B = [blj]nxp eC= [Cjt]pxr'

Fazendo AB = D = [di,-]mxp, (AB)C = E = [e;t]mxr € BC = F = [fit]uxr» teMOS

€ = Zz=1 dik *Cre = Z=1(2?=1 ajs - bsk) *Ckt = Zz=1(2?=1 ais - bsk ' th) =
= Y61 Ais - (Bh—1 bor - Cre) = 2o s - for- LOGO, (AB)C = A(BC).

Consideremos as matrizes A = [a;;]xn € B = [blf]nXp'

Fazendo kA = C = [¢;],xn, kB = D = [dlj]nxp e AB=E= [eif]mXp’ temos

?:1 Cis - bsj = s=1(k ’ ais) ’ bsj =k - ?:1 Qis * bsj € Z?:l Qs * dsj =
s=1s - (k- bsj) =K Y=y ais - bsj. Logo, (kA)B = A(kB) = k(AB).

Consideremos A = [a;;] .+ In @ matriz identidade de ordem n e In a matriz

mx

identidade de ordem m. Fazendo Al = B = [bif]an' temos

bijZail~O+ai2-0+---+aij~1+---+am~O=aijparat0d01§i§mepal’a

todo 1 < j < n. Agora, fazendo InA = C = [Cif]mxn’ temos
¢j=0-a;+0-a;,++1-a;;+--+0-a;,=qa;jparatodo 1 <i<me para
todo 1 <j <n. Logo, Al, = InA = A.

O resultado segue dos fatos de que a multiplicacdo de nimeros reais é comutativa
e que o produto de qualquer nimero real por zero € sempre nulo.

Sejam as matrizes A = [a;],xn € B = [blf]nxp' Fazendo AB = C = [Cij]mxp e,

consequentemente, (AB)! = C! = [c’ﬁ]pxm, temos c’j; = ¢;j = Yjo1 Ak - bij =

= Yh=1brj - i = Xi=1b'ji - a'i; (pela Definicéo 1.9). Logo, (AB)' = B'A'.

(viii) Sejam as matrizes A = [a;;]mxn € B = [blj]nxp. Suponhamos que a r-ésima linha

de A seja nula. Fazendo AB = C = [cij]mxp, segue, para cada j = 1, ..., p, que

Crj = Xk=1arkby;. Como a, =0 paracadak =1, ..., n, temos que c¢,; = 0 para
cadaj =1, .., p. Assim, a r-ésima linha de AB é nula. Logo, AB tem uma linha

nula.
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1.4. Matriz inversa

Defini¢do 1.16: Dada uma matriz quadrada A de ordem n, chamamos de inversa de A

uma matriz quadrada B de ordem n tal que AB = BA = I,.

-5
2

3 _ . 5. (— -(=5)+5-
enjpaese=[7 5|05 F71=[7315000 DD e

~ — [3:2+(-5)-1 3-5+(=5)-3]_ _
BA‘[—31 zs]ﬁ g]‘[(—1)f2+2-1 (—1)J-r5+2-3]‘[(1) (1)]"2'

Por exemplo, dada a matriz A= [i g] temos que a matrizB = [_31 ] € uma inversa

Observacdo 1.17: Nem toda matriz quadrada admite uma inversa. Por exemplo, seja

A = E ﬂ Dada qualquer matriz B = [Ccl Z] temos que AB = [} ﬂ [Ccl Z] =
:[Ziz Zig].Assim, para termos AB = |, devemos ter [Zii }Ijig]:[(l) (1)

Ora, ndo existem nimeros reais a, b, cedtaisquel=a+c=0el1l=b+d=0. Logo,

A ndo possui inversa.

Definicdo 1.18: Uma matriz quadrada € dita invertivel se ela admite uma matriz inversa.

Observacao 1.19: Se uma matriz A possui uma inversa, entdo essa inversa € Unica.

De fato, suponhamos que B e C sejam duas matrizes inversas de uma matriz quadrada
A de ordem n. Entdo, AB = I, e CA = In. Assim, por (iii) e (v) da Proposicdo 1.15, segue que
C=Cl,=C(AB) = (CAB=1:B =B.

Como a inversa de uma matriz € tnica, quando ela existir, escrevemos A™* para denotar

a inversa de A.

Proposicédo 1.20: Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n.

(i) Se A é invertivel, entdo A é também invertivel e (A1) = A,
(i) Se A e B sdo invertiveis, entido AB também ¢ invertivel e (AB)™* = B*A ™.
(iii) A é invertivel se, e somente se, A é invertivel e (A = (A ).

(iv) Se A tem uma linha nula, entdo A néo é invertivel.
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Demonstracéao:

(i)

(i)

Como A é invertivel, temos A A = AA™L = |. Agora, A! ¢ invertivel se existe uma
matriz quadrada C de ordem n tal que AXC = CA™! = I. Ora, C = A satisfaz esta
condicdo. Logo, pela unicidade da matriz inversa, A € a inversa de A2, ou seja, A
é invertivel e (A1) = A,

Por (iii) e (v) da Proposicéo 1.15, segue que (AB)(B1A 1) = ABBHA 1 =AIAL =
=AAl=1e(BAY(AB)=B}AAB=BIB=B'B=1 Logo, B!Aléainversa
de AB, ou seja, AB ¢ invertivel e (AB) 1 =BA L.

(iii) (=) Queremos provar que A é invertivel e (A = (A™1)!, ou seja, queremos que

A(A D =1e (A1)'A'=I. Como A ¢ invertivel, entdo AA = A2A = I. Usando este
fato e o item (vii) da Proposicdo 1.15, temos que AY(A)! = (AA)! =1 e
(A DAL = (AA D = 1. Logo, pela unicidade da matriz inversa, (A™1)! é a inversa de
A! ou seja, A' é invertivel e (A) 1 = (A ).

(<) Reciprocamente, como A' é invertivel e (A)? = (A, temos (A 1)Al =
= A{A Y = 1. Por (vii) da Proposicio 1.15 e (i) da Proposi¢do 1.12, segue que
[(ADYAT = [(AAD] = AAT = 1 e [AYAY Y] = [(ATA)]' = A'A = 1. Logo, pela

unicidade da matriz inversa, A é a inversa de A, ou seja, A é invertivel.

(iv) Pela Proposigdo 1.15 (viii), temos que AC possui uma linha nula, qualquer que seja

a matriz quadrada C de ordem n. Assim, como | ndo possui uma linha nula, segue

que ndo existe matriz C tal que AC = I. Logo, A ndo € invertivel.

1.5. Transformag0es elementares de matrizes

Definicdo 1.21: Seja A uma matriz de ordem m X n. Para cada 1 < i< m, denotemos por

Li a i-ésima linha de A. Definimos as transformacdes elementares nas linhas da matriz A como

segue:

(i)
(i)

Permutacdo das linhas L; e L; (indicada por Lj <> L;).
Substituicdo de uma linha L; pela adi¢do desta mesma linha com ¢ vezes uma outra

linha L; (indicada por Li — Li + cLj, sendo ¢ um namero real ndo nulo).

(iii) Multiplicagdo de uma linha Li por um numero real ¢ ndo nulo (indicada por

Li — cLi).

Notacdo: Ao efetuarmos uma transformacéo qualquer, indicaremos por e.
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Por exemplo, efetuando algumas transformacdes elementares nas linhas da matriz

2 1 2 3
A=|2 1 4 0], temos:
0 -1 2 3
2 1 2 3 0 -1 2 3
2 1 4 0/—>[2 1 4 0]
0 -1 2 3™k 1 2 3
2 1 2 3 2%23
[2140]—>11§20e
0 -1 2 35k ‘19 3
2 1 2 3 2 1 2 3
2140m002—3.
0o -1 2 37 "*lo -1 2 3

Definicdo 1.22: Sejam A e B matrizes de ordem m x n. Dizemos que a matriz A é
equivalente por linhas a matriz B se B pode ser obtida pela aplicacdo sucessiva de um nimero

finito de transformacdes elementares sobre as linhas de A.

Notacdo: A ~ B.
1 0 1 0

Por exemplo,amatrizA=| 2 1| éequivalente por linhasa matrizB=|0 1/, jaque
-2 3 0 0

A=
L2 —)Lz —2L1 L3—>L3+2L1
0 O

1 0 1 0 1 0 1 0
2 1—7—=>|0 1——0]0 1f——0>|0 1| =B.
-2 3 -2 3 0 31777

Para a proxima observacdo, precisamos da seguinte definicdo, que se encontra em

Domingues e lezzi (2003):

Defini¢do 1.23: Uma relacdo R sobre um conjunto E ndo vazio é chamada relagédo de

equivaléncia sobre E se, e somente se, R € reflexiva, simétrica e transitiva. Ou seja, R deve

cumprir, respectivamente, as seguintes propriedades:

(i) sex € E, entdo xRx;
(i) sex,y € E e xRy, entdo yRx; e
(i) se x,y, z € E, xRy e yRz, entdo xRz.
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Observagéo 1.24:

(1) A~ A, qualquer que seja a matriz A. De fato, basta tomarmos ¢ = 1 e efetuarmos a
transformacéo elementar Li — cLj sobre qualquer linha L de A.

(i) Se A~ B, entdo B ~ A, quaisquer que sejam as matrizes A e B de mesma ordem. De
fato, toda transformacdo elementar sobre linhas € reversivel, pois: se e € uma
transformacdo elementar do tipo Li < Lj, podemos reverté-la através da
transformacdo elementar ¢’ = e; se e é do tipo Li — Li + cLj, tomemos
e’ = Li — Li — cLj; finalmente, se e € do tipo Li — cLi, basta tomarmos
e’ =Li— %Li. A transformagdo e’ é chamada de transformacéo elementar inversa
de e, tal que e’(e(A)) = e(e’(A)) = A.

(iii) Se A~B e B ~ C, entdo A ~ C, quaisquer que sejam as matrizes A, B e C de mesma
ordem. De fato, denotando por e, ..., er as transformac6es elementares aplicadas
sobre as linhas de A para obter a matriz B e por er+1, ... , € as transformacoes
elementares aplicadas sobre as linhas de B para obter a matriz C, obtemos a matriz

C aplicando as transformacdes elementares ey, ... , €s sobre as linhas de A.

Logo, pela Observacdo 1.24, temos que a relacdo ~ é reflexiva, simétrica e transitiva,

confirmando, pela Definicdo 1.23, que é uma relacdo de equivaléncia. Portanto, se A é uma

matriz equivalente por linhas a uma matriz B (e, entdo, B é equivalente por linhas a A), dizemos

simplesmente que A e B sdo matrizes equivalentes.

1.6. Forma escalonada de uma matriz

Oou Se:

Definicdo 1.25: Uma matriz A de ordem m x n se diz na forma escalonada se for nula

(i) o primeiro elemento ndo nulo de cada linha ndo nula é 1,

(ii) cada coluna que contém o primeiro elemento ndo nulo de alguma linha tem todos
0S Seus outros elementos iguais a zero;

(iii) toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas nao nulas; e

(iv) se Ly, ..., Lp sdo as linhas ndo nulas e se o primeiro elemento ndo nulo da linha L;

ocorre na ki-ésima coluna, entdo ki < kz < -+ <Kkp.
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01 2 0 1
Por exemplo, a matriz [0 0 0 1 3] esta na forma escalonada, pois todas as
0 00 00O

10 0 0] [0 3 1
condicOes da Defini¢do 1.25 séo satisfeitas, mas as matrizes |0 1 -2 0|ef1 0 -1
0 0 1 o to 0 o

néo estdo na forma escalonada, pois a primeira ndo satisfaz a condicéo (ii) da Defini¢do 1.25,
enquanto a segunda néo satisfaz as condicdes (i) e (iv) da Definicéo 1.25.

Teorema 1.26: Toda matriz € equivalente a uma Unica matriz na forma escalonada.

Demonstracao (Existéncia): Seja A uma matriz de ordem m x n qualquer. Se a primeira
linha de A é nula, entdo a condicdo (i) da Definicdo 1.25 esta satisfeita no que diz respeito a

esta linha. Caso contrério, seja k 0 menor inteiro tal que a;; # 0. Multipliquemos a primeira

. 1 ~ -~ . e~ . . . .
linha por —eentdo a condicdo (i) da Definicdo 1.25 fica satisfeita. Agora, para cada i > 2,
1k
somemos (—a;,) vezes a primeira linha a linha Li. Como resultado, temos uma matriz cujo
primeiro elemento ndo nulo da primeira linha é 1 e ocorre na coluna k. Além disso, todos 0s
outros elementos da coluna k s&o nulos.
Consideremos agora a matriz B obtida acima. Se a segunda linha de B for nula, nada

fazemos no que diz respeito a esta linha. Caso contrario, seja k° 0 menor inteiro tal que

b,y, # 0. Multipliquemos a segunda linha por bi e, a seguir, para cada i > 3, somemos (—b;,)
2k!

vezes a segunda linha a linha L;, obtendo, assim, uma matriz cujo primeiro elemento ndo nulo
da segunda linha é 1 e todos os outros elementos da coluna £’ sdo nulos.

Repetimos o procedimento acima em relacdo as demais linhas (terceira, quarta, ... ,
m-ésima), obtendo no final uma matriz M que é equivalente a matriz A e que satisfaz as
condigdes (i) e (ii) da Definicdo 1.25. Caso M ainda ndo satisfaga as condicdes (iii) e (iv) da
Definicdo 1.25, basta efetuarmos um namero finito de permutac@es das linhas de M.

Logo, toda matriz é equivalente a uma matriz na forma escalonada.

(Unicidade): Afirmemos primeiramente que duas matrizes na forma escalonada que
sdo equivalentes s6 podem ser iguais. De fato, nenhuma transformacdo elementar (exceto a
multiplicacdo de uma linha por 1) pode ser efetuada numa matriz na forma escalonada sem que

ela perca esta condicao.
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Agora, suponhamos que possamos obter duas matrizes na forma escalonada, N e P,
através de transformacOes elementares efetuadas sobre as linhas de uma matriz A qualquer.
Teremos, entdo, A~ N e A ~ P. Como as transformacdes elementares sdo reversiveis, de acordo
com (ii) da Observacdo 1.24, segue que N e P séo equivalentes, e, portanto, pela afirmacéo

destacada acima, N = P.

O resultado acima é muito importante. A primeira parte da sua demonstracdo (existéncia
da matriz equivalente na forma escalonada) nos fornece um algoritmo para reduzir por linhas
uma matriz ndo nula qualquer a uma matriz na forma escalonada. A expressdo reduzir por
linhas significa transformar uma matriz usando as transformacdes elementares sobre linhas.

Este processo é também chamado de escalonamento de matrizes.

1.7. Matrizes elementares

Definicdo 1.27: Uma matriz elementar de ordem n é uma matriz quadrada obtida da
matriz identidade I, a partir da aplicacdo de uma transformacao elementar, isto €, trata-se de

uma matriz da forma E = e(l»), onde e é uma transformacéo elementar.

Por exemplo, a matriz identidade é uma matriz elementar (pois podemos considerar a

transformacdo elementar e: Li — 1:Li sobre qualquer linha L; de 1), e as matrizes

1 1 0
e(l2) = [(1) (1)] onde e: L1 <> Lo, e e(l3) = [0 1 0], onde e: L1 — L1 + Lo, sdo matrizes
0 0 1

elementares de ordem 2 e de ordem 3, respectivamente.

Seja A uma matriz de ordem m X n e e uma transformacéo elementar. O préximo
resultado nos diz que a matriz e(A) pode ser obtida como o produto da matriz elementar e(lm)

pela matriz A.

Teorema 1.28: Seja e uma transformacéo elementar sobre matrizes. Consideremos a

matriz elementar E = e(Im). Entdo, e(A) = EA, qualquer que seja a matriz A de ordem m X n.

Demonstracéo: Seja EA =D = [dif]mxn' Denotemos por b;; o elemento na linha i e

coluna j de E, com 1 <1, j < m. Temos trés casos a considerar (um para cada tipo de

transformacéo elementar):
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Caso 1: e é a transformacdo elementar L < Ls.

Analisando as linhas de E:

() paraas linhasi=1,2,..,m,comi#rei#s, temos b; =1eb;; =0,comj#i,

(1) paraa linhar, temos b, = 1e b,; =0, comj #s; e

(111) para a linhas, temos by, =1 e bs; =0, com j#r.

Os elementos das linhasi=1, 2, ..., m,comi#rei#s,de D = EA séo da forma (para
j=1,..,n)d;; = ¥¥q bieayj = bya;j = a;j, uma vez que, por (I), somente para k = i teremos
b;, =1 e as demais parcelas do somatdrio se anulam. Assim, as linhas diferentes de r e s em D
sdo iguais as linhas correspondentes de A.

Os elementos da linha r de D séo da forma (para j = 1, ..., n) d,j = XLy byay; =
= bysasj= agj, uma vez que, por (I1), somente para k = s teremos b, = 1 e as demais parcelas
do somatdrio se anulam. Com isso, a linha r de D € igual a linha s de A.

Por fim, os elementos da linha s de D sdo da forma (para j = 1, ... , n) d; =
= Yke1bskayj = bgra,j = a,j, uma vez que, por (I11), somente para k = r teremos by, = 1 e as
demais parcelas do somatdrio se anulam. Logo, a linha s de D € igual a linha r de A.

Portanto, D corresponde a matriz A com as linhas r e s trocadas.

Caso 2: e é a transformacéo elementar Ly — L + cLs. Neste caso, as linhasi=1, 2, ...,
m, com i # r, de E sdo iguais as linhas correspondentes de Im, ou seja, para todo i # r temos
b;;=1eb;;=0,comj+i. Paraalinhar, temos b,s =¢, b, =1eb,;=0,comj£rej#s.

Os elementos das linhasi=1, 2, ..., m,comi#r, de D sdo da forma (paraj=1, ..., n)
dij = Y1 bixayj = bja;j = a;j, uma vez que b; = 1 e by, =0, com k # i. Assim, as linhas
diferentes de r em D sdo iguais as linhas correspondentes de A.

Os elementos da linha r de D séo da forma (para j = 1, ..., n) d,j = YXiLq byray; =
= byra,j + bysagj = a,; + cagj, Uma vez que by, = 1, b, = ¢ e 0s demais termos do somatorio
se anulam. Logo, a linha r de D corresponde a linha r de A somada com a linha s multiplicada
por c.

Portanto, D corresponde a matriz A com a linha r somada a linha s multiplicada por c.

Caso 3: e ¢ a transformacédo elementar L — cL;. Neste caso, as linhasi =1, 2, ..., m,
com i # r, de E sdo iguais as linhas correspondentes de In, ou seja, para todo i # r temos

b;;=1eb;;=0,comj#i.Paraalinhar, temos b,. =ce b,; =0,com j #r.
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Os elementos das linhasi=1, 2, ..., m,com i #r, de D séo da forma (paraj =1, ..., n)
dij = Yg=1 bixayj = bja;j = a;j, uma vez que b; = 1 e by, =0, com k # i. Assim, as linhas
diferentes de r em D s&o iguais as linhas correspondentes de A.

Os elementos da linha r de D séo da forma (para j = 1, ..., n) dj = YXiLq bygay; =
= byra,j = ca,j, Uma vez que b, = ce b, =0, comk #r. Logo, a linha r de D corresponde a
linha r de A multiplicada por c.

Portanto, D corresponde a matriz A com a linha r multiplicada por c.

A demonstragdo do resultado acima se encontra em Ruggiero e Vitorino (2016, p. 1-3).

Corolario 1.29: Sejam A e B matrizes de mesma ordem m x n. Entdo, A ~ B se, e
somente se, existem matrizes elementares Es, Eo, ..., Es de ordem m tais que Es---E2E1A = B.

Demonstracdo: Pela Definicdo 1.22, A ~ B quando existem transformac@es elementares
es(...(e2(e1(A)))...) = B. Mas, pelo Teorema 1.28, a igualdade acima equivale a Es---E2E1A = B,

onde E; = ei(Im), para cada 1 <i <s.

Coroléario 1.30: Toda matriz elementar é invertivel e sua inversa também é uma matriz
elementar.

Demonstracdo: Seja E uma matriz elementar. Seja e a transformacao elementar tal que
E =e(l). Se ¢’ é a transformacdo elementar inversa de e (conforme (ii) da Observacdo 1.24) e
se E’ = ¢e’(l), entdo, pelo Teorema 1.28, temos | = e’(e(l)) = e¢’(E) = e’ (DE=EF el =
=e(e’()) =e(E’)=e(l)E’= EE". Logo, E é invertivel e E1=E",

Pelo Coroléario 1.30, sabemos como inverter uma matriz elementar. Por exemplo, se

0 1 0 1 2 0
considerarmos as matrizesA=|1 0 0|eB= [0 1 0], podemos concluir que A e B séo
0 0 1 0 0 1

invertiveis, ja que A e B sdo matrizes elementares. De fato, A = e1(ls) com e1: L1 < Lo e
B = ex(l3) com ez L1 — L1 + 2:L,. Assim, pelo Corolario 1.30, A = e’1(Is), onde e’ € a
transformacdo elementar inversa de e1, e B™ = e(l3), onde e’ é a transformacio elementar
0 1 0 1 -2 0

10 oleB—lzlo 1 0].

0 0 1 0 0 1

inversa de e,. Mais precisamente, A™ =
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Teorema 1.31: Para uma matriz quadrada A de ordem n, sdo equivalentes:

(i) Aéinvertivel;
(if) Se B é uma matriz na forma escalonada equivalente a A, entdo B = Iy;

(iii) A € uma matriz elementar ou um produto de matrizes elementares.

Demonstracéao:

(i) = (ii)) Se B é equivalente a A, entdo, pelo Corolario 1.29, existem matrizes
elementares Ei, E, ... , Es tais que Es--E2E1A = B. Como, pelo Coroléario 1.30, cada E; é
invertivel e A, por hipétese, é invertivel, temos que B é invertivel (por (ii) da Proposicéo 1.20).
Além disso, por (iv) da Proposicdo 1.20, segue que B ndo possui linhas nulas, e, por estar na
forma escalonada, de acordo com a Definicdo 1.25, todos os elementos da sua diagonal
principal sdo iguais a 1 e todos os seus outros elementos sdo nulos. Logo, B = In.

(it) = (ii1) Como B ~ A, por hipotese, entdo, pelo Corolario 1.29, Es---E2E1A = B = I,
onde Ey, Eo, ..., Es sdo matrizes elementares (e invertiveis, conforme o Corolario 1.30). Assim,
temos que A = E{1E; 1 -+ E; 1, (pela (ii) da Proposicdo 1.20). Como cada E; ' é uma matriz
elementar (de acordo com o Corolério 1.30) e I, também é uma matriz elementar, o resultado
segue.

(iif) = (i) Como matrizes elementares sdo invertiveis (conforme o Corolério 1.30) e
produtos de matrizes invertiveis sdo invertiveis (por (ii) da Proposi¢do 1.20), segue que A é

invertivel.

Proposicédo 1.32: Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n.

(i) Se AB =1, entdo A é invertivel e A1 = B.

(i) Se AB € invertivel, entdo A e B sdo invertiveis.

Demonstracéao:

(i) Suponhamos que A néo seja invertivel. Seja C a matriz equivalente a A na forma
escalonada (de acordo com o Teorema 1.26). Pelo Teorema 1.31, C # Iy, e, por estar
na forma escalonada (conforme a Definicdo 1.25), C tem uma linha nula. Pelo
Corolario 1.29, C = Es---E2E1A, onde Ey, Ea, ..., Es sdo matrizes elementares. Por
(viii) da Proposicdo 1.15, CB = Es--E2E1AB possui uma linha nula. Assim,

AB = E;1E; 1 --- E;1CB também tem uma linha nula, o que é um absurdo, pois, por
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hipotese, AB = I. Logo, A é invertivel. Além disso, por (iii) e (v) da Proposi¢éo 1.15,
Al=A1=AAB)=(A'A)B=IB=B.

(i) Como AB é invertivel, existe uma matriz C tal que (AB)C = C(AB) = I. Assim,
(AB)C =1 = A(BC) = | (de acordo com (iii) da Proposi¢do 1.15) = A ¢ invertivel
(conforme (i), pois, neste caso, At = BC). Por outro lado, C(AB) = | =
= (CA)B = | = B é invertivel (novamente por (i), pois, neste caso, B = CA).

Logo, A e B séo invertiveis.

Pela Definicdo 1.16, uma matriz quadrada A é invertivel quando existe uma matriz
quadrada B tal que AB = | e BA = I. No entanto, de acordo com (i) da Proposicdo 1.32, basta
encontrarmos B tal que AB = | ou tal que BA = | para que A seja invertivel. Ou seja, se uma das

duas igualdades € satisfeita, entdo a outra € automaticamente satisfeita.

Proposicdo 1.33: Sejam A uma matriz invertivel e e, €2, ... , s uma sequéncia de
transformacdes elementares tais que es(...(e2(e1(A)))...) = I. Entdo, essa mesma sequéncia de

transformacdes elementares aplicadas a | produz A2, isto €, es(...(e2(e1(1)))...) = AL,

Demonstracdo: Para cada 1 < i <s, seja Ei a matriz elementar correspondente a
transformacdo elementar ei. Entdo, Es--EE1A = 1. Assim, (Es---E2E1l)AA = IA™L. Logo,
Es--EoEq1l = AL,

Observacao 1.34: O uso do Teorema 1.31 e da Proposicdo 1.33 nos fornece um método

para inversdo de matrizes por meio de transformacGes elementares.

1 0 2
Para ilustrarmos esse método, consideremos a matriz A=|[2 -1 3]. Se aplicarmos
4 1 8

uma sequéncia de transformacdes elementares em A até obtermos uma matriz B na forma
escalonada, pelo Teorema 1.31, A é invertivel se, e somente se, B = l3. Se B = I3, entdo, pela
Proposicdo 1.33, essa mesma sequéncia de transformacdes elementares aplicadas em I3
resultara em A1, Assim, vamos formar a matriz [A | Is] de ordem 3 x 6 e reduzi-la a uma matriz

na forma escalonada:
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1 0 2 | 1 0 0 0O 2 | 1 00
4 1 8 1 00 Uil aglo 10 ] -4 01
1 0 2 | 1 0 0 2 | 1 0 0
L—L>011|2—10ﬁ[011|2—10]—>
20010 | -4 0 1™ 0 -1 | -6 1 1
1 0 2 | 1 O 01 1 0 0 | —-11 2 2
7= lo00 001 | 6 -1 -1l in,-l0 001 ] 6 -1 -1
Como obtemos uma matriz na forma [Is | C], temos que A é invertivel e C = AL,
-11 2 2
Logo,Al=| -4 0 1
6 -1 -1
1 0 1
Consideremos agora a matriz A= [0 2 1]|. Ao reduzirmos a matriz [A | Is] a uma
3 0 3

matriz na forma escalonada, obtemos a matriz [B | C], onde B = e, portanto, diferente

S O
S =k O
O NP =

de Iz. Logo, A ndo ¢ invertivel (pelo Teorema 1.31).
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Capitulo 2 - SISTEMAS LINEARES

Neste capitulo, abordamos conceitos preliminares relativos a sistemas lineares, sistemas
lineares equivalentes, a relacdo entre sistemas lineares e matrizes, sistemas de Cramer, método
do escalonamento e Teorema de Rouché-Capelli.

As principais referéncias para este capitulo sdo Boldrini (1980), Callioli, Domingues e
Costa (1990), e Hefez e Fernandez (2012).

2.1. Conceitos preliminares

Definicéo 2.1: Dados 0s nimeros reais a, ... , an, b (n > 1), damos o nome de equacéo
linear sobre R nas incognitas X, ... , Xn @ €quacao aixi + ... + anXn = b, onde 0s x; sdo variaveis

em R.

Uma solucdo da equacao definida acima é uma sequéncia de n numeros reais (também
chamada de n-upla de numeros reais), ndo necessariamente distintos entre si, indicada por
(v1, -, ¥n), tal que a sentenga a1y; + ... + any,, = b seja verdadeira. Por exemplo, dada a equacéo
2X1— X2 + X3 =1, aterna ordenada (1, 1, 0) é uma solucdo dessa equagéo, pois2:1-1+0=1¢

verdadeira.

Definicdo 2.2: Um sistema linear de m equac¢des com n incdgnitas € um conjunto de m
equac0es lineares, cada uma delas com n incognitas, consideradas simultaneamente. Se m = n,

entdo chamamos simplesmente de sistema linear de ordem n.

a1 %+ o+ agpxn, = by
Um sistema linear se apresenta como S: { #21%1 7 dan¥n = ?2 .
Am1X1 + -+ GpnXn = by,
Uma solucgéo do sistema acima é uma n-upla (y4, ... , ¥,,) de nimeros reais que é solucdo

2x—y+z=1

de cada uma das equacdes do sistema. Por exemplo, dado o sistema Si: {x + 2y _ g Uma

~ , ~ ~ 7 s s 8 11 , ,
solucéo de Si € (0, 3, 4). Notemos que essa solu¢do néo é Unica, a terna (g'?' 0) também é

solucéo de S.
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Definicéo 2.3: Chamamos de sistema linear homogéneo todo sistema S que, na notacao
da Definicdo 2.2, tiver by =... = bn = 0.

Definicdo 2.4: Um sistema linear é chamado de impossivel (ou incompativel) se ndo
admite solugdo. Um sistema linear que admite uma Unica solucdo é chamado de possivel (ou
compativel) e determinado. Se um sistema linear admite mais do que uma solugéo, entdo ele é

chamado de possivel (ou compativel) e indeterminado.

Observacéo 2.5:

Q) Se S é homogéneo, entdo a n-upla (0, O, ..., 0) € solucdo de S. Tal solucéo é
chamada de solugéo trivial do sistema homogéneo.
(i) Pela Definicdo 2.4 e pelo item (i) acima, temos que nenhum sistema linear

homogéneo é impossivel.

2.2. Sistemas lineares equivalentes

Definicdo 2.6: Dizemos que dois sistemas lineares S e S’ sdo equivalentes se toda
solucéo de S for solucgdo de S’ e toda solugdo de S’ for solugéo de S.
Notacdo: S~ S".

Também podemos efetuar transformacgfes elementares nas equacdes de um sistema

linear qualquer da mesma forma que vimos na Defini¢do 1.21 em relacdo a uma matriz, ou seja:

e Trocar a posicéo relativa de duas equacdes do sistema.

e Trocar uma equacdo pela soma membro a membro da propria equagdo com um
multiplo ndo nulo de outra.

e Trocar uma equagdo dada por um de seus maltiplos ndo nulos (isto é, a equacgéo
obtida multiplicando ambos os membros da equacéo dada por um nimero real ndo

nulo).
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Observacdo 2.7: Seja S um sistema linear de m equagdes com n incégnitas.
Consideremos o sistema S’ obtido de S através de uma transformagao elementar. Afirmamos
que S e S’ sdo sistemas lineares equivalentes.

De fato:

(i) Se S’ foi obtido de S através da permutacdo de duas equacdes de S, entdo é dbvio
que toda solucdo de S’ é solugdo de S e vice-versa.

(if) Se S’ foi obtido de S através da substituicdo de uma equacéo de S pela adicéo desta
mesma equacao com c vezes outra equacdo de S, sendo ¢ um namero real ndo nulo,
entdo, pelo item (i) acima, podemos supor, sem perda de generalidade, que a
primeira equacdo de S foi substituida pela adicdo dela com c vezes a segunda
equacdo de S. Se a n-upla (y4, ..., ¥,) € uma solucdo de S, entdo, de acordo com a
Definicgéo 2.2,

a;1¥r+ -t a¥n =bi () e

Az1¥1 + -+ Aan¥n = by (1)
Multiplicando (II) por ¢ e somando o resultado com (I), obtemos
ap1V1 + o+ agp¥n + caz1¥L + - + caynyn = by + cb,. Colocando yy, ..., ¥, €m
evidéncia nesta igualdade, temos (a;;+ caz)ys+ -+ (a1, + Ccay)¥n =
= b; + cb,, 0 que mostra que (4, ... , ¥») € também solucdo da primeira equacao
de S". Por outro lado, se (y4, ..., ¥») € solucdo de S’, entdo

(a11 + cazyy + -+ (a1 + cazp)yn = by + cby (1) €

az1¥1 + -+ An¥n = by (IV).
Pela distributividade da multiplicacdo em relacdo a adicdo de nimeros reais, segue
de (1) que aq1y1 + -+ a0V + c(az1y1 + -+ aznyn) = by + cb,. Desta
igualdade, obtemos, por (IV), a;;y; + -+ ayn¥n = by, 0 Que mostra que
(Y1, - » Yn) € também solucdo da primeira equacao de S. Como as demais equacdes
de S e S’ coincidem, segue que toda solugéo de S’ é solucdo de S e vice-versa.

(iii) Se S’ foi obtido de S através da multiplicacdo de uma equacédo de S por um nimero
real ¢ ndo nulo, entéo, pelo item (i), podemos supor, sem perda de generalidade,
que a equacdo de S multiplicada seja a primeira. Se a n-upla (y4, ... , ¥,) € uma
solugdo de S, entdo, conforme a Definicdo 2.2, a7y + -+ ainVn = b1.
Multiplicando por c esta igualdade, obtemos (caq1)y; + -+ (cain)¥n = cby, O
que mostra que (y4, ... , ¥») € também solucdo da primeira equacédo de S’. Por outro

lado, se (yi1, ... , ¥n) € solugdo de S’, entdo (caq,1)y: + -+ (cain)¥n = cb;.
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Dividindo esta igualdade por c, obtemos a;;y; + :*- + a1,¥» = b1, 0 que mostra
que (yq, ... , ¥n) € também solucdo da primeira equacdo de S. Como as demais
equacOes de S e S’ coincidem, segue que toda solucdo de S’ € solugéo de S e vice-

versa.

Portanto, podemos efetuar transformac6es elementares nas equacfes de um sistema

linear, obtendo, desta forma, um sistema linear equivalente ao sistema inicial.

2x —y+z —t=4
3x+2y—z+2t=1
2x —y —z —t=0
5x +2t=1
equacéo de S pela adicdo desta mesma equacdo com a primeira equagdo de S multiplicada por

2x —y+z —t=4
3x+2y—z+2t=

Exemplo 2.8: Dado o sistema S: , podemos substituir a terceira

-1, obtendo o sistema S: L tal que S ~ S’. Agora, multiplicando a

-2z =-
5x + 2t =
2x —y+z —t=4
terceira equagdo de S’ por —%, obtemos o sistema S”: 3x+2y _§+ 2t i ; tal que
5x +2t=1

S” ~ §’ e, por transitividade, S” ~ S. Em seguida, permutando as duas primeiras equacfes de

3x+2y—z+2t=1

2x —y+z —-t=4
VA =

S5x +2t=1

S”, obtemos o sistema S talque S~ S’

2.3. Sistemas lineares e matrizes

O que ha de essencial num sistema de equacdes lineares sdo os coeficientes das equacdes
que o formam e os numeros que compdem o0s segundos membros das equacBes (também
chamados de termos independentes).

Consideremos as n-uplas (ai, aiz, ... , &in) que representam os coeficientes das equacoes

de um sistema linear S e as organizemos como linhas de uma matriz.



ai; 42 QAin
s ) ~ , . .| Q21 G2t dan|
Definicédo 2.9: Nas notagdes do paragrafo anterior, a matriz | . ! . .| é
Am1 Amz2 ° Qmn

chamada de matriz dos coeficientes do sistema linear S de m equagdes com n incognitas.

x+4y+3z=1
Exemplo 2.10: Dado o sistema S: {2x + 5y + 4z = 4, a matriz dos coeficientes de S é

x—3y—2z=5
1 4 3
R

1 -3 -2

Observacgéo 2.11: Podemos representar um sistema linear S matricialmente. De fato,

Xy b,
denotando por A a matriz dos coeficientes, X = |~ | amatriz das incégnitas e B = bf a matriz
Xn bm

dos termos independentes de S, segue que S: AX = B. O sistema S do Exemplo 2.10 pode ser

1 4 37rx 1

2 5 4 ] IYI = 4].
5

1 -3 =21tz
Consideremos agora as (n + 1)-uplas (ai1, aiz, ... , &n, bi) que representam os coeficientes

representado de forma matricial, como segue:

das equacOes de um sistema linear S acrescidos dos termos independentes, e as organizemos

também como linhas de uma matriz.

S E RSP ain by

N . . _|a a oa b
Definicdo 2.12: Conforme o paragrafo anterior, a matriz | 2 22 =~ "2 7z
A1 Amz ** Amn bm

é chamada de matriz ampliada de S.

Xy + BX3 = 5
Exemplo 2.13: Dado o sistema S: { x1 + 3x, + x3 = 2, segue que a matriz ampliada
le+4‘xZ — X3 = 1

01 3 5
deSéelj1 3 1 2|
2 4 -1 1
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2.4. Sistemas de Cramer

Definicédo 2.14: Um sistema de Cramer é um sistema linear de ordem n cuja matriz dos

coeficientes é invertivel.

Observacao 2.15: Todo sistema de Cramer é possivel e determinado.

De fato, seja S: AX = B um sistema de Cramer, onde A é a matriz dos coeficientes, X é a
matriz das incognitas e B € a matriz dos termos independentes de S. Como A é invertivel, temos
AX=B & AYAX) = AB & (AIAX = AB © IX = A1B & X = A1B. Portanto, pela

unicidade da matriz inversa, a inica solugdo de S é dada por A™!B.

x+y—z=0
Exemplo 2.16: Consideremos o sistema S: {Zx +y +z = 1. Entdo, sua matriz dos
Ix—y+z=1
1 1 -1 X
coeficientesé A=12 1 1 [, sua matriz das incégnitaséX:Mesua matriz dos termos
3 -1 1 z
0
independentes € B = | 1|. Através do método para inversdo de matrizes que vimos no final da
1
Secdo 1.7, verifiguemos que A é invertivel e determinemos sua inversa:
1 1 -1 ] 1 0 O 1 1 -1 | 1 00
3 -1 1 | 00 Uispanlo -4 4 | =3 0 1
1 1 -1 ] 1 0 O 10 2 | -1 1 O
_>[0 1 -3 | 2 -1 0]—>[0 1 -3 | 2 -1 0]—>
Lz—)—Lz L1—>L1—L2
0 -4 4 | -3 0 1lp;51544,0 0 -8 | 5 —4 1
1 1
10 2 | -1 1 0 [100I;0;]
01 -3 1] 2 -1 0 Jo 10 + L _3
L1 5 1 1| L1—~L1-2L 8 2 8|
Ls>=5ls10 0 1 | s > & L;—>L;+3L2L) 0 1 | 501 _1‘
2 8
Como obtemos uma matriz na forma [I3 | C], temos que A ¢ invertivel e C = AL, Assim,
1 1
[ 7 |
FET ORI
8 2 BJ'
5> 1 _1
8 2 8
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1 1 1
o |10 Aol
Logo, pela Observagéo 2.15, temos X = A'B < [yl =15 3 s [1 = 5| ou
4l i
8 2 8 8
. 1 1 3
S€ja, X=Z,y=§ €Z=§.
1 1 3\ ., ;- ~ . ’ .
Portanto, (Z’E’E) ¢ a Unica solucdo de S, e S é possivel e determinado.

2.5. Método do escalonamento

O método do escalonamento consiste em se tomar a matriz ampliada de um sistema
linear e aplicar uma sequéncia de transformacdes elementares a esta matriz, de modo a obtermos
uma matriz equivalente que seja a matriz ampliada de um sistema linear “facil” de resolver. Isto

é valido gracas ao resultado a seguir.

Proposicdo 2.17: Dois sistemas lineares com matrizes ampliadas equivalentes sdo

equivalentes.

Demonstracéao:
a1 Q2 v Qi by ay ay, o dyy by
Sejam A = [%21 922 7 Gan bf e =|%n @z v @ Dol
Am1 Amz  *° Amn by alml a’mz a’mn b’m

matrizes ampliadas m x (n + 1) dos sistemas S e S’, respectivamente, tais que A ~ 4.

Pelo Corolario 1.29,

A’=CA (%),
ai; 42 QAin
i . . _ Q21 Qzz - Gy
onde C € um produto de matrizes elementares. Sejam agora N = | . : . .
Am1  Ama Amn
a'y, a'ypy o diy
, a' a’ eal . - , .
N =|"2 22 2n [ as matrizes dos coeficientes de S e S’, respectivamente, e
a,ml a,mz a,mn

N

b, b’y

!

B= b:Z eB’= b: as matrizes dos termos independentes de S e S, também respectivamente.
b b,

De (*), temos a’;; = Y3ty CixQyj € b'ij = Xieq Cixby paratodo 1 <i<meparatodo 1 <j<n,
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isto 6, N’=CN e B’ = CB. Como C é invertivel (de acordo com o Corolario 1.30) e pela

Observagéo 2.11, segue que NX =B & CNX =CB < N’X'= B’, qualquer que seja a matriz das
X1

incognitas X = 52 . Logo, toda solucdo de S é solucéo de S’ e vice-versa. Portanto, S ~ S

Xn

Observagdo 2.18: Quando utilizarmos a Proposicdo 2.17 num sistema linear
homogéneo, ndo é necessario tomarmos a matriz ampliada. Basta considerarmos a matriz dos

coeficientes do sistema.

x1 + 4x2 + 3x3 = 1 (1)
Exemplo 2.19: Consideremos o sistema Si: { 2x; + 5x, + 4x3 =4 (2).
x1 - 3x2 - ZX3 = 5 (3)

1 4 3 1
SejaAi=(2 5 4 4] a matriz ampliada de S:. Efetuemos a seguinte sequéncia
1 -3 -2 5

de transformacdes elementares sobre as linhas de As:

1 4 3 1 1 4 3 1
A1=2 5 4 4m1‘12=0 -3 =2 2|—
1 11
1 4 3 1 [1 0 3 ?]
2 2 2 2
— Az =0 1 2 —Jliorpds= o1 3 -Il—
Lo 0 =7 =5 4 ]LsoLs7L, lo 0 _1 _gJ
3 3
1 11
1o 3 5 100 3
“45: 2 _2 1’A6:0 1 0 -2}
L3_)_3L3 3 3 Ll—)L1—§L3 O O 1 2
1 2 Lz—)L2—§L3
Pelo 0 que vimos na Secdo 1.5, temos A1 ~ As. Além disso, As é a matriz ampliada do
xl == 3
sistema linear Se: {x, = —2. Assim, pela Proposicdo 2.17, segue que S1 ~ Se. Logo, como Se €
.X3 = 2

possivel e determinado (pela Definicdo 2.4), pois possui a terna ordenada (3, — 2, 2) como sua
unica solugdo, S1 também é possivel e determinado e sua unica solugéo é (3, — 2, 2).

De outra forma, porém equivalente, podemos fazer com S1 0 que segue:

(i) Eliminemos xi; das equagdes (2) e (3), multiplicando a equacdo (1) por -2 e

somando a equacéo obtida com a equacao (2), obtendo uma nova equacdo (2°). Da
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mesma maneira, produziremos a equacao (3°), obtida ao multiplicarmos a equagéo
(1) por —1 e somando esta nova equacdo a equacdo (3). Isto resulta no sistema
X, +4x, +3x3=1 (1)
So: —3x, —2x3 =2 (2).
—7x, —5x3 =4 (3)
(i) Tornemos o coeficiente de x> da equacdo (2°) igual a 1, multiplicando a equacao
X1 +4x,+3x3=1 (1)
(2°) por — § O sistema resultante é Ss: Xy + gxs = —g 2.
—7x, —5x3 =4 (3"
(iii) Eliminemos x. das equacdes (1) e (3”), multiplicando a equagéo (2”) por —4 e
somando a esta a equacdo (1), obtendo (1°’"). De maneira analoga, obtemos (3”"),

multiplicando a equacéo (2 ) por 7 e somando a esta nova equacao a equacdo (3”).

1 _E nr
x1+3x3— . am

(
|
Isto resulta no sistema Sa: 4x +2 ZX3 = ~2 2".
2
e

(iv) Tornemos o coeficiente de x3 na equacédo (3’"’) igual a 1, multiplicando a equacao
X1 + §X3 = % (1iU)
(3""’) por —3. O sistema resultante € Ss: { x, + 2x, = —2 (2iv).
3 3 ]
X3 =2 (BLU)
(v) Eliminemos x3 das duas primeiras equacdes do sistema Ss, multiplicando a equacéo

3"Y) por —2 & somando a esta nova equacdo a equacdo (1"). De modo analogo,
3

.y ~ i 2 ~ ~
multipliqguemos a equacéo (3") por — 7 € Somemos a esta nova equacéo a equagao

x1 = 3
(2"). Isto resulta no sistema Se: {xz = -2,
x3 = 2

Com isso, pela Observacéo 2.7, temos S1 ~ Se. Portanto, S1 é possivel e determinado e

sua Unica solucéo é (3, — 2, 2).

Esse método aplicado aos sistemas de equacOes lineares é essencialmente devido a

Gauss e foi aperfeicoado por Camille Jordan (Franca, 1838-1922) e, por este motivo, é chamado

de processo de eliminagdo de Gauss-Jordan.

x+y—2z+3w=4
Exemplo 2.20: Consideremos o sistema S1:{2x + 3y + 3z —w = 3.
S5x+7y+4z+w=>5
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11 -2 3 4
2 3 3 —1 3| a matriz ampliada de S;. Efetuemos a seguinte
57 4 1 5

sequéncia de transformacdes elementares sobre as linhas de Az:

Seja A1 =

1 1 -2 3 4 1 1 -2 3 4
A1= 2 3 3 -1 3 mA2= 0 1 7 -7 5| —
5 7 4 1 5)i;515-51, 0 2 14 —-14 -15
(1 0 -9 10 9 1 0 -9 10 9
mA3= 01 7 =7 =5|—4=(0 1 7 -7 -5]—>
1—7b1—L2 Lz—>—<L
Lz—Lz—2L, 0 0 O 0 —51™75" 0 0 O 0 1
(1 0 -9 10 O
mA5 =10 1 7 -7 0]
L2—>L2+5L3 -0 0 0 0 1

x—9z+ 10w =0
Notemos que As € a matriz ampliada do sistema Ss: { vy + 7z — 7w = 0, que ndo possui
0=1
solucdo, pois a terceira equacdo € uma contradi¢do. Logo, como Si ~ Ss (conforme a Observacgéo

2.7), S1 também é impossivel.

x+2y—2z+3w=2
Exemplo 2.21: Consideremos o sistema Si: { 2x +4y —3z+ 4w = 5.
5x + 10y — 8z + 11w = 12

1 2 -2 3 2
2 4 -3 4 5| a matriz ampliada de S;. Efetuemos a seguinte
5 10 -8 11 12

sequéncia de transformacdes elementares sobre as linhas de Az:

Seja A =

1 2 -2 3 2 1 2 -2 3 2
A1=2 4 -3 4 SmA2=O 0 1 -2 1| —

5 10 —8 11 12)1;515-51, 0 0 2 —4 2

1 2 0 -1 4
mAg =0 0 1 -2 1{
L3—)L3—2L2 0 0 O 0 0
, . . . (x+2y—w=4 .
Observemos que Az € a matriz ampliada do sistema Sa: { y oW =1 Assim, na

segunda equacao, obtemos w = % Substituindo esta igualdade na primeira equagéo, obtemos

x:—2y+%+4
21

2

X=-2y+ Z;—l + 4, chegando ao sistema Ss: . Logo, como S; ~ S4, as

solucBes de S; sdo os elementos do conjunto {(—Zy + %1 +4,y,2 %) ;V,Z € ]R}. Portanto,

pela Definigéo 2.4, S; € possivel e indeterminado.
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Observacao 2.22: No exemplo acima, y e z sdo as incognitas livres de Sy, isto é, sdo as
incognitas que podem assumir qualquer valor real. Notemos que as incognitas livres podem ser
escolhidas com alguma liberdade: poderiamos ter escolhido, por exemplo, X e w como

incognitas livres, obtendo, assim, como solucdes de Si;, 0s elementos do conjunto

{(x,?+2,2w+ 1,w);x,w € R}.

2.6. Teorema de Rouché-Capelli

Definic&o 2.23: Sejam A uma matriz m x n e A a Gnica matriz na forma escalonada
equivalente a A. Definimos o posto (ou caracteristica) de A como sendo o0 nimero de linhas

n&o nulas de A e o denotamos por p. Definimos também a nulidade de A como sendo o niimero

n—p.

7
1 0 0 —-
1 2 1 0 . [ 5131
Porexemplo,seA=|—-1 0 3 5| temosqueA=(0 1 0 —- ¢ a Unica matriz
1 -2 11 0 0 1 U

8

na forma escalonada equivalente a A. Assim, pela Definicdo 2.23, o posto p de A ¢ igual a 3,

pois o nimero de linhas ndo nulas de A é 3.

Para matrizes quadradas, temos o seguinte resultado:

Proposicdo 2.24: Uma matriz quadrada de ordem n é invertivel se, e somente se, ela
tem posto n.

Demonstracéao:

(=) Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Se A é invertivel, entdo, pelo Teorema
1.31, A = 1. Logo, como In ndo possui linhas nulas, segue que A tem posto n.

(<) Reciprocamente, seja A uma matriz quadrada de ordem n. Se A tem posto n, entdo
A n&o tem linhas nulas, e, por estar na forma escalonada, de acordo com a Definicdo 1.25, todos
os elementos da sua diagonal principal séo iguais a 1 e todos os seus outros elementos séo nulos.
Assim, A = I,. Pelo Corolario 1.29, existem matrizes elementares Ei, Ez, ... , Es de ordem n
(e invertiveis, pelo Corolario 1.30) tais que A = Eg--E2E1A = Eg--EzE1. Portanto, pela

Proposic¢do 1.20 (ii), A é invertivel.
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O resultado a seguir é conhecido como Teorema de Rouché-Capelli (ou Teorema do
Posto), em homenagem aos matematicos Eugéne Rouché (Franga, 1832-1919) e Alfredo
Capelli (Italia, 1855-1910). Ele relaciona os postos das matrizes ampliada e dos coeficientes de

um sistema linear com o seu nimero de solugoes.

Teorema 2.25: Consideremos um sistema linear de m equacgBes com n incdgnitas
AX = B. Sejam pag 0 posto da matriz ampliada do sistema e pa 0 posto da matriz dos coeficientes
do sistema. Entdo:

(i) O sistema é possivel se, e somente se, pag = pa.

(if) O sistema é possivel e determinado se, e somente se, pag = pa =n.

(iii) O sistema € possivel e indeterminado se, e somente se, pas = pa < n. Neste caso,

n —pa é 0 nimero de incognitas livres (ou o grau de liberdade) do sistema.

Demonstracdo: Sejam S: AX = B um sistema linear de m equac¢Ges com n incégnitas, C

a matriz ampliada de S, € a matriz na forma escalonada equivalente a C e A = [dij] L@ matriz

mx

na forma escalonada equivalente a matriz A dos coeficientes de S. Claramente, € ¢ formada
pelas n colunas de A acrescidas da coluna de B alterada pelas transformacdes elementares
efetuadas nas linhas de C. Denotemos a matriz formada pela ultima coluna de C por
B= [Ei]mxl' Com isso, pela Proposicdo 2.17, o sistema S’: AX = B é equivalente ao sistema S.
Assim, podemos ter:

Caso 1: pa = pa < p¢ = pae. Neste caso, € tem uma linha do tipo (0 0 --- 0 1). Logo, o
sistema S’ é impossivel. Portanto, o sistema S é impossivel.

Caso 2: pa = pi = p¢ = pae. Neste caso, € e A tém o mesmo nimero de linhas n&o nulas.

Com isso, podemos ter:

Subcaso 2.1: pas = pa = n. Sendo A uma matriz com n colunas, com pi = pa = n, e

1 0 - 0

estando A na forma escalonada, seqgue que A=10 0 - 1| Como pa = pas = n, segue que
0 0 0 O

Bétalque by, =...= b,, =0. Logo, 0 sistema S’ é possivel e determinado com a (inica solugéo

X1 = by, ..., Xn = b,,. Portanto, o sistema S é possivel e determinado com a mesma soluc&o.
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Subcaso 2.2: pas = pa < n. Ponhamos p = pa = pas. Neste caso, A e € possuem as linhas
ndo nulas L, ... , Lp tais que o primeiro elemento ndo nulo de L;i estd na coluna ki e
ki < -+ < kp, conforme a Definigdo 1.25. Além disso, temos b4 = ... = b,, = 0. Com isso, segue
que o sistema S’ é da forma
(X, + A1+ 1) Xk, +1 T A1 +2) Xk 42 T o0+ AinXn] [by]

O+ ---+0+ xkz + d(2k2+1)xk2+1 + -+ dann b2

0+0+...+0—|—ka+dp(kp+1)xkp+1+-.-+dpnxn = b

ol
0 0
0 I 1o

Tal igualdade matricial, juntamente com o fato de A estar na forma escalonada, nos

fornece o sistema de equacdes

rXk1 = —z ajxj + b;, onde Ay, = 0,sei >1,
J>k1
Xk, = —Z dyjx; + by, onde Ao, = 0,81 > 2,
J>k2
4
Xhkp-1 = _z dp-1,jXj + bp_1,0nde @,_q,, = 0,se i = kp,
J>kp-1
ka = —Z dp]x] + bp
\ J>kp

Isto mostra que podemos escolher arbitrariamente valores para as incognitas no conjunto

K, e X Vg e xkp} e, com eles, determinar valores para xy, ... , X, LOgO, como este

conjunto tem n — p elementos, o sistema S’ é possivel e indeterminado, e tem n — p incognitas
livres. Portanto, o sistema S é possivel e indeterminado, e tem n — p incognitas livres (ou grau

de liberdade n — p).

x+2y+z+t=1
x+3y—z+2t=73
1 2 1 1 1
1 3 -1 2 3

Exemplo 2.26: Consideremos o sistema S: {

A matriz ampliada de Sé C = [ ] cuja matriz equivalente na forma

1 0 5 -1 3 5 -1
01 -2 1 2 -2 1

equivalente na forma escalonada a matriz A dos coeficientes de S. Com isso, temos

escalonada é C = [ ] Assim, segue que A = [(1) (1) ] é a matriz

paB = pa = 2 < 4 =n. Logo, pelo Teorema de Rouché-Capelli, S € possivel e indeterminado, e

possui 2 incognitas livres (ou grau de liberdade 2). Podemos escolher z e t como as incognitas
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x=-5z+t+3

livres. Portanto, S é equivalente ao sistema S: {
elementos do conjunto {(=5z+t+ 3,2z —t + 2,z,t); z,t € R}.
x+y—2z=4

Exemplo 2.27: Consideremos o sistema S: {—x +4y—-3z=1.
2x+2y+z=2

1 1 -2 4
A matriz ampliada de Sé C = (-1 4 -3 1], cuja matriz equivalente na forma
2 2 1 2
1 oo 2]
| 5| 100
escalonadaé C=10 1 0 _EI' Assim, segueque A=|0 1 0] =I3éamatrizequivalente
00 1 —gJ 001

na forma escalonada a matriz A dos coeficientes de S. Logo, temos pas = pa = 3 = n. Portanto,

9
(=2
5

e . , ., . oo ~ 2z 1
pelo Teorema de Rouché-Capelli, S € possivel e determinado, e sua Unica solucéo é ! y=-z
6

zZ=—-=
5
x+4y =-8
Exemplo 2.28: Consideremos o sistema S: { 3x—y=15 .
10x — 12y =7
1 4 -8
A matriz ampliada de Sé C =13 —1 15|, cuja matriz equivalente na forma
10 -12 7
[T 00 10
escalonadaé C = |0 1 0. Assim, segue que A =0 1| é a matriz equivalente na forma
0 0 1 0 0

escalonada a matriz A dos coeficientes de S. Logo, temos pag = 3 > 2 = pa. Portanto, pelo

Teorema de Rouché-Capelli, S é impossivel.

Particularizando o Teorema de Rouche-Capelli para os sistemas lineares homogéneos,

obtemos o seguinte resultado:

Corolario 2.29: Consideremos um sistema linear homogéneo AX = 0 de m equacdes

com n incognitas:



45

(i) Se A tem posto n, entdo o sistema possui apenas a solugéo trivial. Em particular,
isto ocorre quando m =n e A € invertivel.
(if) Se A tem posto p < n, entdo o sistema possui infinitas solu¢Bes. Em particular, isto

sempre ocorre quando m < n.

x+2y+3z—-5w =0

Exemplo 2.30: Consideremos o sistema Sh: X+ ay+ztiw

x+3y+4z =0
3x+5y+8z—10w =0
1 2 3 =5
A matriz dos coeficientes de Sh é A = i ;L i o | cuja matriz equivalente na
3 5 8 -10
1 0 0 O
forma escalonada é A = 8 é (1) 8 = l4. Logo, A tem posto 4. Portanto, pelo Corolario 2.29,
0 0 0 1

Sh possui apenas a solucéo trivial (0, 0, 0, 0). Observemos também que m = 4 e A é invertivel.

x+y—3z=0
Exemplo 2.31: Consideremos o sistema Sh: { 4x —y+z=0.
2x—=3y+7z=0

1 1 -3
A matriz dos coeficientesde Shé A=4 -1 1 ] cuja matriz equivalente na forma
2 =3 7

1 0 -2
5

escalonada é A = 0 1 - 23| Logo,Atem postop=2<3=n.Portanto, pelo Corolario 2.29,
5

0 0 O
Sh possui infinitas solugdes. Alem disso, pelo Teorema de Rouché-Capelli, Sh possui 1 incognita

livre (ou grau de liberdade 1). Podemos escolher z como a incognita livre. Assim, Sy é

2

X=-z
5

_ 13

y=+72

equivalente ao sistema Sj:

{(éz,%z,z);z € ]R}.

cujas solucbes sdo os elementos do conjunto
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Capitulo 3 - PROPOSTA DE ATIVIDADE EDUCATIVA

Neste Capitulo, propomos uma lista de problemas envolvendo sistemas lineares. Para
tanto, assumimos que os alunos j& tiveram contato anteriormente com o contetido apresentado
no Capitulo 2. Esta proposta € direcionada a 22 série do Ensino Médio, de acordo com o
Curriculo do Estado de S&o Paulo para a disciplina de Matematica. Além disso, ela nao foi
aplicada em sala de aula para apresentacédo de resultados neste trabalho. Em funcéo disso, ndo
sugerimos uma quantidade de aulas necessaria para a aplicacdo da mesma.

Antes de apresentarmos os problemas, fizemos uma breve abordagem da metodologia
de resolucdo de problemas com base em Zorzan (2007), Onuchic (1999), D’ Ambrosio (1989),

e, mais especificamente, dos métodos de resolucdo de problemas segundo Polya (1995).

3.1. Resolucéo de problemas em Matematica

E comum existir nos cursos de Matematica, tanto de graduacio quanto de pos-
graduacdo, uma confusdo entre a metodologia de resolucdo de problemas e os métodos de
resolugcdo de problemas. A metodologia de resolucéo de problemas ¢ ““[...] uma metodologia
de ensino em que o professor propde ao aluno situacdes-problemas caracterizadas por
investigagdo e exploragdo de novos conceitos.” (D’AMBROSIO 1989, p. 3). J4 os métodos de
resolucdo de problemas propdem “[...] diferentes heuristicas ¢ passos na resolugdo de
problemas.” (D’AMBROSIO 1989, p. 3).

O ensino de Matematica a partir da resolucdo de problemas busca partir de situagdes-
problemas, “[...] passando do processo de problematizagéo para o estudo abstrato, no qual se
operacionalizam os problemas através da representacdo simbodlica.” (ZORZAN, 2007, p. 85).

Ainda de acordo com D’ Ambrosio (1989, p. 3), essa metodologia:

[...] visa a construcdo de conceitos matematicos pelo aluno através de
situagbes que estimulam a curiosidade matematica. Através de suas
experiéncias com problemas de naturezas diferentes, o aluno interpreta o
fendbmeno matematico e procura explicd-lo dentro de sua concepgdo da
Matematica envolvida.

Segundo Zorzan (2007, p. 85-86):

[...] nessa abordagem, o ensino-aprendizagem fundamenta-se na construcéo
do conhecimento, sendo enfatizados o pensar, o indagar, o relacionar, o
comparar e a aplicacdo de recursos em uso no meio. A acdo reciproca do
sujeito e do objeto de conhecimento constitui a aprendizagem.
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Agora, com relacdo aos métodos de resolucdo de problemas, Polya (1995, p. 3-4)
desenvolveu quatro fases:

Primeiro, temos de compreender o problema, temos de perceber claramente o
que € necessario. Segundo, temos de ver como 0s diversos itens estdo inter-
relacionados, como a incognita esté ligada aos dados, para termos a ideia da
resolucdo, para estabelecermos um plano. Terceiro, executamos o plano.
Quarto, fazemos um retrospecto da resolucdo completa, revendo-a e
discutindo-a.

O esquema de Polya (1995, p. 5-12) traz algumas sugestdes de indagacdes por parte do

professor em possiveis didlogos com os alunos na resolucdo de problemas:

1) Compreensao do problema:

e Qual é aincognita?

e Quais sdo os dados?

e Qual é a condicionante?

e E possivel satisfazer a condicionante?

2) Estabelecimento de um plano:

e Conhece algum problema correlato ja resolvido? E possivel utiliza-10?

e Conhece algum problema que tenha a mesma incognita ou outra semelhante?

e E possivel reformular o problema?

e E possivel introduzir algum elemento auxiliar para possibilitar a utilizag&o
de algum problema correlato ja resolvido?

e Utilizou todos os dados? Utilizou toda a condicionante?

3) Execucdo do plano:

e E possivel perceber claramente que cada passo esta certo?
e E possivel demonstrar que cada passo esta certo?
4) Retrospecto:
e E possivel verificar o resultado? E possivel verificar o argumento?
e E possivel chegar ao resultado por um caminho diferente? E possivel
percebé-lo num relance?

e E possivel utilizar o resultado, ou 0 método, em algum outro problema?



48

Portanto, através de ambas as abordagens, “[...] o aluno tanto aprende Matematica
resolvendo problemas como aprende Matematica para resolver problemas.” (ONUCHIC, 1999,
p. 210-211 apud ZORZAN, 2007, p. 86).

Neste trabalho, adotamos um esquema mais préximo ao de Polya (1995).

3.2. Problemas propostos e suas resolucgdes

Propomos a seguir alguns problemas envolvendo sistemas lineares e suas respectivas
resolucdes, com os quais o professor pode trabalhar com os seus alunos da forma que preferir:

exemplos, listas de exercicios, desafios, avaliagdes etc.

Problema 1 (Boldrini, 1980, p. 50 — adaptado): Foram estudados trés tipos de alimentos.

Fixada a mesma quantidade (1 grama), determinou-se que:

(i) oalimento | tem 1 unidade de vitamina A, 3 unidades de vitamina B e 4 unidades
de vitamina C;

(if) oalimento Il tem 2, 3 e 5 unidades, respectivamente, das vitaminas A, Be C; e

(iii) o alimento Il tem 3 unidades de vitamina A, 3 unidades de vitamina C e ndo contém

vitamina B.

Se, para uma determinada dieta, sdo necessarias 11 unidades de vitamina A, 9 de

vitamina B e 20 de vitamina C:

a) Encontre todas as possiveis quantidades dos alimentos I, Il e I1I que fornecem as
guantidades de vitaminas desejadas.
b) Se o alimento I custa 60 centavos por grama e 0s outros dois alimentos custam

10 centavos cada um por grama, existe uma solugéo custando exatamente 1 real?

Resolucéo:

a) A primeira parte deste problema pede todas as possiveis quantidades dos alimentos

I, I e 11l que fornecem as quantidades de vitaminas desejadas para uma determinada dieta.
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e Compreensdo do problema

As condicionantes do problema sao as unidades necessarias de vitaminas A, B e C para
atender a dieta. E os dados que usaremos para resolver este problema sdo os fornecidos pelos
itens (i), (ii) e (iii), que séo as unidades de cada uma das vitaminas A, B e C presentes em
1 grama de cada um dos alimentos I, Il e 11l. Esses dados podem ser apresentados numa tabela,
como abaixo:

Tabela 1. Unidade de vitamina por grama de alimento e quantidade de vitamina necessaria

Quantidade total de
Alimento | Alimento Il Alimento |11 vitamina necessaria
na dieta
Vitamina A 1 2 3 11
Vitamina B 3 3 0 9
Vitamina C 4 5 3 20

e Estabelecimento de um plano

Podemos considerar as incognitas X, y e z representando, respectivamente, as
quantidades dos alimentos I, Il e Ill. Para a dieta, sdo necessarias 11 unidades de vitamina A.
Considerando os dados do problema, sabemos que os alimentos I, Il e Il fornecem,
respectivamente, 1, 2 e 3 unidades de vitamina A. Com isso, precisamos encontrar as
quantidades dos alimentos I, 11 e 111 que fornecam as 11 unidades de vitamina A, isto é, devemos
obter os valores de X, y e z que satisfacam a equacdo linear x + 2y + 3z = 11 (*).

Em relagéo a vitamina B, a dieta diz que sdo necessarias 9 unidades dela. Pelos dados
do problema, sabemos que os alimentos I, 11 e 11l fornecem, respectivamente, 3, 3 e 0 unidades
de vitamina B. Logo, precisamos encontrar as quantidades dos alimentos I, 1l e 11 que fornecam
as 9 unidades de vitamina B, isto é, devemos obter os valores de x, y e z que satisfagam a
equacdo linear 3x + 3y + 0z = 9 (**).

Por fim, sdo necessarias 20 unidades de vitamina C para a dieta em questdo. Pelos dados
apresentados no problema, sabemos que os alimentos I, 11 e 11l fornecem, respectivamente, 4,
5 e 3 unidades de vitamina C. Assim, precisamos encontrar as quantidades dos alimentos I, Il e
I11 que fornecam as 20 unidades de vitamina C, isto é, devemos obter os valores de x, y e z que

satisfagam a equacdo linear 4x + 5y + 3z = 20 (***).
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Para que a dieta seja feita corretamente, precisamos encontrar as quantidades dos
alimentos 1, 11 e Il que fornegam as unidades necessarias das vitaminas A, B e C ao mesmo
tempo, isto é, devemos obter os valores de X, y e z que satisfacam simultaneamente as equagdes

lineares (*), (**) e (***). Com isso, precisamos resolver o seguinte sistema linear:

3x + 3y = 9.

x+2y+3z=11
S:{
4x + 5y +3z =20

e Execucdo do plano

1 2 3 11
A matrizampliadadosistemaSéA=[3 3 0 9 |. Vamos efetuar as transformagoes
4 5 3 20

elementares necessarias nas linhas de A para determinarmos a matriz B na forma escalonada tal

que A ~ B:

1 2 3 11 1 2 3 11 1 2 3 11
A=13 3 0 9 o |0 3 -9 24| ——— (0 1 3 8 | —
2 2 1 L,—>—=L
4 5 3 200L;-15-4,10 =3 =9 =241"2""572l0 -3 -9 =24
1 0 -3 -5
m 0 1 3 8 | =8B.
Ls=Ls+3L, L0 0 0 0

x—3z=-5 ,
y+3z = 8 tal que S~ S. Isolando x e y

x= 3z-5
y=-3z+8

Logo, o sistema associado a matriz B é S {

no primeiro membro das respectivas equacoes, temos S {

Observemos que ndo podemos ter quantidades negativas de alimentos, ou seja, devemos

0
v

S-<2z<

ter{xzo { 32z-520 _ z
y=0 —-3z4+8>0 2

wlu
w |

IA

Com isso, temos que as solugdes do sistema S sdo os elementos do conjunto

{(32 —5-3z+ 8,2);2 <z< g}

e Retrospecto

Para atender a dieta, sdo necessarios (3z — 5) gramas do alimento I, (=3z + 8) gramas

do alimento Il e z gramas do alimento 111, onde gs z < g, isto é, 1,67 < z < 2,67,

aproximadamente. Assim, se considerarmos, por exemplo, z = 2,5, devemos ter x = 2,5 e
y = 0,5. Ou seja, 2,5 gramas do alimento I, 0,5 grama do alimento Il e 2,5 gramas do

alimento 111.
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b) A segunda parte deste problema quer saber se existe uma solugéo custando

exatamente 1 real, dentre as solu¢fes que encontramos no item a).

e Compreensao do problema

Agora, 0s dados que usaremos Sdo 0s precos por grama de cada alimento. Como o
alimento | custa 60 centavos por grama e 0s outros dois alimentos custam 10 centavos cada um

por grama, temos a seguinte tabela:

Tabela 2. Preco por grama de cada alimento

Preco por grama
Alimento | 60 centavos
Alimento Il 10 centavos
Alimento 111 10 centavos

e Estabelecimento de um plano

Precisamos verificar a possibilidade de existir uma soma das quantidades dos alimentos
I, I e 11l que atenda a dieta e custe exatamente 1 real, isto €, 100 centavos. Com isso, devemos
encontrar 0s valores de Xx, y e z que satisfacam a equacdo linear

60x + 10y + 10z = 100 e que atenda a dieta.

e Execucdo do plano

De acordo com o item a), para atender a dieta, temos que x =3z -5 ey =-3z + 8. Entdo,
devemos ter:

60x + 10y + 10z = 100 < 60(3z - 5) + 10(-3z + 8) + 10z = 100 &

< 180z —300—-30z + 80 + 10z = 100 < 160z = 320 < z = 2.

Logo,z=2,x=1ey=2.

¢ Retrospecto
Existe uma solugcdo custando exatamente 1 real, que é 1 grama do

alimento I, 2 gramas do alimento Il e 2 gramas do alimento I11. De fato, essa é a solucéo do

problema, pois satisfaz a equacéo 60x + 10y + 10z = 100 e atende a dieta.
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Problema 2 (lezzi, 2011, p. 345): Se Amélia der R$ 3,00 a Lucia, entdo ambas ficardo
com a mesma quantia. Se Maria der um tergo do que tem a LUcia, entdo esta ficara com R$ 6,00
a mais do que Amélia. Se Amélia perder a metade do que tem, ficara com uma quantia igual a

um terco do que possui Maria. Quanto possui cada uma das meninas Ameélia, Licia e Maria?

Resolucéo: O problema diz que as meninas Amélia, Llcia e Maria possuem, cada uma,
certa quantia em dinheiro, ndo necessariamente a mesma. Representemos por X, y e Z,

respectivamente, as quantias de Amélia, Ldcia e Maria.

e Compreensdo do problema

Como, em dinheiro, Amélia possui x e Lucia possui y, se Amélia der R$ 3,00 a Lucia,
entdo Amélia ficard com x — 3 e Lulcia ficara com y + 3. Além disso, a primeira condicionante
do problema diz que se isso acontecer, entdo Amélia e Lucia ficardo com a mesma quantia. 1sso
nos fornece a equacdo linear x —3 =y + 3 (*).

Como Maria possui z e Lucia possui y, se Maria der um terco do que tem a LUcia, entdo
Ldcia ficara com y + g Além disso, a segunda condicionante do problema diz que se isso
acontecer, entdo Ldcia ficara com R$ 6,00 a mais do que Amélia. Como Amelia possui x, se
Maria der um terco do que tem a LuUcia, entdo Ldcia ficara com x + 6. Com isso, a segunda

condicionante nos fornece a equacéo linear y + g =X+ 6 (**).

Por fim, como Amélia possui X, se ela perder metade do que tem, entdo ficara com g

Além disso, a terceira condicionante do problema diz que se isso acontecer, entdo Amélia ficara

com uma guantia igual a um terco do que possui Maria. Como Maria possui z, se Amélia perder
~ . ’ Z -~ ~ .
metade do que tem, entdo ela ficard com + Logo, essa condicdo nos fornece a equacao linear

X _Z (x5%
5 =35 (7).

e Estabelecimento de um plano

Para descobrirmos a quantia que cada menina possui, precisamos obter os valores de X,
y e z que satisfagcam simultaneamente as equacdes lineares (*), (**) e (***). Com isso, e apds

uma pequena reorganizacdo dos termos, obtemos o seguinte sistema linear:

xX—y =6

z
s:{x—y—3=-6
X —Z-0

2 3
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Para responder a questdo do problema, precisamos encontrar a solugdo do sistema S.

e Execucdo do plano

1 -1 0 6
. : : . : 1 -1 -1 _¢
A matriz ampliada do sistema S € a matriz A = 3 . Vamos efetuar as
1 1
- 0 —-= 0
2 3

transformacoes elementares necessarias nas linhas de A para determinarmos a matriz B na forma

escalonada tal que A ~ B:

1 -1 0 6 1
1 1
a=|1 -1 -3 -6 0 0 —3 ‘
1 1 LZ_)LZ_Ll 1
R L -3
1 -1 0 6 1 -1 0 6 1 0 6
ppwersd R 36—1’09136m’00136
2 210 > T3 —3|Ls>lat3lz |0 > 0 91™""lo 1 o0 18
1 0 0 24 1 0 0 24
— (0 0 1 36— 0 18| =B.
Li—>Li+L3 Ly
0 1 0 18 1 36
x =24
Logo, o sistema associado a matriz B € S”: {y = 18, onde S’ ~ S. Assim, a solucdo do
z =136

sistema S € a terna ordenada (24, 18, 36).

e Retrospecto
Amélia possui R$ 24,00, Lucia possui R$ 18,00 e Maria possui R$ 36,00. De fato,

essa é a solucdo do problema, pois satisfaz todas as equacdes do sistema linear.

Problema 3 (lezzi, 2011, p. 355 — adaptado): Fernando foi a um caixa eletrénico e fez
um saque em cédulas de trés tipos diferentes: R$ 20,00, R$ 10,00 e R$ 5,00. Sabe-se que ele
retirou 14 cédulas e que a gquantia retirada foi a mesma para cada tipo de cédula. Qual foi a

quantia sacada por Fernando?

Resolugdo: O problema diz que Fernando fez um saque num caixa eletrénico, que
forneceu cédulas de R$ 20,00, de R$ 10,00 e de R$ 5,00.

e Compreensao do problema

Representemos por X, y e z, respectivamente, as quantidades de cédulas de R$ 20,00,
R$ 10,00 e R$ 5,00 liberadas pelo caixa eletronico.
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Sabemos que Fernando retirou 14 cédulas. Com isso, temos que X +y +z = 14 (*). Além

disso, a quantia retirada para cada tipo de cédula foi a mesma. Isso significa que, em termos

monetarios, a soma das cédulas de R$ 20,00 é igual & soma das cédulas de R$ 10,00 e é igual a
soma das cédulas de R$ 5,00. Assim, segue que 20x = 10y (**), 10y = 5z (***) e
20x = 5z (****).

e Estabelecimento de um plano

Para descobrirmos a quantidade de cada cédula do saque feito pelo Fernando,
precisamos obter os valores de X, y e z que satisfacam simultaneamente as equacdes lineares
(%), (%), (%) e ().

Observemos que a equacdo (****) é redundante, pois ela é obtida pelas equagdes (**) e
(***). Com isso, podemos retird-la da resolucéo. Assim, e ap6s uma pequena reorganizacdo dos

termos, obtemos o seguinte sistema linear:

20x — 10y = 0.

x+y+z=14
S:{
10y — 5z=0

e Execucdo do plano

1 1 1 14
20 =10 0 O
0 10 -5 0

as transformac@es elementares necessarias nas linhas de A para determinarmos a matriz B na

A matriz ampliada do sistema S é a matriz A = . Vamos efetuar

forma escalonada tal que A ~ B:

1 1 1 14 1 1 1 14
A=(20 —-10 O 0 Tl a0l 0 -30 -20 -280(—
o 10 -5 ol "™lo 10 -5 0
1 14
101 1 14 10 : Z [1 0 3 ?]
2 28 2 28
— |0 1 - =] 2 28— slo 1 = 2
Lyo—t1, 3 3 |-l (0 1 o Tl La-rs-t0n, 3 3
30
0 10 =5 0 0 10 -5 0 00 -¥ -2
1 14
o3 5 100 2 100 2
R 2 28— 10 1 5 S|——>(0 1 0 4[=B.
L3—>—§L3 ;’_)i g Ll—)L1—§L3 O 0 1 8 L2—>L2—§L3 0 O 1 8
x =2
Assim, o sistema associado a matriz B é S {y = 4, onde S’ ~ S. Logo, a solugéo do
z=28

sistema S € a terna ordenada (2, 4, 8).
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¢ Retrospecto
Concluimos que Fernando sacou 2 cédulas de R$ 20,00, 4 cédulas de R$ 10,00 e 8

cédulas de R$ 5,00, obtendo 14 cédulas totalizando R$ 120,00.
Portanto, a quantia sacada por Fernando foi de R$ 120,00.

Observacgdo 3.1: Com os mesmos argumentos utilizados na resolucdo dos sistemas
lineares de 3 equagBes com 3 incognitas, também podemos resolver sistemas com um maior

namero de equacdes e incognitas, como ilustramos nos problemas seguintes.

Problema 4 (Boldrini, 1980, p. 54 — adaptado): Faca o balanceamento da reacédo

quimica HF + SiO2 — SiF4 + H20 (dissolucdo do vidro em &cido fluoridrico).

Resolucéo: O problema diz que moléculas de fluoreto de hidrogénio (HF) reagem com
moléculas de dioxido de silicio (SiO») para produzir moléculas de tetrafluoreto de silicio (SiF4)

e moléculas de dgua (H20).

e Compreensdo do problema

Consideremos as incAgnitas X, y, z e w como sendo, respectivamente, as quantidades de
moléculas de HF, SiO,, SiF4 e H>O presentes na reacdo; a condicionante é o fato de que o
numero de atomos de cada elemento no inicio da reacdo deve ser igual ao nimero de 4&tomos
do mesmo elemento no fim da reacdo. Na Quimica, tais incdgnitas sdo denominadas
coeficientes estequiométricos.

Logo, esquematicamente, temos que xHF + ySiO2 — zSiF4 + wH20. Para satisfazermos
a condicionante, devemos ter:

» x atomos de F igual a z &tomos de Fa, ou seja, X = 4z (*);

» x atomos de H igual a w &tomos de Hz, ou seja, x = 2w (**);

» yatomos de Si igual a z &tomos de Si, ou seja, y =z (***); e
>

y atomos de O igual a z &tomos de O, ou seja, 2y = w (****).

e Estabelecimento de um plano

Para podermos balancear a reacdo quimica em questdo, devemos obter os valores de x,

Yy, Z e w que satisfagcam simultaneamente as equagdes lineares (*), (**), (***) e (****). Com
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isso, e apds uma pequena reorganizacdo dos termos, obtemos o seguinte sistema linear

homogéneo:
x—4z=0
x—2w =0
S: y—z=0
2y —w=0
e Execucdo do plano
1 0 -4 0
A matriz dos coeficientes do sistema S é A = (1) 2 _01 _02 . Vamos efetuar as
0 2 0 -1

transformacoes elementares necessarias nas linhas de A para determinarmos a matriz B na forma

escalonada tal que A ~ B:

10 -4 0 10 —4 0 [t o =4 0]
a1 0 0 -2 00 4 =2 o 0o 1 —-
= 2] ——

01 -1 0|0 1 -1 0fn-llo 1 -1 o

02 0 -1 02 0 -1 lo 2 o0 -1

[100—21] [100—1 100—21]
0 0 1 —= 0 0 1 —- 01 0 -—-
2 2 2 =B.
Lislatdlalg 1 9 —ZfLole-2Ls|g 1 0 —Z[lolsfg 0 1 -2
L3—Lz+Ly 2 2 2
0 2 0 -1 0 0 0 O 0 0 0 O
x—2w =0
1
Logo, 0 sistema associado & matriz Bé S {Y ~2W = O, onde S~ §’. Isolando x, y e z
z—iw=0
2
x =2w
1
no primeiro membro das respectivas equacdes, temos S {Y = 2%,
1
Z=-w

2

Na Quimica, quando efetuamos o balanceamento de uma reacdo, devemos obter 0s
menores valores inteiros positivos possiveis para os coeficientes estequiométricos. Neste caso,

fazendow =2, obtemosx=4,y=1ez=1.

¢ Retrospecto
O balanceamento para a reacao em questédo é 4HF + SiO2 — SiFs + 2H20.
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Problema 5 (Boldrini, 1980, p. 55 — adaptado): Necessita-se adubar um terreno,
acrescentando, a cada 10 m?, 150 g de nitrato, 180 g de fosfato e 204 g de potassio. Dispde-se

de quatro qualidades de adubo com as seguintes caracteristicas:

(i) Cada kg do adubo I custa R$ 5,00 e contém 10 g de nitrato, 10 g de fosfato e 100 g
de potéssio.

(if) Cada kg do adubo Il custa R$ 6,00 e contém 10 g de nitrato, 100 g de fosfato e
30 g de potassio.

(iii) Cada kg do adubo 111 custa R$ 5,00 e contém 50 g de nitrato, 20 g de fosfato e 20 g
de potéssio.

(iv) Cada kg do adubo IV custa R$ 15,00 e contém 20 g de nitrato, 40 g de fosfato e
36 g de potassio.

Quanto de cada adubo se deve misturar para conseguir o efeito desejado, considerando

que se esta disposto a gastar R$ 54,00 a cada 10 m2 com a adubac&o?

Resolucdo: O problema pede quanto de cada tipo de adubo se deve misturar para
adubar um terreno, acrescentando, a cada 10 m2, 150 g de nitrato, 180 g de fosfato e 204 g de

potassio, considerando o gasto de R$ 54,00 a cada 10 m2 com a adubac&o.

e Compreensdo do problema

As condicionantes sdo as quantidades necessarias de nitrato, fosfato e potassio utilizadas
a cada 10 m2 de terreno e o valor que se esta disposto a gastar com a adubacdo também a cada
10 m2. E os dados que usaremos para resolver este problema sdo os fornecidos pelos itens (i),
(i), (ii1) e (iv), que séo os pregos por quilograma de cada tipo de adubo e a quantidade de nitrato,
fosfato e potassio contida em um quilograma de cada um dos adubos I, II, 111 e IVV. Esses dados

podem ser apresentados numa tabela, como abaixo:

Tabela 1. Quantidade de componente e custo por quilograma de adubo

Nitrato Fosfato Potassio Custo de 1 kg
Adubo | 10 g 10g 100 g R$ 5,00
Adubo Il 10 g 100 g 30g R$ 6,00
Adubo I11 50 ¢ 20g 209 R$ 5,00
Adubo IV 20¢ 40 g 369 R$ 15,00
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e Estabelecimento de um plano

Consideremos as incognitas x, y, z e w representando, respectivamente, as quantidades
dos adubos I, I1, 111 e IV. Sdo necessarios 150 g de nitrato a cada 10 m? de terreno. Pelos itens
(i), (i), (iii) e (iv) do problema, sabemos que 1 kg de cada um dos adubos I, 11, 111 e IV contém,
respectivamente, 10, 10, 50 e 20 gramas de nitrato. Com isso, precisamos determinar quanto de
cada tipo de adubo € necessario para obtermos o total de 150 g de nitrato, ou seja, devemos
obter os valores de X, y, z e w que satisfagcam a equacdo linear 10x + 10y + 50z + 20w = 150 (*).

Em relacéo ao fosfato, sdo necessarios 180 g dele a cada 10 m2 de terreno. Pelos dados
do problema, sabemos que 1 kg de cada um dos adubos I, Il, 11 e IV contém, respectivamente,
10, 100, 20 e 40 gramas de fosfato. Logo, precisamos determinar quanto de cada tipo de adubo
€ necessario para obtermos o total de 180 g de fosfato, isto é, devemos obter os valores de
X, Y, Z e W que satisfacam a equacéo linear 10x + 100y + 20z + 40w = 180 (**).

Quanto ao potassio, sdo necessarios 204 g dele a cada 10 m2 de terreno. Os dados nos
dizem que 1 kg de cada um dos adubos 1, I1, 11l e IV contém, respectivamente, 100, 30, 20 e 36
gramas de potassio. Assim, precisamos determinar quanto de cada tipo de adubo € necessario
para obtermos o total de 204 g de potassio, ou seja, devemos obter os valores de X, y, z e w que
satisfacam a equacdo linear 100x + 30y + 20z + 36w = 204 (***).

Por fim, como se estd disposto a gastar R$ 54,00 a cada 10 m? de terreno com a
adubacdo, pelos dados do problema, sabemos que 1 kg de cada um dos adubos I, 11, 11l e 1V
custa, respectivamente, 5, 6, 5 e 15 reais. Com isso, precisamos determinar quanto de cada tipo
de adubo é necessério para gerar um gasto de R$ 54,00 a cada 10 m? de terreno com a adubacéo,
isto é, devemos obter os valores de x, y, z e w que satisfacam a equacdo linear
5X + By + 57 + 15w = 54 (****),

Para que as condicionantes sejam satisfeitas, precisamos encontrar quanto de cada um
dos adubos I, II, 111 e IV contém as quantidades necessarias de nitrato, fosfato e potassio ao
mesmo tempo que gera um gasto de R$ 54,00, isto €, devemos obter os valores de x, y e z que
satisfacam simultaneamente as equacdes lineares (*), (**), (***) e (****). Logo, precisamos
resolver o seguinte sistema linear:

10x + 10y + 50z + 20w = 150
10x + 100y + 20z + 40w = 180
100x + 30y + 20z + 36w = 204"
5 + 6y + 5z + 15w =154



e Execucdo do plano

A matriz ampliada do sistema S € A =

10 10
10 100

100 30
5 6

50 20 150
20 40 180
20 36 204
5 15 54
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. Vamos efetuar as

transformacoes elementares necessarias nas linhas de A para determinarmos a matriz B na forma

escalonada tal que A ~ B:

10 10 50 20 150 1 1 5 2 15
10 100 20 40 180 10 100 20 40 180
100 30 20 36 204|.,-1,,|100 30 20 36 204
5 6 5 15 54 5 6 5 15 54
1 1 5 2 15 1 1 5 2
0 90 —30 20 30 0 90 —30 20
Liol-10L, |100 30 20 36 204|Ls—~Ls-100L1|Q0 —70 —480 —164
5 6 5 15 54] Mkl 1 20 5
1 1 5 2 15 [T o 1 1
[ ] 3 9
o 1 - z 1 o 1 _r 2
- 3 9 3 N . 5
LZ_)%LZ [0 _70 _4‘80 _164‘ —1296JL1_)L1_L2|0 _70 _480 164’
0O 1 -20 5 21 lo 1 —20 =
DR S N
R TN N RO
Ls=Lst70L, | g o 1510 1336 _3sisl s o g0 4 668 1909
Ly—Ly—Ly 3 9 3 | > 15107 2265 755
- 3 9 3 o 3 9 3-
- 464 892 - 464 892 -+
10 0 — = 100 —= =
1 1 242 888
01 - - 010 = =
Lobla 0000 1 22 2l 0 0 1 2 22
59
_O 0 % 43 _63_4 Ly—Lyt— L3 _O 0 0 223296559 2;27_
1 0 0 o 52 1 0 0 o0 83
2265 755 2869
01 0 % % 01 0 % %
=225 lo 0 1 28 29—l o 1 588 1%
472395974 2265 755 | -+ 2265 % 2265 755
oo0oo0 1 = oo0oo0 1 2=
- 2869 - 2869-
1 0 0 0 %
01 0 0 %
= B.
LolZ (000 1 0 ==
L3—>L3—%L4 7701
00 0 1 2
- 2869
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,o 1812
2869
906
Assim, o sistema associado & matriz B ¢ S { " 23°2 onde S’ ~ S. Logo, a Gnica
2869
7701
W=
2869

1812 906 4983 7701)

solucéo do sistema S ¢é a quadra ordenada ( , , ,
2869 2869 2869 2869

e Retrospecto

Misturando % kg do adubo |, % kg do adubo 11, % kg do adubo 11l e % kg
do adubo 1V, ou, aproximadamente, 631,58 g do adubo I, 315,79 g do adubo 11, 1736,84 ¢
do adubo 111 e 2684,21 g do adubo 1V, pode-se adubar 10 m2 do terreno acrescentando
150 g de nitrato, 180 g de fosfato e 204 g de potéssio, e gastando R$ 54,00.
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, dedicamos nosso estudo a alguns conteddos de matrizes e sistemas
lineares, e a abordagem de alguns problemas praticos envolvendo tais contetdos, 0s quais
fazem parte do curriculo de Matematica da 22 série do Ensino Médio.

Mesmo sem a aplicacdo dos problemas propostos no Capitulo 3, acreditamos que eles
possam ajudar os professores da Educacdo Basica a tornarem suas aulas de Matematica mais
atrativas, possibilitando a participacdo dos alunos no processo de construcdo do conhecimento,
agucando a criatividade e facilitando o desenvolvimento de estratégias que possam ser aplicadas
em diferentes situacGes nas mais variadas areas de atuacao na sociedade.

E muito importante que os professores consigam estabelecer relagdes entre os conteidos
da sala de aula com o cotidiano, apesar de ndo ser algo tdo simples em algumas situacdes. Desta
forma, o desinteresse dos alunos pela Matemaética, e, consequentemente, a preocupacao e 0

desconforto dos professores, podem ser minimizados.
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