UNIVERSIDADE FEDERAL DE VICOSA
DISSERTAGAO DE MESTRADO

LucAs Jost OLIVEIRA

ANALISE COMBINATORIA E PROBABILIDADES
NOS CONCURSOS PUBLICOS DE NivEL MEDIO

FLORESTAL
MinaAs GERAIS — BRASIL
2018



LucAs Jost OLIVEIRA

ANALISE COMBINATORIA E PROBABILIDADES NOS
CONCURSOS PUBLICOS DE NIVEL MEDIO

Dissertacao apresentada a Universidade Federal de Vigosa,
como parte das exigéncias do Programa de Pés-Graduagao
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional,
para obter o titulo Magister Scientiae.

FLORESTAL
MinAs GERAIS — BRASIL
2018



Ficha catalogréafica preparada pela Biblioteca da Universidade Federal
de Vicosa - Campus Florestal

T
Oliveira, Lucas José, 1984-
510 Andlise combinatdria e probabilidades nos concursos
2018 publicos de nivel médio / Lucas José Oliveira. — Florestal, MG,
2018.
viii, 50f. ; 29 cm.

Orientador: Mehran Sabeti.

Dissertagéo (mestrado) - Universidade Federal de Vigosa.
Referéncias bibliograficas:. f.48-50.

1. Andlise combinatéria. 2. Probabilidades. 3. Concursos
publicos. I. Universidade Federal de Vigosa. Instituto de
Ciéncias Exatas e Tecnolgicas. Mestrado em Matemética -
Profissional. Il. Titulo.

0O048a




Lucas Jost OLIVEIRA

ANALISE COMBINATORIA E PROBABILIDADES NOS
CONCURSOS PUBLICOS DE NIiVEL MEDIO

Dissertagao apresentada a Universidade Federal de Vigosa,
como parte das exigéncias do Programa de Pds-Graduagao
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional,
para obter o titulo Magister Scientiae.

APROVADA: 23 de fevereiro de 2018.

b /AM hird, Wi ‘/A'Z%/IL

E(l‘r{ey Aﬂgustdr Jesus de Oliveira Ll/ 1z Gustavo Perona Aratjo
W

Mehran Sabeti
(Orientador)



Dedicatoria

Dedico este trabalho aos nobres colegas servidores publi-
cos que enfrentaram e venceram o desafio da selecao de um
concurso publico.

ii



Agradecimentos

Agradeco a todos que de alguma forma contribuiram para a
consecugao deste trabalho, mas de modo especial ao meu orientador
Mehran Sabeti pela parceria e inspiracao, aos colegas do PROFMAT
pelo intercambio de ideias e a Universidade Federal de Vicosa pela
ampla e sélida formacao que me proporcionou.

iii



Biografia

Licenciado em Matematica pela Universidade Federal de Minas
Gerais (2008) e bacharel em Administragao Pubica pela Fundagao
Jo@o Pinheiro (2012). Tem experiéncia docente em Matematica e
atualmente ¢ Especialista em Politicas Publicas e Gestao Governa-
mental na Secretaria de Estado de Planejamento e Gestao de Minas
Gerais.

iv



Resumo

OLIVEIRA, Lucas José, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, fevereiro de 2018.
Analise Combinatdéria e Probabilidades nos Concursos Publicos de Ni-
vel Médio. Orientador: Mehran Sabeti .

O conteudo de andlise combinatdéria e probabilidades é apresentado nesta dissertacao
sob o aspecto relativo a sua aplicacao no processo dos concursos publicos de nivel
médio. Para tanto, desenvolveu-se um estudo do contetido de andlise combinatéria e
probabilidades com uma ampla apresentacao da sua histéria, seus principais resultados
e o contexto institucional das orientacoes oficiais de ensino bem como uma descri¢ao
do processo de avaliagao nos concursos ptublicos por meio de questoes desse conteudo

aplicadas nesses certames.



Abstract

OLIVEIRA, Lucas José, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, February, 2018.
Combinatory Analisis and Probability in Middle Level Civil Service Exa-
minations. Adviser: Mehran Sabeti .

The content of combinatorial analysis and probabilities is presented in this dissertation
in the aspect related to its application in the process of the civil service entrance
examination of high school level. For that, a study of the content of combinatorial
analysis and probabilities was developed with a broad presentation of its history, its
main results and the institutional context of the official teaching guidelines as well as
to describe the evaluation process in the public tendering through applied questions

in these examinations that use this content.
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Introducao

As provas de selecao de concursos publicos para a constituicao dos quadros da
burocracia estatal sao temidas pelo grau de dificuldade das questoes que as compoe,
notadamente as questoes de matematica.

Nao por acaso, multiplica-se pais afora cursos preparatorios e publicacoes especi-
alizadas sobre a preparacao para enfrentar esse grande desafio de conquistar uma
vaga de trabalho no servigo publico.

A escola e, mais especificamente, o ensino de matemaética na educagao bésica
nao deve furtar-se do seu papel social de promover os instrumentos necessarios a
emancipacao plena do estudante no mundo do trabalho, nas relacoes sociais e na
cultura, conforme previsto nos documentos oficiais de orientacao do ensino bésico.

Nesse sentido, este trabalho busca apresentar o conteido de analise combinatéria
e probabilidades sob o aspecto relativo a sua aplicagao em questoes de concursos
publicos de nivel médio.

No primeiro capitulo, o processo dos concursos publicos é apresentado destacando
a sua exigencia legal para o ingresso no servico publico bem como o seu objetivo de
selecionar os candidatos mais preparados.

Ja no segundo capitulo, o contexto institucional das orientacoes e propostas
oficiais de ensino é apresentado em destaque para a abordagem da resolugao de
problemas como estratégia didatica para o ensino da matemaética e, em especial, do
conteido de andlise combinatéria e probabilidades.

Dai, no terceiro capitulo, o contetido de andlise combinatoria e probabilidades é
amplamente estudado com exemplos e seus principais resultados.

Com isso, no quarto capitulo, questoes sobre o conteido especifico de anélise
combinatoria e probabilidades aplicadas em certames estadual mineiro e federal sao
coligidas e propostas de solucao a essas questoes sao discutidas.

Por fim, conclui-se buscando promover com este estudo uma valiosa possibilidade
de aprofundamento do conteido matematico desenvolvido no PROFMAT e, especifica-
mente, no dominio das disciplinas de MA12-Matematica Discreta e MA21-Resolugao
de Problemas com relevante contribuicao a pratica docente.

Ademais, cabe destacar a pertinéncia do tema na finalidade de impactar positiva-
mente a realidade da sala de aula sob a égide do curriculo oficial e das orientagoes
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pedagdgicas de matematica da educacgao basica promovidas pelos érgaos governamen-
tais, uma vez que o conhecimento das ideias bésicas da mateméatica é condi¢ao-chave
para a realizacao da cidadania e de extrema relevancia no processo de selecao dos
agentes publicos.



Concursos Publicos

2.1 Introducao

A selecao de quadros para a administracao ptblica possui remota referéncia ja na
China Imperial dos primeiros séculos da era crista com exames de conhecimentos
para selecionar candidatos para a burocracia estatal. [2]

No Brasil, a Constituigao Federal de 1934 marca o surgimento da previsao de
selecao por meio de provas para o ingresso no servico publico. Antes disso, no Império
e no inicio da Republica, a nomeagao de funciondrios piblicos era discricionaria.[1][35]

A Constituicao Federal de 1967 traz a obrigatoriedade da aprovacao prévia em
concurso publico para a nomeagao em cargo publico que é mantida pela Constituicao
Federal de 1988 com provas de acordo com a natureza e a complexidade do cargo ou
emprego. [7] [0

O recrutamento aos cargos publicos da-se por meio da publicacao de edital
contento as regras do concurso e o conteido que serd exigido na selecao, que ocorre
com a aplicagao de provas e titulos quando o desempenho de cada candidato sera
comparado e classificado. [3]

A natureza, escolaridade e complexidade do cargo sao os elementos que deter-
minam o rol de matérias cobradas no certame que, em regra, sao aferidos seus
conhecimentos por meio de provas escritas. [3]

Nos concursos de nivel médio, o objetivo da avaliagao segundo mencionado
expressamente em alguns editais e tacitamente em outros é medir as habilidades
de compreensao, aplicagao, analise, sintese e avaliacao dos candidatos relativo aos
seus conhecimentos do conteiido programatico perante questoes que valorizam a
capacidade de raciocinio. [7][9][18][30][31]

Especificamente ao conteido de matematica, observa-se nas questoes de concurso
a busca por verificar a habilidade do candidato de interpretar, correlacionar e aplicar
o conhecimento de raciocinio légico e quantitativo em exemplos contextualizados em
consonancia com o previsto nas diretrizes oficiais de ensino. [13] [14] [17]

A apresentacao do processo do concurso publico com suas caracteristicas formais
e legais que sera promovida nas secoes seguintes deste capitulo é fundamentada nas
referéncias [3] [32] que apresentam farto e valioso material para o objetivo do presente
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estudo.

2.2 O concurso publico

A qualidade dos quadros que ingressam na administracao ptubica é fundamental
para que as entregas de politicas piblicas sejam satisfatérias e, por isso, a selecao
desse pessoal é extremamente importante. O despreparo dos agentes publicos é um
grande obstaculo que pode impedir o eficiente atendimento das demandas sociais e a
adequada prestacao de servigos publicos.

O concurso publico é o instrumento democratico de selecao do candidato que
mais se enquadre nas exigéncias da funcao publica a ser exercida e de suas atribuicoes
tendo como garantia uma justa selecao.

A modulacao do instrumento do concurso publico para ser um meio de selecao
que conjugue os objetivos da administracao publica, dos candidatos e da sociedade
promovera o alcance de sua finalidade publica e a garantia dos principios apregoados
na Constituicao da Republica.

Esses principios sao, entre outros, o da moralidade, da impessoalidade e da
razoabilidade e fundamentam a realizacao dos concursos publicos que promovem o
acesso as fungoes publicas de maneira ampla e democrética.

As geracoes de agentes publicos selecionados sob a égide desse instrumento tem
constituido um quadro de pessoal consciente de seu compromisso com a realizacao
de um projeto de nacao.

2.3 O edital do concurso piblico

As regras da competicao que ird promover o concurso sao apresentadas pelo edital,
que é o documento escrito destinado a divulgar as principais informagoes do certame.

O edital contém todas as suas disposicoes e regras, exigéncias e fases, com
necessaria observancia a impessoalidade, isonomia, eficiéncia, publicidade, moralidade
e razoabilidade.

O chavao de que o edital é a lei do concurso é aceitavel na medida em que os
principios constitucionalmente consagrados acima sejam garantidos sob o risco de
haver vicissitudes através de manipulagoes e fraudes.

Nao obstante as possiveis arbitrariedades e desvios na sua formulacao, o edital
possui papel de enorme relevancia por fixar as regras tanto para os candidatos
quanto para a administracao publica atentando, quando na sua confeccao, para as
especificidades do concurso e do cargo que se pretende prover .

A Constituicao da Republica de 1988 prevé amplo acesso as fungoes publicas e
contém principios explicitos e implicitos que sao materializados pelo expediente do
concurso publico quando é necessaria a provisao de recursos humanos no ambito
da Administracao Publica. O arcabougo de principios e os dispositivos normativos
materialmente constitucionais é a espinha dorsal no regramento de qualquer certame.

A ampla acessibilidade as fungoes puiblicas, a impessoalidade na selecao do
candidato e a moralidade administrativa fundamentam a exigéncia da realizagao do
concurso publico. Como principios de qualquer processo administrativo e, portanto,
aplicaveis ao concurso publico, o devido processo legal, o contraditério, a ampla



Capitulo 2. Concursos Publicos 5

defesa e os meios e recursos a ela inerente e a transparéncia sustém a legalidade do
processo administrativo do concurso publico.

Desse modo, pelo argumento encampado inicialmente, é garantida a eficacia no
atendimento e prestacao do servigo piblico e rechacada formas desvirtuadas do uso
do concurso puiblico para o preenchimento das vagas.

O edital deve conter a nomenclatura e o quantitativo das vagas oferecidas, a
descricao sumaria das atividades, seu regime juridico, remuneragao inicial, o local e
a jornada de trabalho, bem como o local, data, horario e prazo para realizagao das
inscricoes para participacao.

Além disso, deve constar de modo claro no edital os requisitos para provimento
das vagas devendo esses guardarem relagao com as atribuicoes da funcao publica em
concorréncia e a época de sua comprovacao, como a conclusao do ensino médio, por
exemplo. Esses requisitos devem ser compativeis com o proprio exercicio e natureza
da funcao e estarem intimamente relacionados com o nivel de escolaridade minimo
exigido.

O edital preveé regras bésicas relativas aos conhecimentos exigidos e programas
das disciplinas cobradas, se o concurso sera de provas e titulos ou somente provas
conforme a natureza e complexidade da funcao publica a ser preenchida.

Também versa no edital os critérios para a avaliagao das provas de modo detalhado
com a pontuacao atribuida a cada uma delas e se classificatérias ou eliminatorias, a
previsao da divulgacao dos gabaritos, a pontuagao minima e maxima e a ponderacao
na composicao da nota final devendo sempre guardar uma relacao necessaria com as
atribuicoes do exercicio do cargo.

Adicionalmente, as informacgoes sobre a pontuacao minima para classificacao
ou o numero de candidatos que serao habilitados as etapas seguintes e critérios de
desempate, prazos de validade do concurso e possibilidade ou nao de sua prorrogacao
também estao, em regra, presentes no edital.

2.4 A prova do concurso publico

A selecao dos candidatos em concursos publicos da-se pela aplicacao de provas
para aferir a capacidade intelectual, fisica ou psiquica dos candidatos. Na disputa
é quando sao comparados os desempenhos dos concorrentes e, assim, poderao ser
escolhidos os melhores.

As provas poderao ser escritas, orais, praticas, provas de capacidade fisica, de
titulos e, também, através de entrevistas e avaliacoes psicolégicas ou exames psico-
técnicos.

Esses véarios métodos de avaliacao podem ser conjugados na medida em que cada
tipo é limitado em sua capacidade de afericao das habilidades do candidato de sorte
a promover a eficacia na sua qualificacao.

Contudo, via de regra, as fungoes de nivel médio de escolaridade que implicam
atribuicoes administrativas gerais e operacionais sao mais compativeis com a realizacao
de provas objetivas sem a presenca de outros tipos de prova na selecao.

De qualquer maneira, deve-se pautar qualquer método pela objetividade, padro-
nizacao e guardar relagao com a natureza do cargo e com as atribuicoes da funcao a
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ser exercida.

Importante destacar a delimitacao do programa com os pontos a serem cobrados
e a sua divulgacao em um razoavel prazo de antecedéncia da realizacao das provas
viabilizando a melhor preparacao dos candidatos, pois torna-se-ia humanamente
impossivel o conhecimento completo de todas as nuances do programa de determinada
area do conhecimento, especialmente da matemédtica, em um prazo exiguo.

A comprovacao, através da aplicacao da prova, da capacidade do candidato de
ordenacgao e organizacao de ideias, o seu raciocinio logico empregado na solucao das
questoes propostas e, o mais importante, da possibilidade do candidato valer-se dos
conhecimentos acumulados para a resolucao dos variados desafios que advirao no
exercicio da fungao publica é o grande desafio da selegao no concurso publico.

A execucao do concurso e o julgamento realizado nas suas fases é responsabilidade
das bancas examinadoras e das comissoes de concursos que determinam de modo
claro as regras do certame quanto a compativel duracao das provas com respeito ao
tipo e quantidade. Essa quantidade de questoes e as suas formulacoes devem guardar
relacao com o programa de disciplinas de maneira a garantir a selecao dos melhores
candidatos.



3

O Ensino de Analise Combinatdria e
Probabilidades

3.1 Introducao

A origem da matemaética é umbilicalmente ligada ao desenvolvimento da sociedade
e foi gestada na busca de respostas e criagao de novas perguntas vindo a tornar-se,
assim, ciéncia, linguagem, método e raciocinio capaz de promover o avanco social,
economico e tecnoldgico. [15][14]

Nessa esteira, a denominada sociedade da informacao, em que se baseiam as
relacoes cada vez mais globais, aponta para a importancia da Educacao para o desen-
volvimento de capacidades multiplas como as de comunicacao, trabalho cooperativo
para a soluc¢ao de problemas e tomada de decisoes. [13]

A escola deve garantir as condicOes necessarias para fomentar a mateméatica
escolar com o propédsito de criar no estudante o animo de investigar rigorosamente e
perquirir obstinadamente, de fazer inferéncias, criar e aperfeicoar conhecimentos e
valores. [15] [13]

No dia-a-dia, nas diversas circunstancias das variadas necessidades da vida
cotidiana, exige-se a habilidade de contagem. Mesmo isolado, o homem precisa
contar, qui¢d para a plenitude de sua cidadania. [21]

Da simples contagem das pessoas em uma sala a contar todos os ladrilhos
necessarios para cobrir todo o piso, a utilizagao de técnicas de contagem mais
elaboradas do que uma simples enumeracao direta dos objetos é necessaria. [23]

Para tanto, a habilidade de leitura e interpretacao de textos e o uso das operagoes
elementares dos niimeros naturais sao condigoes para o ensino da contagem de uma
listagem, uma tabela, um diagrama de arvore e da utilizagao intuitiva do principio
fundamental da contagem.[23]

O estudo dos conceitos béasicos de probabilidade ja no inicio da educagao ba-
sica promove as bases para o seu aprofundamento posterior de modo a criar uma
consciéncia critica sobre situagdes de interesse do estudo das probabilidades.[23]

De fato, a familiaridade com as operacoes com numeros racionais e a manipulacao
de razoes entre nuimeros é adicionada as habilidades técnicas de contagem e ao
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principio fundamental da contagem para tratar de conceitos como eventos e espaco
amostral, e o conceito basico de probabilidade relacionado com o de razao pelo calculo
da probabilidade de um evento. [23]

A secao a seguir apresenta as ideias contidas na se¢ao dos Conhecimentos de
Matematica do capitulo Competéncias e habilidades dos Parametros Curriculares
Nacionais (Ensino Médio) - Parte III - Ciéncias da Natureza, Matemética e suas
Tecnologias. [13]

3.2 A organizacao do ensino de Matematica no
Ensino Médio

As exigéncias da vida em sociedade e, em especial, do mundo do trabalho com
sua dinamica propria e mutavel requerem da escola a adequada organizagao dos
conteudos, dos métodos de ensino, das abordagens e motivacoes com o fito na
necessaria promocao social, cultural e profissional do aluno.

Nao ha area do conhecimento cujo exercicio profissional nao requeira alguma
competeéncia em matematica em que a compreensao de conceitos e procedimentos
matematicos aliada a seguranca para adapta-los a diferentes contextos e oportunidades
garante ao estudante, e futuro trabalhador, a possibilidade de conclusoes matematicas
que impactam diretamente o resultado da sua atividade.

A matemadtica usada como uma linguagem permite interpretar a realidade e
agir sobre ela de modo que os nimeros e as equagoes compoem um sistema de
codigos, as figuras geométricas representam o espaco e as probabilidades promovem
a compreensao de fenomenos aleatérios.

Nao obstante o carater instrumental de ferramenta a que serve a matemaética no
cotidiano, a matematica no Ensino Médio tem carater e dever formativo, estrutura o
pensamento e desenvolve o raciocinio légico-dedutivo.

Essa matemaética deve ser vista como um corpo organizado de conhecimento,
ou seja, como ciéncia com sua historia, seu desenvolvimento e suas caracteristicas
estruturais especificas que lhe definem os limites de atuacao. As defini¢oes, axiomas,
demonstracoes e encadeamentos logicos sao a base de estruturas a partir das quais
outras sao construidas num desenvolvimento racional de argumentos.

Com isso, a capacidade prépria de resolucao de problemas, o habito salutar
de investigacao e a confianca sélida em abordar situacoes novas se aliam ao de-
senvolvimento da criatividade e capacidades pessoais de percepcao do universo do
estudante.

A aquisic¢ao do conhecimento mateméatico é uma longa jornada escolar sedimentada
sobre a resolucao de problemas diversos permeada pela elaboracao de conjecturas, a
busca de regularidades, a generalizacao de padroes e a capacidade de argumentacao.
Sao elementos fundamentais que garantem a formalidade do conhecimento matematico
e sustentam o desenvolvimento da leitura e interpretagao da realidade.

Os objetivos do ensino escolar da matematica no nivel médio de ensino para
promover uma aprendizagem significativa para o aluno, segundo os Parametros
Curriculares Nacionais do Ensino Médio, sao:
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“e@ compreender os conceitos, procedimentos e estratégias matematicas que
permitam a ele desenvolver estudos posteriores e adquirir uma formagao
cientifica geral;

e aplicar seus conhecimentos matematicos a situagoes diversas, utilizando-
os na interpretacao da ciéncia, na atividade tecnoldgica e nas atividades
cotidianas;

e analisar e valorizar informacoes provenientes de diferentes fontes, utili-
zando ferramentas matematicas para formar uma opiniao propria que lhe
permita expressar-se criticamente sobre problemas da Matematica, das
outras areas do conhecimento e da atualidade;

e desenvolver as capacidades de raciocinio e resolucao de problemas, de
comunicag¢ao, bem como o espirito critico e criativo;

e utilizar com confianca procedimentos de resolucao de problemas para
desenvolver a compreensao dos conceitos matematicos;

e expressar-se oral, escrita e graficamente em situagoes matematicas e
valorizar a precisao da linguagem e as demonstracoes em Matematica;

e cstabelecer conexoes entre diferentes temas matemaéticos e entre esses
temas e o conhecimento de outras areas do curriculo;

e reconhecer representacoes equivalentes de um mesmo conceito, relacio-
nando procedimentos associados as diferentes representagoes;

e promover a realizacao pessoal mediante o sentimento de seguranca em
relacao as suas capacidades matematicas, o desenvolvimento de atitudes
de autonomia e cooperagao.”[13]

Esses objetivos educacionais que organizam o aprendizado de matematica nas es-
colas de ensino médio também promovem competéncias gerais segundo os Parametros
Curriculares Nacionais + (PCN+) - Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias como
as de representacao, comunicacao, investigacao, compreensao, e contextualizagao
sécio-cultural.[11]

Nessa tultima, destaque-se a devida atencao a ser dada aos valores, habilidades
e atitudes dos alunos com respeito ao conhecimento sob o risco de prejuizo da
significacao do aluno frente as atividades matematicas desenvolvidas e sobre a
natureza da prépria ciéncia, que se constréi permanente e concomitantemente ao
desenvolvimento social, econémico e cultural.[13][14]

Nesse bojo, as ciéncias humanas e naturais bebem da fonte matematica e, em
especial, de conceitos matematicos que dizem respeito a conjuntos finitos de dados
e raciocinios probabilisticos aplicando ideias de probabilidades e combinatoria a
fenémenos do cotidiano em uma articulacao didatica e pedagégica.[13][11]

Disso, nao resta duvida quanto a importancia da abordagem de contetudos de
contagem e probabilidades no Ensino Médio e os seus vinculos e aspectos comuns
entre o aprendizado da matemédtica e das demais ciéncias e dreas do saber.[13][14]
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3.3 Base Nacional Curricular Comum

De acordo com o capitulo “A Etapa do Ensino Médio”, secao “A Area de Matemé-
tica no Ensino Médio”e sua subsecao “A Matematica no Ensino Médio”, bem como
o capitulo “As Unidades Curriculares de Matematica”, a Base Nacional Curricular
Comum para a Educacao Basica orienta o planejamento e a acao pedagdgica através
de uma base formada por um curriculo escolar determinado por conhecimentos
matemaéticos escolhidos. [17]

Essa elaboracao curricular é imperativo da Lei de Diretrizes e Bases da Educacao
Nacional e cerra fileiras com outros documentos oficiais constituindo um esforco no
sentido do desenvolvimento da educacao.

Essa escolha acontece sob a perspectiva de desenvolver no estudante uma capa-
cidade de interpretar o mundo e a sociedade buscando qualificid-lo para a insercao
no mercado de trabalho em que a capacidade de argumentacao e a confianga em
abordar problemas é essencial. [15]

Para tanto, o ensino deve ser contextualizado e abordar diversas disciplinas sem,
contudo, deixar de lado a capacidade de abstracao e de generalizagao, tao peculiares
ao conhecimento matematico.

O processo de contextualizar e abstrair no ensino de matematica mobiliza as ap-
tidoes dos estudantes relativas ao questionamento, imaginagao, visualizacao, decisao,
representacao e criagao que sao concretizados no processo de ensino e aprendizagem
por meio da resolucao de problemas.

Também a elaboracao de problemas desenvolve a capacidade de reflexao sobre
seus conhecimentos e sobre a resposta encontrada confrontada com o contexto de
criagao do problema.

Ademais, as atividades coletivas e solidarias na proposicao e resolucao de pro-
blemas com aperfeicoamento da comunicacao e da capacidade de argumentagao e
de expressar opinioes sao encorajadas pelo documento da Base Nacional Curricular
Comum.

3.3.1 Proposta oficial de ensino de analise combinatéria e
probabilidades

Ha cinco eixos que orientam a formulagao de objetivos de aprendizagem e desenvol-
vimento no ensino da matematica escolar segundo a Base Nacional Curricular Comum
para a Educacao Basica, sao eles: Numeros e Operagoes, Geometria, Grandezas e
Medidas, Algebra e Funcoes, Estatistica. [15]

Cada qual recebe uma atencao maior ou menor em conformidade com os anos
escolares promovendo o gradual desenvolvimento do conhecimento matematico do
estudante através de retomadas de assuntos com ampliagoes e aprofundamentos.|15]

No Ensino Fundamental, o primeiro contato com o conhecimento relativo ao
conteudo de probabilidades supoe despertar a atencao dos estudantes para a presenca
da incerteza na matematica e a aplicacao da matematica em fenomenos aleatérios
promovendo uma melhor compreensao dos acontecimentos sociais, cujo conteido de
probabilidades é fortemente relacionado junto as informagoes estatisticas.[l5]
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Ao final dessa etapa, espera-se que os estudantes consigam identificar eventos em
que nao ¢ certo acontecer, ou seja, pode ou nao acontecer, sao eventos aleatérios. A
partir dessa nocao, o estudante podera construir os espagos amostrais de situagoes
simples como lancamentos de dados e moedas e calcular a probabilidade de ocorréncia
de determinado evento através da razao entre o nimero de casos favoraveis de um
evento e o numero de elementos do espago amostral. Também a resolucao de
problemas envolvendo situagoes simples de andlise combinatéria através de métodos
de contagem jé deve estar consolidado.[15]

No Ensino Médio, o contetido de analise combinatoria e probabilidades é ampliado
através de novos tipos de eventos e a relacao entre eles, como eventos dependentes
e independentes, eventos condicionais, sucessivos, retiradas com e sem reposicao,
a abordagem do espaco amostral como conjunto de elementos que satisfazem um
evento ou condigao.[15]

Desse modo, o dominio desses novos conhecimentos no Ensino Médio promove
uma possibilidade enriquecedora de resolugao de problemas mais elaborados relativos
ao principio de contagem e ao calculo de probabilidades e de contetidos intimamente
relacionados a esses como razao e porcentagem. [15]

Em qualquer nivel de ensino, fundamental ou médio, um dos principais objetivos
da matematica é a solucao de problemas. As habilidades necessarias para esse
objetivo podem ser empregadas em situacoes de problemas contextualizados em que
a observagao e interpretacao sao exploradas ou no proprio dominio do contetido da
matemaética aprofundando conhecimentos. [22]

A traducao do enunciado de uma questao em termos matematicos e a decisao
de tomar um caminho na sua resolucao é o conhecido por situagao-problema. Esse
processo promove a compreensao da matematica formal relacionada com a intuitiva
permitindo o didlogo critico e o confronto dos resultados obtidos perante o problema.
Além disso, tais situagoes-problemas podem motivar novos conceitos e ideias aplicaveis
em outros problemas. [22]

As questoes propostas pelos livros ou aplicadas nas avaliacoes cujos problemas
privilegiam em sua solugao a atribuicao de significado a partir da abstragao dos con-
tetidos estudados comportam muitas estratégias de desenvolvimento das habilidades
do estudante.[22]

Essas estratégias, que podem ser o uso de figuras, a expressao verbal, a percepcao
de padroes, o estudo de casos especiais, a tentativa e erro, entre outras, devem ser
empregadas habitualmente para o aprimoramento da capacidade de resolucao de
problemas.[22]

Contudo, nao se deve menosprezar os exercicios de fixacao. Geralmente, sao
bastante repetitivos, mas possuem o mérito de garantir a confianca do estudante em
resolver automaticamente questoes ou parte delas deixando-o livre para discutir e
interpretar o problema. [22]

3.4 Conteudos Basicos Comuns de Minas Gerais

Os Contetudos Basicos Comuns — CBC propostos para os anos finais do Ensino
Fundamental e para o Ensino Médio pelo Governo de Minas Gerais constitui um
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parametro minimo de contetidos que o aluno da rede estadual de ensino mineira deve
aprender e o professor nao deve deixar de ensinar sem esgotar, porém, os conteidos
a serem abordados.[22]

Os topicos dos CBC para o 1° Ano do Ensino Médio relativos ao Eixo Tematico
I-Numeros, Contagem e Anélise de Dados especificamente aos temas de Contagem
e Probabilidades apresentam as seguintes habilidades a serem desenvolvidas pelos
estudantes:

“- Resolver problemas elementares de contagem utilizando o principio multiplica-
tivo.

- Reconhecer o carédter aleatorio de varidveis em situagoes-problema.

- Identificar o espaco amostral em situagoes-problema.

- Resolver problemas simples que envolvam o calculo de probabilidade de eventos
equiprovaveis.

- Utilizar o principio multiplicativo no célculo de probabilidades.”[22]

J& os conteiudos de aprofundamento para o 2° Ano do Ensino Médio relativos ao
Eixo Tematico IV-Numeros, Contagem e Andlise de Dados especificamente aos temas
de Contagem e Probabilidades apresentam, entre outras, as seguintes habilidades a
serem desenvolvidas pelos estudantes:

“- Resolver problemas utilizando o principio multiplicativo.

- Reconhecer situagoes em que os agrupamentos sao distinguiveis pela ordem de
seus elementos ou nao.

- Resolver problemas que envolvam arranjos, combinagoes e/ou permutagoes sem
repeticao.

- Identificar o espaco amostral em situagoes-problema.

- Resolver problemas que envolvam o célculo de probabilidade de eventos.”[22]

Nota-se uma evolucao com respeito ao grau de complexidade das situacoes-
problema bem como a ampliagao dos topicos. Tal evolugao é também verificada,
finalmente, nas sugestoes de topicos complementares para o 3° Ano do ensino médio
com previsao de no Eixo Tematico VII-Numeros, Contagem e Analise de Dados
especificamente com respeito aos temas de Contagem e Probabilidades apresentar as
seguintes habilidades a serem desenvolvidas pelos estudantes:

“- Resolver problemas que envolvam arranjos, combinagoes e permutacoes com
repeticoes e permutacoes ciclicas.

- Utilizar propriedades combinatoérias dos niimeros binomiais.

- Utilizar o binomio de Newton para calcular poténcias de binomios.

- Identificar eventos independentes e nao independentes em situacoes-problema.

- Resolver problemas que envolvam o conceito de probabilidade condicional.

- Utilizar probabilidades para fazer previsoes aplicadas, em diferentes areas do
conhecimento.”[22]

Nesse documento, ha mencao ao conteido sobre tratamento de dados no Ensino
Fundamental, em que o tema da probabilidade deve ser apresentado destacando
a necessidade de técnicas que vao além da simples enumeracao de objetos contex-
tualizado através de exemplos simples que exijam o emprego de novos métodos e
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o esclarecimento do conceito de certeza geralmente atribuido pelo senso comum a
probabilidade. [23]

Na resolucao de problemas, a compreensao da relagao entre o contexto do problema
e os calculos a serem feitos através da decisao por utilizar uma estratégia que se
considere mais adequada deve ser confirmada pela resposta encontrada quanto a sua
adequagao ao contexto do problema.[23]

O ensino através de questoes abertas, fechadas ou trabalhos em grupo sobre
contagem e probabilidades e a escolha por utilizar questoes fechadas, como as
de concursos publicos, por exemplo, quando das suas solugoes deverao ser bem
comentadas quando da corregao para que os alunos entendam o porqué das opgoes
incorretas valendo destacar que em muitos casos essas opcoes sao construidas baseadas
em entendimentos equivocados dos alunos.[23]

A ampliacao do estudo da andlise combinatoria e probabilidades no Ensino Médio
esbarra nas dificuldades dos alunos em trabalhar com a disposicao dos valores do
numerador ou do denominador na fracao que define a probabilidade e seu célculo que,
em geral, utilizam conceitos de contagem como arranjos, combinagoes ou permutagoes.
23]

A dificuldade na percepcao das diferencas entre a probabilidade da unidao de
eventos ou da intersecao deles também é motivo de dificuldades e erros na resolucoes
de problemas.[23]

Para contornar essas dificuldades ja previstas, existe a orientagao no sentido do
trabalho cuidadoso dos conceitos basicos de probabilidade com atengao especial a
descrigao de todos os casos possiveis nos problemas mais simples, que permitam esse
expediente, identificando os casos favoraveis e, sé entao, partir para problemas com
métodos mais elaborados que exijam técnicas de contagem mais sofisticadas.[23]

3.5 A resolucao de problemas no ensino de
matematica

A abordagem da resolugao de problemas nos processos de ensino e aprendizagem,
embora haja tendéncias contrarias, ainda desperta interesse de estudiosos da educacao
matematica comprovada pela literatura na area especialmente com respeito ao tema
em estudo da andlise combinatéria e probabilidades.[2()]

As questoes aplicadas nos concursos ptblicos constituem farto material de estudo
pela disponibilidade e pode contribuir no processo de ensino na medida em que atende
o apregoado pelas orientagoes oficiais quanto a resolu¢ao de problemas. [13, 14, 5]

A resolucao de um problema é um desafio e uma descoberta, uma vez que nao
existe um método rigido e tinico para encontrar a solucao de uma situagao-problema.
Contudo, pode-se destacar algumas etapas na resolucao de uma situacao-problema,
quais sejam, a compreensao do problema seguida do estabelecimento de um plano
partindo para a execugao do plano e a verificagdo do resultado. [33]

Para tanto, é de grande importancia o entendimento do enunciado que pode ser
estimulado pela descricao do problema destacando os dados e o objetivo da questao
valendo-se para isso do auxilio de desenhos, figuras e esquemas. [33]
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Na busca pelas possibilidades de solucao do problema em questao, a criatividade
para encontrar o maior numero possivel de formas de abordar o problema e a
competéncia geral de investigacao e compreensao sao promovidas pela reflexao sobre
as técnicas mais adequadas para sua realizagao. [33][14]

Dada a escolha da abordagem mais coerente para a resolugao da questao, traca-se
um plano podendo dividir o problema em etapas trazendo ao raciocinio as semelhancas
com algum problema parecido ou com pequenas diferengas. [33]

Partindo para a execucao do plano estabelecido, aplicam-se as técnicas dos
conteidos matematicos disponiveis no arcabouco intelectual do estudante dando
sentido ao seu conhecimento matematico pela concretude dos resultados perante a
abstragao dos conceitos. [33]

Por fim, a verificacao do resultado é um ato de autonomia do estudante para
verificar se estd correto ou se houve erro. Caso haja, interpretar o resultado e promover
a corre¢ao e sempre se posicionando criticamente em relacao ao tema.[33][13][14]

A busca por atender exigéncias sociais e, em especial, das organizacoes publicas,
relativas ao dominio de competéncias gerais que podem ser desenvolvidas por meio
da matematica podera ser conciliada no seu ensino com os temas que estruturam
o seu conteuido disciplinar adicionalmente a criagao de um espago com énfases e
caracteristicas préprias como, por exemplo, as competéncias e habilidades exigidas
em provas de concurso. [11]

A oportunidade dos estudantes de conhecerem e se posicionarem diante de
problemas préticos constitui motivacao importante para o aprendizado sendo produto
complementar e parte necessaria da funcao da educacao bésica.[14]

Por isso, as areas do conhecimento com presenca frequente nos processos de
selecao em concursos publicos pode ser um valioso aprendizado com contexto através
de seu processo histérico, social, cultural e o reconhecimento e discussao de aspectos
praticos e éticos desse importante instrumento de promogao da democracia. [3][14][32]



4

O Conteudo de Analise Combinatoria
e Probabilidades

4.1 Introducao

A andlise combinatéria possui remota origem no desenvolvimento do binomio
(1 + )™ ja na seminal obra Os elementos de Euclides trés séculos antes da era crista
e a referéncia a assuntos de combinatoria também pode ser verificada nas obras de
estudiosos chineses, hindus e drabes dos primeiros séculos do ano mil. [25]

O célculo de probabilidades possui sua origem cléssica no século XVII na corres-
pondéncia cultivada entre os matematicos Blaise Pascal e Pierre de Fermat com o
foco em solucionar problemas relacionados a jogos de azar, que estavam na moda
nos saldes da Franca da época frequentados pela aristocracia. [29] [25]

Contudo, antes desse foco na obtencao do vil metal no lazer aristocratico, mate-
maéaticos como Niccolo Fontana Tartaglia e Girolamo Cardano, italianos do século
XVI, e o também italiano, e bem mais ilustre, Galileu Galilei entre os séculos XVI e
XVII interessaram-se por problemas de probabilidades relacionados com o também
mundano jogo de dados. [29]

Enfim, os primoérdios das probabilidades estavam intimamente ligados a andlise
combinatoria aplicada aos jogos de azar através do exame dos diferentes modos
em que arranjos e combinagoes podiam ser empregados na enumeracao dos casos
favoraveis.[29][25]

A abordagem desses problemas adotavam o raciocinio de considerar os casos
igualmente possiveis determinando aprioristicamente a probabilidade da ocorréncia
dos casos favoraveis. [29][25]

Ao final do século XVII, o famoso matematico Jacob Bernoulli, primeiro de
uma proficua familia que legou as ciéncias exatas génios valiosissimos, propos de
modo pioneiro determinar a probabilidade dos casos favoraveis pela sua frequéncia
relativa determinada empiricamente. Suas contribui¢oes também foram marcadas pela
enfase aos grandes nimeros abordando as combinagoes, permutacoes e a classificacao
binomial. [29][25]

Vale destacar também o papel dos matematicos Abraham de Moivre no século

15
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XVII e Pierre-Simon Laplace e Carl Friedrich Gauss ja em meados do fim do século
XVIII e inicio do XIX estabelecendo teorias e formulando métodos na teoria das
probabilidades. [25]

Como instrumento de poder politico dos Estados, a estatistica utilizada desde
tempos imemoriaveis com finalidades demograficas, tributarias e bélicas passou a
valer-se do estudo da andlise combinatéria e probabilidades de tal modo a adquirir
feicoes verdadeiramente cientificas a partir do suporte tedrico apresentado pela
Matematica.[29] [25]

4.2 Analise Combinatodria

Na seara do raciocinio logico matematico e logico quantitativo, o estudo da analise
combinatéria pode desenvolver o raciocinio e contribuir para o desenvolvimento de
uma estrutura mental capaz de ser empregada na andlise de assuntos com aspectos
combinatoérios na arimética, na logica, na teoria dos conjuntos, na topologia e até na
linguistica. [30]

Em particular, a andlise combinatéria possui importante papel na teoria das
probabilidades em fornecer a enumeracao das combinacoes possiveis para se aplicar
as féormulas que calculam a probabilidade, uma vez que a andlise combinatéria é o
estudo dos agrupamentos que se podem formar com os elementos de um determinado
conjunto. [30]

A Analise Combinatéria, ou simplesmente Combinatéria, é a parte da mate-
matica que estuda as estruturas e relacoes discretas na realizacao de contagens de
subconjuntos de um conjunto que satisfazem certas condigoes dadas. [25][24]

O senso comum entre os estudantes é o de que a Analise Combinatéria é o estudo
dos arranjos, combinacoes e permutacoes, mas isto é apenas alguns assuntos do
objeto de estudos da Combinatdria, mas é o necessario e suficiente para enfrentar
uma prova de concurso publico como sera visto.

Esses outros assuntos e problemas do universo da Analise Combinatéria, embora
sejam de grande interesse e possivelmente acessiveis no nivel da educacao basica,
nao serao abordados porque dificilmente sao ou serao empregados em questoes de
concursos publicos.

Nao obstante a restricao a apenas alguns tépicos, a andlise combinatéria tem
sido um dos assuntos mais abordados nas questoes produzidas por diversas bancas
organizadoras dos concursos bastando observar os editais e as préprias provas dos
certames. [10] [9] [31] [30] [15] [7] [17]

No intuito de nortear o desenvolvimento deste trabalho, vale refletir sobre o
seguinte trecho extraido do livro A Matemdtica do Ensino Médio — Volume 2:

“Voceé quer mostrar que é o bom ou quer que seus alunos aprendam?
Se voce prefere a segunda alternativa, resista a tentagao de em cada
problema buscar a solucao mais elegante. O que deve ser procurado é
um método que permita resolver muitos problemas e nao um truque que
resolva maravilhosamente um problema. A beleza de alguns truques sé6
pode ser apreciada por quem tem dominio dos métodos. Combinatoria
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nao é dificil; impossivel é aprender alguma coisa apenas com truques em
vez de métodos.”[28].

Assim, nao sera apresentada a expressao dos famigerados arranjos por entender-se
que seja pouco didatico utilizar férmulas e casos particulares em demasia. [24]

A experiéncia de quem troca o principio fundamental da contagem pela memori-
zacao de férmulas de arranjos é a fatal dificuldade em resolver problemas de andlise
combinatoéria nos concursos publicos.

De fato, conforme se pode depreender da avaliacao realizada pelo Programa Inter-
nacional de Avaliagdo de Estudantes - PISA no Brasil, estudantes cuja memorizagao
é a técnica predominante de aprendizagem apresentam a pior atitude em relacao
a matematica através de ansiedade, baixa motivacao e pouca perseveranca. Disso
decorre um pior desempenho em todos os niveis de dificuldade de problemas. [37]

Passa-se, agora, ao escrutinio de alguns exemplos introdutorios do assunto de
analise combinatoria.

Exemplo 4.2.1: Quantos sao os resultados possiveis que se obtém ao jogar-se uma
moeda nao-viciada duas vezes consecutivas para cima?

A resposta é 4 resultados possiveis. De fato, no primeiro lancamento ha duas
possibilidades, cara ou coroa, e no segundo lancamento, que ocorre imediatamente
depois e de forma independente, hd duas possibilidades, cara ou coroa, gerando os
seguintes resultados:

- Cara no primeiro lancamento e Cara também no segundo langamento;

- Cara no primeiro lancamento e Coroa no segundo lancamento;

- Coroa no primeiro langamento e Cara no segundo langamento;

- Coroa no primeiro langamento e Coroa também no segundo langamento.

Assim, pode-se representar essas configuragoes de resultados possiveis como a

seguir: (CARA,CARA), (CARA,COROA), (COROA,CARA), (COROA,COROA).

Exemplo 4.2.2: Em uma urna, ha bolas vermelhas (V), pretas (P) e azuis (A).
Uma bola é retirada, observada e, em seguida, é devolvida para a urna. Qual o
nimero de resultados possiveis em 3 extracoes sucessivas?

H4 trés possibilidades para a primeira extracao (V, P ou A), trés possibilidades
para a segunda extracao (V, P ou A) e trés possibilidades para a terceira extracao
(V, P ou A). Tem-se um total de 3 -3 -3 = 27 possibilidades.

Exemplo 4.2.3: Numa sala ha 2 mulheres e 3 homens. De quantos modos ¢é possivel
selecionar um casal?

Para a escolha da mulher tem-se duas possibilidades e para a escolha do homem
tem-se tres possibilidades.

Dividindo o processo de selecao em etapas, existem duas possibilidades para a
primeira etapa, que € escolher a mulher, e trés possibilidades para a segunda etapa,
que é escolher o homem.

O ntumero de diferentes casais que podem ser formados é, entao, igual a 2 - 3 = 6.
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Esses exemplos motivam a definicao do doravante chamado Principio Fundamental
da Contagem, que sera enunciado a seguir. [21] [25]

Defini¢ao 4.1 (Principio Fundamental da Contagem): Se um experimento
pode ocorrer em varias etapas sucessivas e independentes de tal modo que:

p1 € o nimero de possibilidades da 1 etapa;

po € 0 nimero de possibilidades da 2% etapa;

pn € 0 nimero de possibilidades da n-ésima etapa.

O numero total de possibilidades de o acontecimento ocorrer ¢ igual a:

Pr-P2:-.."Pn

Embora a bibliografia béasica sobre esse contetido, que esta sedimentada nas
obras [21] e[25], apresente o Principio Fundamental da Contagem como definigao,
a demonstracao desse principio basico pode ser dada como na ideia desenvolvida a
seguir com base no apresentado em [34].

Seja a realizagdo de um experimento com n etapas em que cada uma delas pode
gerar p,, com r = 1,2.3,...,n, resultados possiveis.

Para n = 2, a realizacao de um experimento com duas etapas com p; e p
resultados possivel, respectivamente, em cada etapa resulta na enumeragao como a
seguir:

(i) (12): i (pupe)

Em que (7,j) denoda que a primeira etapa levou ao i-ésimo resultado possivel e a
segunda etapa levou ao j-ésimo resultado possivel. Assim, o conjunto de resultados
possiveis é composto por p; linhas contendo py elementos cada uma, de maneira que
o total de resultados é dado pelo produto p; - ps.

Supondo como hipétese de inducao a validade do Principio Fundamental da
Contagem na realizacao de experimentos com k etapas, quando da realizacao de um
experimento com k + 1 etapas basta considerar o experimento em duas partes.

A primeira parte é a realizacao das k etapas e segunda parte é a realizacao da
(k + 1)-ésima etapa. Assim, o total de resultados possiveis é dado pelo produto
(D1 P2+ Dk) Pre1 =D1- D2 ... Dk Diti-

Desse modo, demonstra-se indutivamente a validade do Principio Fundamental
da Contagem.

Com essa definicao pode-se prever alguns passos no processo de resolucao de
problemas de Combinatéria com o Principio Fundamental da Contagem 4.1 como a
seguir:
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1° passo - Identificar as etapas sucessivas e independentes do problema.
2° passo - Calcular o nimero de possibilidades de cada etapa identificada.

3° passo - Multiplicar os nimeros de possibilidades de cada etapa identificada.

A seguir, a aplicacao do passo-a-passo para a solucao de um exemplo sobre o
questionamento do ntimero de possibilidades de uma determinada situagao:

Exemplo 4.2.4: Para fazer uma viagem de ida e volta da cidade de Divinopolis-MG
para a capital de todos os mineiros, Belo Horizonte, pode-se escolher utilizar como
meio de transporte o onibus, o carro, a moto ou o aviao. De quantos modos é possivel
escolher os meios de transporte se nao for usado na volta o mesmo meio de transporte
usado na ida?

Abordando a situacao apresentada com os passos descritos pode-se identificar a
etapa de escolha do transporte de ida e a etapa de escolha do transporte de volta.

Seguindo os passos, tem-se quatro possibilidades de escolha do meio de transporte
da ida e trés possibilidades para a volta, uma vez que nao se utilizara o mesmo meio
de transporte da ida.

Por fim, basta multiplicar 4 - 3 = 12 que se encontra a quantidade de modos de
fazer essa viagem. Sao eles:

)

onibus, carro); (6nibus, moto); (6nibus, aviao);

moto, 6nibus); (moto, carro);

( )i ( (

(carro, énibus); (carro, moto); (carro, aviao);
( )5 ( (moto,aviao);
( ( (

;
avidao, onibus;) (aviao, carro); (avido, moto).

Antes de continuar, passa-se a uma definicao de substancial importancia no estudo
da Anélise Combinatdéria, qual seja, o Fatorial:

Definicao 4.2 (Fatorial): Sendo n um niimero natural, define-se fatorial de n e
indica-se n! como a seguir:

=1 e (n+1)!=nln+1)

Convém observar que a leitura correta da expressao n! é fatorial de n e nao
n fatorial. Esse erro de leitura pode gerar ambiguidades como, por exemplo, a
expressao 2 + 3! ser erroneamente lida como: dois mais trés fatorial, quando deveria
ser corretamente lida como: dois mais o fatorial de treés.

Pode-se verificar aplicando a defini¢ao 4.2 resultados muito interessantes e cuja
memorizacao, pelo uso frequente, é facil.

Exemplo 4.2.5:
31=3-2-1=6

41=4.3-2-1=24
5!=5-4-3-2-1=120
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4.2.1 Permutacoes simples

Dispor de modo ordenado uma sequéncia de objetos é uma tarefa de escolha de
qual ocupara a primeira posicao e em seguida a escolha de qual ocupara a segunda,
terceira e quarta posicoes sucessivamente até a escolha do tultimo objeto restante
que ocupara o derradeiro lugar. Disso decorre o questionamento motivador desta
subsecao que é o de quantas maneiras é possivel ordenar esses n objetos distintos?
[24]

De modo exploratério, seja o exemplo particular de um problema como esse com
n = 2 objetos. O problema pode ser separado em duas etapas: escolher o primeiro
objeto e escolher o segundo objeto.

Tem-se dois objetos possiveis para o primeiro lugar e um objeto possivel para o
segundo lugar. O total de maneiras é, por isso, igual ao produto 2 -1 = 2.

No caso geral, supondo valido para n = k o total de modos distintos de dispor de
maneira ordenada a sequéncia de k objetos ser igual a k!, a tarefa de ordenar k + 1
objetos pode-se obter através da recorréncia do conceito de fatorial 4.2:

El-(k+1)=(k+1)!

Portanto, indutivamente, o nimero de modos de ordenar n objetos distintos é:
n-(n—1)-...-1=mnl que motiva e fundamenta a defini¢ao a seguir:

Defini¢ao 4.3 (Permutagao Simples): Cada uma das ordenagoes dos elementos
de um conjunto finito é denominada permutacao simples de n objetos e o niimero de
permutacoes simples de n objetos distintos é representado por P, = n!.

Um exemplo de aplicagao imediata desse conceito é visto a seguir:

Exemplo 4.2.6: Quantos sao os anagramas da palavra PROVA? A resolucao
do questionado reside na quantidade de ordenacoes das letras P, R , O, V e A,
que pode ser obtido pela permutacao simples dessas cinco letras que resulta em
Ps=5!=5-4-3-2-1 =120 anagramas.

4.2.2 Permutacoes com objetos repetidos

As permutagoes de elementos nem todos distintos, como na exemplar formacao
de anagramas com a palavra ARARAQU ARA, enfrentam o problema que surge
quando ha elementos repetidos.

No exemplo destacado no paragrafo anterior, a letra A aparece cinco vezes e a
letra R aparece trés vezes. Em uma andlise mais imediata da palavra de dez letras
pode-se alegar equivocadamente que a quantidade de anagramas seria 10!, no entanto,
deve-se considerar as letras repetidas para encontrar o resultado correto.

Para se calcular esse resultado, deve-se dividir o 10! por 5! e por 3! que sao as
quantidades de letras repetidas.

De fato, considere a representacao A; Ry AsRoAsQU AyR3As que destaca as letras
repetidas com indices.
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Apesar de haver possibilidades diferentes de dispor essas letras como A3 R1 Ay R3A1QU Ay Ry As
e A1R3As Ry AsQU A5 Ry Ay, elas sao na realidade indistintas.

Assim, para cada uma das possibilidades de ordenar as cinco letras A e as trés
letras R h&, na realidade, apenas uma disposi¢ao no anagrama.

Como o numero de possibilidades de ordenar A, A, A3z, Ay, As é 5! e de

Ry, Ry, R3 é 3!, o nimero de anagramas da palavra ARARAQU ARA ¢ igual a
10! __ 109876 _ 5040
5131 321 :

Vale notar que ao expandir o 10! pode-se expandi-lo na medida do necessério
para efetuar os cancelamentos de fatores no numerador e denominador.

Desse modo, a definicao seguir revela o ajuste que deve ser promovido quando da

permutacao de objetos em que haja elementos repetidos.

Definigao 4.4 (Permutacao com Objetos Repetidos): A permutacao de n

. |
elementos com «, f3, ..., A deles repetidos resulta em P*#~A = ﬁ modos

distintos.

4.2.3 Permutacoes circulares

O questionamento que motivara essa discussao é o de quantos modos pode-se
colocar n objetos distintos em n lugares equiespacados em torno de um circulo,
considerando equivalentes as disposi¢oes que possam coincidir por rotacao.

Considere a tarefa de dispor trés objetos denotados por ai, as e ag em volta de
uma mesa circular. Dispo-los na ordem ajasaz nao difere da disposicao asasa; nem da
disposicao azajas. Isso ocorre porque pode-se obter a segunda e a terceira disposicoes
por uma simples rotagao da primeira disposi¢cao o que torna as trés posi¢oes acima
equivalentes desse ponto de vista.

Note que no caso de permutagoes simples importam os lugares que os objetos
ocupam ao passo que nesse caso o que importa é apenas a posicao relativa dos objetos
entre si.

O diagrama a seguir ilustra no caso de cinco objetos dispostos circularmente que
a posicao relativa dos circulos numerados nao se altera quando gira, por exemplo, no
sentido anti-horario.

0

Note que as configuracoes possiveis para essa disposicao coincide com o nimero
de objetos. De fato, no caso da ilustracao acima a posi¢ao em que figura o circulo
de numeracao 1 pode ser ocupado pelas demais sem que haja qualquer alteracao na
posicao relativa entre eles.

Por isso, a resposta do problema inicial, que é o nimero de permutacoes circulares
de n objetos distintos, é a permutacgao simples dos objetos salvo as configuragoes
equivalente em que se preservam as posicoes relativas. Esse ajuste é obtido pela

_ ! . .
razao — como definido a seguir.
n
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Definicao 4.5 (Permutacao Circular): O ndmero PC,, de permutagoes circula-
res de n objetos distintos ¢ dado por:

PC, =(n-1)!

4.2.4 Combinacoes simples

Suponha que se dispoe dos seguintes objetos: ai, as, as, as € as e busca-se agrupar
trés desses objetos para formar um conjunto de trés elementos.

Tomando, por exemplo, na seguinte ordem os elementos (az,as,as) ou (as,as,as)
tem-se, obviamente, o resultado desejado em ambas as ordenagoes.

Agrupamentos como esse, que possuem a caracteristica de nao mudar quando
altera-se a ordem de seus elementos, sao chamados de combinagoes.

As combinacgoes simples de classe 3 dos objetos aq,as, az, as € as sao dadas a
seguir:

{al,&%as} {al,&2,a4} {a1,@27a5} {a1,@37a4} {a1,@37a5}
{a17a47a‘5} {a27a37a‘4} {a27a37a‘5} {0’27a47a5} {a3aa’47a5}

O questionamento aqui € o seguinte: dispondo-se de um conjunto com n elementos,
de quantos modos pode-se escolher esses elementos de modo a formar um subconjunto
deste conjunto com p elementos?

Note que a utilizacao da linguagem dos conjuntos é a apropriada para tratar desse
tipo de agrupamento, porque nao existe ordem entre os elementos de um conjunto.

Para ilustrar o raciocinio empregado, veja-se o exemplo a seguir:

Exemplo 4.2.7: Seja o conjunto {1,2,3,4,5} e a formacao de subconjuntos com
dois elementos desse conjunto.

As possibilidades podem ser evidenciadas pelo processo a seguir:

- {1,2},{1,3},{1,4} e {1,5}, fixando o nimero 1;

-{2,3},{2.4} e {2,5}, fixando o nimero 2;

- {3,4} e {3,5}, fixando o numero 3;

- {4,5}, fixando o nimero 4.

Resulta dai um total de 4+3+42+41=10 subconjuntos com 2 elementos.

Note que se corre o risco de algum subconjunto ser esquecido nesse processo,
sobretudo se houver um nimero grande de elementos. Por isso, a anédlise combinatoria
¢ uma ferramenta poderosa na obtencao do resultado seguro da contagem sem a
necessidade de descrever os agrupamentos. A definicao dada a seguir garante esse
resultado:[25][24]

Defini¢ao 4.6 (Combinagao Simples): Seja um conjunto com n elementos, o
numero de subconjuntos com p elementos é igual ao niimero de combinacoes de n
elementos tomados p a p dado por:

!

Chp= ',0<p§n

pl(n —p)!
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n - : :
Chp = ( ) (notacao mais comum em textos mais avancados)
D

A maneira mais pratica de utilizar essa expressao é atentando para o seguinte
fato: o nimero de combinagoes é sempre um nimero natural que resulta da expressao
de uma fracao cujo denominador é o produto de dois fatoriais.

Colocar no denominador o fatorial expandido do menor fator de forma que a
expansao do fatorial do numerador cesse no fatorial do maior fator do denominador
facilita a execucao da simplificagao dos fatores comuns ao numerador e ao denominador
da fracao.

No caso do ilustrado no exemplo 4.2.7 apresentado, tem-se cinco elementos no
conjunto, ou seja, n = 5 e escolhe-se dois desses cinco elementos sendo p = 2. Dai:

51 51
Cs2 21(5—2)l 213l
5-4.3
- 2-1-3!
5.4
2.1

Que ¢ exatamente o numero de subconjuntos que fora encontrado no exemplo
4.2.7 e ilustra a maneira pratica de lidar com os fatores da fragao.

4.2.5 Combinacoes completas

Considere a tarefa de escolher trés elementos do conjunto A = {ay, as, as, as}
podendo para tanto repetir o elemento escolhido. Para tanto, sao vinte os resultados
possiveis:

{ar,a1,a1} {ay,a1,a0} {ag,a0,a1} {as,as, a1} {as,a4,a:}
{a1,a2,a3} {ag,az,a2} {ar,a1,a3} {az,az2,a3} {as, as, az}
{as, 04,02} {ar,a0,a4} {as,as,a3} {ar,a1,a4} {ag, a2, a4}
{asaas,%} {CL4,(14,CL3} {Cll,as,a4} {a4,a4,a4} {(ZQ,CLg,CL4}

Enquanto as combinagoes simples abordam questoes relativas a escolha de p
objetos distintos entre n objetos distintos disponiveis, as combinacoes completas, ou
com repeticao, abordam o problema de escolher p objetos distintos ou nao entre n
objetos distintos dados.

Desse modo, como lecionado em [24] e [25], determinar o nimero de solugoes
inteiras e nao-negativas da equacao z1 + x2 + ...+ x,, = p é objeto da atencao das
combinagoes completas e uma forma alternativa de interpretacao do fenémeno da
combinagao completa.

Pode-se colocar o problema de como encontrar valores inteiros nao-negativos para
as variaveis xq, o, T3 € x4 em que x;, ¢ = 1,2,3,4 é a quantidade em que o elemento
a; é tomado na escolha de modo que z1 + x9 + x5 + x4 = 3.
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Dai, para o caso ajajas tem-se 2+ 1+ 0+ 0 = 3 e para o caso ajazas tem-se
140+ 1+ 1=3. Assim, representando as solugoes possiveis (e, consequentemente,
as possibilidades de combinagoes) com sinais positivos + que juntos representam o
valor da incégnita e por barras (|) que servem para separar as incdgnitas, pode-se
visualizar essas solugoes como a seguir: + + | + || e +|| 4 |+, respectivamente.

Portanto, cada solugao serd representada por uma fila com n — 1 barras(]) e p
sinais positivos (+). Logo, escolhendo no n + p — 1 lugares da fila os p lugares onde
estarao os sinais positivos (+), os demais serao ocupados pelas barras (|). Isto pode
ser feito de Chypo1p.

Entao, a interpretacao de questoes de combinagoes completas ou com repeticao
ensejam a defini¢ao a seguir:

Definicao 4.7: O numero de combinagoes completas ou com repeticao de n objetos
tomados p a p é denotado por C'R,,, e dado por:

n—1 (n + b— 1)
CRup =Py = Pln—1) Creto-1

4.2.6 Formulas combinatodrias

O emprego de relacoes e expressoes para permutacoes e combinagoes podem ser
ferramentas muito 1teis na resolucao de grande parte dos problemas para quem
memoriza esse repertério de técnicas.

De inicio, seja o ilustre triangulo aritmético de Tartaglia-Pascal formado pelos
nimeros binomiais C,, , (também conhecidos como coeficientes binomiais ou niimeros
combinatérios) dispostos em um quadro como na defini¢ao a seguir:[25][24]

Definigao 4.8 (Triangulo de Pascal): Denomina-se Triangulo de Pascal o quadro
formado pelos nimeros binomiais C,, , dispostos como segue:

Coo
Cio Cia
Coo Ca1 O

C130 031 C(32 C’33

) ) )

Cuio Cun Cuz Cyz Cug

)

Que pela definicao 4.6 fornece:

— = =
=~ W N =
D W o=
=~

—_

Contando as linhas e as colunas a partir de zero, o elemento que figura na linha
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n e na coluna p é denotado por C,, ,.[25][24]

A Relacao de Stifel apresentada a seguir ird promover um método pratico e rapido
de construgao do Triangulo de Pascal.[25][21]

Proposicao 4.1 (Relagao de Stifel):
Cn,p + Cn,p-&-l = Cn+1,p+1

Demonstracao. A prova dessa importante relacao mobiliza conceitos basicos e
imediatos de combinatéria. Para tanto basta considerar um conjunto A que
possua n + 1 elementos sendo um dos elementos desse conjunto o elemento a.

A combinagao de p + 1 elementos desse conjunto fornece o nimero de subcon-
juntos de A com p + 1 elementos, logo, tem-se C11 pi1.

Esse resultado obtido de modo imediato pela definicao 4.6 de combinacao é
igual a soma do nimero de subconjuntos nos quais a nao figura, dado pela relagao
Chpt1, com o nimero de subconjunto nos quais a figura, dado por C,,. [24] O

A demonstragao da Relagao de Stifel 4.1 reforca o aspecto basilar do Principio
Fundamental da Contagem 4.1 na abordagem de problemas e fornece o elemento do
quadro do Triangulo de Pascal a partir da soma dos elementos da linha anterior que
ocupam a mesma coluna e a coluna anterior.

Proposicao 4.2 (Relagao das Combinagoes Complementares):
Cn,p = Cn,nfp

Demonstracdo. Seja um conjunto com n elementos, o nimero de subconjuntos
com p elementos é igual ao nimero de combinagoes de n elementos tomados p a
p dado por:

n! n!

B g R e v [ s

que ¢ igual ao nimero de combinagoes de n elementos tomados n —p a n — p, ou
seja, o numero de subconjuntos com n — p elementos do conjunto com n elementos.

[25]

A ideia principal ensejada por essa relacao é a de que o niimero de modos
de tomar p elementos entre n elementos de um conjunto ¢ igual ao nimero de
modos de nao tomar n — p elementos. [24] O

Proposicao 4.3 (Teorema das Linhas):
Cn,O + Cn,l + On,2 +...+ Cn,n =2"

Demonstracdo. A soma dos elementos da linha n vale 2", que é igual ao nimero
de subconjuntos de um conjunto com n elementos. [25][24]
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De fato, uma vez que C, , fornece o nimero de subconjuntos com p elementos
de uma conjunto com n elementos, entao C,, o+ Cy 1+ Cro+. ..+ C,, resulta no
numero total de subconjuntos obtidos a partir de um conjunto com n elementos,
que é 2™,

0]

4.3 Probabilidades

Desenvolvido o arcabouco central do importante estudo da Andlise Combinatoria,
a teoria das Probabilidades faz uso desse expediente de modo fundamental. Inici-
almente, contemple a seguir a inspiradora citacao de Pierre Simon Laplace em sua
obra Ensaio filoséfico sobre as Probabilidades:

“A teoria do azar consiste em reduzir todos os acontecimentos do mesmo
género a um certo niumero de casos igualmente possiveis, ou seja, tais
que estejamos igualmente inseguros sobre sua existéncia, e em determinar
o numero de casos favoraveis ao acontecimento cuja probabilidade é
buscada. A razao deste ntimero para o de todos os casos possiveis é a
medida desta probabilidade, a qual é portanto uma fracao cujo numerador
é o nimero de casos favoraveis e cujo denominador é o nimero de todos
0s casos possiveis”.[27]

Conforme [25] e [20], a teoria das probabilidades é o ramo da matemadtica em que
sao desenvolvidos estudos para serem utilizados na andlise de experimentos aleatérios.

Ainda nessas referéncias, um experimento é dito aleatério quando ele pode ser
repetido sob as mesmas condi¢oes inimeras vezes e os resultados nao podem ser
previstos com absoluta certeza.

Embora nao se possa afirmar qual é o resultado do experimento aleatério, em
geral pode-se descrever o conjunto que abriga todos os resultados possiveis.

Quando é possivel fazer uma previsao do resultado de um experimento, ele é
chamado de deterministico.

Experimentos ou fenomenos aleatorios acontecem com bastante frequéncia no
cotidiano como pode-se facilmente verificar nos questionamentos sobre se chovera
amanha ou de qual a chance de se ganhar na loteria.

Segue alguns exemplos de experimentos aleatérios:

- Jogar um dado e observar o nimero mostrado na face superior;

- Jogar uma moeda e observar a face de cima.

O que os experimentos acima apresentam em comum Sao as caracteristicas
que definem um experimento aleatorio, quais sejam, cada experimento podera ser
repetido indefinidamente sob condigoes essencialmente idénticas e, embora nao se
possa afirmar qual é o resultado do experimento, é possivel descrever o conjunto de
todos os resultados possiveis do experimento.

4.3.1 Espaco Amostral

Para cada experimento aleatério, define-se o espago amostral S como o conjunto
de todos os resultados possiveis do experimento.
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Considerando os experimentos aleatorios descritos anteriormente, considere a
tarefa de descrever o espaco amostral para cada um deles.

O experimento de jogar um dado e observar o niimero mostrado na face superior
pode resultar em uma das seguintes numeracoes de face do dado: 1, 2, 3, 4, 5 ou 6.
Portanto, S = {1,2,3,4,5,6}

Ja o experimento de jogar uma moeda e observar a face de cima, tem-se: S =
{Cara,Coroa}.

Ou seja, ao efetuar um experimento aleatério, o primeiro passo consiste em
descrever todos os resultados possiveis explicitando o conjunto de possiveis resultados,
que é denominado Espaco Amostral, e assim determinar o nimero de elementos que
pertencem a ele.

4.3.2 Evento

Todo subconjunto do Espaco Amostral é chamado de evento.

Recordando o experimento aleatério do lancamento do dado, jogando um dado e
observando o nimero mostrado na sua face superior, o subconjunto A = {2,3,5} é o
evento que acontece se o numero mostrado na referida face superior é um niimero
primo.

Outros eventos relativos a esse mesmo Espago Amostral S = {1,2,3,4,5,6} do
dado podem ser, por exemplo:

- Ocorréncia de nimero menor que 5, B = {1,2,3,4};

- Ocorréncia de nimero menor que 7, C' = {1,2,3,4,5,6} = S,

- Ocorréncia de nimero maior que 6, D = ().

Diz-se evento certo o evento que é igual ao Espago Amostral, e evento impossivel
quando o evento é igual ao conjunto vazio.

4.3.3 Probabilidades de Laplace

Ainda considerando o caso do evento A = {2,3,5}, visto anteriormente, dos
resultados possiveis de numeracao na face superior no lancamento de um dado. Uma
vez que sao trés numeros de um total de seis possiveis, intuitivamente esperara-se
que ao repetir o experimento um grande ntimero de vezes obtém-se algum desses
numeros na face superior do dado em aproximadamente a metade das vezes. De
fato, os experimentos nao causam interferéncias um no outro nem o dado ¢é viciado
privilegiando qualquer resultado.

O que esta por tras desse raciocinio intuitivo é o seguinte: cada um dos elementos
que compoem o espaco amostral sao igualmente provaveis de se observar quando
da realizacao do experimento e o nimero de elementos do evento, denotado por
n(A) = 3, é justamente a metade dos elementos do Espago Amostral, denotado por
n(S) = 6.

Essas consideracoes motivam a definicao de probabilidade de um evento A da
seguinte forma:|[25)]

Defini¢ao 4.9 (Probabilidade de Laplace): Seja S o espaco amostral composto
por um numero finito de eventos equiprovaveis e A um evento desse espaco amostral.
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Sendo P(A) a probabilidade do evento A, n(A) o nimero de elementos do evento A
e n(S) o numero de elementos do Espaco Amostral, tem-se:

n(A)
P(A) = —=
(4) n(S)
Como visto no trecho extraido da obra de Laplace [27] que ilustrou o inicio desta

secao 4.3, observa-se a referéncia aos elementos do evento como os casos favoraveis,
ou desejados. Uma vez que os elementos do espago amostral sao chamados de casos
possiveis, tem-se:

Numero de casos favordveis
Probabilidade = — — (4.1)
Ntumero de casos possiveis

4.3.4 Espaco de probabilidade

Uma vez desenvolvido o caso particular da probabilidade como quociente do

numero de casos favoraveis pelo niimero de casos possiveis ensejada pelas primeiras
defini¢oes formais de probabilidade e que resolve boa parte dos exercicios e problemas

encontrados na educagao basica, desenvolver-se-a a situacao geral a partir da seguinte
definigao:[25][24]

Definigao 4.10: Seja um conjunto S denominado Espago Amostral e uma fungao
P definida em todos os eventos de S. A funcao P é uma probabilidade se associa a
cada evento A de S um nimero P(A) tal que:

1) 0 < P(A) <1, para todo evento A C S;
2) P(0) =0 (Evento impossivel), P(S) =1 (Evento certo);

3) Se os conjuntos A e B, subconjuntos de S, forem disjuntos (chamados eventos
mutuamente exclusivos), ou seja, AN B = (), entao P(AU B) = P(A) + P(B).

Dai seguem proposicoes que encerram resultados titeis, embora as vezes até simples,
que podem ser ferramentas valiosas na resolucao de problemas de probabilidades.

Proposicao 4.4: Seja um evento A do espaco amostral S e o seu complementar
AC . entédo:
P(A%) =1— P(A)

Demonstracdo. Uma vez que AUA® = S e obviamente sdo disjuntos os conjuntos
A e A® tem-se diretamente dos itens 2 e 3 da definicao 4.10:

P(S)=1% P(AUAY) =1& P(A)+ P(A°) =1 & P(A%) =1 P(A)
0

Proposigao 4.5: Sejam A e B os subconjuntos do espago amostral S. Se A C B,
entdao P(A) = P(B) — P(B — A).



Capitulo 4. O Contetido de Andlise Combinatéria e Probabilidades 29

Demonstracao. Dado que A C B, entao pode-se escrever B = AU (B — A) de
maneira que os conjuntos A e (B — A) nao possuem elementos comuns.

Assim, o item 3 da Definicao 4.10 garante, pelo fato de serem disjuntos os
conjuntos A e (B — A), que:

P(B) = P(AU (B — A)) = P(A) + P(B — A).
Entdao P(A) = P(B) — P(B — A). O

Desse resultado obtém-se imediatamente o corolario a seguir:

Corolério 4.1: Se A C B, entao P(A) < P(B).

Demonstracao. Uma vez que, pela proposi¢ao 4.5, P(A) = P(B) — P(B — A) =
P(B—A)=P(B)—P(A)e P(B— A) >0, pela definigao 4.10, tem-se:

P(B—A)>0= P(B)— P(A) > 0= P(B) > P(A).

Proposicao 4.6 (Probabilidade da Uniao):
P(AUB)=P(A)+P(B)— P(ANB)

Demonstragao. Como pode-se escrever A = (A — B) U (AN B) como a unido de
conjuntos disjuntos e B = (B — A) U (BN A) da mesma forma, tem-se, pelo item
3 da definicao 4.10, que:

P(A) = P(A— B) + P(AN B)

P(B) = P(B— A)+ P(AN B)

Cuja soma membro a membro fornece:

P(A)+ P(B) = P(A— B)+ P(B— A)+ P(ANB) + P(AN B).
Assim,
P(A)+ P(B)— P(ANnB)=P(A—B)+P(B-—A)+ P(ANB) &

P(A-B)U(B-—AU(ANB)) &
= P(AUB)

4.3.5 Combinacao de eventos

Pode-se empregar as vérias técnicas vistas na secao anterior para combinar conjun-
tos, mais especificamente eventos, para formar novos conjuntos e consequentemente
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novos eventos.

Considere dois eventos A e B e a uniao desses dois eventos. O evento uniao
denotado por AU B ocorre se, e somente se, ao menos um dos eventos ocorrer. Ou
seja, AU B ocorre se, e somente se, ou A, ou B, ou ambos ocorrerem.

Considerando ainda os dois eventos A e B e a intersecao desses dois eventos,
denotado por AN B, ocorre se, e somente se, os dois eventos ocorrerem, ou seja, A e
B ocorrerem.

Por fim, o evento complementar de A, denotado por A®, ocorre se, e somente se,
nao ocorre A.

Resgatado da secao anterior os principais conceitos nessa breve introducao, seguem
os exemplos.

Exemplo 4.3.1: Jogando um dado e observando o nimero mostrado na face
superior, tem-se: S = {1,2,3,4,5,6}.

Considerando os seguintes eventos:

- Ocorréncia de um nimero impar, A = {1,3,5};

- Ocorréncia de um numero par, B = {2,4,6};

- Ocorréncia de um nimero menor ou igual a 3, C' = {1,2,3}.

Desta forma, tem-se os seguintes eventos obtidos pela combinagoes dos anterior-
mente vistos:

- Ocorréncia de um nimero impar “ou”um nimero par, AU B = {1,2,3,4,5,6};

- Ocorréncia de um nimero impar ou de um niimero menor ou igual a 3, AUC =
{1,2,3,5};

- Ocorréncia de um nimero par ou de um numero menor ou igual a 3, BUC' =
{1,2,3,4,6};

- Ocorréncia de um nimero impar “e”’par AN B = ().

Note que nesse ultimo caso, o resultado foi o conjunto vazio porque nao existe
numero que seja simultaneamente par e impar. Nesse caso diz-se que os eventos A e
B sao mutuamente exclusivos.

Tem-se, ainda, os seguintes exemplos de eventos:

- Ocorréncia de um nimero impar e menor ou igual a 3, ANC = {1,3};

- Ocorréncia de um nimero par e menor ou igual a 3, BN C = {2};

- Nao ocorrer um ntimero fmpar, A® = {2.4,6};

- Nao ocorrer um ntimero par, B¢ = {1,3,5};

- Nao ocorrer um ntimero menor ou igual a 3, C¢ = {4,5,6}.

4.3.6 Probabilidades condicionais

Considere a seguinte situacao ilustrativa: ha 400 homens e 600 mulheres dispu-
tando uma unica vaga de um concurso publico cujo critério de selegao é o sorteio.

Dessa forma, como ha 1.000 candidatos na concorréncia, a probabilidade de um
homem ser sorteado é igual a 400/1000 = 0,4 = 40% e a probabilidade de uma
mulher ser sorteada ¢ igual a 600/1.000 = 0,6 = 60%

A chance de ganhar essa vaga de um candidato singular é de 1/1.000 = 0,001 =
0,10%.
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Estas sao as probabilidades a priori, isto é, antes que o concurso ocorra, que o
experimento aleatério se realize.

Suponha que a divulgagao preliminar do concurso informa que o candidato
sorteado é um homem. A frustracao entre as candidatas é compreensivel porque a
chance de alguma mulher conseguir a vaga agora ¢é igual a 0. Essa é uma probabilidade
a posteriori, isto é, depois de realizado o experimento.

Contudo, as chance de um homem conquistar a vaga aumentou, pois nao hé mais
1.000 concorrentes, e sim 400. Os casos possiveis agora totalizam 400 pessoas. A
chance de um candidato singular do sexo masculino vencer que antes era de 0,10%
passa a ser de 1/400 = 0,0025 = 0,25%. Note que o Espago Amostral foi reduzido.

Considere agora o experimento que consiste em jogar um dado nao-viciado. Sejam
o espago amostral S = {1,2,3,4,5,6} e os eventos A = {24,6} e B = {1,2,5}.

Tem-se que a probabilidade de ocorrer o evento B é igual a P(B) = n(B)/n(S) =
3/6 = 1/2, que é a probabilidade de B a priori, antes que o experimento se realize.

Suponha que, uma vez realizado o experimento, seja informado que o resultado
do mesmo ¢ um nimero par.

A expectativa sobre a ocorréncia do evento B se modifica com essa informacao,
uma vez que somente podera ter ocorrido o evento B se o resultado do experimento
tiver sido o nimero 2.

Essa expectativa é quantificada com a introducao de uma probabilidade a poste-
riori ou, como sera denominada doravante, probabilidade condicional de B dado A,
definida a seguir:

Definicao 4.11 (Probabilidade Condicional): Dados dois eventos A e B, a
probabilidade condicional de B dado A é o numero P(A N B)/P(A) representado
por P(B|A) como segue:

P(ANB)

Dai, no caso do experimento dos dados visto anteriormente, tem-se P(B|A) =
P(AN B)/P(A) =1/3. Esse resultado é obtido sabendo que, no caso, ocorreu um
numero par e, por isso, o Espaco Amostral, que sao os casos possiveis, deixa de ser S
e passa a ser A.

A probabilidade de ocorrer B sabendo que A ocorreu pode ser obtida através da
ideia de que o novo Espaco Amostral é o conjunto A e caso seja finito, tem-se:

P(BJA) = Casos desejados

Casos possiveis
Casos desejados em A

n(4)

Para calcular a probabilidade de ocorrer o evento B, deve-se restringir aos elementos
comuns de A e B. Portanto, os casos desejados sao os elementos da intersecao entre
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Ae B.

ANB 1
Probabilidade de ocorrer B sabendo que A ocorreu = % =3
n

A expressao da probabilidade de ocorrer B sabendo que A ocorreu expressa por

P(ANB)
P(B|A) = ———————=
(Bl4) = =5
da Multiplicacao:

pode ser apresentada da seguinte forma, denominado Teorema

P(ANB)= P(B|A)- P(A). (4.2)

Ou seja, a probabilidade de ocorrerem os eventos A e B é igual a probabilidade de
ocorrer A vezes a probabilidade de ocorrer B sabendo que A ocorreu.

Se a ocorréncia do evento A nao influir no calculo da probabilidade do evento B,
os eventos sao ditos independentes e neste caso, tem-se:

P(A)- P(B) = P(AN B). (4.3)



D

Aplicacao de questoes de concurso no

ensino de Analise Combinatoéria e Pro-
babilidades

A presente proposta é destinada a professores de matematica do Ensino Médio
com a finalidade de apresentar e desenvolver atividades envolvendo os contetdos de
Analise Combinatéria e Probabilidades desse grau de ensino com base na metodologia
de resolucao de problemas, dentro da linha das questoes de concursos ptublicos de
nivel médio de escolaridade.

As atividades propostas para aplicacao de questoes de concurso no ensino de
matematica pode ser uma oportunidade de o estudante desenvolver estratégias
de pensamento critico atentando para a importancia da matematica como uma
ferramenta que lhe permite uma melhor compreensao da realidade que o cerca.
Invariavelmente um caminho para este objetivo é propor situacoes problemas a partir
dessa realidade de sorte que o estudante melhore seu desempenho na resolugao de
problemas. [33][13][14][15][22]

As questoes de concurso escolhidas para essa proposta permitem explorar as
estratégias de resolugao de problemas como, por exemplo, o passo-a-passo apresentado
quando na abordagem da combinatéria na secao 4.2 ou as Probabilidades de Laplace
apreciadas na secao 4.3, bem como resolver por meio de expedientes como a tentativa
e erro, a organizacao de uma lista, confeccao de uma tabela ou figura, conjecturar
uma lei de formacao e testa-la, abordar o problema de tras para frente. [33]

A escolha das questoes seguiu o mesmo critério utilizado pelo brilhante professor
Augusto Morgado na coluna “O que cai por ai "da Revista do Professor de Matematica
em meados da década de noventa em que questoes de concursos publicos e vestibulares
pais afora eram publicadas em razao de sua criatividade, nivel de dificuldade ou
baixo aproveitamento com o intuito de fomentar o ensino da matemaética. [!]

Ao resolver os problemas sugeridos nas questoes com o conteudo de Anadlise
Combinatoria e Probabilidades nos concursos piublicos, tem-se como objetivo anali-
sar as etapas e os processos utilizados na sua resolugao e também discutir alguns
aspectos da resolucao de problemas usados como metodologia no ensino de matema-

33
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tica em consonancia com as propostas oficiais de ensino apresentadas previamente.

Coligiu-se questoes de concursos ptblicos de nivel médio do governo estadual
mineiro e federal para ilustrar quao rica pode ser essa abordagem em sala de aula
e como esse instrumento de selecao dos quadros para o ingresso no servigo publico
pode ser estimulante para o ensino de matematica.

5.1 Questoes de Analise Combinatodria

De inicio, seja a questao do concurso publico destinado a selecionar candidatos
para o provimento de cargos de Técnico Administrativo da Agéncia Nacional De
Energia Elétrica - ANEEL, a seguir:[3]

Questao 5.1.1: Em um campeonato de ténis participam 30 duplas, com a mesma
probabilidade de vencer. O nimero de diferentes maneiras para a classificagao dos 3
primeiros lugares é igual a:

Com base no passo a passo apresentado como consequéncia da definicao 4.1 do
Principio Fundamental da Contagem, deve-se identificar as etapas do problema que
sao: escolher o primeiro, o segundo e o terceiro colocado.

Dai, a etapa seguinte é calcular a quantidade de possibilidades em cada etapa.
Tem-se 30 possibilidades para o primeiro colocado, 29 possibilidades para o segundo
colocado e 28 possibilidades para o terceiro colocado.

Finalmente, basta multiplicar 30 - 29 - 28 = 24.360 que é o ntimero de diferentes
maneiras para a classificacao requerida.

Devido ao modesto nivel de dificuldade da questao, nota-se o imediato emprego
da habilidade de resolver problemas elementares de contagem utilizando o principio
multiplicativo previsto nos Contetdos Basicos Comuns da rede estadual mineira.
Contudo, nao serd menor a satisfacao do estudante pela superacao de encontrar a
resposta correta. [33] [22]

Contudo, caso o estudante considere, equivocadamente, que as permutagoes nas
posicoes da classificacao possam ser equivalentes, ou seja, nao importa a ordem da
classificagao, mas apenas quais duplas figuram nos trés primeiro lugares, o problema
passa a ter um carater de Combinacao Simples 4.6 em que dado trinta duplas toma-se
trés. Assim, obtém-se como a seguir: Csp3 = 30L__ 30'?,’?'28 = 4060.

31(30—3)!
Um valor incorreto que figura capciosamente no rol de opg¢oes causando uma

possivel dificuldade para o estudante acertar a resposta certa.
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Segue uma questao do concurso publico para provimento da carreira de Técnico
(nivel médio) do Ministério Ptblico da Uniao - MPU. [19]

Questao 5.1.2: Paulo possui trés quadros de Gotuzo e trés de Portinari e quer
expo-los em uma mesma parede, lado a lado. Todos os seis quadros sao assinados e
datados. Para Paulo, os quadros podem ser dispostos em qualquer ordem, desde que
os de Gotuzo aparecam ordenados entre si em ordem cronoldgica, da esquerda para
a direita. O nimero de diferentes maneiras que os seis quadros podem ser expostos é
igual a

(A) 20.
(B) 30.
(C) 24
(D) 120.
(E) 360

A questao envolve a disposi¢ao dos seguintes quadros: trés quadros de Gotuzo e
trés de Portinari, e o nimero de diferentes maneiras que esses seis quadros podem ser
expostos, desde que os de Gotuzo aparecam ordenados entre si em ordem cronoldgica,
da esquerda para a direita.

Vale lembrar que a descricao do problema em termos matematicos é o principio
da resolucao de uma situacao-problema. Dai passa-se a essa traducao.

Os trés quadros de Gotuzo serao denotados por Gy, Gy e G3 e os trés quadros de
Portinari serao designados por P, P, e Pj.

O numero de diferentes maneiras na qual os seis quadros podem ser expostos, em
qualquer ordem, é a permutacao simples de seis, que ¢ igual a 6! = 720.

Dentro dessas 720 maneiras em que os seis quadros aparecem, os trés quadros de
Gotuzo se apresentam em seis diferentes ordens, que é o resultado da permutacao
simples dos trés quadros em que os quadros de Gotuzo nao estao necessariamente
um ao lado do outro.

Qualquer que seja a exposicao dos seis quadros, uma das disposicoes dos quadros
de Gotuzo estara presente e todas as sequéncias dos quadros de Gotuzo se repetirao
a mesma quantidade de vezes.

Dai, como se tem um total de 720 maneiras diferentes em que os seis quadros
podem ser apresentados e ha seis possiveis sequéncias para os quadros de Gotuzo, pois
é a permutacao dos trés, entao cada uma dessas sequéncias aparecerd 720/6 = 120
vezes.

Entao a sequéncia que representa os quadros de Gotuzo em ordem cronoldgica se
repetira 120 vezes.

Outro modo de abordar a questao seria lembrar que existe um tnico modo de
dispor os quadros de Gotuzo em ordem cronoldgica e, das seis posicoes disponiveis,
trés posigoes serao ocupadas.
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A Combinagao Simples 4.6 de 6 tomados 3 a 3 fornece quantos modos as trés
6l _ 6 _ 6543 _ 654 _
31(6—3)! _ 3131 — 3k3l 321

posicoes poderao ser ocupadas como a seguir: Cg 3 =
20.

Dai resta colocar os quadros de Portinari nas trés posigoes restantes. Essa tarefa
constitui uma Permutacao Simples 4.3 de trés objetos P =3!=3-2-1=6.

Finalmente, uma vez que a etapa de dispor os trés quadros de Gotuzo possui
20 possibilidades e a etapa seguinte de dispor os trés quadros de Portinari possui
6, tem-se, pelo Principio Fundamental da Contagem 4.1, 20 - 6 = 120 possibilidades
totais.

A ordenacao dos quadros de Gotuzo cronologicamente como solicitado no enunci-
ado pode ser equivocadamente interpretado pelo estudante de maneira que pareca
imperativo que eles figurem um ao lado do outro da esquerda para a direita. Caso
isso ocorra, os trés quadros de Gotuzo figurariam como se fossem apenas um quadro.

Dai, o problema da questao tornar-se-ia permutar os trés quadros de Portinari e
um conjunto de quadros de Gotuzo, ou seja, uma permutacao de quatro objetos, que
resulta em P, = 4! = 24 possibilidades.

Essa conclusao esté errada e, por isso, consta nas opcoes para atrair os estudantes
que de maneira impensada optaram por esse raciocinio erroneo.

Outro raciocinio que encaminha o estudante para o erro e também figura nas
opcoes da questao é o de desconsiderar as ordenacoes possiveis dos quadros de
Portinari.

Nesse caso, o problema da questao resume-se a encontrar as trés posicoes em que
figurard os quadros de Gotuzo em ordem cronoldgica da esquerda para a direita. Isso
pode ser feito pela Combinacao Simples 4.6 de seis posicoes tomadas trés a trés cujo
resultado obtido sao 20 possibilidades.

Segue uma questao do concurso publico destinado a selecionar candidatos para o
provimento de cargos de Técnico de Finangas e Controle da Secretaria Federal de
Controle Interno do Ministério da Fazenda.[10]

Questao 5.1.3: Em uma circunferéncia sao escolhidos 12 pontos distintos. Ligam-
se quatro quaisquer destes pontos, de modo a formar um quadrilatero. O niimero
total de diferentes quadrilateros que podem ser formados é:

(A) 128
(B) 495
(C) 545
(D) 1.485
(E) 11.880

A ordem dos vértices dos quadrilateros formados conforme descrito no enunciado
da questao acima apresentada nao é relevante na sua determinacao e uma vez
havendo doze pontos distintos (estes pontos nao sao colineares porque estdo em uma
circunferéncia), deve-se escolher quatro para determinar cada quadrilatero.
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Conforme a definicao 4.6 de Combinagoes Simples e sendo o conjunto formado
pelos 12 pontos, o nimero de subconjuntos com 4 pontos ¢é igual ao nimero de
Combinagoes Simples 4.6 de 12 pontos tomados 4 a 4 e pode-se fazer isso de Ci94 =
4!(112—214)! = i!—QS!! = 495 maneiras.

Caso o estudante considere enganosamente relevante a ordem de escolha dos
vértices do quadrilatero, tem-se para cada uma das 495 possibilidades de escolha
dos vértices, P, = 4! = 24 formas de permuta-los. Assim, seriam 495 - 24 = 11.880
maneiras de formar um quadrilatero. Nao por acaso, astuciosamente consta no rol
de assertivas esse valor incorreto.

Segue mais uma questao do concurso publico para provimento de cargos de

Técnico de Finangas e Controle da Controladoria-Geral da Unidao - CGU. [11]

Questao 5.1.4: Agata é decoradora e precisa atender o pedido de um excéntrico
cliente. Ele - o cliente - exige que uma das paredes do quarto de sua filha seja
dividida em uma sequéncia de 5 listras horizontais pintadas de cores diferentes, ou
seja, uma de cada cor. Sabendo-se que Agata possui apenas 8 cores disponiveis,
entao o nimero de diferentes maneiras que a parede pode ser pintada ¢ igual a:

(A) 56

(B) 5760
(C) 6720
(D) 3600
(E) 4320

Na situacao-problema apresentada no enunciado da questao acima hé 8 possibili-
dades de cores para a primeira listra horizontal pintada na parede, 7 possibilidades
para segunda listra, 6 possibilidades para a terceira listra, 5 possibilidades para a
quarta listra e 4 possibilidades para a quinta listra.

Pelo Principio Fundamental da Contagem 4.1, Agata pode pintar a sua parede
de 8-7-6-5-4=6.720 maneiras.

Caso o estudante se precipite ao fazer os calculos do produto do nimero de cores
disponiveis, que sao oito, pelas sete restantes obtém-se o valor 8 - 7 = 56 que logo
se apresenta nas opgoes da questao. O agodamento na apreciacao de uma assertiva
compativel com algum calculo realizado pode induzir ao erro como nesse caso.

Vale destacar a semelhanca entre o resultado da permutacao Ps com a assertiva
figurada na letra “E”da questao. Nao obstante a ébvia diferenca, o estudante mais
afobado pode ignorar a notavel diferenga e incorrer em erro ao assinalar essa opgao
ao obter equivocadamente o resultado da permutacao das oito cores disponiveis.

5.2 Questoes de Probabilidades

Passa-se agora a apreciacao das questoes de concurso que abordam o contetido
de Probabilidades comecando a seguir com uma questao do concurso publico para
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provimento de cargos da carreira de Fiscal Assistente de Transportes e Obras Rodo-
viarios do quadro de pessoal do Departamento de Estradas de Rodagem do Estado
de Minas Gerais - DER/MG. [30]

Questao 5.2.1: Num molho ha dez chaves e duas abrem um certo cadeado. Se
Antonio pegar ao acaso uma chave, a probabilidade de que ele consiga abrir o cadeado
com essa chave ¢é de:

(A) 3
(B) 3
() 3
(D) 1%
(B) 5%

A resolucao da questao ¢é a aplicacao imediata do calculo de probabilidades de
eventos equiprovaveis fornecido pela equacao 4.1. A probabilidade procurada é de:
Ntimero de casos favoraveis 2

1
Probabilidade = —; e
Ntumero de casos possiveis 10 5

Contudo, o raciocinio do estudante pode enveredar pelo erro. Dado que a
retirada ao acaso é de apenas uma chave de um total de dez chaves, o resultado
da probabilidade pode ser equivocadamente calculado como 1—10, causando o erro na
marcacao da resposta certa da questao.

Segue mais uma questao dos concursos publicos do Governo do Estado de Minas
Gerais, desta vez do concurso publico para provimento de cargos da carreira de

Técnico Universitério do quadro de pessoal da Fundagao Helena Antipoff - FHA. [31]

Questao 5.2.2: Numa urna ha 6 bolas pretas numeradas de 1 a 6 e 4 bolas brancas
numeradas de 1 a 4. A probabilidade de sortear-se somente uma bola da urna e que
ela seja branca ou que sua numeragao seja um nuimero primo é:

O Espaco Amostral desse experimento é composto por 10 bolas e o calculo
dos casos desejados pode ser obtido pelo emprego da probabilidade de eventos
equiprovaveis fornecido pela equacao 4.1 resultado da definicao 4.9 da Probabilidade
de Laplace .



Capitulo 5. Aplicacao de questoes de concurso no ensino de Andlise
Combinatoria e Probabilidades 39

Pela proposicao 4.6 da Probabilidade da Uniao, obtém-se considerando a uniao
dos eventos A de a bola sorteada ser uma bola branca e B de a bola sorteada possuir
uma numeragao com um numero primo:

4 5 2
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)=—+ ———=7T0%
10 10 10

Note que se o estudante nao considerar a intersecao dos dois eventos A e B em
que a bola sorteada é uma bola branca e possui uma numeragao com nimero impar
o calculo sera erroneamente executado como segue:

P(AUB)=P(A)+ P(B) = i—l—i = 90%
10 10
Para isso, o estudante deveria garantir que os eventos A e B sao disjuntos para
empregar o item 3 da definicao 4.10 de Espaco de Probabilidade. Assim, esse equivoco
compromete a marcacao da resposta certa da questao.
A seguir uma questao do concurso publico para provimento de cargos de nivel
intermediario (antigo segundo grau) de Técnico Administrativo da Agéncia Nacional

de Aviagao Civil - ANAC. [7]

Questao 5.2.3: Uma caixa contém seis bolas brancas e quatro pretas. Duas bolas
serao retiradas dessa caixa, uma a uma e sem reposicao, entao a probabilidade de
uma ser branca e a outra ser preta é igual a

A) &
) 1
) 15
) 15

E) 4

oy

Q

O

(
(
(
(
(

A ordem em que se obtém uma bola branca e outra preta, ou vice-versa, sao
eventos distintos, mas atendem ao pedido do enunciado. Por isso, deve-se considerar
separadamente a probabilidade de a primeira bola retirada ser branca e a segunda
ser preta e vice-versa e, depois, adiciona-las para o resultado final.

Para tanto, considere os eventos:

B;={A bola obtida no primeiro langamento é branca};

P,={A bola obtida no primeiro langamento é preta};

By={A bola obtida no segundo langamento é branca};

P,={A bola obtida no segundo lancamento é preta}.
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A probabilidade P(B;) de a primeira bola retirada ser branca é, conforme a
equacao 4.1, o quociente entre os casos favoraveis e os casos possiveis, ou seja,

6
P(By) = 10’ pois do total de 10 bolas, 6 sao brancas.
Uma vez que o Espago Amostral para a segunda retirada foi condicionado pela

retirada de uma bola branca, restando 9 bolas das quais 4 sao pretas, tem-se

4
novamente pela equagao 4.1 o calculo de P(P»|B;) = —, que resulta considerando a

probabilidade condicional definida em 4.11 e sua forma conhecida como Teorema da
Multiplicagao 4.2 em:
4 6 24
P(B10P2)—P(P2|B1)-P(B1)—§-E_%

Que ¢ a probabilidade de a primeira bola retirada ser branca e a segunda ser
preta.

Para o célculo da probabilidade da primeira bola retirada ser preta e a segunda
ser branca ¢ analogo e resulta em:

P(PiN By) = P(Bs|P) - P(P) = g . % = %

Finalmente, para encontrar a resposta da questao, basta efetuar a soma dos

calculos das probabilidades das duas configuracoes possiveis:

24+24_48_ 8
90 90 90 15

Note que no rol das opgoes de resposta da questao encontra-se o valor de %, que
é obtido erroneamente se o aluno desconsiderar a ordem em que se obtém uma bola
branca e outra preta, ou vice-versa, como eventos distintos e que devem ser somados.

Segue uma questao do concurso publico para provimento de cargos de Assistente
Técnico-Administrativo do Ministério da Fazenda. [15]

Questao 5.2.4: Considere que ha trés formas de Ana ir para o trabalho: de carro,
de 6nibus e de bicicleta. Em 20% das vezes ela vai de carro, em 30% das vezes
de onibus e em 50% das vezes de bicicleta. Do total das idas de carro, Ana chega
atrasada em 15% delas, das idas de onibus, chega atrasada em 10% delas e, quando
val de bicicleta, chega atrasada em 8% delas. Sabendo-se que um determinado dia
Ana chegou atrasada ao trabalho, a probabilidade de ter ido de carro é igual a
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O enunciado da questao nao deixa duvidas quanto ao cardter condicional do
problema. Para sua solucao, considere os eventos:

- A={Ana vai ao trabalho de carro};
- B={Ana vai ao trabalho de 6nibus};
- C={Ana vai ao trabalho de bicicleta};

- D={Ana chega atrasada ao trabalho}.

As probabilidades que o enunciado fornece podem ser expressas como a seguir:

Da definicao 4.11 da Probabilidade Condicional, tem-se:
P(AND) P(AND)
PDIA) = —— = 15% = ————

(DIA) = —py— = %= —5y
Analogamente, P(BN D) =3% e P(CND)=4% e, entdao P(D) = P((AUBU
C)ND)=P(ANnD)U(BND)U(CND))=3%+ 3%+ 4% = 10%, uma vez que

os eventos de ir ao trabalho por um meio de transporte ou outro sao disjuntos.

= P(AnD)=3%

Dal, sabendo-se que Ana chegou atrasada ao trabalho, a probabilidade de ela ter
ido de carro ¢ dado por:
P(AND) 3% 3
P(A|D) = = = — =30%
(4lD) P(D) 10% 10 ’
Alternativamente, considere para a solucao da questao a suposicao de que Ana
vé4 ao trabalho 100 vezes. Como sao 20% de carro, 30% de onibus e 50% de bicicleta,

entao tem-se 20 idas de carro, 30 idas de onibus e 50 idas de bicicleta.

Uma vez que das 20 idas de carro, Ana chega atrasada em 15% das vezes, ou
seja, 3 idas, das 30 idas de onibus, Ana chega atrasada em 10% das vezes, ou seja, 3
idas e das 50 idas de bicicleta, Ana chega atrasada em 8% das vezes, ou seja, 4 idas,
entao Ana chega atrasada em 3 + 3 4+ 4 = 10 vezes.

Sabendo que Ana chegou atrasada, a probabilidade de ela ter ido de carro é
P =3/10 = 30%, que é a divisao das ida de carro com atraso pelo total de atrasos
conforme equacgao 4.1 resultado da definigao 4.9 da Probabilidade de Laplace .

Nesse caso, a estratégia de tomar um caso especial pela suposicao de um de-
terminado niimero promoveu a solucao de modo que o emprego da equacao 4.1 da
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probabilidade de eventos equiprovaveis no contexto das probabilidades condicionais
pudesse ser imediato.

Segue uma questao do concurso publico para provimento da carreira de Técnico
do Ministério Piblico da Unidao - MPU. [19]

Questao 5.2.5: Maria ganhou de Joao nove pulseiras, quatro delas de prata e cinco
delas de ouro. Maria ganhou de Pedro onze pulseiras, oito delas de prata e trés delas
de ouro. Maria guarda todas essas pulseiras — e apenas essas — em sua pequena
caixa de joias. Uma noite, arrumando-se apressadamente para ir ao cinema com
Joao, Maria retira, ao acaso, uma pulseira de sua pequena caixa de joias. Ela ve,
entao, que retirou uma pulseira de prata. Levando em conta tais informagoes, a
probabilidade de que a pulseira de prata que Maria retirou seja uma das pulseiras
que ganhou de Joao é igual a

(A) 1/3.
(B) 1/5.
(C) 9/20
(D) 4/5.
(E) 3/5

A questao ora apreciada aborda o topico da Probabilidade Condicional.

Conforme sua definicao 4.11, dados dois eventos A e B, a Probabilidade Condici-
onal de B dado A é o numero P(AN B)/P(A) representado por P(B|A) de sorte
que P(B|A) = P(AN B)/P(A).

Dai, sejam os eventos:

A = {A pulseira retirada é de prata}

B = {A pulseira retirada ¢ de Joao}

Assim, basta calcular a probabilidade P(AN B) de a pulseira ser presente de Joao
e também ser de prata e a probabilidade P(A) de a pulseira retirada ser de prata.

Pela definigao 4.1 fundamental de probabilidade (n° de casos favoraveis/n° de
casos possiveis), calcula-se a probabilidade P(A N B) de a pulseira ser uma das que
ganhou de Joao e seja de prata como segue:

P(ANB) = 1 2
(ANB) = 20~ 0,

De fato, ha quatro pulseiras de prata que foram dadas por Joao e ha um total de
vinte pulseiras dadas tanto por Joao quanto por Pedro.

Novamente, pela definigao 4.1, calcula-se a probabilidade P(A) de a pulseira
retirada ser de prata notando que ha no total de vinte pulseiras, quatro pulseiras de
prata foram dadas por Joao e oito delas de prata dadas por Pedro.
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448 12
20 20
Com esses resultados pode-se calcular a Probabilidade Condicional que é requerida

0,6

na questao.

P(ANB 02 1
p(B\A)zﬁz;:_
P(A) 0,6 3
De modo diverso, o estudante pode pensar apenas na quantidade de joias de prata
perante o total de joias. Desse modo, a probabilidade obtida por esse pensamento
incorreto ¢ dado pela equagao 4.1:
Ntmero de casos favoraveis 4 +8 12 3

Probabilidade = — = = ==
umero de casos possiveis 9+11 20 5

Ainda que ele considere apenas as joias recebidas de Joao, mas permaneca na
ideia do total de joias, a probabilidade obtida como a seguir continua na seara do
erro.

Probabilidade = —— — = — 1
9+11 20 5

Ambos os resultados incorretos constam nas assertivas da questao de maneira a
acolher esses pensamentos improcedentes.

Segue uma questao do concurso publico para provimento de cargos de Técnico de
Finangas e Controle da Controladoria-Geral da Uniao - CGU. [11]

Questao 5.2.6: Quando Paulo vai ao futebol, a probabilidade de ele encontrar
Ricardo é 0,40; a probabilidade de ele encontrar Fernando ¢é igual a 0,10; a pro-
babilidade de ele encontrar ambos, Ricardo e Fernando, é igual a 0,05. Assim, a
probabilidade de Paulo encontrar Ricardo ou Fernando ¢ igual a:

A) 0,04

B) 0,40

(

(B) 0,
(C) 0,50
(D) 0,45
(

E) 0,95

A questao informou que:

— a probabilidade P(R) de encontrar Ricardo é 0,40;

— a probabilidade P(F') de encontrar Fernando é 0,10;

— a probabilidade P(R N F) de encontrar Ricardo e Fernando ¢é 0,05.

Busca-se encontrar a probabilidade P(R U F') de encontrar Ricardo ou Fernando
que pode ser facilmente obtida pela proposicao 4.6 da Probabilidade da Unido. Dali,
tem-se:
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P(RUF) = P(R)+ P(F)— P(RNF) = 0,40 + 0,10 — 0,05 = 0,45

Caso o estudante desconsidere o fato de que os eventos R e F' possuem elementos
comuns representados pela intersecao RN F' e apenas efetue a soma das probabilidades
conforme o item 3 da definicao 4.10 de probabilidade da uniao de eventos disjuntos,
obtém-se

P(RUF) = P(R) + P(F) = 0,40 + 0,10 = 0,50

Que é um valor incorreto e, por constar nas opgoes da questao, pode levar o
estudante a escolher a assertiva errada da questao.

Por fim, uma questao do concurso piblico para provimento de cargos de Assistente
Técnico-Administrativo do Ministério da Fazenda. [17]

Questao 5.2.7: Ao se jogar um determinado dado viciado, a probabilidade de sair
o numero 6 é de 20%, enquanto as probabilidades de sair qualquer outro nimero
sao iguais entre si. Ao se jogar este dado duas vezes, qual o valor mais préximo da
probabilidade de um niimero par sair duas vezes?

(A) 20%
(B) 27%
(C) 25%
(D) 23%
(E) 50%

A probabilidade P(6) de sair o nimero 6 é 20%, sobrando 80% para os demais.
Para calcular a probabilidade de sair cada um dos ntimeros restantes, deve-se dividir
os 80% por 5 obtendo 16% para cada ntimero.

Deve-se calcular a probabilidade P(par) = P(2 ou 4 ou 6) de, em um dado
langamento, sair par. Os eventos “sair 2”7, “sair 4”7 e “sair 67 sao mutuamente
excludentes, entao a probabilidade da uniao é a soma das probabilidades:

P(par) = P(2 ou 4 ou 6) = P(2) + P(4) + P(6) = 0,16 + 0,16 + 0,20 = 0,52

Espera-se que dois nimeros pares ocorram em dois lancamentos. Dali, seja A
o evento que ocorre quando, no primeiro lancamento, o resultado é par e seja B o
evento que ocorre quando, no segundo lancamento, o resultado também é par.

Para que ocorra dois nimeros pares, A e B devem ocorrer. Mas é importante
notar que o resultado do primeiro lancamento nao interfere no resultado do segundo
lancamento, portanto os eventos sao independentes.

Como os dois eventos sao independentes, a probabilidade da intersecao é o produto
das probabilidades conforme a equagao 4.3:



Capitulo 5. Aplicacao de questoes de concurso no ensino de Andlise
Combinatoria e Probabilidades 45

P(ANB) = P(A)- P(B) = 0,52 0,52 = 0,2704 = 27,04%

Contudo, vale destacar o carater tendencioso que um dado viciado imprime no
resultado. Caso nao houvesse essa caracteristica, teria-se para a probabilidade pedida
o seguinte valor:

P(ANB) = P(A) - P(B) = 0,50 - 0,50 = 0,2500 = 25,00%

Em que a probabilidade de obter-se um ntimero par em cada lancamento ¢é de
50%.

Assim, um estudante que negligenciasse o fato do dado ser viciado poderia
facilmente chegar a esse resultado incorreto e optar pela assertiva errada.

Enfim, a abordagem no ensino de Combinatoéria e Probabilidades pelo uso de
questoes de concursos publicos pode sedimentar o dominio de procedimentos e
conhecimentos aprendidos pelo estudante de forma que ele possa dar respostas a
situacoes variadas e diferentes na resolugao desses problemas.

Essa atividade deve incentivar os estudantes a aprender e a desenvolver o habito
de pensar criticamente, de indagar corretamente e esquadrinhar todos os conteidos
compativeis com o seu nivel de conhecimento. A partir dai, o seu raciocinio irre-
mediavelmente o levara as conclusoes necessarias para a solucao dos mais diversos
problemas.



Conclusoes

Este trabalho apesentou a natural relagao entre o ensino da matematica na
educacao bésica e, em especial, no ensino médio (antigo segundo grau) com a selegao
de candidatos aos quadros da administracao piblica.

Apresentou-se as regras sob as quais tais selecoes ocorrem desde o seu recrutamento
através do instrumento convocatério com o requisito de conclusao do ensino médio
até o conteudo do programa de matérias sobre cujas questoes versara.

Estudou-se também a proposta oficial de ensino através das diretrizes contidas
nos documentos que orientam os programas pedagdgicos e a pratica docente na sala
de aula. Discutiu-se a abordagem da resolucao de problemas como estratégia no
processo de ensino-aprendizagem.

O contetdo especifico de Andlise Combinatoéria e Probabilidades foi ampla e
minuciosamente trabalhado com a apresentacao nao sé de seus principais resultados,
mas de como eles sao obtidos.

E, por fim, a proposta do uso de questoes de concurso piblico no ensino de
Analise Combinatoria e Probabilidades foi ilustrada com questoes criativas e com
variados graus de dificuldade demonstrando a relagao entre ensino da matemaética e
selecao nos concursos publicos.

Essa relacao permite uma salutar simbiose, quanto mais se usa questoes de
concursos publicos no ensino, melhor sao as condi¢oes do estudante frente aos
desafios dos proximos concursos e mais aderente serda o ensino de matematica as
propostas curriculares, base para o programa de concursos publicos de nivel médio.

Sob uma légica estritamente puiblica, o papel do processo do concurso publico
na consecucao da isonomia e impessoalidade no acesso aos empregos oferecidos pelo
Estado, a discussao pode ser ampliada por meio de questionamentos como se o nivel
de ensino oferecido pela escola publica é o mesmo exigido por esse mesmo poder
publico ao compor os seus quadros, ou se o ENEM poderia ser um instrumento
adicional de selecao para o servico publico uma vez que o referido exame adota uma
avaliacao com base em competéncias oficialmente utilizadas para dirigir o ensino.

Por derradeiro, no presente estudo nao se buscou reinventar a roda, mas apresentar
o quadro do tema proposto sob os ombros de autores renomados e na bula de
documentos oficiais de ensino.

46
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Prescreveu-se pouco, mas descreveu-se bastante aquilo que pode ser um dos
conteiudos matematicos mais agregadores da atengao da sociedade. Nao ha exageros
nessa afirmacao, desde o operario que deposita sua fé inabalavel no bilhete de uma
loteria com uma probabilidade perversa, ao dirigente maximo da nacao ao avaliar o seu
apoio no congresso pelos arranjos espurios dos parlamentares, a andlise combinatéria
e as probabilidades os levam aos seus inexoraveis destinos.
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