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Resumo

Este trabalho se faz através de uma breve explanacao a respeito de curvas
elipticas trazendo conceitos simples sobre sua algebra e geometria.

Na parte geométrica, caracterizamos uma curva eliptica com enfoque em um
tipo especifico: as que estao na forma de Weierstrass. Trazemos também o Teorema de
Bézout, que nos mostra nao s6 quantos pontos em comum duas curvas elipticas podem
ter, mas quaisquer classe de equivaléncia de polindmios, podendo ser interacao entre
retas, conicas, cubicas...

Na parte algébrica, voltada a demonstrar como os pontos se relacionam entre si
e algumas formas de operacoes que podemos fazer com eles. Trazendo a demonstragao
de que o conjunto de pontos racionais de uma curva eliptica C' formam um grupo
abeliano. E ainda formas de se encontrar outros pontos dentro das curvas elipticas a

partir de um ou dois pontos a ela pertencentes.

Palavras-chave: Curvas Elipticas. Geometria. Algebra.
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Abstract

This work is done through a brief explanation about elliptic curves bringing
simple concepts about their algebra and geometry.

In the geometric part,we characterize an elliptical curve with focus on a specific
type: that are in the form of Weierstrass. We also draw the Bezout Theorem, which
shows us not only how many points in common two elliptic curves can have, but any
class of equivalence of polynomials, which can be interaction with straight lines, conic,
cubic ...

In the algebraic part, we demonstrate with the points are related to each other
and some forms operations we can do with them. Bringing the proof that the set of
rational points of an elliptic curve C' form an abelian group. And still ways to find

other points within the elliptical curves from one or two points to it.

Keywords: Elliptic Curves. Geometry. Algebra.
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Capitulo 1

Introducao

A matemaética se faz bela pelo poder de inter-relacao que suas areas conseguem
ter. Podendo se relacionar, por exemplo, a Algebra com a Aritmética ou a Geometria
com Algebra. Esse trabalho é uma prova disso, um trabalho que pelo nome deveria se
encaixar dentro da Geometria mas que se entrelaca também dentro da Algebra.

Este trabalho sobre curvas algébricas tras de inicio uma breve explanagao sobre
os conceitos basicos necessarios de Algebra e Geometria antes de nos deleitarmos com
o conceito de curvas elipticas. Na segao de édlgebra, trazemos o conceito de corpo e
algumas de suas propriedades, apresentados por (HEFEZ, 2013) e (LIMA, 2012), além
dos conceitos de matrizes e determinantes esplanadas por (BOLDRINI et al., 1980).
Na segao de Geometria, usamos as defini¢oes de curvas algébricas e plano projetivo
introduzidos por (VAINSENCHER, 1979) .

No segundo capitulo, definimos o que é uma curva eliptica, abordando uma
de suas formas mais interessante; a forma de Weierstrass. Mostramos algumas de suas
propriedades dentro de sua geometria e algebra abordados por (CASTILLO, 2016)
e (VAINSENCHER, 1979). Apresentamos também o Teorema de Bezout (NIVEN;
ZUCKERMAN; MONTGOMERY, 2008), além do Teorema de Poincaré (SALEHYAN,
2015), que nos diz como os pontos de uma curva eliptica pode formar um grupo abeliano
(SOUZA, 2012) e as implicagoes disso. Além de demonstrar como podemos determinar
pontos dentro dessas curvas elipticas usando um ou dois pontos ja conhecidos.

No tltimo capitulo, vimos algumas aplicagdes de (CARNEIRO, 2014) voltadas
para os alunos do ensino médio; o que parece ser um exagero tendo em vista que alguns

conceitos exigem um grau de conhecimento mais elevado, mas que também nao impede

15



CAPITULO 1. INTRODUCAO 16

de ser abordado nesta fase do estudo; dando exemplo pratico que pode ser usado no
dia a dia e mostrando exemplos mais voltados apenas para calculos, mas que integram
com conhecimentos do cotidiano dos alunos.

O material do nosso estudo se torna ainda mais interessante devido a esse
motivo que ao mesmo tempo que tem conceitos que podem facilmente ser abordados
por alunos que tenham um conceito basico sobre plotagem de graficos até conhecimento
mais aprofundados de geometria projetiva e aritmética.

Vale ressaltar que todos graficos contidos nesse trabalho foram gerados utili-
zando o programa GeoGebra, ferramenta bastante interessante no ensino da matema-

tica em todos os niveis.



Capitulo 2

Fundamentos de Matematica

O estudo das curvas elipticas é uma éarea da Geometria Algébrica com aplica-
¢oes em Teoria dos Nuimeros, ela auxiliou na resolu¢ao de um dos grandes problemas
da Matemaética, o Ultimo Teorema de Fermat. Fermat ficou muito conhecido por fazer
pequenas anotacoes as margens do livro de Diofanto. O Ultimo Teorema de Fermat
diz que seria impossivel encontrar inteiros positivos x, y e z tais que z" + y" = 2" para
todo n > 2.

Antes de darmos inicio a estudo das curvas elipticas, e entender porque ela
auxiliou a explicar o Ultimo Teorema de Fermat, precisamos ressaltar alguns topicos
que tem grande relevancia nao s6 para a compreensao das curvas elipticas. Daremos
enfoque aqui em alguns breves topicos que se mostram de conhecimento geral das
classes iniciais de um curso de matematica e que fundamentam bem todo o estudo da

matematica.

2.1 Algebra

Definicao 2.1. Em um conjunto nao vazio A se pudermos definir duas operagoes
denotadas por + (adigao) e - (multiplica¢ao) satisfazendo as sequintes propriedades

para quaisquer a, b, ¢ € A
e Associatividade na adig¢ao: a+ (b+c¢) = (a+b) +¢;

e Comutatividade: a +b=b+ a;

17



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS DE MATEMATICA 18

o Ezxiste uma elemento em A, denotado por 0, que € denominado de elemento neutro

da adigcao, que satisfaz a relagao a +0=0+a =a, Va € A;

e [Existe uma elemento em A, denotado por (—a), que € denominado de elemento

oposto da adi¢ao, que satisfaz a relagao a + (—a) = (—a) +a =0, Va € A;
e Distributividade: (a+b)-c=a-c+b-c;
e Associatividade na multiplicagao: (a-b)-c=a-(b-c).

Se o conjunto A apresenta todas as propriedades para uma tinica operagao, ou
adicao ou multiplicacao, dizemos que o conjunto A é um grupo.

Se conjunto A apresenta essas propriedades dizemos que o conjunto A é um
anel.

Se o conjunto A, além dessas propriedades, também apresentar um elemento
em A, denotado por 1, que é denominado de elemento neutro da multiplicagao, tal que
a-1=1-a=a, dizemos que A é um anel com unidade.

Se o conjunto A cumprir a propriedade a -b = b - a, dizemos que o conjunto A
¢ um anel comutativo com unidade.

E ainda, se existe em A um elemento, denotado por a™!, para qualquer a # 0,

¢ chamado de elemento oposto da multiplicacao, tal que a-a™' = a™!-a = 1, dizemos
que A é um corpo.

2.1.1 Polindémios

Definigao 2.2. Sejam K um corpo, {ag,a1,as, -+ ,a,} € K en € N. Dizemos que

p(1) = apa™ + ap_ 12"+ -+ a2 + a1t + aga® € um polinémio.

Determinamos o grau de um polinémio pelo termo que apresenta maior indice
cujo coeficiente seja diferente de 0 (zero) e descrevemos degp = n para a, # 0 ou
o(p) = n.

Podemos dar nomes especificos para os polinémios de acordo com a quantidade
de termos que eles apresentam. Para polindémios com apenas um termo damos o nome
de monoémios, um exemplo classico seria x, ou y, ou 2" entre outros. Para polinémios
com dois termos podemos definir como bindémios, com trés termos trinémios.

Dados dois polindémios p(x) = @™ + ap_12" 1 + -+ + agz? + ayz' + a2’ e
q(x) = ™ + by 12™ 1+ -+ o + byt + boa, eles sdo ditos iguais se n = m e
a; = b; para todo i € {0,1,--- ,n}.
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Agora que ja vimos algumas defini¢oes basicas de polinomios, veremos como

podemos realizar algumas operacoes entre eles.

Operagoes com Polindmios

Dados dois polindémios p(x) = @™ + ap_12" 1 + -+ + agz? + ayz' + apa® e
q(x) = bpx™ + by 2™+ o 4 b + byt + bpa®, com p(z) e q(x) #0en >m

definimos:

Adigao p(x)+q(z) = apx™ +an 12"+ -+ ar? + ayxt + agx® + b x™ + by ™+
s b byt +bor’ = cpa o1 4 o Fayzt +cpa®, onde ¢; = a;+b;
e <1< n.

Exemplo 1. (ax® + bz +c¢) + (d2®> + ex + f) = ax® + dx* + (b+e)x + (c+ f).

Exemplo 2. (2% +22% +3) + (32% + 4z — 1) = 2 + ba? + 4z + 2.

Multiplicacao p(z).q(z) = (ana™ + -+ + arzt + apa®) . (bpa™ + - - + byt + ba?) =

aoboz® + (arby + aghy)zt + (agby + a1by + agh)wy + -+ + apbypx™™™ = c ™ +
Cn1Z" N+ 4 e + apxt + p2®, onde ¢ = Y a;b; com 0 < k < (m+n)e

itj=k.
Exemplo 3. (z —a)(z —b)(z —c¢) =23 — (a + b+ ¢)z* + (ab + ac + bc)x — abe.
Exemplo 4. (2% +22? + 3).(32% + 4z — 1) = 32° + 10.2* + 72® + T2* + 122 — 3.

A relagao entre os graus do polindmios p(z) e g(x) e suas soma e produto sao
dadas por deg(p + q) < max{degp,degq} e deg{p.q} = degp + deg ¢ respectivamente.

E facil verificar que K [z], corpo K ao qual o elemento x pertence, munido
dessas operagoes forma um anel, cujos zero e unidade sao 0 e 1. Além disso {a.2°|a €
K} forma um corpo isomorfo a K, entdo podemos considerar K C K|z].

Até nesse momento s6 foram apresentados polindmios com uma tnica variavel,
apesar de que, eles se mostrem em graus diferentes mais ainda sim uma tnica variével.
Vale ressaltar que existem polindémios com um, duas ou mais variaveis.

Para polindémios com duas ou mais variaveis vale a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.3. Um polinémio é dito homogéneo se todos os seus mondmios com coe-
ficientes nao-nulos tem o mesmo grau total, ou seja, a soma do grau de suas varidveis

€ 0 mesmo.
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Exemplo 5. Dado o polinémio y*.z = a.x® + b.x.2% + c.2® podemos verificar que ele é

homogéneo uma vez que se dividirmos este polindmios em mondémios temos y>.z, a.x>,

b.w.z? e c.z3. Assim desprezando os coeficientes temos:

e y2.z, 0 graus de y e z sdo respectivamente 2 e 1, logo somando os dois temos 3.

e 13, 0 grau de x € 3.

e 1.22, 0 graus de x e z sao respectivamente 1 e 2, logo somando os dois temos 3.

e 23 0 grau de z € 3.

ou seja, todos tem graus iguais a 3

Para maiores informacao sobre alguns conceitos mais abrangente de élgebra
recomenda-se a leitura dos livros (LIMA, 2012) e (HEFEZ, 2013).

2.2 Algebra Linear

Sejam K um corpo, o conjunto

a11r1 + apry + ...+ aTn = Y,

+ : + -+ : =

Am1T1 + QpmaTo + 0+ ATy = Y,
de equagoes lineares de coeficientes a;; € K, comi = {1,2, --- ;m}ej={1,2,--- ,n},
com Yy, Y2, -+ , Ym € K € x1, 29, - -+, T, s2o incognitas. Partindo dessa informacao

desejamos resolver este sistema de equagoes lineares.

No caso em que y; = yo = -+ = ¥y, = 0 dizemos que o sistema ¢ homogéneo.

Exemplo 6. Um exemplo simples de sistema linear é:

3z + 2y = 0,

r — 2y = 0.

Dois sistemas sao ditos equivalentes se, e somente se, tem o mesmo ntmero de

variaveis e as mesmas solugoes.
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Em um sistema linear, a fim de encontrar uma solucao satisfatoéria, podemos
realizar algumas operagoes a fim de determinar os valores das variaveis. Algumas destas

operagoes podem ser:

e Multiplicacao de um equagao por escalar.
e Substituicdo de uma equagao devido a soma/subtragdo com outra.

e Rearranjo das equacgoes.

Estes sistemas lineares podem ser reescritos como sendo matriz para maiores

informagoes a esse respeito ver (BOLDRINI et al., 1980) e (LIMA, 2012).

2.2.1 Matrizes

Definigao 2.4. (LIMA, 2012) Sejam m, n € N. Uma matriz m x n € uma lista de
nimeros reais a;j, com indices duplos, onde 1 < i < m el < j < n. Costuma-se
representar a matriz S com um quadro numérico com m linhas e n colunas, no qual o

elemento a;; situa-se no cruzamento da i-ésima linha com a j-ésima coluna. Notagao:

aip - Aim

S = :(aij)mxn'

Operacao com matrizes

I Soma entre matrizes: Seja A = (aij)mxn € B = (bij)man, a soma A+ B é uma
matriz C' = (¢;5), tal que ¢;; = a;; + b;j. Vale salientar que as matrizes A e B
tem que ter o mesmo numero de linhas e de colunas para que tal operagao seja

possivel.

II Multiplicacao de matriz por escalar Seja A = (a;j)mxn € A € R, 0 produto

de A por A serd a matriz B tal que todo b;; = Aay;.
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IIT Multiplicagao entre matrizes Seja A = (a;j)mxn € B = (bij)nxm, entao defi-

nimos o produto A.B como sendo C' = (¢;;) tal que:

n

Cij = aﬂ.blj + ai2.b2j + -+ ai(n—l)-b(n—l)j + CLm.bnj = Z aiebej.

e=1

Vale lembrar também que para realizar esse tipo de operagao entre matrizes é
necessario que o numero de colunas de A seja o niimero de linhas de B.
Fizemos operagoes entre escalares e matrizes e entre matrizes, mas serd que

existem algo que se possa calcular s6 como a matriz sem necessitar de outros artificios?

Determinante

Elon, em seu livro (LIMA, 2012), diz que o determinante surgiu inicialmente
nas formulas que exprimem a solugao de um sistema determinado de n equagoes lineares
a n incognitas. Posteriormente, ele foi identificado como area de um paralelogramo ou
o volume de um paralelogramo e depois, de forma definitiva como fun¢ao multilinear
alternada do qual todas as outras se deduzem.

De maneira bem simplicista definiremos o determinante de uma matriz qua-
drada com sendo um escalar que a define. A forma de determinar o valor desse escalar
depende da quantidade de linhas/colunas que a matriz apresenta.

No caso de uma matriz de ordem 1, ou seja, com apenas uma linha e uma

coluna o seu determinante ¢ o proprio nimero que a representa, ou seja,

M = |CL11| — det(M) = a11.-
Exemplo 7. M; = |2| — det(M;) =2
No caso de matriz de ordem 2, o determinante pode ser expresso através da

soma do produto de seus elementos da seguinte forma,

air a2
M = — det(M) = A11-A22 — A12.091.

Q21 Q22



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS DE MATEMATICA 23

12 9
Exemplo 8. M; = — det(M;) =125 —-9.7= -3

7 5

Nos casos de matriz de ordem 3, utilizamos que o det(M) sera:

ai; Q12 Qi3

M = Q21 Q22 Q23 ?

azyp asz g3
det(M) = (11-022-033 + A12.023.031 + A13-021-032 — A11-G23.A432 — (12.021-0433 — (13.022.03] -

Exemplo 9.
-1 0 4
M=12 0 0

-1 1 -1

det(M) = (=1).(0).(=1) + 0.0.(=1) + 4.2.1 — (=1).0.1 — 0.2.(=1) — 4.0.(=1) =8

Boldrini em (BOLDRINI et al., 1980), reescreve o determinante de uma matriz

de ordem 3 em func¢ao do determinante de ordem 2 da seguinte forma:
det(M) = @11.0429.033 — G11.A23.A39 + A12.0493.031 — A12.021.0433 + A13.091.032 — A13.022.031 -
Reescrevendo temos que:
det(M) = ai1.[aze.a33 — a23.a32] — a12.[—a23.a31 + G21.a33] + a13.[as1.as2 — age.as:],

onde podemos observar que:
[ ) [agz.agg — a23.a32] = det(AH)
° [agl.(l33 — 023.0,31] = det(Am)

) [&21.&32 — agg.a,gl] = det(Alg)
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e assim terfamos:
det(M) = ayp. det(Aqr) — agp. det(Arn) + as. det(Ays).
logo
det(M) = (—=1)"* ay;. det(Ay) + (1) 2ags. det(A) + (—1)2ags. det(A;3).

Portanto
n

det(M) =) " ay;.(—1)". det(Ay;)
j=1
Esse método ficou conhecido como desenvolvimento de Laplace e nos per-
mite calcular o determinante de matrizes de ordem 3 ou maiores (realizando as devidas
alteragoes/expansoes). Existem outros métodos bem interessantes para se calcular o
determinante de matrizes de ordem superior a 3, mas que nao serao abordados aqui.
Caso o leitor se interesse pelo contetdo sugerimos leitura de bons livros de Algebra
Linear como o do (BOLDRINTI et al., 1980) para iniciantes e do (LIMA, 2012) para um

nivel de conhecimento mais avangado.

2.3 Geometria

O dicionario define geometria (do grego antigo, yewuer prar) como sendo a parte
da matematica que estuda o espago e as figuras que o ocupam. Partindo disso, nessa
secao veremos algumas definigdes a respeitos de alguns curvas e seus comportamento

dentro de um espago tridimensional.

Definicao 2.5. Uma curva algébrica é o lugar geométrico dos pontos cujas coordenadas
cartesianas satisfazem uma equagao do tipo f(X,Y) =0, onde f é um polindmio nao

constante.

Exemplo 10. A funcdo f(x) = 2> +y?> —r? tem como curva algébrica plana o circulo

de centro na origem e raio r.
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Figura 2.1: f(x) = 2* + y? — 4 - Circulo

Exemplo 11. A fungio f(z) = y—x? que tem como curva algébrica plana a pardbola.

6

Figura 2.2: f(x) =y — 2? - Parabola
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Exemplo 12. Seja a fungio f(x) = x> + 4. E fdcil ver que a f admite uma tinica

solugao em R com V(f) = (0,0), onde V(f) € o conjunto das solugdes da fungao f.

-3

Figura 2.3: f(x) = 2% + 3

Exemplo 13. A funcao f(z) = 2* + y* + 1 ndo admite solugao. Logo V(f) = @.

Figura 2.4:

fla) =2 +y* +1
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Observacao: 1. : Vale notar que se admitirmos solu¢oes no conjunto dos nimeros

complexos vemos que os exemplos 12 e 13 passam a ter infinitas solugoes.

Definigao 2.6. (VAINSENCHER, 1979) Uma curva algébrica plana afim € uma classe
de equivaléncia de polinémios nao constante f € K[X,Y], onde K é um corpo que
contéem X e Y, modulo a relagao que identifica dois tais polindomios se um € maltiplo
do outro por uma constante diferente de 0. Nesse caso, a equagdao de uma curva €

qualquer dos polindmios nessa classe.

Dizemos que uma curva esta definida sobre um corpo Ky, subcorpo de K, se
ela admite uma equacgao com coeficientes em Kj.

O trago de uma curva é o conjunto das solugoes da equacao.

O grau de uma curva f é dado pelo grau de sua equagao e deve ser denotado
por o f.

Curvas de grau 1,2, 3, ... sao denominadas retas, conicas, cibicas, ...

Exemplo 14. A curva Cy : y = m.x + d tem grau 1, cujo traco € uma reta. Vale
ressaltar também que esta € a equacao geral da reta, onde m € o coeficiente angular e

d € o coeficiente linear.

Exemplo 15. A curva Cy : y = 2% tem como varidvel de maior grau a varidvel x e

que tem grau 2 e que por definicao € uma conica, denominada pardbola.

Exemplo 16. A curva Cs : 22 = y® +y tem como varidvel de maior grau a varidvel y

e que tem grau 3.

2.3.1 Plano Projetivo

Considere um plano «, mergulhado no espago tridimensional, de equagao z = a
com a # 0. Por cada ponto de a podemos desenhar uma reta r que passa pela origem.
Uma reta s contida no plano « define um plano que contém a origem. Dados
duas retas s e s’ contidas no plano «, se as duas retas forem paralelas no plano «, os
planos que elas definem se interceptam em uma reta contida no plano xy que passa
pela origem. Se as duas retas forem concorrente elas se interceptam em um tnico ponto

que define uma reta que passa pela origem.

Definicao 2.7. Plano projetivo, a que denotaremos por P2, € o conjunto de todas as

retas que cruzam o espaco tridimensional e que passam pela origem.
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Figura 2.5: Plano z = a # 0

Figura 2.6: Retas concorrentes no plano z = a

Agora podemos verificar que todos pontos de « formam um subconjunto de
pontos de P2. Assim sendo os pontos do subconjunto P? — o denotaremos por pontos
no infinito.

Denotamos por (z : y : 2) o ponto de P? que representa a reta ligando a origem
O a um ponto (z,y,z) # 0. Dizemos que z,y e z sao coordenadas homogéneas do
ponto (x : y : z) relativas & base canonica {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)}.
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Figura 2.7: Projecao dos pontos do plano z sobre a origem

29



Capitulo 3

Curvas Elipticas

Antes de definirmos curvas elipticas, vamos determinar o que sao curvas pro-
jetivas planas, uma vez que curva eliptica é um caso especifico.

Definigao 3.1. (VAINSENCHER, 1979) Uma curva plana projetiva € uma classe de

equivaléncia de polinémios homogéneos ' nao constantes, f € k[X,Y, Z].

Exemplo 17. 2° + y*.2 + z.y.2 = 0.

Exemplo 18. x +y+ 2 =c.

Ipolinémios em que os mondémios com coeficiente ndo nulos tem o mesmo grau

30
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Vale ressaltar que a convencgoes adotadas na secao 2.3 podem aqui serem uti-
lizadas, realizando as devidas mudangas necessarias.
Um caso especifico das curvas projetivas planas sao as curvas elipticas. Existem

varias formas de se definir as curva eliptica. Trabalharemos com a seguinte definigao.

Definicao 3.2. Uma curva projetiva plana definida pela equacao
vz =2 +ax.2®+ b2 (3.1)

comaebeQeA=4a3+270* # 0 € uma curva eliptica.

E ainda tomando z = 1 podemos reescreve-la na forma:
Y =2+ ax+b, (3.2)

que é denominada curva eliptica sobre Q na forma de Weierstrass.
Os exemplos abaixo representam algumas curvas elipticas e algumas curva nao

eliptica em R?
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64

Figura 3.1: Curva y? =23 — z

T T
-4 2

o
-

Figura 3.2: Curva 3> = 23 + 2 + 1

3 — 2, nesse caso temos a = 1 e b = 0,

Na figura 3.1, temos a funcao y?> = z
logo o discriminante ¢ A = 4.(1) + 27.0 = 4 # 0 e na figura 3.2, temos a funcao

y*> = 23 —x + 1 de discriminante ¢ A = 4(—1)% +27.1 = 23 # 0 ambas curvas elipticas.
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64

Figura 3.3: Curva y? = 23

Figura 3.4: Curva 3? = 23 — 3z + 2

A figura 3.3, temos a funcao y?> = z3, por ela vemos que os coeficientes a
e b sdo 0 (zeros) e o discriminante ¢ A = 0. Ja na figura 3.4, o discriminante ¢é

A = 4.(—3)3+27.(2)% = 0, por esse motivo ambas nio sao consideradas curvas elipticas.
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A importancia de que o discriminante A seja diferente de 0 (zero) é para

garantir que a curva eliptica seja uma curva lisa.

Definigao 3.3 (Curva Lisa). Dizemos que uma curva € lisa quando a mesma ndao
apresenta pontos de singularidade?®, ou seja, para qualquer ponto da curva existe uma

reta tangente bem definida.

No desenrolar desse trabalho vale ressaltar que somente serao abordadas curvas
na forma de Weierstrass, o que facilitara a nossa abordagem uma vez que toda curva que
apresente no minimo um ponto racional pode ser reescrita nessa forma através de uma
mudanca de varidveis convenientes. Para maiores informacoes sobre essas mudancas

de variaveis ver bons livros de célculo.

3.1 Geometria

Definimos anteriormente uma curva eliptica e sua forma normal de Weierstrass.
Mas como determinar pontos dessa curva? E possivel determinar um novo ponto a
partir de outro ja pré-determinado ou precisaria ter pelo menos dois, ou trés? E como
podemos defini-los?

Primeiro vamos verificar se existe interseccao entre duas curvas quaisquer e se

quando elas se interseccionam quantos pontos em comum elas apresentam.

Teorema 3.1 (Teorema de Bézout). Sejam C; e Cy duas curvas projetivas planas
sem componentes comuns, ou seja, nao existe um divisor comum para as duas curvas.
Entao o numero de pontos na interseccao Cy; N Cy, contando com a multiplicidade, é

1gual ao produto do grau de seus polindmios, ou seja,

Demonstragao: Ver (NIVEN; ZUCKERMAN; MONTGOMERY, 2008)

2Dado um ponto P = (z,y) da uma curva, ele se diz singular se

o1(P) _05(P) _
T y

ou seja, tem suas derivadas parciais nulas.
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Principais pontos da demonstracao: Como jd foi visto no capitulo an-
terior tendo dois polindomios € possivel gerar uma matriz com Seus coeficientes, logo
dadas Cy e Cy curvas algébricas de graus m e n, € possivel montar tal matriz especifica
com seus coeficientes em z, isto €, as poténcias de x e y também aparecem na ma-
triz. O determinante dessa matriz gerada; como, por defini¢ao, elas nao apresentam
componentes em comum, € um polindmio nas varidveis r e y. Demonstra-se que este
polinémio € identicamente iqual a zero ou uma forma de grau m.n3.

Com este fato, pode-se demonstrar que duas curvas Cy e Cy sem componentes
comuns de graus m e n respectivamente se intersectam em um numero finito de pontos,
em particular elas se intersectam no mdximo em m.n pontos distintos.*

O nimero de intersecao I(P,Cy,Cy) de um ponto P = (zg: Yo : 20) € definido
como a multiplicidade de (xo,yo) como raiz do resultante R(x,y) apds feitos os ajustes
necessdrios. Se P nao é ponto de interse¢ao entao I(P,Cy,Cy) =0 e se P pertente a
uma componente comum de Cy e Cy entao I(P,Cy,Cy) = oo.

A demonstracao do Teorema de Bézout se conclui com, uma vez que a soma das
multiplicidades das raizes de R(x,y) € exatamente m.n, pois este € o grau de R(z,vy).
A parte final € simples, se Cy e Cy nao se encontrassem em nenhum ponto, teriamos

m.n =0, o que € claramente um absurdo.

Exemplo 19. Considerando as curvas afins C; :x—y=0 e Cy: 2 —y?> = 0.
As curvas Cy e Cy nao tem componentes em comum, portanto € possivel aplicar

o Teorema de Bézout e assim:

2O N Cy) = 6(C1).0(Ca) = 1.3 =3

Vamos verificar fazendo os cdlculos

3Em caso de duvidas a respeito desse assunto, ver (BOLDRINI et al., 1980), ou qualquer outro
bom livro de Algebra Linear

4Para maiores esclarecimentos sobre essa conclusio favor consultar (NIVEN; ZUCKERMAN;
MONTGOMERY, 2008)
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-L.54

Figura 3.5: Curva C}

2.5

15

0.5

-0.5-

-L.54

Figura 3.6: Curva Cy

Analisando a interseccao das curvas e substituindo C7; em Cy temos:

36
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2.5

1.59

0.5+

37

T T T T T
-25 -2 -15 -1 -0.5

Entao

Logo
2

r=0ouxz=1.

Assim podemos concluir que os pontos de intersec¢io sao (0,0) com multipli-

cidade 2 e (1,1). Logo £(Cy N Cy) = 3.

Portanto a partir desse exemplo podemos verificar que entre uma curva eliptica

e uma reta qualquer existem até 3 pontos em comum se levarmos em consideragao que

nenhum desses pontos tem multiplicidade, isso pode ser verificado pelo Teorema de

Bézout, uma vez que tratamos as curvas elipticas na forma de Weierstrass C' : y? =
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23 + ax + b e a reta qualquer 7 : y = m.x + d, podemos ver que §C N7 = §(C).5(r) =
3.1 = 3. Logo concluimos que podemos conseguir até 3 pontos.

Podemos determinar um novo ponto dentro de curva eliptica usando dois mé-
todos:

I) Com um ponto P € C podemos desenhar a reta tangente a C' em P e

determinar um novo o ponto de intersecao da reta com a curva.

1.54

-1.54

Figura 3.8: Ponto gerado pela tangente

IT) A outra forma de conseguir um novo ponto racional da curva eliptica seria
tomando dois pontos com coordenadas racionais P e () da curva eliptica C' e uma reta
r definida também por esses dois pontos temos entao que a intersecao da curva e da
reta nos apresenta mais um ponto que daremos o nome de P x ().

Como os pontos P e () sao pontos com coordenadas racionais logo podemos

concluir que P * () também sera.
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Figura 3.9: Ponto P * () gerado por P e ()

3.2 Algebra

Assim em posse dessa operagao vamos ver algumas de suas propriedades com

pontos de C"

e Px(Q) = (@ * P; ademonstracao disso é de forma direta uma vez que essa propri-

edade se origina da defini¢ao

e (Px(Q)* (@ = P; novamente a demonstragao vem da defini¢ao

o (PxQ)*R)*S =Px(Q=*R)=*95; ademonstragao dessa propriedade nao ¢é

usual tendo em vista da necessidade do Teorema dos nove pontos, encontrado em

(SILVERMAN; TATE, 1992)

Se consideramos o conjunto de todos pontos com coordenadas racionais defi-

nidos na curva C' podemos dizer que o conjunto apresenta um lei de composi¢ao. Para

definirmos esse conjunto como um grupo ha a necessidade de um elemento neutro.
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Mas antes, vamos definir o que é P + (). Tomemos O, P,Q) € C', definimos
P x () sendo a interseccao da reta que contém P e () com a curva C' e P + () sendo a

interseccao da reta que contém P x () e O com a curva C'.

8
5
4
Q
s
0
T T . .
B 5 & 5 k
2]
4

TN

Figura 3.10: Ponto P, Q e O

p:
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Figura 3.11: Ponto P, Q e P*Q

Assim definimos P+ Q = O x (P % Q).
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Vamos mostrar que O é o elemento neutro, isto é, P+ O = P. Seja [ a reta
que passa por P e O. Pelo Teorema de Bézout, existe um terceiro ponto P x O na
intersecao C' N [. Observe que a reta que passa por O e por P x O ¢é a propria reta [ e
o terceiro ponto de intersecao é o ponto P, ou seja, P+ O = P.

6]

5

Figura 3.12: P+ O =P

Assim nessa operagao de grupo o ponto O atua como elemento neutro.

Teorema 3.2. (SOUZA, 2012) Seja C' uma curva eliptica sobre um corpo Q com um
ponto O € C(Q), onde C(Q) € o conjunto dos pontos racionais da curva C. Entao,

C(Q) € um grupo abeliano com a operagao + definida anteriormente.

Demonstragao: Além das propriedades ja mencionadas anteriormente para
demonstrarmos que uma curva eliptica é uma grupo abeliano s6 falta determinarmos a
existéncia do elemento inverso e da associatividade da operagao pois a comutatividade
é obvia.

Achemos de inicio o elemento inverso —() de um ponto (). Seja [ a reta tangente
a cubica no ponto O, e seja S o terceiro ponto de intersecao de C' e [.

Seja r a reta que passa por () e S. Entao —(@) sera o terceiro ponto de intersecao
de C e r. Pois a reta que passa por @ e —Q) é a reta r, logo Q * (—Q) = S. A reta que
passa por O e S é a reta [, que é tangente a C' no ponto O, isto é, O xS = O. Portanto

Q+(-Q)=0.
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Figura 3.13: Q e —Q)

Vamos provar a associatividade desta operacao. Sejam P, (), R trés pontos
sobre a curva C. Provar que (P + Q) * R = P x (Q + R) ¢ suficiente para demonstrar
que (P+ Q)+ R=P+ (Q+ R):

e [, a reta que passa por P, Q) e P x ().

e 71 a reta que passa por O, PxQ e P+ Q.

ly a reta que passa por R, P+ Q e Rx (P + Q).

ro a reta que passa por ), R e Q x R.

l3 a reta que passa por O, Q) * R e (Q + R.

r3 a reta que passa por P, Q@+ Re Px (Q + R).

Considere agora as cubicas () definida pela uniao de I, Iy e I3 e C, definida
pela uniao r; U ry U rg. Observe que C' e () se intersectam nos pontos P, @), P * @),
P+Q, R, (P+Q)*xR,0,Q*xRe@+R.

Observe também que C' e C). se intersectam nos pontos O, P x Q, P+ @Q, Q,
R, Q+xR, Q+ R, Pe Px(Q+R).
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2

\RHP+Q)

PHQ+R)

Figura 3.14: Conjunto das retas

Assim CNCy e CNC, possuem 8 pontos em comum. Agora, pela proposigao a

seguir o nono ponto de interse¢ao deve ser o mesmo. Ou seja (P+Q)*xR = Px(Q+ R).

Proposigao 3.1. ° Se duas curvas cibicas em K se intersectam em exatamente nove
pontos, entao toda curva cubica que passa por oito desses nove pontos, também passard
pelo nono ponto.

Demonstracao: Ver em (MILNE, 2006).

A partir disso alguns pontos sao interessante de se notar.

Teorema 3.3. (Poincaré) (SALEHYAN, 2015) Sejam C uma cubica irredutivel. O
seu ponto no infinito, P € Sc, onde S¢ € o grupo abeliano formado com os pontos de
C'. Denote por +' a operagao definida em Sc tomando P’ como o ponto fixo. Entdo

A+ B=A+ B — P/, para todo A, B € Sc. Em particular a aplica¢dao

A AP
SProposicao extraida de (MILNE, 2006)
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define um isomorfismo entre (Sc,+') e (Sc, +).

Demonstracao: A igualdade é obtida usando a propriedade de elemento

inverso do grupo:

A+B-P = ((A*xB)*P)x(=P))* P
* B) % ((P* P)x (—P"))
x B) x ((—P') % (P * P))
Ax B)x* P

= A+'B.

(
= (A
(A
(

Claramente ® e uma bijecao. Utilizando a igualdade entre as operagoes:

P(A+'B) = ®(A+B-P)
= A+B-P —-F
= A-P +B-F
= O(A)+ P(B).

Tomando o ponto no infinito como o ponto fixo obteremos algumas vantagens,
por exemplo fica mais simples determinar o inverso de um ponto. Nesse caso OO = O,
portanto —P = P x O.

Proposicao 3.2. (SALEHYAN, 2015) Tome o ponto no infinito, O, como o ponto
fizo. Sejam P, Q, R € Sc. Entao P+ Q + R = O, se, e somente se, P,Q, R sao

colineares.

De fato,
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P+Q+R=0 < P+Q=-R
— (PxQ)xO=R=x0
— (P+xQ)x0)x0=(R*x0)x0
= Px(=(@x0))=—(-R)
— P=xQ=R.

3.3 Caracterizacao algébrica dos pontos

Sejam uma curva eliptica, na forma de Weierstrass, e um ponto O = (0 : 1 :0)
no infinito. Vamos definir um método para determinar pontos racionais na curva

eliptica.

3.3.1 Dois pontos da curva eliptica

Como ja foi relatado e provado pelo Teorema de Bézout, dados dois pontos
P = (z1,y1) e Q@ = (x2,y2) da curva C' podemos definir um terceiro ponto sobre a
curva ao qual denotaremos por P * @) = (z3,y3). Ao reflexo deste ponto pelo eixo Oz
daremos o nome de P + Q = (73, —y3). Agora vamos tentar determinar os valores de
T3 € 3.

Primeiro, a equacao da reta® que passa por P e Q em funcao do coeficiente

angular, é dada por:

y=m.x+d, (3.3)

Y2 — U1
onde nesse caso m =

ed=1ys —m.xy =1y —m.r.
Ty — Iy

Substituindo os valores de (3.3) em (3.2) temos que:
y? = (mx +d)* = 2* + ax + b.

Reescrevendo temos que

6Para mais informagoes ver (SILVA, 1985)
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Q =(x,,y;)

/"= (x1,yy)

Figura 3.15: Coeficiente angular

m*x? + 2mad + d* = 2° + ax + b,

logo
2® —m*2® + (a — 2md).x + (b—d*) = 0.

Como ja determinamos por definicao que duas raizes sao racionais isso implica
que a terceira raiz também sera. Portanto

(x —z1)(x — 22)(x — 23) =

2 — (11 + 29 + 23).2° + (2109 + 2103 + T9.73). 7 + ((—1)(21.29.73)),

logo comparando
3 —m?2? + (a — 2md).x + (b—d*) =

2® — (x1 4+ 2o + 13).0% + (2102 + 2173 + T2.23). 7 + ((—=1)(21.22.73)).

Assim temos as seguintes igualdades

m2 = (iIZ’l —+ i) -+ 513'3),
a—2md = (r1.x9 + T1.03 + T9.73),

b— d2 = ((—1)(371252553)
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O que nos interessa é somente a primeira. Isolando x3 obtemos:
m2—x1 — Ty = I3.
Assim ficamos com seguinte para determinarmos o valor de P x Q) e P + Q):
2

r3=m"—x — 2y € Y3 =m.x3+d.

Exemplo 20. Seja a curva eliptica y*> = 23 + 17 e os dois pontos pertencentes a ela
P =(-1,4) e P, =(2,5). Calculemos P, + P;.

10 12

N

~
o
0

Figura 3.16: y? = 23 + 17

Primeiramente, vamos determinar a reta que passa por Py e P e que por
consequéncia gera Py x Py para isso vamos determinar m. Assim

_ Y-y 5—4 1

$2—$1_2—(—1)_§

m

Em posse de m, vamos determinar o valor de d. Logo,
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1 2 13
y=mr+d<=5s=-24+d<=d=5—-=—.
3 3 3
Assim a equacao da reta €
1 +13
=—xr+ —.
Y7353
Em posse disso vamos determinar o valor de Py x Py:
1 8
T3=m> -] — Ty = a3 == — (—=1) =2 = ——.
3 9
e
=m.x3 +d < _ 18 +1—3—@
Ys = It B3 \T9) T T e

8§ 109
Como vimos anteriormente temos que Py + P, = (x3, —yg) = (—5, —2—7)

Figura 3.17: Ponto P, + P,
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3.3.2 Reta tangente

Na se¢ao anterior vimos como determinar um terceiro ponto racional de uma
curva eliptica a partir de outros dois pontos racionais quaisquer da curva. Mas e se
tivéssemos apenas um ponto P racional dessa mesma curva? A resposta dessa questao
estd na reta tangente a curva nesse determinado ponto P, ou seja, consideraremos m

como sendo:

_dy  f(@)

Analisando a equacao antiga temos:
2
T3 =M — T1 — Ta.
Como 1 = z9 temos que:

T3 =m? — 2.11.

Substituindo também o novo valor de m temos que

ry = (M) o (3.5)

2y

Abriremos aqui um parenteses para desenvolver melhor a equacao 3.5 com o

uso da 3.1. Assim
v = fx) =2 +ar+b

Diferenciando-a encontramos
f'(x) =32"+a

Aplicando em 3.5 temos
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XT3 = (M> — 2z,

492

logo

assim

9zt 4 6ax? + a?
T3 = — 2.
492

Substituindo y? na equacao temos:

924 + 6ax® + a®
T3 = — 2.
4(z3 4+ ax + b)

Portanto,

9zt 4 6ax? + a? 5
T3 = — 2z
3 423 + dax + 4b

Reescrevendo temos que

92* + 6ax? + a* (423 + dax + 4b)
T3 = — 2.
’ 423 + dax + 4b (423 + 4ax + 4b)’
Logo
(92* + 6ax? + a?) — 2x.(42® + dax + 4b)
Ta =
5 (423 + 4ax + 4b) ’
Assim

. 924 + 6ax® + a® — 8x* — 8ax? — 8xb
o (423 + 4ax + 4b)

Concluimos que
2" —2ax® — 8xb+a®

T (423 + 4ax + 4b) '

(3.6)

depende apenas do ponto P e da curva.

Agora, para a coordenada y continua valendo a regra antiga, mas com as
/

ficando com:

devidas alteracoes, trocando m por

ys = (f;(;)) 23+ d.

Estas sao as formulas aplicadas para determinar novos pontos racionais através
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da adicao de pontos dentro das curvas elipticas na forma de Weierstrass.

o1



Capitulo 4

Aplicacoes

Existem diversas aplicacoes para os estudos que se desenvolvem nas curvas
elipticas que podem ser usadas no ensino médio ou em estudos mais avangados. Mos-
traremos alguns casos bem interessante que podem ser usados como curiosidade para
alunos tanto do ensino médio quanto da graduagao para ver as varias metodologias que

podem ser abordada para a resolucao desses problemas.

4.1 Piramide de base quadrada

1 Uma certa quantidade de balas de canhao pode ser agrupada de maneira
que forme uma piramide cuja base seja um quadrado. Por exemplo, pode-se ter uma
bola no primeiro nivel (topo), quatro no segundo nivel, nove no terceiro e assim por
diante. Uma questao que pode ser levantada é: seré possivel desmanchar esta piramide
e reagrupar estas bolas de maneira que formem um quadrado?

Vamos determinar quantas balas tem a piramide dependendo do nivel.

e n =1, temos 1 bala

'Exemplo extraido de (CARNEIRO, 2014)

52
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Figura 4.1: Piramide formada com apenas uma esfera - Imagem extraida e adaptada
do site

e n =2, temos 1 + 22 = 5 balas

Figura 4.2: Piramide formada com cinco esferas - Imagem extraida e adaptada do site

e n =3, temos 1+ 22 + 3% = 14 balas

Por analogia, vemos que a quantidade de bolas de um nivel é dado somando
o nimero do nivel elevado ao quadrado com a quantidade de bolas do nivel anterior.

Seguindo o raciocinio a quantidade de bolas do nivel z sera
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Figura 4.3: Piramide de esferas - Imagem extraida e adaptada do site

1+22 4 4 (2 —1)2 + 27 (4.1)

E de facil compreenséo que essa soma 4.1 pode ser reescrita como:
-89 -5 a

Figura 4.4: Organizagao da piramide - Imagem extraida e adaptada do site

1)(2 1

Sabendo o niimero de balas tem a forma de um quadrado temos que:

x(r + 1)6(2£U +1) = (4.2)
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A equagao (4.2) representa o que chamamos de uma curva eliptica. Sua solugao
pode ser obtida através do método diofantino, que consiste em encontrar as novas
solucoes a partir de solugoes ja conhecidas. Nesse caso, identificam-se duas solugoes
que correspondem aos casos triviais: Para z = 0, temos y = 0 e, assim, (0,0) (uma
piramide sem nenhuma bola) e (1,1) (uma piramide composta por somente uma bola).
Com esses dois pontos, podemos encontrar a equacgao da reta definida por esses pontos,
que é: y = r. Estudaremos agora a intersecao entre essa reta e a curva que pode ser

obtida substituindo y = x na equagao (4.2), obtendo-se:

rx+1)2r+1)
G =z

Desenvolvendo os calculos

1
3 2
- = —z =0. 4.3
z° = + 5% (4.3)

A equagao (4.3) é um polinémio de terceiro grau. Logo, é possivel expressa-la
sob a forma fatorada (z —a)(x —b)(z —c), desde que as raizes a, b e ¢ sejam conhecidas.

O desenvolvimento da forma fatorada mostra que

(x —a)(x —b)(x—c) =2~ (a+ b+ c)x® + (ab + ac + be)x — abe

O coeficiente de 23 é 1 (conforme acontece na equagao (4.3)), o valor de —(a +
b+ ¢), ou seja, o simétrico da soma das raizes do polinémio, corresponde ao valor do

coeficiente de 22. Aplicando essa propriedade ao caso em estudo, tem-se:

O+14+r=-=—=2=

N W

1
5

Substituindo x = % na equagao 4.2, temos y = :I:%. Como os valores en-

contrados nao correspondem a nimeros inteiros, nao podemos considera-los solugoes

validas para o problema. No entanto, como (%, —%) também é um ponto da curva, pois

esta curva é simétrica em relagao ao eixo Ox, para verificar essa simetria, basta tomar

um ponto da forma (x, —y) e observar que ele também pertence a curva de equagao
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4.2. Podemos repetir o processo usando agora os pontos (%, —%) e (1,1), desta vez,

encontra-se r = 24 e y = 70, o que representa:

142244242 =707

encontrando assim uma solugao para o problema.

4.2 Calculo de um ponto da curva

Considere a curva C : y* = 23 —36.z e sejam P = (—3,9) e Q = (