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Resumo

Neste trabalho, estudamos o conceito de volume de um sélido por meio do Método de apro-
ximagao por falta. Para tanto, fazemos uso do conceito de supremo de um conjunto limitado.
Acreditamos que esse método € uma forma mais concreta de se compreender o conceito de
volume de um sélido qualquer. Como motivagdo e aplicagdo desse método, calculamos o

volume do cilindro, por meio de prismas nele contido.

Palavras-Chaves: Supremo de um conjunto. Método de aproximacdo por falta. Volume de
um sdlido.
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Abstract

In this work, we study the concept of volume of a solid from the approach Method by lack.
Therefore, we make use of the concept of supreme of a limited set. We believe that this
method is a more concrete way of understanding the concept of any solid volume. As moti-
vation and application of this method, we calculate the volume of the cylinder, by means of
prisms contained therein.

Keywords: Supreme of a set. Approach method for lack. Volume of a solid.
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Capitulo 1

Introducao

Ao analisarmos livros de matemética do Ensino Médio em nosso pais, dentre eles,
Contexto e Aplicacdes (Luiz Roberto Dante), Matematica: ciéncia e aplica¢do (Gelson lezzi
e colaboradores), Novo Olhar: Matemética (Joamir Souza), observamos que a técnica usada
para realizag@o do célculo do volume de alguns sélidos geométricos é o Principio de Cava-
lieri'. De acordo com as Orientacdes Curriculares Nacionais para o ensino de matemdtica
no Ensino Médio, “O Principio de Cavalieri deve ser tomado como ponto de partida para
o estudo de volumes de sélidos (cilindro, prisma, piramide, cone e esfera), permitindo ao
aluno compreender o significado das férmulas” (ver [3], p. 76).

Em contrapartida, procuraremos em nosso trabalho, compreender o conceito de vo-
lume de um sélido a partir do Método de aproximacao por falta, que utiliza o conceito de
supremo de um conjunto, estudado no curso de Andlise Real, a fim de calcularmos o volume
do cilindro por meio de prismas nele contido. Neste sentido, a assimilagdo do conceito de
supremo de um conjunto ndo requer um estudo mais profundo e, por sua vez, € util, pois cria
a possibilidade de se calcular o volume de sélidos e de se absorver mais profundamente a
ideia de limite, além disso, serve de 6tima introdugdo para o estudo do Célculo Integral. Vale
salientar que os poliedros retangulares que utilizamos na defini¢do do volume de um sélido
qualquer podem ser substituidos por outros sélidos, cujos volumes sdo conhecidos.

Ao fazermos uma leitura no trabalho de Alves (ver [1]), percebemos que o autor se
restringiu apenas ao cdlculo do volume dos sélidos do tipo paralelepipedos retangulares e
prismas retos, a fim de aproximar o volume do cilindro reto, por meio de prismas retos nele
contido. Desse modo, o autor ndo demonstrou que os seus resultados também sdo vélidos
para o caso em que esses solidos sao obliquos. Por esse fato, procuramos, em nosso trabalho,
estudar e desenvolver o cdlculo do volume desses solidos, no intuito de aproximarmos o
volume do cilindro (reto ou obliquo) a partir de prismas (retos ou obliquos) nele contido.

Desse modo, o presente trabalho constitui-se em dar continuidade ao Trabalho de Con-

clusdo de Curso, “Estudo sobre o Conceito de Volume”, do discente Flavio Alves [1], no

'Principio de Cavalieri: Dados dois s6lidos e um plano. Se todo plano paralelo ao plano dado secciona os
dois sélidos segundo figuras de mesma 4drea, entdo, esses sélidos t€ém o mesmo volume (ver [4], p. 285).
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intuito de desenvolver uma melhor compreensio do conceito de volume a partir do Método
de aproximacao por falta. Além disso, pretendemos também motivar professores e alunos
do Ensino Médio, e até mesmo alunos de Andlise Real, da importancia de tal ferramenta

matematica para o calculo do volume de sélidos.

1.1 Objetivos

Este trabalho apresenta como objetivo principal estudar o TCC, “Estudo sobre o Con-
ceito de Volume”, do discente Flavio Alves (ver [1]), e mostrar que o0 Método de aproximacao
por falta, apresentado em seu trabalho, para o calculo do volume do cilindro reto, continua
valido para o caso de um cilindro obliquo.

Ao mesmo tempo, tem como objetivos especificos:
e Apresentar nocdes de supremo e infimo de um conjunto limitado;
e Demonstrar algumas propriedades envolvendo supremo de um conjunto limitado;

e Apresentar a técnica de aproximagdo por falta para o calculo do volume de um sélido

qualquer a partir de poliedros retangulares nele contido;

e Apresentar e demonstrar alguns resultados envolvendo poliedros e poligonos equide-

componiveis;
e Calcular os volumes do paralelepipedo e do prisma;

e Calcular o volume do cilindro a partir de prismas nele contido.

1.2 Organizacao

Este trabalho encontra-se organizado em seis capitulos e obedece a seguinte distribui-
¢do:

No Capitulo 1, “Introducao”, fazemos uma breve apresentacdo acerca do tema abor-
dado, enfatizando que o nosso trabalho consiste em dar continuidade ao TCC, “Estudo sobre
o Conceito de Volume”, do discente Flavio Alves, com o objetivo de mostrar que a técnica
utilizada em seu trabalho para o cdlculo do volume do cilindro reto também € valida para o
caso em que o cilindro € obliquo.

No Capitulo 2, “Nocoes de Supremo e Infimo de um Conjunto”, iniciamos com as
defini¢cdes de supremo e infimo de um conjunto limitado, seguidas de exemplos, para uma
melhor compreensao. Logo apds, apresentamos algumas propriedades envolvendo supremo

que foram utilizadas na obtencao de resultados posteriores.



No Capitulo 3, “A Funcao Volume”, estudamos e apresentamos 0s principais resulta-
dos contidos no trabalho de Alves [1], a fim de os aplicarmos na obtencdo dos volumes do
paralelepipedo, do prisma e do cilindro.

No Capitulo 4, “Paralelepipedos e Poligonos Equidecomponiveis”, apresentamos
defini¢des e alguns resultados envolvendo paralelepipedos e poligonos equidecomponiveis,
que empregamos para a obten¢do dos volumes do paralelepipedo e do prisma obliquos.

Ja no Capitulo 5, “O Volume do Cilindro”, iniciamos com o cdlculo dos volumes
do paralelepipedo e do prisma, mostrando que o volume desses sélidos € dado pelo produto
entre as dreas de suas bases pelas respectivas alturas. Concluindo este capitulo, calculamos
o volume do cilindro a partir de prismas nele contido e destacamos que o Método de apro-
ximacao por falta, utilizado para calcular o volume do cilindro reto, continua valido quando
temos um cilindro obliquo.

Quanto ao Capitulo 6, “Consideracoes Finais”, expomos alguns comentdrios acerca
dos resultados obtidos apds a pesquisa e realizamos uma andlise da importancia do tema
dissertado neste trabalho.

Por fim, elencamos as ‘“Referéncias Bibliograficas”, que nortearam o nosso estudo.

1.3 Carater da pesquisa

O caréter da pesquisa € do tipo bibliogréfica, que pode ser definida como aquela que
se realiza a partir do registro disponivel, decorrente de pesquisas anteriores, em documen-
tos impressos, realizando-se o levantamento de informacdes, através de consultas a livros,

monografias, dissertacdes, artigos publicados na Internet e em sites de periddicos.

1.4 Publico-alvo

Este trabalho destina-se, principalmente, a professores e alunos que desejem utiliza-
lo como leitura complementar e, assim, adquirirem mais precisdo quanto ao embasamento

tedrico do conteudo trabalhado.



Capitulo 2

Nocoes de Supremo e Infimo de um
Conjunto

Este capitulo € destinado a apresentar as definicdes e propriedades de supremo e infimo
de um conjunto limitado. Para mais detalhes, sugerimos as seguintes referéncias: Curso de
Andlise vol. 1, do professor Elon Lages (ver [6], capitulo 3) e Fundamentos de Calculo, do

professor Antonio Caminha (ver [10], pp. 68-72).

2.1 Supremo e infimo de um conjunto

A definicdo mais simples do conjunto dos nimeros reais (R) consiste em dizer que se
trata de um corpo ordenado completo. Deixamos para o leitor a revisdo e caracterizagdo de
R ser um corpo ordenado, para isto veja [6], capitulo 3. A fim de caracterizar a completude

de R, estabeleceremos agora algumas definicoes.

Definicao 2.1 Um conjunto X C R, ndo-vazio, é dito limitado superiormente se existir um

ntimero real M tal que
x<MVxeX.
Nesse caso, dizemos que M é uma cota superior para X.
Exemplo 1 O conjunto X = {1,%,%,%,...} ¢ limitado superiormente, pois 1 é uma cota

superior de X. De fato, basta notar que 1 > %,Vn e N.

Definicao 2.2 Um conjunto X C R, ndo-vazio, é dito limitado inferiormente se existir um
ntimero real m tal que
x>mvVxeX.
Nesse caso, dizemos que m é uma cota inferior para X.
Exemplo 2 O conjunto X = {1,%,%,}17...} € limitado inferiormente, pois 0 € uma cota

inferior de X. De fato, observe que 0 < %,Vn e N.
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Por fim, um conjunto ndo-vazio X C R € limitado se X for simultaneamente limitado
superiormente e inferiormente. Diante disso, podemos dizer que o conjunto X = { I, %, %, le . }
¢ limitado.

A partir do conceito de limitagdo de um conjunto ndo vazio, podemos caracterizar a

reta R como completa, desde que a mesma cumpra o axioma abaixo:

Axioma 2.1 Todo conjunto X C R, ndo-vazio e limitado superiormente, possui uma menor

cota superior, isto é, o problema
min{M; x <MV xeX},

possui solugcdo. Neste caso, denotaremos

supX =min{M; x <M,V x e X},
como sendo o supremo do conjunto X .
111
12939747
cota superior de X. Por outro lado, como 1 € X, nenhum nimero real menor que 1 pode ser

Exemplo 3 Vimos que o conjunto X = {l . } ¢ limitado superiormente e 1 ¢ uma

cota superior para X, entdo 1 € a menor das cotas superiores de X, i.e., supX = 1.

Proposicao 2.2 Um niimero real M é igual ao supremo de X (i.e., M = supX) se, e somente

se, forem satisfeitas as duas condi¢oes abaixo:
Si: x<M,VxeX.
Sy: se existir um niimero c tal que x < ¢,V x € X, entdo M < c.
A condig¢do S, pode ser reescrita assim:
SIZ: se ¢ < M, existe x. € X tal que ¢ < x,
Sendo assim, se tomarmos ¢ = M — &, com € > 0, podemos reescrever (Slz) da seguinte forma:

Sg: Ve>0,dx. € Xtalque M — € < xg.

L
T

M-—g M

—_—
e

Figura 2.1: Interpretacdo geométrica do supremo.

Exemplo 4 Seja X = {—1; n € N}. Entao supX = 0.
De fato, basta observar os seguintes fatos:



(i) —% <0,VneN,isto é, 0 é uma cota superior de X.

(ii) se ¢ <0, existe n. € N tal que

1 1
ne>——m<—-lse——,
c ne

mostrando que ¢ ndo € cota superior de X.
De (i) e (ii), supX = 0.

Proposicao 2.3 Um conjunto ndo vazio X C R é limitado superiormente se, e somente se, o
conjunto —X = {—x; x € X} € limitado inferiormente.

Demonstracao: Com efeito, se X € limitado superiormente e ¢ > 0 € tal que
x<cVxeX,

entao
—x>—c,VxeX,

equivalentemente,
y Z _C7vy € _Xﬂ

donde concluimos que o conjunto —X € limitado inferiormente. A reciproca € feita de modo

andlogo.

U
Como consequéncia do Axioma 2.1 e da Proposicao 2.3, temos o seguinte resultado:
Proposicao 2.4 Se X C R é ndo-vazio e limitado inferiormente, entdo o problema
max{c e R/c <x,VxeX}

existe solucdo.
Demonstracao: Segue da Proposicdo 2.3 que —X € limitado superiormente, deste fato, o
problema

min{A eR/x<A,Vxe—-X},

possui solucdo (ver Axioma 2.1). Logo, existe cg € R tal que
—co=min{A; x <A, Vxe —-X}. (2.1
Afirmamos, agora, que

co=max{A /A <x,Vxe€X}. (2.2)



Com efeito, desde que cop € X e
[—co>x,Vxe—-X]| < [—cy>—x,VxeX]| < [co<x,VxeX],

podemos concluir que ¢ € uma cota inferior para X. Além disso, se ¢y < A, entdo —co > —A,
e segue de (2.1) que existe x; € X tal que

[—co > —x) > —A] < [co < x), < A].
Mostrando que co € a maior das cotas superiores de X, e portanto é solugdo de (2.2).

O

Segue da Proposicdo 2.4, que se X € um subconjunto de R ndo-vazio, limitado inferi-

ormente, podemos definir:
infX =max{c e R/c <x,Yxe€X},

como sendo o infimo do conjunto X. Neste caso, infX € definido como sendo a maior das
cotas inferiores de X.

Exemplo 5 J4 sabemos que o conjunto X = {1, %, %, %, . } ¢ limitado inferiormente e 0 é

uma cota inferior. Mostraremos, agora, que infX = (0. Com efeito, suponha que ¢ > 0 seja
uma cota inferior de X, isto €, ¢ < %,V n € N, isto implica que n < %,V n € N, acarretando
que o conjunto N € limitado superiormente, o que é uma contradi¢do. Logo, nenhum ¢ > 0 ¢

cota inferior para X, dai, infX = 0.

Visto que o infimo de um conjunto limitado inferiomente X € a maior das cotas inferi-

ores, podemos afirmar que m = inf X se, e s6 se, m cumpre as seguintes condi¢des:
L: m<x,VxeX.
Ip: se existir um nimero c tal que ¢ < x, Vx € X, entdo ¢ < m.
A condicdo I pode ser reescrita da seguinte forma:
/

I,: se ¢ > m, entdo existe x. € X tal que ¢ > x.

. / .
Sendo assim, se tomarmos ¢ = m + €, com € > 0, podemos reescrever (/,) da seguinte

forma:

1’2’: Ve>0,dJxe € Xtalque xe <m+e€.

g
e
-

it Lz m+=

Figura 2.2: Interpretacdo geométrica do infimo.



Exemplo 6 Seja X = {—%; n € N}. Entdo, infX = —1. Com efeito, observe que
(i) —% > —1,Vn € N, isto é, —1 € uma cota inferior de X.
(ii) —1 € X, logo todo nimero maior que —1 nao é mais cota inferior.

De (i) e (ii), podemos concluir que infX = —1.

2.2 Algumas propriedades de supremo

Nesta secdo, demonstraremos algumas propriedades envolvendo o conceito de su-

premo.
Proposicao 2.5 Sejam A, B C€ R ndo-vazios e limitados superiormente. Se A C B, entdo
supA < supB.

Demonstracao: Uma vez que
x <supB,VxéeB,

em particular,
x<supB,Vx€A,

pois A C B. Logo, supB é uma cota superior de A. Tendo em vista que supA € a menor das
cotas superiores de A, segue que supA < supB.

O

Proposicao 2.6 Dados A,B subconjuntos de R, ndo vazios e limitados superiormente, te-
mos:
sup(A+B) =supA+supB, onde A+B={x+y/xcAeycB}.

Demonstracao: Defina supA :=a e supB = b. Logo,
x<aVxeA e y<bVyeB.
Somando essas duas desigualdades, obtemos
x+y<a+bVxeAeVyeB,

donde concluimos que a + b € uma cota superior do conjunto A + B.
Mostraremos que a + b € a menor das cotas. De fato, V € > 0, existem x € A e ye € B,
tais que

8< e b 8<
a—— <Xx — = .
3 € 3 Ye



Efetuando a soma nestas desigualdades, obtemos:
(a+D)—€ < xe+ye,
mostrando que a + b é a menor das cotas superiores de A + B. Por estes fatos,

sup(A+B) =a+b = supA + supB.
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Capitulo 3
A Funcao Volume

Neste capitulo, faremos um breve estudo sobre volume, com a finalidade de compreen-
der seu conceito e mensurar determinados sdlidos, a saber: paralelepipedo, prisma e cilindro.
Para mais detalhes veja Alves [1], Lima [7] e [8], e Neto [12].

3.1 Volume de um Solido: ideia intuitiva.

Intuitivamente, entende-se por volume de um sélido S, a medida do espago que esse
solido ocupa, ou seja, a medida de seu conteido. Assim, ao medirmos, por exemplo, a
quantidade de 4gua contida em um reservatorio no formato de um cilindro, por meio de uma
escala contida em sua parede, estamos observando no mostrador o resultado de uma medicao
de volume (ver Lima [8]).

Observe que, ao utilizarmos o procedimento anterior, para calcular o volume de tal
reservatorio, estamos interessados em medir a grandeza volume por meio de um nimero e,
para isso, devemos compard-la com outra de mesma espécie tomada como unidade. Dai, o
resultado desta comparacdo serd um niumero chamado a medida do volume.

Para que possamos expressar algebricamente o volume de um sélido, é preciso estabe-
lecer uma unidade de medida que sirva de referéncia. Tradicionalmente, o cubo de aresta,
igual a uma unidade de medida de comprimento, € a unidade de referéncia que utilizamos
para expressar numericamente o volume de um sélido. Assim, se quisermos calcular o vo-
lume de um determinado sélido, € suficiente descobrirmos o nlimero que representa a quan-
tidade de vezes que esse sélido contém o cubo unitario. Portanto, essa quantidade de vezes
serd, justamente, o volume do sélido considerado (ver Lima [8]). No entanto, nem todo
s6lido pode ser visto como uma unido justaposta de cubos. Motivados por este fato, neste

trabalho buscamos compreender como podemos mensurar tais sélidos.
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3.2 A Funcao Volume.

Definicao 3.1 Um solido é dito homeomorfo a uma esfera quando ele é obtido apds esticar

e repuxar a esfera, sem cortd-la ou furd-la (ver Lima [8]).

No que segue, consideraremos P como o conjunto de todos os s6lidos homeomorfos a

uma esfera.

Definicao 3.2 Dados dois solidos, Sy, Sy € P, dizemos que Sy e S» sdo congruentes quando
um deles for obtido do outro através de uma translagcdo, rotacdo ou composicoes desses

movimentos.

Esclarecendo melhor: dois s6lidos sdo congruentes se for possivel mover um deles no
espaco, sem deformé-lo, até fazé-lo coincidir com o outro. Assim, se dois sélidos, S; e $>
forem congruentes, deve existir uma correspondéncia biunivoca entre S e S».

Agora, em um contexto algébrico, iremos definir funcao volume de um sélido S do
conjunto P, uma aplicacdo V : P — R de modo que:

(I V:P— R,, é uma fungdo, isto é, associa a cada § € P um tnico valor real positivo
V(S), chamado de volume do sélido S;

(IT) Se dois sdlidos, St e Sz, sdo congruentes, entao

V(S]) = V(Sz);

(IIT) Se um sélido S ¢ formado pela reunido de um nimero finito de sélidos S = {S;}?_, C P,
dois a dois disjuntos, ou possuindo em comum apenas pontos de suas cascas, entao o

volume de S € a soma dos volumes de S1,53,...,S,, isto é:

V(S) =V (OS,) = iV(S,’).
i=1 1=

(IV) Se S| C S3, com S| # §», entdo

V(Sl) < V(Sz).

(V) Se x,y e z constituem as medidas do comprimento, largura e altura de um paralele-
pipedo retangulo (x,y,z), entdo seu volume serd denotado por V (x,y,z) e, assumimos
que:

V(1,1,1) = 1.
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3.3 Volume do Paralelepipedo Retangulo.

O Paralelepipedo ¢ um sé6lido delimitado por seis paralelogramos, cada um represen-
tando uma face desse sélido. Essas faces constituem trés pares, onde, em cada par, as faces
sdo congruentes e paralelas entre si. Os lados do paralelepipedo sdo chamados de arestas e
qualquer uma das faces pode funcionar como base do sélido. Quando as faces do paralelepi-
pedo sdo retangulos, ele € chamado de paralelepipedo retangulo, também conhecido como
bloco retangular (ou simplesmente ortoedro). (ver Figura 3.1).

X

Figura 3.1: Paralelepipedo Retangulo.

Um caso particular de paralelepipedo retingulo € o cubo, que ocorre quando as trés
dimensdes (comprimento, largura e altura) sdo congruentes entre si, isto €, quando elas t€ém

o0 mesmo comprimento (ver Figura 3.2).

r

Figura 3.2: Cubo com aresta medindo x.

Verificaremos agora que o volume de um cubo de aresta x é igual a x°.

Teorema 3.1 Se C é um cubo de aresta x, C = (x,x,x), entdo V (x,x,x) = x>
Demonstracao: Se x € um nimero racional, € possivel justapor cubos de arestas racionais de
modo que a sua unido forme todo o cubo (x,x,x), com isso, pode-se mostrar que V (x,x,x) =
x> (ver [1], pp. 8-9). Sendo assim, vejamos o caso que x é um nimero irracional. Seja a um
nimero real de sorte que @ < x° e consideremos um niimero racional r, préximo de x, tal que
va < r <x,ou seja,

a<r <x. 3.1
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Com isso, o cubo C de aresta igual a x contém um cubo (r, r,r). Deste fato, segue do Axioma
(IV) que
V(r,rr) <V(x,x,x). (3.2)

Ora, mas sendo » um niimero racional, temos que V (r,r,7) = >, e portanto, temos de (3.1)
3
a<r’ <V(x,xx), (3.3)

como queriamos demonstrar. Analogamente ao feito anteriormente, mostra-se que: se b >
x3, temos b > V (x,x,x).
Afirmamos agora que V (x,x,x) = x>. Com efeito, utilizando argumento de contradi-

¢do, suponha que V (x,x,x) # x> e, sem perda de generalidade, assuma

V(x,x,x) < x°.
Ora, mas segue de (3.3) que
V(x,x,x) <V(x,x,x),

uma contradi¢io. Mostrando assim que V (x,x,x) = x°.

U

A partir do Teorema 3.1, é possivel mostrar, utilizando o Teorema Fundamental da
Proporcionalidade (ver [3], p. 95), que o volume de um paralelepipedo retangular € dado pelo

produto de suas dimensdes (altura, largura e comprimento), conforme enunciado a seguir:
Teorema 3.2 Sendo x, y e 7 as dimensoes de um paralelepipedo retdngulo, temos

V(x,y,2)=x.y.z

3.4 Volume de um Solido.

Nesta se¢do, apresentamos um procedimento para obter o volume de um sélido S per-
tencente ao conjunto P. Com este propdsito, verificaremos inicialmente o volume do Poli-
edro Retangular. Assim, lembremos que o Poliedro Retangular ¢ um sélido formado pela
unido de um ndmero finito de blocos retangulares justapostos. Por este fato, seu volume é
obtido utilizando o Axioma (III), a partir da soma do volume de cada bloco retangular.

Sabendo disso, para obter o valor do volume de S € P, iremos tomar como referéncia
o volume do maior Poliedro Retangular, R, contido em S (i.e., R C S). No entanto, até o
momento, nao dispomos ainda de uma fundamentacao tedrica suficiente para obter o volume
exato do sélido S. Todavia, dado um Poliedro Retangular R, contido em S, temos de acordo
com o Axioma (IV)

V(R) <V(S).
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A ideia intuitiva € a seguinte: se introduzirmos mais blocos retangulares ao sélido R, tendo
sempre o cuidado destes blocos permanecerem contidos em S, obtemos um novo Poliedro
Retangular R, R’ C S, maior que R. De tal modo que V(R') serd uma aproximagdo melhor
para o V(S). Assim, quanto mais blocos forem inserindos em R, obteremos aproximagdes
melhores para V(S).

Observe que V(R) e V(R') sdo aproximagdes por falta para V(S), porém V(R') é uma
aproximagdo melhor de V (S).

Este procedimento de introduzirmos cada vez mais blocos retangulares ao poliedro
R € uma maneira de compreendermos que podemos construir um Poliedro Retangular tdo

préximo de S, quanto se queira. Em outras palavras, dado um sélido S € P, temos:
(i) Qualquer que seja o poliedro retangular R, com R C S, tem-se
V(R) <V($),
de acordo com o Axioma (III).

(ii) Qualquer que seja o nimero real positivo A, com A < V(S), sempre é possivel encon-

trar um poliedro retangular R C S, com
A <V(R)<V(S).
Mais precisamente: seja X um conjunto formado por nimeros reais positivos dados
por V(R). Neste caso, X é um conjunto limitado, pois,
0 <V(R) <V(S),

e V(S) € uma cota superior para o conjunto X. Além disso, segue do item (i), que V(S) é a
menor das cotas superiores de X, isto &,

V(S) =supX = sup{V(R) | R C S e R é um poliedro retangular} .
Portanto, a funcdo V : P — R, dada por
V(S) =supX =sup{V(R) | R C S e R é um poliedro retangular}, (3.4)

fica bem definida, satisfazendo assim o Axioma (I).

Figura 3.3: Poliedro retangular inserido em um sélido. Fonte: Lima [8]
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Nosso objetivo agora é mostrar que V : P — R, dado como (3.4), define uma funcéo
volume. Para isso, mostraremos que V satisfaz os Axiomas (II) - (V).
Verificaciio de (II): E imediato, basta observar que o conjunto de poliedros contidos em S|
€ igual ao conjunto de poliedros contidos em S5.
Verificacao de (III): Inicialmente, observe que dado um poliedro retangular R, com R C
U2 Si , podemos considerar R como sendo uma unido de Poliedros Retangulares {R;}} ,,
isto 6, R=._R; , de sorte que R; C S;,i € {1,2,...,n} e {R;}}'_, sdo dois a dois disjuntos

ou possuem em comum pontos de suas cascas. Sabendo disto, observe que

V(s) = sup{ R)RC S = US}

- o (5) mes)
- fEvmmcs)
(

= sup {V(R))|R; C S; })

ey

1

donde segue-se, da Proposi¢do 2.6, que:

Zsup{V )|Ri C Si} = Zv
Verificacao de (IV): Note que, R C S| = R C Sy, pois S1 C S3. Por este fato,
{RIRC S1} C{RIRC S} ={V(R)|IRC S1} C{V(R)|R C S»},
implicando pela Proposicao 2.5 que
V(S1) =sup{V(R)|R C S1} <sup{V(R)|RC S»} =V(S2).

Verificacio de (V): Assuma agora que S é um cubo de aresta 1, S = (1,1, 1). Neste caso, S
¢ um Poliedro Retangular, e portanto,

V(S) =max{V(R)RC S=(1,1,1)} =V(1,1,1) = 1.
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Capitulo 4

Paralelepipedos e Poligonos
Equidecomponiveis

Seguindo o trabalho de Neto [12], apresentaremos ao longo deste capitulo alguns re-
sultados envolvendo paralelepipedos, retos ou obliquos?, a fim de calcular seus respectivos

volumes.

4.1 Alguns resultados envolvendo paralelepipedos.

Nosso objetivo aqui € mostrar que paralelepipedos de mesma base e mesma altura pos-
suem o0 mesmo volume. A fim de simplificarmos nossa escrita, trataremos paralelepipedos

como paralelepipedo obliquo ou reto.

Teorema 4.1 Se um paralelepipedo for cortado ao meio por um plano que passa por duas
de suas arestas opostas (veja Figura 4.1), entdo os prismas que ficam determinados por esse

corte possuem o mesmo volume.

Demonstracao: Seja ABCDEF GH um paralelepipedo e BCHE o plano que passa por duas
de suas arestas opostas. Os prismas ABCDHE e EFGHCB, determinados por este plano,
possuem o mesmo volume. De fato, como em um paralelepipedo as faces opostas sdo con-
gruentes, segue que os paralelogramos ABCD e EFGH sdo congruentes, com a seguinte
relacdo ABCD = EFGH. O mesmo ocorrendo com os paralelogramos ADHE e BCGF, com
ADHE = BCGF. Temos ainda que a diagonal BE divide o paralelogramo ABFE em dois
triangulos congruentes, ABE = FEB (caso LLL); o mesmo ocorrendo com a diagonal CH,
que divide o paralelogramo CDHG em dois triangulos congruentes, DCH = GHC, (caso
LLL). Deste modo, tendo em vista que as faces dos prismas ABCDHE e EF GHCB sdo duas

2Um paralelepipedo é dito obliquo, quando as arestas das faces laterais sdo obliquas em relagdo aos planos
das bases, ou seja, formam com as bases dngulos que podem ser maiores (obtusos) ou menores (agudos) que
90°.

17



a duas congruentes, podemos concluir que tais prismas sao congruentes, ou seja, possuem o
mesmo volume (Axioma II).

Figura 4.1: Plano dividindo um paralelepipedo ao meio.

Teorema 4.2 Se dois paralelepipedos possuem mesma base, mesma altura e, além disso, as
extremidades de suas arestas laterais sdo pontos colineares, entdo eles possuem o mesmo

volume.

Demonstracao: A fim de demonstrar tal resultado, vamos considerar trés casos:

1° caso: As faces superiores possuem um segmento em comum, a ver Figura 4.2.

Figura 4.2: Faces superiores com um segmento em comum.

Como as extremidades das arestas laterais desses paralelepipedos sdo pontos colinea-
res, temos que: JK = AB = FG e EH = CD = IL. Note que os paralelogramos ADEF e
BCHG sao congruentes, pois sdo faces opostas do paralelepipedo ABCDEFGH. O mesmo
ocorrendo com os paralelogramos ADIJ e BCLK, pois sdo faces opostas do paralelepipedo
ABCDIJKL. Dai, como os paralelepipedos ABCDEF GH e ABCDIJKL possuem faces duas
a duas congruentes, concluimos que esses paralelepipedos sdo congruentes, ou seja, t€m o
mesmo volume ( Axioma II).
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2° caso: Os paralelogramos que constituem a face superior possuem como intersecao

um paralelogramo, a ver Figura 4.3.

Figura 4.3: Faces superiores com um paralelogramo em comum.

Tendo em vista que as extremidades das arestas laterais desses paralelepipedos sdao

pontos colineares, temos:

JK=AB=FG (4.1)
e
EH=CD=IL 4.2)
Além disso, valem as igualdades:
+_ 77 et s wv_ oA T 17 w4y 7o
JF=JK—FK ="FG—FK=KG e IE=IL—-FEL ="EH—-EL=1LH.

Note ainda que os paralelogramos ADEF e BCHG sdo congruentes, pois sdo faces
opostas do paralelepipedo ABCDEFGH. O mesmo ocorre com os paralelogramos ADIJ e
BCLK, pois sao faces opostas do paralelepipedo ABCDIJKL. Dai, concluimos que os pris-
mas ADEIJF e BCHLKG sao congruentes, com a seguinte relacdo ADEIJF = BCHLKG.
Por este fato, podemos concluir que (ver Axioma II)

V = V(ADEIJF) = V(BCHLKG).

Por outro lado, o sélido ABCDEF KL é comum aos paralelepipedos em questdo e, além
disso, cada um desses paralelepipedos € formado pela unido desse s6lido com um prisma de
volume V. Dessa forma, sendo V' o volume desse sélido, temos que o volume de cada um

dos paralelepipedos é dado por V + V', consequentemente,
V(ABCDIJKL) =V +V' =V(ABCDEFGH).

3° caso: Os paralelogramos que constituem a face superior possuem interse¢do vazia
como mostra a Figura 4.4.
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Figura 4.4: Faces superiores com intersecao vazia.

Suponha que KF < JK. Inicialmente, tome dois pontos, M e N, pertencentes aos
segmentos JK e FG, respectivamente, de modo que MN = AB. De modo andlogo, fixe os
pontos P e O pertencentes aos segmentos /L e EH, respectivamente, de sorte que PO = DC,
e PD || MA e CO || BN. A partir desta construgio, obtemos o paralelepipedo ABCDPMNO (a
ver Figura 4.5), que por sua vez, possui 0 mesmo volume que o paralelepipedo ABCDIJKL
(veja 1° e 2° casos). O caso onde KF > JK, basta escolher um certo nimero de paralelepi-
pedos de modo que podemos recair aos 1° e/ou 2° casos.

Figura 4.5: Trés paralelepipedos com 0 mesmo volume.

Do 1° ao 3° caso, concluimos que se dois paralelepipedos possuem mesma base,
mesma altura e, além disso, as extremidades de suas arestas laterais sdo pontos colineares,

entdo eles possuem o mesmo volume.

O

Teorema 4.3 Se paralelepipedos tiverem mesma base e mesma altura, entdo eles tém o

mesmo volume.

Demonstracao: Com o auxilio da Figura 4.6, iremos tomar os paralelepipedos ABCDIJKL
(azul) e ABCDPMNO (vermelho). Deste modo, a partir destes paralelepipedos, podemos
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construir um paralelepipedo ABCDEF GH (preto), a ver Figura 4.6, de sorte que suas arestas
superiores sao colineares com as arestas superiores dos outros dois paralelepipedos.

Figura 4.6: Comparando o volume de trés paralelepipedos de mesma base e altura.

Sendo assim, segue do Teorema 4.2, que os trés paralelepipedos possuem o mesmo volume.

O

4.2 Poligonos Equidecomponiveis.

Para os resultados apresentados aqui, usamos como referencial teérico Lima (ver [9],
pp- 10-15) e Neto (ver [12], pp. 2-3).

Defini¢do 4.1 Dois poligonos, P e P/, sdo ditos equidecomponiveis quando existem decom-

posicoes
P=PUPU...UP,
e
P=PUPU...UP,
de tal froma que cada poligono P; é congruente ao poligono P, comi=1,2.3,...,n. Além

disso, exige-se que os poligonos P; tenham seus interiores, dois a dois disjuntos, o mesmo

ocorrendo com os P.
Exemplo 7 Todo triangulo é equidecomponivel a um retangulo.

No intuito de mostrarmos tal resultado, considere um tridngulo BAC de base AC e altura
BD relativa a base. Sejam E e F os pontos médios dos lados BA e BC, respectivamente.
Tracemos a reta r que passa pelos pontos E e F e que € paralela a base AC, AG e CH que

sdo perpendiculares a essa reta. Considere ainda o ponto O que € interse¢do entre areta r € a
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altura BD (ver figura 4.7). Além disso, fixe os pontos G e H da reta r de modo que AG e CH
sdo perpendiculares a r, e fixe O como sendo a intersecdo entre r € BD.

D) I

S
S]] T

Figura 4.7: Tridngulo e retangulo equidecomponiveis.

Para concluirmos que o tridngulo BAC e o retangulo GACH sao equidecomponiveis,
devemos mostrar que os tridngulos EOB e EGA sdo congruentes, assim como os tridngulos
FOB e FHC. Com efeito, como E e F sdao pontos médios de BA e BC, respectivamente,
segue-se que EB = EA e FC = FB. Além disso, AEG =BEO (angulos opostos pelo vértice)
e EGA = EOB = 90°. O mesmo ocorrendo com 0s angulos BFO = CFH (opostos pelo
vértice) e BOF = CHF = 90°. Dai, pelo caso LAA, (lado, angulo e angulo oposto) os
triangulos EOB e EGA sao congruentes, 0 mesmo ocorrendo com os tridngulos FOB e FCB,
isto é, EOB = EGA e FOB = FHC. Diante disso, concluimos que o tridngulo BAC e o

retangulo GACH s@o equidecomponiveis.

Lema 4.4 Se um poligono P é equidecomponivel a um poligono P', e o poligono P' é equi-

decomponivel a um poligono P", entdo os poligonos P e P" também sdo equidecomponiveis.

Demonstraciao: Como P e P’ sdo equidecomponiveis, isto significa que é possivel dividir
P em um ndmero finito de partes, que, reorganizadas, resultam em P’. Assim, considere
P =P, UP,U...UP, uma decomposi¢do de P, os quais, reagrupados, formam P’ = P{ UP}, U
...UP,, em que cada P, é congruente a cada P/, com i = 1,2,3, ..., n. Por outro lado, como P’
é equidecomponivel a P”, podemos cortar P’ em um ntmero finito de partes ainda menores
que Pl-’ , P., de modo a obtermos P”. Com isso, 0s poligonos P: ainda menores, podem ser
reagrupados de um modo para formar o poligono P e de outro modo para formar P”. Logo,

P e P” sdo equidecomponiveis.

0

Lema 4.5 Se dois paralelogramos possuem mesma base e dreas iguais, entdo eles sdo equi-

decomponiveis.
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Demonstracio: Sejam ABCD e ABEF dois paralelogramos que tém base comum AB e igual
area. Como eles possuem mesma base e igual drea, suas alturas sdo idénticas. Sendo assim,
os segmentos CD e EF estdo sobre uma mesma reta. Se tais segmentos forem coincidentes
nao hé o que demonstrar. Caso contrério, tracemos na reta jﬁ consecutivamente, uma série
de segmentos iguais ao segmento AB e por cada ponto de divisdo tracemos retas paralelas aos
segmentos AD e AF. Com isso, os feixes de retas paralelas formados por AD e AF formam

uma série de poligonos, como podemos ver na figuras 4.8.

Figura 4.8: Feixes de retas paralelas.

Além disso, cada um destes poligonos de um paralelogramo pode ser deslocado para o
outro paralelogramo. A figura 4.8 mostra que os poligonos do paralelogramo ABEF podem
ser deslocados para o paralelogramo ABCD, uma vez que o poligono ABCD € composto
pelos poligonos representados por 1, 2, 3 e 4, assim como o poligono ABEF . Portanto, estes

paralelogramos sao equidecomponiveis.

O
Lema 4.6 Se dois paralelogramos possuem mesma drea, entdo eles sdo equidecomponiveis.

Demonstracao: Sejam ABCD e EFGH dois paralelogramos de mesma drea, representados
nas figuras 4.9 e 4.10, respectivamente. Sem perda de generalidade, dentre os segmentos AB,

BC, EF e FG, considere o segmento AB, como o de maior medida.

D C

Figura 4.9: Paralelogramo ABCD.

Agora, considere o ponto P pertencente a reta Gﬁ, em que P esta situado a esquerda

de H, de sorte que PE = AB, como podemos ver na figura 4.10.
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Figura 4.10: Paralelogramos EFPQ e EFGH.

Em seguida, construa uma circunferéncia de raio AB e de centro E. Como AB >
EH, entdo teremos dois pontos de intersecdo da circunferéncia com a reta (?I . Seja Q
o ponto situado a esquerda de H e pertencente a G<—I->I tal que PQ = HG. Daf, temos que
o paralelogramo EFPQ tem mesma drea € um lado comum ao retangulo EFGH. Como
paralelogramos de mesma drea e mesma base sdo equidecomponiveis (ver Lema 4.5), segue
que EFGH e EF PQ sao equidecomponiveis. Por outro lado, como os paralelogramos ABCD
e EFPQ tém mesma base e mesma drea, entdo eles também sdao equidecomponiveis. Por
estes fatos, segue do Lema 4.4, que ABCD e EF GH sao equidecomponiveis.
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Capitulo 5

O Volume do Cilindro

Neste capitulo, faremos uso do Método de aproximacao por falta para calcular o vo-
lume do cilindro (reto ou obliquo) e, a partir da funcdo volume V : P — R, apresentada no
Capitulo 3, secao 3.4, concluiremos que seu volume é dado pelo produto entre a drea da base

pela altura.

5.1 Volume do Paralelepipedo.

A partir dos resultados apresentados no capitulo anterior, envolvendo paralelepiepdos
e poligonos equidecomponiveis, apresentamos o teorema a seguir, que € uma consequéncia

do Teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien' (ver [12]), para sélidos do tipo paralelepipedos.

Teorema 5.1 Se dois paralelepipedos possuem mesma altura e bases com a mesma drea,

entdo eles tém o mesmo volume.

Demonstracio: Considere P e P’ dois paralelepipedos com a mesma altura e bases B e
B’, respectivamente, com mesma drea. Como B e B’ tém a mesma drea (ver Figura 5.1),
segue do Lema 4.6, que B e B’ sdo equidecomponiveis, ou seja, € possivel escrever B =
B1UByU...UB, como unido de n partes disjuntas, de modo que B' = B UB,U...UB,,
onde B; e B§ sao congruentes.

ITeorema de Wallace-Bolyai-Gerwien: Dois poligonos de 4reas iguais sdo equidecomponiveis.
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Figura 5.1: Bases B e B’ de mesma drea.

Com isso, as decomposicdes de B e B’ nos levam a decomposicdes naturais de P e P’ em
paralelepipedos R;, Ry, ..., Ry, tais que P=R{UR,U...UR, e P =R/UR,U...UR,
sendo que, para i # j, os paralelepipedos R; e R; t¢ém exatamente uma face em comum. Em

particular, P e P’ ttm 0 mesmo volume.

O

Teorema 5.2 O volume de um paralelepipedo é igual ao produto da drea da base pela res-

pectiva altura.

Demonstracao: Considere um paralelepipedo ABCDEF GH de base ABCD e altura h como

ilustrado na Figura 5.2.

Figura 5.2: Paralelepipedo ABCDEFGH.

Tracemos, agora, dois planos perpendiculares a base ABCD: o primeiro que passa pela
aresta BC e o segundo que passa pela aresta AD. Considere os pontos A1, C; e By, Dy, que
pertencem, respectivamente, as retas % e ﬁ e aos planos perpendiculares a base ABCD.
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Note que, a partir deste procedimento, obtemos o paralelepipedo retangulo ABCDB1ACD;
que possui mesma base ABCD e mesma altura & que o paralelepipedo ABCDEFGH (ver

Figura 5.3), logo, eles possuem o mesmo volume (ver Teorema 5.1).

Figura 5.3: Paralelepipedo retangulo ABCDB1A1C1D;.

Como o volume de um paralelepipedo retangulo é dado pelo produto da drea da base

pela respectiva altura (ver Teorema 3.2), segue que

V(ABCDEFGH) = V(ABCDB A C;D;) = A(ABCD) . h.

5.2 Volume do Prisma.

O objetivo desta secdo € apresentar uma férmula para o cilculo do volume de um
prisma, cuja base é um poligono regular (um caso particular de cilindro). Para isso, veremos,

inicialmente, a definicdo de cilindro (ver [7], p. 52):

Definicao 5.1 Sejam F uma figura plana contida em um plano horizontal T e g um segmento
de reta ndo paralelo a este plano. A reunido de todos os segmentos de retas com origem em
F, paralelos e congruentes a g é chamado de Cilindro C, de base F e geratriz g (ver Figura
5.3).
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Figura 5.4: Cilindro de base F e geratriz g.

Teorema 5.3 O volume de um prisma de base triangular é igual ao produto da drea da base

pela respectiva altura.

Demonstracao: Seja ABCDHEF G um paralelepipedo de base ABCD e altura h como ilus-
trado na Figura 5.5. Considere BDHF o plano que passa por duas de suas arestas opostas.
Diante disso, o paralelepipedo ABCDHEF G fica dividido em dois prismas de bases triangu-
lares de mesmo volume (ver Teorema 4.1). Pelo Teorema 5.2, o volume do paralelepipedo
ABCDHEF G é dado por

V(ABCDHEFG) = A(ABCD) . h.

Figura 5.5: Paralelepipedo ABCDHEG.

Por outro lado, os volumes dos prismas de base triangular que compdem esse paralelepipedo

¢ dado por
V(ABCDHEFG) A(ABCD).h
V(ABDHEF) = ( > ) = %,
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mas, A(ABCD) =2 . A(ABD). Assim,

V(ABDHEF) = A(ABD) . h.

Veremos agora o caso onde o prisma possua como base um poligono regular.

Teorema 5.4 O volume de um prisma P,, cuja base é um poligono regular de n lados, é

dado pelo produto entre a drea da base, A, e a altura do prisma, H, isto é,
V(P,)=A, .H.

Demonstracao: Observe que o prisma P,, cuja base ¢ um poligono regular, de n lados, pode
ser visto como a unido de n prismas, P, todos congruentes, de base triangular. Por outro
lado, segue do Teorema 5.3, que o volume de cada prisma F; € dado pelo produto da drea de
sua respectiva base pela altura. Considerando, agora, 7 como a area da base de F;, temos,
pelo Axioma (III), que o volume de P, é:

n

V(e)=V(JP) = iv(g): Zn"lT.H:(n.T) .H.
i=1 n= n=

Note que, n.T determina a drea da base de P, isto é,n. T = A, logo

V(P,) =A,.H.

5.3 Volume do Cilindro.

Esta se¢do é destinada ao cdlculo do volume do cilindro de base circular. Aqui apre-
sentamos a férmula de seu volume utilizando o Método de aproximacao por falta. A fim de
mostrar que o seu volume é dado pelo produto da area da base pela altura, enunciaremos
agora dois lemas, nos quais suas respectivas demonstragdes podem ser vistas em Alves (ver
[1], pp. 19-20) e em Flemming e Gongalves (ver [6], p. 99).

Lema 5.5 Seja R, um poligono regular de n lados, inscrito em uma circunferéncia de centro

O e raio r. A drea de R, é dada por:

1 2
A(Ry) = o % sen <—ﬂ> :

n

Lema 5.6 Para x > 0, bem proximo de zero, temos ** bem proximo de 1, e menor que 1,
ou seja,
senx senx
— =1 e — <1,
X X

parax~0ex>0.
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Teorema 5.7 O volume de um cilindro C, de altura H e base circular com centro O e raio r,

€ dado pelo produto entre a drea da base e a altura, isto é:
V(C)=nrH.

Demonstracao: Seja P, um prisma, cuja base € um poligono regular de n lados, inscrito na
base de C. Considere, agora, X como sendo o conjunto de todos os poliedros retangulares R
contidos em C. Neste caso,

V(C) = RSIEJ%V(R).

Mostraremos agora que

V(C) = sup V(P,). (5.1)
neN

Afim de mostrarmos esta igualdade, é importante observar, inicialmente, que para cada

R € X, existe ng € N, suficientemente grande, tal que R C P,, C C. Neste caso, segue do
Axioma (IV) que

V(R) <V(P,) <V(C). (5.2)

Sabendo disto, verificaremos agora que

sup V(PB,) > V(C) = sup V(R).
neN ReX

Com efeito, suponha por contradi¢do que

sup V(P,) < sup V(R).
neN ReX

Assim, existe Ry € X verificando:

V(Pn) < sup V<Pn> < V(R0)7 Vn eN,

neN

o que é uma contradi¢do com (5.2). A outra desigualdade segue pelo fato de {P,}, - y C X.
Provando assim a igualdade (5.1).
Usaremos agora (5.1) para provar, finalmente, que

V(C)=nrH.

Segue do Lema 5.6 que o volume de P, é dado por:

1 2
V(P,) = 5 Hnr? sen <7ﬂ> .

E, uma vez que 27” ~ 0, para n suficientemente grande, temos pelo Lema 3.6 que:

2z
V(P,) = wHr* (senz—)> ~nHrr e V(P,)<nHr, (5.3)



para n suficientemente grande.
Afirmamos que £Hr? é a menor das cotas superiores para o conjunto {V (P,); n € N}.
De fato, dado € > 0, existe ng € N, por (5.3), tal que

0< Hr* —V(P,) <&,

ou seja,
mHr* —& <V (By,).
Logo,
sup V(P,) = mHr?,
neN
donde segue-se de (5.1) que
V(C) = nHr,

como queriamos demonstrar.
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Capitulo 6
Consideracoes Finais

Com este trabalho, ficou evidente a importancia de compreendermos o conceito de vo-
lume de um sélido a partir do Método de aproximacgdo por falta. Utilizando esse método,
mostramos que € possivel obter aproximagdes de volumes de sélidos com tanta precisao
quanto se queira, por meio de volumes de poliedros retangulares neles contidos ou por meio
de volumes de outros s6lidos que ja conhecemos o seu volume e, dessa forma, dar um signi-
ficado preciso ao conceito de volume.

Ao longo do trabalho, ndo fizemos uso do Principio de Cavalieri para realizagdo do
cdlculo do volume dos sélidos citados aqui. E importante salientar que, a partir do Principio
de Cavalieri, esses cdlculos sio simples, rdpidos; contudo, perde-se o entendimento tedrico,
como estabelecemos aqui do que seria volume. Por essa razio, ndo utilizamos esse principio,
mas o leitor interessado pode ver sua aplicabilidade para determinar volume de cones e de
esferas.

Na demonstracdo do Teorema 5.1, o resultado apresentado € uma consequéncia do
Teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien, segundo o qual, dois poligonos de areas iguais sdo
equidecomponiveis. Utilizando esse teorema, vimos que dois paralelepipedos que possuem
o mesmo volume sdo equidecomponiveis. Mas serd que esse resultado é vélido para ou-
tros s6lidos? A resposta é ndo. Max Dehn (1878-1952), aluno do matematico David Hilbert
(1862-1943), demonstrou que ndo € possivel estender o Teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien
para sélidos quaisquer, ou seja, dois sélidos podem ter o mesmo volume sem serem equide-
componiveis. Diante disso, ndo € possivel usar tal teorema para concluir que piramides de
mesma base e altura possuem o mesmo volume. Neste caso, deve-se usar o Método da
Exaustao ou o Principio de Cavalieri para concluir tal resultado. Deixamos a prova desse
resultado como motivacdo para o nosso leitor.

A partir do estudo realizado, foi possivel aplicar o conceito de supremo de um con-
junto. Os resultados foram devidamente provados e expostos de forma clara, tendo em vista
que, os alunos do Ensino Médio ndo t€ém um contato direto com essa teoria. Por esse motivo,
acreditamos que nossa pesquisa venha motivar professores do ensino basico, alunos do En-

sino Médio e, até mesmo, alunos de Anélise Real, da importancia do Método de aproximagao

32



por falta.

Por fim, acreditamos que se o Método de aproximacao por falta for explorado nas esco-
las de forma mais objetiva e interdisciplinar, teremos alunos mais interessados pelo estudo da
matematica, de modo que possam interagir e perceber as aplicacdes desta disciplina no seu
cotidiano. Dessa maneira, o estudo sobre o volume de sélidos ndo ficard limitado apenas a
exposi¢ao de férmulas por parte do professor e a resolu¢do de uma série de exercicios, muitas
vezes, enfadonhos e repetitivos. O conteido serd exposto de forma mais precisa, fundamen-
tado em defini¢des e utilizando materiais concretos ou softwares de geometria dindmica que,

via regra, auxiliardo na consolidacdo do conhecimento.
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