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“O que sabemos é uma gota,

0 que 1gnoramos € um 0ceano.
Mas o que seria o oceano

se ndo infinitas gotas?”

Isaac Newton



Resumo

Este trabalho tem como objetivo oferecer algumas possibilidades para potencializar o
Professor do Ensino Médio de Matematica no ensino de otimizagao. Sao apresentados
alguns conceitos essenciais para o estudo da otimizacdo sem o uso do célculo tais como
minimizagdo de funcao quadratica, desigualdade das médias e uma visao geral sobre
modelos de programagao linear (solucao grafica). Também sdo expostas algumas definigoes
e teoremas fundamentais para o estudo da otimizacao com o uso do calculo com uma
ou mais variaveis, além de um panorama geral sobre a histéria do célculo, o método de
Newton e o método do gradiente. Foi elaborada uma sequéncia didatica como sugestao
para que o Professor do Ensino Médio de Matematica possa utilizar o GEOGEBRA nas
aulas tornando-as mais atrativas e dinamicas através dos recursos visuais que o referido

software proporciona.

Palavras-chave: Otimizagao sem uso do calculo, Otimizacao com uso do célculo, Educagao

matematica no ensino médio.



Abstract

This research has as objective to offer some possibilities to potentiate High School Math-
ematics Teacher on teaching optimization. It was presented many essential concepts to
optimization study without using Calculus as minimization in quadrat function, inequality
of means and an overview about linear programming models (graphic solution). Some
key definitions and theorems for studying optimization with Calculus are also exposed to
work with one or more variables functions. In addition to that, there is a general outlook
about Calculus History, Newton s Method and Gradient Method. It was elaborated a
didactic sequence as a suggestion to High School Mathematics Teacher which he could use
GEOGEBRA during the classes to become them more attractive and dynamic through

the visual resources that the software presents.

Keywords: Optimization without Calculus use, Optimization with Calculus use, High

school mathematics education.
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Introducao

O presente trabalho foi escolhido e desenvolvido por mim pela afinidade que
tenho com a area do Célculo desde o Ensino Médio. Havia uma professora chamada
Abigail Marocco Parazzi que acreditava em minha vocagao para cursar Mateméatica na
Universidade. Ela me iniciou nesse estudo no contra periodo das aulas durante os plantoes
de duvidas, frequentados para um aprofundamento nos conhecimentos adquiridos em sala
de aula. Minhas habilidades escolares mais evidenciadas, residiam na area de exatas, o
que em conjunto com esse apoio e incentivo dados pela professora, foi o que determinou
a minha escolha em me graduar na area de exatas, mais precisamente, Licenciatura em

Matemética.

Ao contemplar que a otimizacao nao s6 é uma area do conhecimento exato
que envolve Célculo como também é muito 1til e necessaria para a vida cotidiana do ser
humano em qualquer tempo e espago, além de dialogar com todas as areas da matematica,
o interesse e motivacao para pesquisar e ampliar os horizontes acerca do tema emergiram

naturalmente.

Nesse sentido, se desponta a oportunidade de contribuir com os professores
do Ensino Regular para tornar o tema mais proximo da realidade do Ensino Médio, e,
em adicado a isso, oferecer algumas possibilidades praticas de exercicio desse contetdo,
uma vez que o PROFMAT - Programa de Mestrado Profissional em Matemaética, objetiva
aperfeicoar a formacao inicial dos Professores de Matematica de Ensino Médio em exercicio
para que haja um aprimoramento teodrico, didatico e reflexivo em sua atuacao junto aos

alunos.

Os objetivos gerais do trabalho sao:

e Contextualizar historicamente o estudo da otimizacao sucintamente;

e Possibilitar reflexdes sobre as aplicabilidades da otimizacao e métodos de resolugao
de problemas dessa natureza voltados tanto para o Ensino Superior (pensando na
formagao do professor), quanto para o Ensino Médio (pensando na formagao do

aluno).
Os objetivos especificos do trabalho sao:

e Apresentar a teoria que permeia a otimizacao e o didlogo que estabelece com as

grandes areas da Matematica ;
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e Oferecer ferramentas ao professor do Ensino Médio para um trabalho em sala de

aula satisfatério no que se refere ao conteido otimizagao;

e Apresentar alguns problemas de otimizagao que podem ser utilizados para compor
planos de aula, sequéncias didatica, listas de exercicios, explanacoes tedricas e até

mesmo projetos para alunos do Ensino Médio.

A metodologia que sera utilizada para a realizacao desse trabalho é a revisao
bibliograca através da leitura de livros, artigos cienticos, peridédicos e livros didaticos
on-line ou impressos para fomentar as discussoes tedricas bem como valer-se dos mesmos
suportes para a elaboragao de uma sequéncia didatica que possa auxiliar o professor de

Ensino Médio a trabalhar esse contetido com seus alunos.

Além disso, serao selecionados criteriosamente alguns problemas motivadores

para analisar a otimizacao sob cada um dos prismas propostos pelo trabalho.

A fim de contextualizar o cenario em que a otimizacao se originou, sera apre-
sentado a seguir um panorama geral sobre os eventos histéricos que propiciaram sua

sistematizacao e difusao.

Os primeiros indicios de uma preocupacao sistematizada com o estudo e os
métodos da otimizacao surgiram durante a Revoluc¢ao Industrial (contemporanea a Revo-
lugdo Francesa) que foi um periodo em que a sociedade rompeu com varias permanéncias
e algou voo rumo a um desenvolvimento tecnologico frenético. Esse processo teve inicio
no século XIX na Europa em que se substituiu o uso do trabalho artesanal pelo trabalho

assalariado realizado com maquinas.

Até entao, as técnicas empregadas na producao eram rudimentares, o que nao
possibilitava um aumento expressivo desta. Os empregos eram vitalicios e os funcionarios
trabalhavam na residéncia do empregador, por baixos salarios e sem os devidos direitos
trabalhistas.

A primeira invencao que contribuiu para que a Revolucao Industrial ocorresse
na Inglaterra foi a maquina de fiagdo, que trouxe a possibilidade de se produzir com oito
fios a0 mesmo tempo, girando apenas uma manivela, sem um esforco muito grande do

trabalhador, podendo ser operada até mesmo por uma crianga.

Na sequéncia,o tear mecanico traz um avango ainda maior ao produtor téxtil,
e, por fim, o advento do motor a vapor aperfeicoado por James Watts engendra uma
avalanche de transmutacoes nao s6 no modo de produzir, mas nas relacoes de trabalho e,
como consequéncia, na sociedade, na economia, na politica e na cultura. Consoante aos

escritos de (HOBSBAWM, 2010).

A agricultura ja estava preparada para levar a termo suas trés fungoes
fundamentais numa era de industrializacdo: aumentar a producédo e a
produtividade de modo a alimentar uma populacdo nao agricola em
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rapido crescimento; fornecer um grande e crescente excedente de recrutas
em potencial para as cidades e industrias; e fornecer um mecanismo
para o actiimulo de capital a ser usado nos setores mais modernos da
economia.(Duas outras fungées eram provavelmente menos importantes
na Gra-Bretanha: a criacdo de um mercado suficientemente grande entre
a populagao agricola - normalmente a grande massa do povo - e o forne-
cimento de um excedente de exportagao que contribuisse para garantir
as importagoes de capital.

Qualquer que tenha sido a razao do avango britanico, ele nao se deveu a superi-
oridade tecnoldgica e cientifica. Nas ciéncias naturais os franceses estavam seguramente a
frente dos ingleses, vantagem que a Revolucao Francesa veio acentuar de forma marcante,
pelo menos na matematica e na fisica, pois ela incentivou as ciéncias na Franca enquanto
que a reacao suspeitava delas na Inglaterra.

Do ponto de vista de (HOBSBAWM, 2010), o desenvolvimento da agricultura foi
um aspecto fundamental para que a Revolucao Industrial explodisse na pioneira Inglaterra.

As demandas da sociedade clamavam por uma nova configuragdo no
modo de producéo capitalista. Apesar da economia agricola ter apoiado
o desenvolvimento industrial, havia um conflito muito grande entre os
que defendiam a permanéncia dessa agricultura voltada para o mercado
através de exportacoes em navios, ja que essa estrutura ja estava sendo
criada e outros que pregavam a industrializacgdo como a melhor maneira
de aumentar o acimulo de capital.

Ainda, segundo (HOBSBAWM, 2010),

Além disso, as revolugdes industriais pioneiras ocorreram em uma situacio
histoérica especial, em que o crescimento econémico surge de um actimulo
de decisoes de incontaveis empresarios e investidores particulares, cada
um deles governado pelo primeiro mandamento da época, comprar no
mercado mais barato e vender no mais caro. Como poderiam eles descobrir
que o lucro maximo devia ser detido com a organizaciao da revolugao
industrial e ndo com atividades comerciais mais conhecidas (e mais
lucrativas no passado)? Como poderiam saber o que ninguém sabia até
entao, que a revolugao industrial produziria uma aceleracdo impar na
expansao de seus mercados?

A Inglaterra passou a exportar a industrializacdo. Houve a divisao das etapas
do trabalho. O que antes era produzido por um tnico artesao em muitas horas, passou
a ser produzido em muito menos tempo, pois cada trabalhador se responsabilizava e se
especializava em executar uma parte , o que ocasionou também o aumento no niimero
de pecas produzidas ainda mais com o auxilio das esteiras das maquinas que passaram a

ditar o tempo gasto em cada tarefa.

As maquinas modernas nao eram mais comportadas pelas residéncias dos
empregadores que passaram a ter um espaco proprio para produzir. Essas mudancas
trouxeram a diminuicao da jornada de trabalho, o aumento salarial, a reducao dos custos

de producao e repasse dos produtos no mercado e assim a popularizagao e um maior acesso
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aos produtos industrializados. Os horarios das refei¢oes, atividades escolares, de dormir
também foram modificados.

Para (HOBSBAWM, 2010), a Inglaterra consolidou-se com uma economia
monumental muito superior a qualquer nagao nos padroes de 1848. Apesar de possuir uma
urbanizacao nada bela e uma desigualdade social muito acentuada, seus investimentos de
capital somavam cerca de 200 a 300 milhoes de libras, dos quais um quarto eram aplicados

nos Estados Unidos e um quinto na América Latina. Esses investimentos retornaram em
forma de lucro e surgiram novas demandas para investir nos quatro cantos do mundo.

Era, de fato, a “oficina do mundo”. E tanto a Gra-Bretanha quanto o
mundo sabiam que a revolugdo industrial lancada nestas ilhas nao sé
pelos comerciantes e empresarios como através deles, cuja tnica lei era
comprar no mercado mais barato e vender sem restricao no mais caro,
estava transformando o mundo. Nada poderia deté-la. Os deuses e os
reis do passado eram impotentes diante dos homens de negdbcios e das
maquinas a vapor do presente.

Para que essa nova forma de producao obtivesse éxito, foram desenvolvidas
técnicas e treinamentos para funcionarios, a fim de minimizar tempos, economizar dinheiro
e maximizar lucros. Duas metodologias dessa natureza que tiveram destaque foram o

Taylorismo e o Fordismo.

A primeira foi desenvolvida e publicada por Frederick W.Taylor em 1911 que
tinha como principal foco o tempo como mercadoria. O tempo da forga de trabalho
uma vez vendida para o empregador deveria ser otimizado para que as tarefas pudessem
ser realizadas no menor tempo possivel, aumentando a producdo e diminuindo custos.
Os supervisores das operacoes, observavam até mesmo a forma de se movimentar dos
operarios com o objetivo de perceber qual era a melhor maneira de minimizar o tempo.
Os funcionarios que otimizavam o tempo recebiam premiacoes. E a competicao pelas

premiacgoes era uma estratégia dos gestores para aumentar a producao.

A outra é de Henry Ford que era industrial e fabricante dos carros com o mesmo
nome. O principal objetivo desse modelo era aumentar a eficiéncia durante a producao
para que esta aumentasse, e assim, maximizar a oferta do produto e diminuir o custo do
produto final. Assim, sua popularizacao e baixo custo seriam mantidos com o equilibrio
da oferta e procura.Uma boa ilustracao desses métodos é o filme “Tempos Modernos” de
Charles Chaplin.

Alguns anos mais tarde, um outro invento iria potencializar ainda mais os
processos de otimizacao: o computador. Conforme o site oficinadanet, seu protétipo foi
desenvolvido pelo alemao Konrad Zuse em 1936 e apresentava caracteristicas fisicas e
recursos bem distintos dos computadores atuais.O proximo grande feito nesse segmento foi
em 1944, em que a marinha estado-unidense em parceria com a Universidade de Harvard,
projetou um computador que conseguia multiplicar dois nimeros de dez digitos em trés

segundos. Simultaneamente, e em segredo o Exército criou o Eniac, um computador que
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precisava ser operado por 6 pessoas para fazer conexoes, entrada e saida de dados. Esse

seria 0 mais préximo do nosso contemporaneo PC.
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1 Algumas consideracoes sobre otimizacao

Pode-se vislumbrar otimizacao como uma sistematizacao de técnicas e métodos
de configurar o melhor formato para a elaboragao, estruturacdo e funcionamento de
sistemas de interesse de diversos tipos e naturezas. A partir de um conjunto de variaveis e
possiveis restrigoes de inlimeros géneros, a esséncia da otimizagao reside em encontrar o

maximo ou o minimo de uma funcao de acordo com a natureza do problema.

Conforme (MUNDIM; DELAVY, 2008),

A otimizagdo de processos é de extrema importancia nas mais diversas
areas do conhecimento humano: seja na fisica, onde pode ser usada para
determinar a configuracdo mais estavel ou conveniente de uma molécula;
na quimica,onde procuram-se as condigoes ideais para a realizagdo de um
experimento (quimiometria); na engenharia, onde se deseja relacionar
elementos externos como o fluxo de produgao, o gasto de energia; na
economia, onde se procura o lucro maximo ou o custo minimo; na geologia,
para estudar-se a prospecc¢ao do solo, e, em muitas outras areas como
a estatistica, psicologia e biologia. Consciente ou inconscientemente,
e independente da classe social e cultural, uma parte considerdvel da
nossa vida é usada na busca da melhor escolha e tomada de decisao, na
minimizac¢ao dos custos de um dado produto, no menor gasto de energia
e a realizacao de atividades no menor tempo.

E possivel elencar alguns problemas trataveis pela otimizacao:

e Determinacao da maior drea possivel para a construcao de uma casa retangular em

um terreno triangular;

e Determinacao da melhor forma de acondicionamento de produtos dentro de um

galpao ou almoxarifado, maximizando o aproveitamento do espaco;

e Planejamento do melhor percurso para o transporte de mercadorias visando a

minimizagao de custos e tempo de entrega;

e Minimizagao do tempo de veiculagao e os ruidos de comunicagao dentro de uma
empresa e maximizagdo do alcance das informacoes a todos os colaboradores através

de uma intranet;

e Maximizacao dos lucros através da minimizagao dos custos e tempo de producao

dentro de uma industria;

e Otimizacao por colonia de formigas que através dos ferormdnios conseguem se comu-
nicar e organizar de tal maneira a conseguirem tragar as melhores rotas minimizando

esforgos da colonia e maximizando a obtencao de alimento.
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1.1 Otimizacdo sem uso do calculo

Inicialmente havera a apresentacao de algumas teorias que permitem o estudo
da otimizacdo sem recursos de nivel superior como, por exemplo, o calculo. Com o
intuito de acessibilizar esse conteiido para os alunos do Ensino Médio, nesse item sera
discutida a resolucao de situagoes-problema de otimizagao através da fungao quadratica, da

desigualdade das médias e também dos modelos de programacao linear (solugao grafica).

1.1.1 Funcao quadratica

Como motivacao para o estudo detalhado das fung¢oes quadraticas, podemos

analisar a seguinte situacdao adaptada de uma questao do vestibular da FUVEST:

Imagine que num terreno, com o formato de um triangulo retangulo com catetos
medindo 20 m e 30 m, deseja-se construir uma casa retangular de dimensoes = e y, como

indicado na Figura 1:

30m

20m

Figura 1 — Terreno triangular.

Entao, devemos determinar os valores de x e y de modo a obter a area maxima

a ser ocupada pela casa.

Observe na Figura 2 que o tridngulo ABC' é semelhante ao tridngulo ADFE,

donde podemos escrever:

30—1:_&
30 20
3y = 60 — 2z
2
y=z-30—x)

3
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30-x

20m

Figura 2 — Terreno triangular.

Por outro lado, a area do retangulo é dada por: A = x -y e assim, substituindo

1 COMO Na expressao acima, temos:

2
A:§-x (30 — x)
2
A=20:1:—§x2

Por fim, concluimos que a area do retangulo em questao é dada por uma funcao
quadratica. Sendo assim, para resolver tal problema, devemos encontrar o ponto de maximo

desta funcao. Vamos estudar a seguir um pouco mais sobre esses tipos de funcoes.

Definicdo 1. Fun¢ido Quadrdtica é toda funcio f: R — R do tipo f(z) = az® + bz + ¢

com a, b, ¢ numeros reais e a # 0.

Para encontrar de maneira facil o ponto de maximo ou de minimo da fung¢ao
quadratica, vamos mostrar que toda funcao quadratica pode ser escrita na forma canénica

f(z) = a(x — h)* + k com:

12
po_ b _dac—¥
2a 4a

Demostragdo. Completando o quadrado em f(z) = az® + bx + ¢, temos:
flx)=a (1:2 + Zm) +c
:a(a:2+ba:~l—b2) —i—i—c
a 4a? 4a

b\?%  dac—1?
:a(ﬁg) | dac=b o

a 4a

o que completa a demonstracao.



Capitulo 1. Algumas consideracdes sobre otimizagao 23

Exemplo 1. Vamos escrever a fungio quadrdtica dada por f(x) = 42 + 16x + 9 na sua

forma canonica.

f(z) =42 + 162 + 9
=4(2® +42) + 9
=4(x® +4rv+4) - 16 +9
=4(z+2)* -7

Exemplo 2. Vamos escrever a fungio quadrdtica dada por f(x) = 32° + 112 + 2 na sua

forma canonica.

f(z) =32 + 11z + 2

—3(x2+11x>+2
N 3

5 11 121 121
=3 ZL‘+7IE+% —7—{—2

12
11\* 97
-3 =) 2
(x " 6) 12
Proposicdo 1. Para a > 0 a fun¢do quadrdtica f: R — R do tipo f(x) = ax* + bz + ¢
com a, b, c numeros reais e a # 0, que como vimos, pode ser escrita na forma canonica

f(z) = a(z —h)* + k que possui um valor minimo igual a k, que ocorre para x = h, isto

é, f(h) =k é o menor valor que f assume.

Demostragdo. Como a > 0 temos que, a(z — h)? = 0 para todo x. Com  # h, temos
f(z) = a(x —h)* +k >k = f(h) pois nesse caso a(x — h)® > 0. Assim, mostramos que

f(h) < f(x) para todo = # h, o que encerra a demonstragao. O

Proposicao 2. Para a < 0 a fungio quadrdtica f: R — R do tipo f(z) = ax*+bx+c com
a,b, c nimeros reais e a # 0, que pode ser escrita na forma canoénica f(x) = a(x — h)* +k
como demonstramos anteriormente e que possui um valor mdximo igual a k, que ocorre

para x = h, isto é, f(h) =k é o maior valor que f assume.

Demostragdo. Como a < 0 temos que, a(z — h)? < 0 para todo z . Com z # h, temos
f(z) =a(x — h)* + k < k = f(h) pois nesse caso a(z — h)* < 0. Assim, mostramos que

f(h) > f(x) para todo = # h, o que encerra a demonstragao. O

Algumas consideracgoes sobre o grafico da funcao quadratica:

O grafico de uma funcao quadratica é uma parabola. A parabola por defini¢ao
¢é o lugar geométrico dos pontos que equidistam de uma reta d e de um ponto F' nao
pertencente a reta d. O ponto F' é chamado de foco da parabola e a reta d é chamada de

reta diretriz.
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O eixo da parabola é a reta que passa pelo ponto F' e é perpendicular a reta

diretriz e o vértice da parabola é o ponto mais proximo da reta diretriz.

Figura 3 — Pardbola de foco F' e reta diretriz d.

Vamos agora provar que a parabola é de fato o grafico da fun¢ao quadratica.

Vimos que a funcio quadratica f: R — R dada por f(x) = az®+bx+c com a, b

e ¢ nlimeros reias e a # 0 pode ser escrita em sua forma canonica como f(x) = a(z—m)*+k

b —b* +4 1
comm=——ek= ey Entao, a pardbola com foco F' = [ m,k+ — ) e com
2a 4a 4a

reta diretriz d de equagao y = k — 1a ¢é o grafico da funcao quadratica f.
a

Demostragao. De fato, da definigdo de parabola temos que um ponto P = (z, f(z)) da
fungao quadratica f pertence a pardbola, se e somente se, a distancia de P até o foco F' é

igual a distancia do mesmo ponto P até a reta diretriz d, ou seja, d(P, F') = d(P,d), ou

ainda,
im0 ) = e (10 1)
B ‘f(x) ke 41a = (z=m)’+ (f(z) = k)" + _Q(fi) . 161a2
2(f(x) — k) A(f(z) — k)

= (f(z) = k) = [f(z) = alz = m)* + k.

Note que f(x) = a(x —m)? + k é a regra da funcio quadratica f dada na hipétese, o que

encerra a demonstragao. O]

Disso, tem-se que o grafico de qualquer funcao quadratica f: R — R dada
por f(z) = az® + bx + ¢ com a,b e ¢ niimeros reais e a # 0 é uma parabola com foco
F—( b 4dac—b*+1 4dac —b* — 1

50 10 ) e reta diretriz d de equacao y = 12
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A pardbola terd concavidade voltada para cima se a > 0 ou tera concavidade

voltada para baixo caso a < 0.

Uma outra caracteristica importante a saber sobre o grafico da fun¢ao quadratica
estd diretamente ligada as possiveis raizes reais da equacao az? + bz 4+ ¢ = 0, ou seja, a
parabola intercepta o eixo das abscissas nas possiveis raizes reais da equacao az’+bx+c = 0.
Dizer que a parabola nao toca o eixo das abscissas é o mesmo que dizer que a equacao

az? 4+ bx + ¢ = 0 ndo possui raiz real.

Vamos determinar as possiveis raizes reais da equacdo az® + bz + ¢ = 0 em

funcao dos coeficientes reais a,b e ¢ com a # 0.

ax’ + b +c =0 <

()
< al|lx + T | =—Cc<+

a
b\’ b2
<:>a(:1c+2a) :—c—i—@(:)
N b\? B — 4ac
— Q i - = <
2a 4a
N b\? B — dac
=T+ — | =—F
2a 4a?

b \Vb?% — 4dac
—=Sr+ —=t— =
2a 2a

b \Vb? — 4dac
=S r=—-——=Ft —
2a 2a

—b + /b2 — 4ac
— g = 9

Veja que z s6 assumird valores reais quando o discriminante A = b* — 4ac for

nao negativo.

Na Figura 4 estao os possiveis graficos da funcao quadratica f para os possiveis

valores de A e para os possiveis valores do coeficiente a.
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a>0eA>0 a<0eA>0

\_/
e

Figura 4 — Representagoes de parabolas.

Apoés o estudo detalhado das fungoes quadraticas, ja estamos preparados para

retornar ao problema que motivou tal analise e finalizar a resolu¢do do mesmo.

Vimos que a area do retangulo de lados = e y da Figura 2 pode ser dada pela
funcao quadratica:
2
A =20z — Za?
T =3

Sendo assim, o ponto de médximo dessa fungao é:
b 4ac —b?
v=|——, ——
2a 4a

2
e fazendo a = —3 b=20ec=0, teremos v = (15,150), o que nos d4 * = 15 e com
2
5

x = 15 teremos y = = (30 — z) = 10.

Portanto, as dimensoes da casa deverao ser 15 m por 10 m para que a area

retangular construida seja maxima.

Vamos analisar agora algumas outras situacoes envolvendo otimizacao em que
podemos reduzir um problema a uma simples analise de maximos e minimos de fungoes

quadraticas:

Exemplo 3. Jodo tem uma fabrica de sorvetes. Ele vende, em média, 300 caizas de picolés
por 20 reais. Entretanto, percebeu que, cada vez que diminuia 1 real no preco de cada caiza,
vendia 40 caizas a mais. Quanto ele deveria cobrar pela caixa para que sua receita fosse

mazima?

Solugao: Se Joao reduzir x reais no preco de cada caixa de picolé a expressao que
representara a quantidade de caixas vendidas serda dada por 300 + 40z com o custo de
20 - x para cada caixa. Assim, a expressao que fornecerd a receita gerada com a venda
desses picolés serd R(x) = (300 + 40x).(20 — ), ou ainda, R(z) = —40z% + 5002 + 6000.

Portanto, a receita sera maxima quando, r = = 6, 25.

20 —80
O que nos permite dizer que Joao deve cobrar 20 — 6,25 = 13, 75 reais por cada

caixa para que a receita seja maxima.
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Exemplo 4. Um avido de 100 lugares foi fretado para uma excursao. A companhia exigiu
de cada passageiro 800 reais mais 10 reais por cada lugar vago. Para que nimero de

passageiros a rentabilidade da empresa é mdxrima ¢

Solucgao: Se x representar o nimero de passageiros, entao 100 — x representara o nimeros
de lugares vazios. Considerando ainda, que cada passageiro paga 800 reais mais 10 reais

por lugar vago, a receita da empresa sera dada pela expressao

R(z) = 800z 4+ 10(100 — z)z, ou ainda, R(x) = —10x* + 1800z. Portanto, a receita serd

maxima quando,

b —1800
%2~ 20 = 90.

xTr =

Logo, a rentabilidade da empresa serd maxima se a mesma contar com exata-

mente 90 passageiros.

Exemplo 5. Se x e y sao numeros reais tais que 3x + 4y = 12, determine o valor minimo
de z = 2 + 9°.

12 — 3z
Solugao: Do enunciado, temos que 3z + 4y = 12, donde podemos escrever y = —

agora, substituindo na expressao que queremos minimizar, temos :

12 — 3z
=2 +y* =2+ <4$) , ou ainda,
z=2>4+9— —x+ —2?%, ou scja
2 16’ ’
25 5, 9
= —a"— -z +9
4 16:6 2x+,

observa-se, que desta forma, a expressao que fornece os valores de z é uma fun¢ao quadratica

na variavel x, encontra-se seu valor minimo para

b2 144
- =2 144
TT T TN T 00

=t
(=2}

1 T
e agora, substituindo o valor de z na expressao y = 1 teremos,

L 12-3-1,44 124,32

= =1,92.
Y 4 1 ;

Por fim, substituindo x = 1,44 e y = 1,92 para determinarmos o menor valor
de z, temos :
z=a? +y? =1,44% + 1,92% = 5,76 que é o menor valor que z pode assumir de acordo

com a restricao do problema.
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1.1.2 DESIGUALDADE DAS MEDIAS

Nessa secao, iremos utilizar a teoria da desigualdade das médias para otimizar
algumas fungoes convenientes. Mais precisamente, trabalharemos com as médias aritméticas
e geométricas, haja visto que sao os principais tipos de médias que fazem parte do conteido

do Ensino Médio. Vamos inicialmente definir média aritmética e média geométrica.

1.1.2.1 Média Aritmética Simples

Segundo (LIMA et al., 2006), a média aritmética (simples) da lista de n nimeros
T1,To,...,T, € um valor T tal que x1 + 9+ ---+x, =T+ 7T+ --- + T = nZ. Portanto, a
média aritmética (simples) da lista de n nimeros 1, xs, ..., x, é definida por

1+ T2+ -+ Ty
" .

T:

Para calcular essa média, deve-se somar todos os valores e dividir o resultado

dessa soma pela quantidade de valores que foram adicionados.

Exemplo 6. Calcule a média aritmética dos nimeros 12, 15 e 9.

Solugao: Essa média sera dada de acordo com o que definimos acima da seguinte maneira:

12+154+9 36
3 3

Somamos 12, 15 e 9 e, na sequéncia, dividimos o resultado obtido por 3 (que é a quantidade

T = 12

de termos somados).

1
Exemplo 7. Calcule a média aritmética dos nimeros R e 1

Solugao: De acordo com o que foi visto na deni¢ao acima, obtemos:

1,1 9
5 71 _ 20 9

9 2 40

T =

1 1
Somamos — e 1 e, sequéncia, dividimos o resultado obtido por 2 (que é a

quantidade de termos somados).

1.1.2.2 Média Geométrica

Segundo (LIMA et al., 2006), a média geométrica dos n nimeros positivos
1, T3, ..., T, ¢ um valor positivo g tal que x125...2, = ¢g-g...g9 = ¢g". Portanto, a média
geométrica dos n nimeros positivos x1, za, ..., x, é definida por g = G(z1,xs,...,2,) =

/T1X2 ... Ty.

A definicao de média geométrica foi construida considerando apenas valores

positivos, a fim de esquivar-se de sua nao existéncia.
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Exemplo 8. Calcule a média geométrica dos numeros 4 e 9.

Solucgao: De acordo com a definicdo dada acima, encontramos o produto entre os dois
numeros. Em seguida, devemos extrair a raiz quadrada do referido produto. Observe que
o indice da raiz ¢é igual a quantidade de valores que queremos calcular a média geométrica.

Entao, temos

g=+v4-9, ou seja, g =36 logo, g = 6.

Exemplo 9. Calcule a média geométrica dos numeros 2, 4 e 27.

Solugao: Novamente, de acordo com a defini¢do acima, encontramos o produto entre os
trés numeros. Em seguida, devemos extrair a raiz ctibica do referido produto. Observe
agora que o indice que utilizaremos na raiz ¢é igual a 3, pois, estamos calculando a média

geométrica de trés valores. Entao, temos

g=+2-4-27 , ou seja, g = V216 logo, g = 6.

Defini¢ao 2 (Desigualdade das Médias). Um fato bem conhecido e apresentado em
vdrios textos, como por exemplo em (LIMA et al., 2006), a desigualdade das médias afirma
que a média aritmética de n numeros positivos € maior do que ou igual a sua média
geométrica e so € iqual se os numeros forem todos igquais. Isto é, se x1,Ta,...,x, SGO

numeros positivos
1+ T2+ -+,

n

= YTy ... Ty

Além disso,
X1+ T+ -+ o,

n

se e somente se X1 = Tg = + -+ = Tp,.

Vamos demonstrar a desigualdade acima para o caso em que n = 2.

Demostrag¢do. Como todo ntmero real elevado ao quadrado é ndo negativo, temos

(z1 — 22)%. Além disso, temos as seguintes equivaléncias:

xf — 2T + :1:3 >0 = a:f + 2z + x% > 419 =

2
1+ X2 1+ X2
72 ) = T1X9 < 72 = A/ 1T,

como queriamos demonstrar. E facil ver que a igualdade é valida apenas no caso em que

(21 + 29)* = 4179 = <

Ir1 = T9. ]

Vamos demonstrar agora a validade da desigualdade das médias para n = 4.
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~ . e . , 1+ T2
Demostragdo. Aplicando inicialmente o resultado anterior aos ntimeros ———

ZL’3+I4

2

, com x1,To, T3 € xy todos positivos, teremos:

1+ X9 T3 + X4

2 2 >\/<x1+x2> <x3+x4>
- 2 2 )

ou ainda,

$1+$2+$3+$4>\/(1'1-1—.%2)((1334-234)
4 - 2 2

Por outro lado, para n = 2 podemos escrever

X1 + T2 XT3 + X4

5 = 4\/T12y € 5 = 4/ X3%4

e multiplicando as duas desigualdade membro a membro, teremos

1+ T3+ X
< ! 2) ( > 5 4) = A/T1T2T3T 4.

2

Portanto, considerando o fato de que a funcgdo raiz quadrada é crescente

podemos escrever que,

V) (257 = ymm

Logo, por transitividade teremos que

T1+ o+ T3+ 24

1 =/ XT1T2T3T4

como queriamos demonstrar. Nesse caso também é facil ver que a igualdade se verifica
apenas quando x; = x9 = r3 = x4. Ja que as desigualdades usadas para dois termos seriam

estritas caso contrario. O
Vamos demonstrar agora a validade da desigualdade das médias para n = 3.

Demostrag¢dao. Consideremos x1, xo € x3 nimeros positivos cuja média aritmética deno-

taremos por A e cuja média geométrica denotaremos por G, ou seja,

1+ To + I3

A= f =>0e G = «3/.2131332273.
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Podemos de maneira conveniente escrever

231+$2+333+A_3A+A_

A.
4 4

Agora, a partir da aplicacdo da desigualdade das médias quando n = 4 para

1, %2, T3 € A, teremos :

T+ +a3+ A
A= ! 2 3 2’\4/1151]32%314

4

<~ A4 = ZE1£L’2I3A < A3 = T1ToT3
A

= \3/1711'21'3 = G,

<

o que conclui a demonstracao da desigualdade das médias para o caso n = 3. Podemos notar

também que novamente neste caso a igualdade s6 sera satisfeita com xy = 29 = v3 = A. [

Em atendimento ao escopo dessa dissertacao, realizamos a demonstragao da
desigualdade das médias apenas até o caso n = 4. Entretanto, ao consultar (LIMA et al.,

2006), o leitor podera encontra - la na integra.

Vamos analisar algumas situagoes em que é conveniente a aplica¢gdo da desi-

gualdade das médias :

Exemplo 10. Uma lata cilindrica € feita para receber um litro de odleo. Encontre as

dimensoes que minimizarao o custo do metal para produzir a lata.

@,
S

Figura 5 — Planificagdo da lata cilindrica

Solugao: Sendo R e H medidos em centimetro o raio da base e a altura da lata cilindrica,
respectivamente, podemos denotar o volume da lata por v, sendo v = 7R?- H. Do enunciado,

temos que v = 1. Logo, v = nR*- H = 1.

Para fazermos o calculo das dimensoes que minimizarao o custo do metal para

produzir a lata, vamos considera-la com duas bases circulares de raio R e uma lateral
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retangular de base 27 R e altura H, que assume o formato cilindrico quando curvado de

maneira adequada.

Sendo assim, vamos denotar a area da lata cilindrica por A e do que conside-

ramos acima teremos, A = 27R? + 2rRH e como v = 7R? - H = 1, podemos escrever
1
H = — e assim substituindo a expressdao de H na expressao que nos fornece a area da
T
lata, teremos:

14=2ﬂR2+2ﬂR~—lf

wR?

= 21R?* + 2

R
1 1
=2TR* + — + —
"UTRTR

Dai, aplicando a desigualdade das médias para os ntimeros positivos z; = 21 R?,
1
T9 = — e x3 = —, obtemos:
2 R 3 R’

2R+ £+ 5 _ 11
> AN[2TRY - — - —
3 V"EIRTR T

2,1, 1
<:)27TR —;R+R > /2T =

1 1
(:)A:27TR2+E+E>3'\3/277.

Ainda da desigualdade das médias sabemos que a igualdade é satisfeita quando
r1 = Xy = T3, Ou seja, a expressao que nos fornece o valor da area da lata cilindrica

assumira seu valor minimo quando

ITR? = = —

= TR =1 <

1
R=4{—
< 271_,

e agora substituindo o valor de R que minimiza a expressao da area da lata cilindrica na

1
expressao H = T que como vimos nos da a altura, teremos :
T
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1
H = 5 =
~/3)
1
— H = —
1
— H = —
3/ 73
472
— H = L

(:)Hzi/zﬁ
T

(E)H:?’i(:)

2

— H = 243/i,
2m

com isso, observamos que H = 2R, o que nos leva a conclusao de que as dimensoes da

lata cilindrica que satisfazem as condi¢ées do problema dado é a lata em que sua altura é

1
dada pelo dobro de seu raio da base com R = { 7 como calculado acima. Observe ainda
T

/1 /1
que, com H = 24/ — ¢ R = A/ —, teremos :
2 27
1

1 ,
A=27R*+ — + — =3-+/2~,
R R
atingindo de fato o menor valor possivel para a expressao que fornece a area da lata

cilindrica.

Exemplo 11. Prove que entre todos os triangulos de perimetro constante, o equildtero é

o de maior drea.

Para demonstrar a afirmag¢do acima, inicialmente vamos provar um Lema
conhecido como formula de Herdo que diz que a drea de um triangulo qualquer pode ser

calculada em fungdo de seus lados a, b e ¢ pela expressio \/p- (p—a)(p—0)(p—c), onde
a+b+c

2
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Figura 6 — Triangulos quaisquer

Do tridngulo retangulo ADC, temos h, = b - senA, ou ainda,
h?, = b? - sen’A
= b*(1 — cos?A)

= b*> — b? - cos’A e da Lei dos cossenos podemos escrever,

2 s o [(VPHCP—a® ?

We=b"—b" <2b>
B 4b202 o (b2 4 c2 _ CL2)2
- 4c?
(2b0)? — (B + 2 — a?)?
- 4c?
~(20c 4+ 0 + ¢ —a?)(2bc — b* — ¢ + a?)
= 4c?
b+ ¢)? —a?][a® — (b—¢)?]
- 4c?
_(b+ct+a)b+c—a)la—b+c)la+b—c)
= 4c¢2
2p(2p — 2a)(2p — 2b)(2p — 2c)

4c?

_ Ap(p — am;_ b)(p — C), disso temos que

he=2 oo~ a)o— b)(p— o)

Como calculamos a altura do tridngulo ABC relativa ao vértice C, temos que a
c-h
5 ¢, ou seja, a area do tridngulo ABC' seré:

(c- 2. ¢p<p—a><p—b><p—c>>

2

area do mesmo ¢ dada por

portanto a area do tridngulo ABC' sera dada em fungao dos seu lados por:

\/p.(p— a)(p — b)(p — ¢), como querfamos provar.
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Agora, fazendo uso do Lema acima e da desigualdade das médias vamos provar
a afirmagao de que entre todos os tridngulos de perimetro constante, o equilatero é o de

maior area.

Demostragdo. Seja ABC um triangulo qualquer de lados a,b e ¢ cuja area é dada por

+b+
\/p.(p—a)(p—b)(p — c), com p = %. Da hipoétese, temos que o perimetro do tri-

dngulo de lados a, b e ¢ é fixo. Entdo, devemos maximizar a expressao (p —a)(p —b)(p — ¢)
de dentro da raiz, a fim de obter o triangulo de area méaxima. Note que os nimeros
(p—a),(p—>) e (p—c)sado todos positivos, pois da desigualdade triangular temos que
b+c>a<—=a+b+c>2a=

a+b+c i
= ———— >a<=p>a<=p—a>0e, de modo andlogo, teremos p—bep—c
também maiores do que zero. Entao, ao aplicar a desigualdade das médias aos niimeros

(p - a), (p - b) e (p — c), obtemos:

(p—a)+(p;b)+(29—0) > 3/(p—a)lp—b)(p— o).

Ao elevar ambos os membros ao cubo, podemos escrever

l@—®+@—®+@—dr

3 > (p—a)(p—"0)(p—oc),

donde observamos que a expressao (p — a)(p — b)(p — ¢) podera ser majorada por

{@—@+@—®+@—@T

e, ainda da desigualdade das médias, podemos garantir que

@—a%+@—®+%p—@r
3
(p—a)=(p—b)=(p—c).Mas (p—a)=(p—b) = (p—c) =< a=b=c, o que nos leva

3

(p—a)(p—0b)(p—c) atinge seu valor maximo igual a quando

a concluir que o tridngulo ABC' de perimetro fixo e drea maxima é o tridngulo equilatero

como queriamos provar. O

1
Exemplo 12. Prove que, se x é um numero positivo, entao a erpressao r + — assume
x

valor minimo igual a 2.

Demostrag¢dao. Da hipdtese, temos que os nimeros x e — sdo positivos. Ao aplicar a
x

desigualdade das médias a eles, obtemos:

1 1
T+ - 1 T+ - 1
5 L >\ .- 5 r > \ﬁ <= r + — > 2. Agora, para verificarmos se a ex-
T T
1

pressao x + — assume de fato valor minimo igual a 2, basta tomarmos r = —, mas

x x
1

r = — < g2 =1 < x = 1 pois, por hipétese, x é positivo. Com z = 1 tem-se que
x

1
r+ —=1+1=2 0 que encerra a prova. L]
x
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4
Exemplo 13. Encontre o valor minimo da expressao x + — com x positivo.
x

Solugao: Como = é um ntmero positivo, vamos aplicar a desigualdade das médias para

0s numeros x ¢ —, obtendo:
x

4 4
r+ — 4 T+ — 4
Lyl —e=—TL>\/leg+— >4
2 x 2 x
. . 4 ..
Agora, para verificarmos se a expressao r + — assume de fato valor minimo
x
4 4
igual a 4, basta tomarmos £ = —, mas ¢ = — <= 12 = 4 <= 1 = 2
x x

pois, por hipétese, x é positivo. Com x = 2 tem-se que r + — = 2 + 5= 4, o que nos
x

4
mostra que o valor minimo da expressao x + — com x positivo é igual a 4 .
x

Exemplo 14. Se 1200 cm? de papelio estiverem disponiveis para confeccionar uma caira

sem tampa com base quadrada, qual o maior volume que essa caixa pode ter?

‘------

Figura 7 — Caixa sem tampa

Solucgao: Seja h a altura da caixa e considerando sua base como um quadrado de lado =z,
podemos representar sua area total por S = 2% + 2zh + 2xh e seu volume por V = z2 - h.
Como x e h pela natureza do problema sao nimeros positivos, podemos aplicar entao a

desigualdade das médias aos nimeros z°, 2zh e 2zh também positivos, obtendo:

2
12300 _ +2317£L+2ach2 Y3 T ol e

<400 = /4 (2?2 - h)? =

400> V4 V2 =
= 400° >4 V?
— 4000 = V.

Até aqui mostramos que o volume V' da caixa pode ser majorado por 4000.
Agora, para mostrarmos que de fato seu volume maximo é exatamente 4000 ¢cm?® vamos usar

o fato de que haverd igualdade das médias quando z* = 2zh, mas 2% = 2zh < z = 2h.
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Substituindo z = 2h em S = 2% 4+ 2zh + 2zh = 1200, teremos 4h% + 4h* +
4h?* = 1200, ou ainda, 12h* = 1200 «= h = 10 cm e 2 = 2h = 20 cm. Portanto,
V =% h =20%-10 = 4000 cm?® serd o maximo volume assumido pela caixa nas condicoes

do problema.

Devemos observar que os exemplos propostos e resolvidos com o uso da teoria da
desigualdade das médias foram desenvolvidos sempre com a preocupagao de que, ao aplicar
a desigualdade das médias, fosse possivel “eliminar” as varidveis para que pudéssemos

majorar as expressoes de maneira conveniente por uma constante.

1.1.3 Modelos de Programacao Linear: Solucdo Gréafica

A Programacao Linear é uma &area recentemente desenvolvida e aprimorada

dentro da Matematica quando comparada as outras areas que ja existem ha séculos.

Sua histéria teve inicio quando o matematico e economista L. V. Kantorovich,
um russo que viveu no periodo de 1912 a 1986, publicou em 1939 uma pesquisa que
evidenciou o uso de equagoes lineares no planejamento da producgao. Esse trabalho abriu
os horizontes tanto nas ciéncias econdmicas quanto nas produgoes industriais. Kantorovich
recebeu posteriormente (em 1975) o Prémio Nobel de economia por suas contribuigdes

valiosas.

O matemético americano G. B. Dantzig (1914-2005), além de atuar na Forga
Aérea Americana durante a Segunda Guerra Mundial, desenvolveu um método capaz
de otimizar uma func¢ao linear de um modelo de Programagcao Linear que foi intitulado
Método Simplex. Esse estudioso também recebeu honrarias como a Medalha Nacional de

Ciéncias, entre outras.

Nesta secao estamos interessados na otimizacao de fungoes de varias variaveis

lineares e com restrigoes também lineares em problemas de Programacao Linear.

Apresentaremos a seguir alguns problemas resolvidos de programacao linear em
que o objetivo principal serd otimizar fungoes lineares do tipo f(x) = ajxy+asra+- - -+a,x,
onde x1, T, ..., T, SA0 variaveis e ay, as, . . . , a,, sa0 constantes reais. Além disso, o conjunto
de decisoes admissiveis (ou viaveis) serda determinado por restrigdes associadas a fungoes

também lineares. Inicialmente, veremos apenas como modelar tais problemas.

Exemplo 15. Um sapateiro faz 6 sapatos por hora, se fizer somente sapatos. E 5 cintos
por hora, se fizer somente cintos. Ele gasta 2 unidades de couro para fabricar 1 unidade
de sapato e 1 unidade de couro para fabricar 1 unidade de cinto. Sabendo-se que o total
disponivel de couro € de 6 unidades e que o lucro unitdirio por sapato é de 5 unidades

monetdrias e o do cinto € de 2 unidades monetdrias. Formule um modelo de programacao
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linear que expresse o objetivo(que é maximizar seu lucro por hora) e as restri¢oes desse

problema.

Solugao: Sejam x; e x5 as quantidades de sapatos e cintos respctivamente, nosso objetivo

serd de maximizar o lucro L = 5z + 2z, sujeito a

2x1 + x9 < 6 (restricdo da quantidade de couro)

I i) .o~ ~

E = < 1 (restrigdo do tempo de produgdo em horas)
120 (restrigdo de producao nao negativa)

29 =0 (restrigdo de producao nao negativa)

Exemplo 16. Certa empresa fabrica dois produtos Py e Py. O lucro unitdario do produto
Py € de 1000 unidades monetdrias e o lucro unitdario de Py € de 1800 unidades monetarias.
A empresa precisa de 20 horas para fabricar 1 unidade de Py e de 30 horas para fabricar
1 unidade de P,. O tempo anual de producao disponivel para isso é de 1200 horas. A
demanda esperada para cada produto é de 40 unidades anuais para Py e de 30 unidades

anuais para Ps.

Formule um modelo de programagcao linear que expresse o objetivo (mazimizar

o lucro mensal nesses itens) e as restricoes desse problema.

Solugao: Sejam 1 e x5 as quantidades dos produtos P; e P, respctivamente, nosso obje-
tivo sera de maximizar o lucro L = 1000z, + 1800z sujeito a

20z + 3022 < 1200

CRCHC
\\YAR\VAR/AN/A\
S O W o

o O

8
N

Exemplo 17. Uma determinada empresa estd interessada em maximizar o lucro mensal
proveniente de quatro de seus produtos, designados por I, II, Il e IV. Para fabricar esses
quatro produtos, ela utiliza dois tipos de mdquinas (M1 e M2) e dois tipos de mao-de-obra

(MO01 e M02) que tem as sequintes disponibilidades:

Maéquinas | Tempo Disponivel (maquina-hora/més)
M1 80
M2 20

Tabela 1 — Maquinas/Tempo Disponivel
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Mao-de-obra | Tempo Disponivel (homem-hora/més)
MO1 120
MO02 160

Tabela 2 — Mao-de-obra/Tempo Disponivel

O setor técnico da empresa fornece os seguintes quadros de produtividades:

a) Numero de méquina-hora para produzir uma unidade de cada produto:

Maquinas Produtos
I |IT|III | IV
M1 514 (8 |9
M2 216 | |8

Tabela 3 — Maquinas/Produtos

Entao, para se produzir uma unidade do produto I consome-se 5 maquinas-
hora da maquina M1 e 2 maquinas-hora da maquina M2. O produto III nao necessita da

maquina M2 e consome 8 horas da maquina M1 para cada uma de suas unidades produzidas.

b) Nimero de homem-hora para produzir uma unidade de cada produto:

- Produtos
Mao-de-obra T T T IV
MO1 214 |2 8
MO02 T3] |7

Tabela 4 — Mao-de-obra/Produtos

Precisa-se entao de 2 homens-hora da méao-de-obra M01 e de 7 homens-hora da
mao-de-obra M02 para fabricar uma unidade do produto I. O setor comercial da empresa

fornece as seguintes informacoes:

Produtos|Potencial de Vendas (unidades/més)|Lucro Unitario (R$/unidade)
I 70 10,00
II 60 8,00
IT1 40 9,00
1Y 20 7,00

Tabela 5 — Potencial de Vendas/Lucro unitario
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Deseja-se saber a producao mensal dos produtos I, II, III e IV para que o lucro
mensal da empresa, proveniente desses quatro produtos, seja maximo. Formule um modelo

de programacao linear que expresse o objetivo e as restricoes dessa empresa.

Solugdo: Sejam z;(j = 1,2,3,4) as produgdes mensais dos produtos I, II, IIT e IV, respec-

tivamente. O modelo, entao, sera:

Méx. Z = 10x1 + 829 + 923 + Ty sujeito a
‘| <70
To < 60
T3 < 40
x4 < 20

5171 + 4.T2 + 8ZL’3 + 9%4 < 80

21’1 + 61’2 +8(L’4 < 20

21’1 + 4.172 + 2[153 + 81)34 < 120

71’1 + 3172 +7I4 < 160

z; =0 (G =1,2,3,4).

Exemplo 18. Uma determinada pessoa é forcada pelo seuw médico a fazer uma dieta
alimentar que forneca diariamente, pelo menos as sequintes quantidades de vitaminas

A,B,C e D:
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Vitaminas | Quantidade Minima Diaria(mg)
A 80
B 70
C 100
D 60

Tabela 6 — Quantidade Minima Didria de Vitaminas

A dieta devera incluir leite, arroz, feijao e carne, que contém os seguintes

miligramas de vitaminas em cada uma de suas unidades de medida:

Alimentos
Leite | Arroz | Feijao | Carne

1 | (kg) | (kg) | (kg)

Vitaminas

A 10 5 9 10
B 8 7 6 6
C 15 3 4 7
D 20 2 3 9

Tabela 7 — Vitaminas presentes em cada alimento

Assim, um litro de leite contém 10 mg de vitamina A, 8 mg de vitamina B, 15

mg de vitamina C e 20 mg de vitamina D.

Os custos unitarios desses alimentos sdo os seguintes:

Leite - R$1,00/1
Arroz - R$0,80/kg
Feijao - R$1,20/kg
Carne - R$3,50/kg

Deseja-se saber o consumo diario de cada um desses alimentos de tal maneira
que a dieta satisfaca as prescricoes médicas e seja a de menor custo possivel. Formule um

modelo de programacao linear que expresse o objetivo e as restrigoes dessa dieta.

Solugao: Sejam z;(j = 1,2,3,4) as quantidades de leite, arroz, feijao e carne, medidas

nas unidades acima, que deverdo entrar, diariamente na citada dieta. O modelo, entao, sera:
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Min. Z = x1 + 0,8z9 + 1,223 + 3,524 sujeito a

10x1 + 529 + 923 + 1024 = 80

8x1 + Txg + 623 + 624 = 70

1521 + 329 + 423 + Ty = 100

20xq 4+ 2z9 + 323 + 924 = 60

z; =0 (j=1,2,3,4).

Nos exemplos 19 e 20 mostraremos como solucionar graficamente problemas
de programacgao linear. Em cada um dos exemplos sera apresentado um passo a passo

de como fazer para otimizar as fungoes lineares propostas considerando o conjunto de

restri¢oes dado.

Exemplo 19. Resolva graficamente o sequinte problema de programacdo linear:

Mdzx. z = 4x1 + bxo sujeito a
T + 225 < 21 (11)
3x; + 29 < 18 (Rs)
x1 =0 (R3)
x9 =0 (Ry)

Solucdo: Inicialmente devemos determinar a regiao vidvel do modelo, ou seja, localizar
graficamente os pares ordenados (x1,3) que satisfazem todas as restrigoes do problema.
Posteriormente, encontraremos a melhor solucao vidvel, denominada solucdo otima a qual

nos fornecerd o valor 6timo da fungdo-objetivo z.
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Para tracarmos os eizos cartesianos, vamos considerar x1 o eizo das abscissas
e xo 0 eixo das ordenadas. Devemos notar também que as restricoes de ndao negatividade
x1 =0 e x9 = 0 nos indicam que os pares (x1,x3) vidveis se localizam apenas no primeiro

quadrante dos eixos coordenados.

Observe ainda que as restricoes (Ry) e (R2) correspondem a semiplanos asso-
ciados, respectivamente, as retas suporte x1 + 2xo = 21 e 3x1 + xo = 18. Por fim, vale
ressaltar que cada reta suporte define dois semiplanos no espaco e para identificarmos qual
destes semiplanos contém os pontos que satisfazem a restricao associada basta substituir
as coordenadas de um ponto qualquer pertencente a um dos dois semiplanos e verificar se
essas coordenadas satisfazem a respectiva restri¢io. A origem do sistema cartesiano pode
ser um ponto que facilite essa busca. O grdafico da Figura § ilustra o raciocinio exposto até

0 momento.

472

Figura 8 — Regiao factivel ABCD.

Apés representarmos graficamente todas as restrigoes podemos observar que
Ry n Ry n R3 n Ry formou um poligono convexo ABCB, este poligono doravante sera
chamado de regido factivel do problema. E possivel neste caso provar que o ponto de étimo
que maximiza a func¢ao z existe e estd localizado em um dos vértices do poligono ABCD.
Fazendo uso deste resultado, vamos avaliar o valor de z em cada um destes pontos e depois

compara-los.

Para tanto, determinaremos as coordenadas de A, B,C, e D. Facilmente

visualiza-se que A = (0,0). Para determinar B, basta resolver o sistema

, Ou seja,
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B = (6,0). Para encontrar C basta resolver o sistema

1+ 2wy =21 (1)
3x1 + 29 = 18 (I1)

Multiplicando a equagao (I) por (-3) e somando a nova equagao (I) na equacao
(IT) teremos, —6x5 + x5 = —63 + 18, ou seja, x5 = 9. Substituindo z3 = 9 em (II) temos
3x1 +9 = 18 0 que nos da x; = 3, portanto C' = (3,9). Por fim, D serd encontrado ao

resolvermos

, Ou seja,

T+ 229 = 21
ZL’1:0

D = (0;10,5). Avaliaremos, na sequéncia, o valor de z em cada um destes pontos :
2(A)=4-0+5-0=0
2(B)=4-64+5-0=24
2(C)=4-3+5-9=57
2(D)=4-0+5-10,5 =525

Assim, vemos que a funcao-objetivo z assumird seu valor méaximo de 57 para

ZL’1=3GZE2=9.

Observacgao: A fim de justificar que, de fato, o ponto de 6timo que maximiza a funcao
objetivo z = 4x1 4+ bxs do exemplo 19 é o vértice C da regiao factivel ABCD, podemos
notar que a fungao objetivo z = 4x; + 55 representa um conjunto de retas paralelas no

plano quando se atribui valores reais arbitrarios a z.

Na Figura 9 ilustramos a situagao para alguns valores de z. Inicialmente
tracamos a reta 4x, + bxy = 0, e, como queremos maximizar o valor da funcao objetivo
fomos aumentando os valores de z até notar que a reta com o maior valor de z e que

ainda possuia pelo menos um ponto de interseccao com a regiao factivel ABC'D era a reta
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4x1 + brey = 5T e que, neste caso, o Unico ponto de intersec¢ao entre esta reta e a regiao

factivel se dava exatamente no ponto C.

18

VY

6 21 1
BEAN =57 R
2z =42
2 =28
z=14
z2=0

Figura 9 — Regiao factivel ABC'D.

Exemplo 20. Resolva graficamente o sequinte problema de programagdao linear:

Mdzx. z = 50x1 + 80x4 sujeito a
1 + 279 < 120 (Ry)
1+ 22 <90 (R2)
x1 =0 (R3)
xo =0 (Ry)

Solucao: De modo totalmente andlogo ao que foi feito no exemplo 19, vamos primeiro
determinar geometricamente a regiao factivel do problema, isto €, a regidgo onde todos o0s

pares de pontos (x1,x2) satisfazem simultaneamente as restrigoes Ry, Ry, R3 € Ry.
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90

C
Ry
T B 120 -
A _ R3 90 X
/
R
rY '

Figura 10 — Regiao factivel ABCD.

O grafico da Figura 10 nos mostra a regiao factivel representada pelo poligono
convexo ABCD. Determinaremos agora as coordenadas desses vértices para que possamos

avaliar o valor de z em cada um deles e determinar seu 6timo.

Sendo A = (0,0) a origem do sistema cartesiano, para determinar B basta
resolver o sistema

1+ x5 =90 )
, Ou seja,
To = 0

B = (90, 0). Para encontrar C basta resolver o sistema

x1 + 229 = 120 (I)
T4 =90  (II)

Multiplicando a equacao (I) por (-1) e somando a nova equagao (I) na equagao
(IT) teremos —2x9 + xo = —120 + 90, ou seja, xo = 30 e substituindo x5 = 30 em (II)

teremos z; + 30 = 90 o que nos dard z; = 60, portanto, C' = (60, 30). Por fim, D serd
encontrado ao resolvermos

{ T4 + 215 = 120 _
, Ou seja,

1171:0
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D = (0,60). Assim teremos

2(A)=50-0+80-0=0

z(B) =50-90+ 80 - 0 = 4500

z(C) = 5060 + 80 - 30 = 5400

2(D) =500+ 80-60 = 4800

Dessa forma, pudemos constatar que a func¢ao-objetivo z assumira seu valor

maximo de 5400 para xz; = 60 e x5 = 30.

Casos Especiais

Vale a pena ilustrar dois casos especiais, um em que sao encontradas multiplas

solugoes 6timas e outro que nao ha solugao.

Miiltiplas solugoes 6timas

E possivel mostrar que pode-se ter multiplas solucoes 6timas em problemas de
programacao linear com duas varaveis quando a reta que se obtém fixando um valor real
para z (fungdo objetivo) é paralela a algum segmento do poligono convexo que forma a

regiao factivel. A Figura 11 ilustra esse caso.
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Figura 11 — A reta de z coincide com uma das restrigoes.

Problema sem solucgao

Em alguns casos, podemos ter um conjunto factivel vazio devido a incompati-
bilidade das restrigoes. Neste caso, o problema se torna invidvel. A Figura 12 ilustra tal

situacao.

T3

Ry

Figura 12 — Regiao factivel vazia

Note que como os exemplos 17 e 18 envolvem mais de duas variaveis, a solugao
deles pela solucao gréafica torna-se muito trabalhosa ou até mesmo invidvel. Por isso,
vale lembrar que estes tipos de problemas podem ser mais facilmente resolvidos pelo
método simplex quando é feita uma interpretagao algébrica do problema e, para tanto,
uma boa alternativa é fazer uso da ferramenta Solver do Excel. Para saber mais sobre esta
ferramenta do Excel vocé podera consultar (GUIDORIZZI, 2010).
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1.2 Sequéncia didatica

Neste subcapitulo sera contemplada uma possibilidade de trabalho com otimi-
zagao no ensino médio. Para tal, iniciaremos com a delimitacao dos objetivos, contetdos,
recursos, cronograma e metodologia utilizada através da descricao das atividades para a

sequéncia proposta bem como a avaliacao.

Objetivos: Compreender na teoria e na pratica os conceitos de Fung¢ao Qua-
dratica e Programacao Linear aplicados em situacoes que envolvem otimizacao de fungoes

adequadas a uma turma de 1° ano do Ensino Médio.

Contetdos: Programacao Linear e Fungao Quadratica como ferramentas para

a Otimizacao.

Recursos: Fotocopias do roteiro de atividades e listas de exercicios previa-

mente elaboradas; computador/ laboratério de informética; software GEOGEBRA.

Cronograma:

e 12 encontro: Conceito de Fun¢ao Quadratica;
e 22 encontro: Construcao e andlise de graficos de Funcao Quadratica;
e 32 encontro: Estudo de méximo e minimo da Funcao Quadratica;

e 42 encontro: Situagoes-problema de otimizacao solucionadas por meio de funcoes

quadraticas;

e 5° encontro: Representacao e manipulacao dinamica das figuras e gréaficos presentes
em situacao-problema através do GEOGEBRA;

e 6° encontro: Sistematizacao algébrica do que foi visto no software / Avaliagao;
e 72 encontro: Introducao aos Modelos de Programacao Linear;

e 82 encontro: Construcao e andlise de regioes factiveis do problema de Programacao

Linear;

e 92 encontro: Proposicao e investigacao de situacao-problema através do uso do

GEOGEBRA;

e 10° encontro: Sistematizagao algébrica do que foi visto no software / Avaliagao.
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Metodologia:

e Aula expositiva com o conteudo deste capitulo sobre funcao quadratica e Modelos

de Programagao Linear no projetor;
e Lista de situagoes-problema a serem resolvidas em sala;

e Leitura do roteiro de atividades com situag¢oes-problema e texto instrucional de

manipulagdo do GEOGEBRA;

e Visita ao laboratorio de informatica para a pratica das situagdes-problema propostas
no roteiro utilizando o software GEOGEBRA;

e Resolugdo com argumentacoes logico-matemdticas para verificar se as solugoes

encontradas no software sao solugoes razoaveis para os problemas;

e Roda de conversa avaliativa.

Descrigao das atividades:

Apbs os encontros com aulas expositivas e listas de exercicios em que o professor
pode se basear no contetudo e exemplos deste capitulo, segue a primeira atividade a ser
realizada no software GEOGEBRA.

Atividade 1. No laboratorio de informdtica, o professor deve apresentar a sequinte

situacao-problema:

Um fazendeiro dispoe de 16 metros de tela para fazer um cercado retangular
para suas galinhas, a fim de protegé-las contra as raposas que rondam a fazenda. Para
tanto, ele aproveitard uma parede como um dos lados do cercado. Qual a maior drea que

ele poderd obter com os 16 metros de tela ?

Apds os comentdrios iniciais sobre os principais comandos do GEOGEBRA,
o professor solicitard aos alunos que inicie 0 passo a Passo a SEqUIT Para que oS MESMOoS

possam representar geometricamente a situgcdo-problema no GEOGEBRA.

Passo 1: Construir uma reta vertical que representara a parede, marcando na mesma um

ponto A.
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Figura 13 — Representacao da parede.

Passo 2: Construir a reta perpendicular a reta que representa a parede passando pelo
ponto A e em seguida marcar nesta nova reta um ponto P que distard 8 cm de A(note
que no GEOGEBRA 1 cm representarard 1 m na realidade). Para tanto, o aluno podera

construir uma circunferéncia de centro em A em raio 8.
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Figura 14 — Determinac¢ao do ponto P.

Passo 3: Marque no segmento AP um ponto B e em seguida construa uma reta perpen-
dicular ao segmento AP passando por B e entao marque nesta reta um ponto C de tal
modo que a distancia de B até C seja o dobro da distancia de B até P e, para tanto, o

aluno podera construir uma circunferéncia de centro em B e raio 2BP.
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Figura 15 — Determinac¢ao do ponto C'.

Passo 4: Construa uma reta perpendicular ao segmento BC' passando pelo ponto C' e na

interseccao desta nova reta com a reta que representa a parede, marque o ponto D.
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Figura 16 — Determinacao do ponto D.

Passo 5: Desabilite as retas AB, BC' e CD, e, utilizando a ferramenta de construir

poligonos, construa o retangulo ABCD.
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Figura 17 — Construcao do retangulo ABCD.

Passo 6: Utilizando a ferramenta de medir distancia, o aluno deverd medir o comprimento
do segmento AB, do segmento BC' e do segmento C'D. Em seguida, utilizando a ferramenta
de medir a area de poligonos, o aluno devera também selecionar os pontos A, B, C, D e

A novamente. Com isso, ele terd o valor da drea do retangulo ABC'D exibido na janela de

algebra do GEOGEBRA.
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Figura 18 — Verificagdo dinamica da area maxima do retangulo ABCD.

E por fim, o aluno devera movimentar o ponto B sobre o segmento AP e

observar o que ocorre com o valor da drea do retingulo ABC'D. E importante que o aluno
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note que a medida que o comprimento do segmento AB se aproxima de 4cm, a area do
retangulo ABCD se aproxima de 32 cm? que é o valor de sua area méxima. O aluno
devera concluir também que a soma dos comprimentos dos segmentos AB, BC' e C'D nao
se alteram, ou seja, AB + BC' + C'D = 16 para qualquer posicao de B sobre o segmento
AP.

Em outro momento, o professor deve ressaltar para os alunos que o GEOGEBRA
¢ um software que nos ajuda a melhorar nossa intuicao a respeito da solucao de um dado
problema, mas ¢é extremamente essencial que o aluno chegue a conclusao de que de fato
a drea maxima deste retangulo é de 32 cm? utilizando argumentos 16gicos mateméticos,
se valendo dos argumentos tedricos desenvolvidos neste capitulo a respeito de fungoes

quadraticas.

Atividade 2. Também no laboratorio de informdtica, o professor deve apresentar a se-

gquinte situacdao jd solucionada no exemplo 20 deste trabalho:

Resolva graficamente o sequinte problema de programagdo linear:

Mazx. z = 50x + 80y sujetto a

r+2y <120  (Ry)

T+y< 90 (Rg)
y=0 (Ry)

Novamente, o professor deverd solicitar aos alunos que represente geometrica-
mente a situacao no GEOGEBRA.

Passo 1: Pressionando o botao direito do mouse, o aluno deve escolher a opc¢ao malha
para desabilita-la. Em seguida, na caixa de entrada, o aluno devera digitar as quatro

restrigoes do problema.
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Figura 19 — Representacao do conjunto de restricoes.

Passo 2: Para determinar a regiao factivel do problema, o aluno devera digitar na caixa
de entrada a A b A ¢ A d. Dessa forma, o Geogebra destacard a regiao de interseccao das
quatro restrigoes.
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Figura 20 — Regiao factivel.

Passo 3: Na janela de algebra, o aluno podera desabilitar as representacoes das inequagoes
a, b, c e d, a fim de que o mesmo visualize na tela apenas a regiao factivel que, neste
momento, estard sendo indicada por f. Em seguida, o aluno devera digitar na caixa de
entrada todas as restricdes no formato de equacoes apenas. Assim, ele terd na tela as
retas-suporte de cada semi-plano e com as intersecgoes das mesmas, ele podera entao
marcar os pontos A, B, C' e D como sendo os vértices do poligono que representa a regiao
factivel do problema.
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Figura 21 — Regiao factivel.

Passo 4: Agora, para que o aluno obtenha o valor da funcao objetivo em cada um
dos vértices do poligono ABCD, ele devera digitar na caixa de entrada os comandos
V(A) = 50z(A) + 80y(A), V(B) = 50x(B) +80y(B), V(C) = 50z(C) +80y(C) e V(D) =
50z(D) + 80y(D) para obter respectivamente os valores da fungao objetivo nos pontos A,
B, C e D. Apos digitados estes comandos, os valores esperados estardao sendo mostrados
na janela de algebra, de modo que sera facil para o aluno perceber que o maior valor da

fungao objetivo ocorrera no vértice C' do poligono ABCD.
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Figura 22 — V(C) exibe o maior valor da F.O.

Observacao: Apods o passo 4 o professor podera solicitar ainda aos alunos que construam
no Geogebra a reta 50z + 80y = k, em que eles terdo a oportunidade de criar um controle
deslizante para a variavel k de tal modo que, & medida que o valor de k£ > 0 for aumentando,
a reta 50z + 80y = k se deslocard paralelamente se afastando da origem. Com isso, ficara
perceptivel que o maior valor de k que ainda possibilita pelo menos um ponto de interseccao

entre a reta que representa a fungao objetivo 50x + 80y = k e a regiao factivel ABCD é
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k = 5400, além de se tornar notavel também que essa intersec¢ao ocorrera no vértice C' da

regiao factivel representada na Figura 22.

Avaliacao: Roda de conversa para ouvir dos alunos sobre o que aprenderam, o que mais
chamou a atencao durante a sequéncia didatica, quais foram as facilidades e dificuldades

que tiveram ao longo do estudo.
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2 Panorama geral sobre a historia do calculo
e a utilizacao desta ferramenta no estudo

e aplicacoes em otimizacao

O célculo diferencial e integral como conhecemos na contemporaneidade foi
desenvolvido através do estudo, esforco e dedicagdo de muitos matematicos e de pensadores
de areas afins. Sua construcao como area da matematica demandou muito trabalho de
sistematizacao com alto rigor matematico, padronizacao de notagoes e aprimoramento
de métodos. Na atualidade, o calculo diferencial e integral tornou-se o principal e mais
significativo instrumento matematico devido as suas intimeras aplicabilidades e contribui-
¢Oes na resolugao nao apenas dos proprios problemas matematicos, contudo, de tantas
outras areas do conhecimento. (EVES, 2004) afirma que “...essa invengao a matemética
criativa passou a um plano superior e a histéria da mateméatica elementar essencialmente
terminou.” Segundo DEVLIN (2010,p. 24), dentre as aplicagoes do célculo, pode-se destacar

a descoberta da estrutura e funcionamento dos processos que envolvem:

e A mecénica das maquinas

O fluxo dos liquidos
e A expansao dos gases

e O mecanismo do vdo

O magnetismo

A eletricidade

e O movimento dos planetas

A difusao das epidemias

A flutuacao dos lucros

e O crescimento das plantas

E importante salientar que o célculo integral originou-se primeiro do que o
calculo diferencial, apesar de estarmos habituados por conveniéncia didatica a iniciar os
estudos pelo calculo diferencial. Nas palavras de (EVES, 2004),
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A ideia de integracdo teve origem em processos somatérios, ligados a
certas dreas e certos volumes e comprimentos. A diferenciagao criada
bem mais tarde resultou de problemas sobre tangentes a curvas e de
questoes sobre maximos e minimos. Mais tarde ainda, verificou-se que a
integracao e a diferenciacdo estdo relacionadas entre si, sendo cada uma
delas uma operacao inversa da outra.

O primeiro registro de resolucao de um problema de calculo foi um papiro
egipcio escrito em aproximadamente 1890 a.C. em que foi calculada por meio de algo
parecido com uma férmula de integracao a area da superficie de um cesto. Na antiguidade
outros problemas surgiram e alguns foram resolvidos através do método da exaustao grego
e também pelo método do equilibrio de Arquimedes. Esse matematico grego foi quem mais
se aproximou dos resultados para o calculo de dreas e volumes semelhantes as integrais
definidas e utilizadas hoje em dia para tal finalidade. Stevin, um engenheiro belga, no
século XVII utilizou os mesmos principios que Arquimedes para determinar a forga exercida
pela pressao de um fluido sobre um dique vertical. O matematico alemao Kepler se valeu
do processo de integracao para desenvolver a “Segunda Lei do Movimento Planetario
bem como em seu tratado sobre a capacidade dos barris de vinho. Cavalieri também
utilizando as mesmas ideias de Arquimedes escreveu , conforme (BOYER; MERZBACH,
2010), mesmo sem ter acesso aos escritos do matematico grego que “...uma area pode ser
pensada como formada de segmentos ou indivisiveis e que o volume pode ser considerado
como composto de areas que sao volumes indivisiveis ou quase atomicos.” Em relacao aos
infinetésimos, muitos questionamentos e tentativas de resolvé-lo iniciaram-se na Grécia
Antiga com contribui¢oes de Euclides e Zenao de Eleia. O termo célculo também engendrou-
se nessa época ja que os pitagoricos utilizavam pedras e outros elementos discretos para

representacoes das grandezas.

Consoante a (EVES, 2004), a deriva¢ao tem como uma de suas origens sanar
problemas relacionados a determinacao de um ponto de maximo ou de minimo de uma
funcgao partindo do problema da curvatura da tangente. A partir das observacoes de Kepler,
Pierre de Fermat, um matematico francés formalizou de maneira inteligivel o método
diferencial, que ficou conhecido como método de Fermat. Apesar de incompleto, foi um
dos trabalhos que mais tarde possibilitariam a Newton a sistematizacao do calculo. Fermat

também descobriu como determinar a tangente de uma curva através de uma subtangente.

2.1 O célculo de Isaac Newton

Newton apesar de ser fisico, criou sua prépria matematica para dar sequéncia
aos seus estudos na fisica e provar suas teorias. A partir de uma visao geométrica realizou
constatagoes tao relevantes sobre o calculo que é considerado o “pai do calculo”, com
destaque para: o teorema fundamental do calculo; as regras dos calculos de integrais; o
método das séries de poténcias aplicado a resolugao de equagdes diferenciais; a generalizagao
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do binémio (a + xk)" para k e n reais. As conclusoes de Newton, segundo (EVES, 2004),
levaram-no a crer que

...uma curva era gerada pelo movimento continuo de um ponto. Feita
essa suposicao, a abscissa e a ordenada de um ponto gerador passam a
ser, em geral, quantidades varidveis. A uma quantidade varidvel ele dava
o nome de fluente (uma quantidade que flui) e a sua taxa de variagao
dava o nome de fluxo de fluente. Se um fluente como a ordenada do ponto
gerador, era indicada por y, entdao o fluxo desse fluente era denotado por
g. [...] Essa taxa de crescimento constante de alguma fluente é o que ele
chamava de fluxo principal, podendo o fluxo de qualquer outro fluente
ser comparado com esse fluxo principal.

Assim pode estudar dois tipos de problemas de naturezas inversas — a relagao

entre os fluentes e os fluxos, e a partir dessa, compreender a relagdo entre os fluentes.

2.2 O calculo de Leibiniz

O célculo de Leibniz que foi desenvolvido concomitantemente ao de Newton,
conforme as proprias palavras do cientista alemao engendrou-se da leitura e compreensao

mais profunda dos escritos de Pascal sobre “os indivisiveis”, quando concluiu, consoante a
(BOYER; MERZBACH, 2010) que

...a determinagao da tangente a uma curva dependia da razao das
diferencas das ordenadas e das abscissas, quando essas se tornavam
infinitamente pequenas, e que as quadraturas dependiam das somas dos
retdngulos infinitamente finos que formam a area.

Dessa forma, deduziu intimeras regras aplicaveis no ensino superior atual para
o estudo do cédlculo. Uma delas conhecida inclusive pelo nome de Regra de Leibniz. Foi
também o pioneiro a usar a letra S com alongamento para se referir a integral, indicando
a soma dos indivisiveis, além de definir, conforme (EVES, 2004), dx como um intervalo

finito e arbitréario e dy pela propor¢ao dy/dx = y/subtangente.

A autora (ROQUE; CARVALHO, 2012) contempla uma comparacio entre
metodologia e notagao utilizados no registro das descobertas quase que simultaneas de
Newton e Leibniz, ao afirmar que:

Os métodos de Newton e Leibniz sio distintos. No entanto, as justificati-
vas de Newton nao parecem ser, matematicamente falando, tao diferentes
das de Leibniz. A diferenca principal entre ambos estava no modo de
expor suas teorias. O livro de Newton, “Os Principios Matemaéticos da
Filosofia Natural”, ndo contém desenvolvimentos analiticos. Os resulta-
dos sdo apresentados na linguagem da geometria sintética. Preocupado
desde o principio em fundar um calculo universal, os métodos de Leibiniz
sdo apresentados como métodos e algoritmos, o que, juntamente com a
praticidade da notacéo, fez com que os métodos diferenciais deste ultimo
tivessem uma melhor aceitacdo do que o primeiro.
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Apos as descobertas e sistematizagoes realizadas por Newton e Leibniz, coube
a Weierstrass - que trouxe a notagdo mais sofisticada e utilizada atualmente e a Cauchy
— unificando a questao dos infinitésimos no conceito de limite, a consolidacao de todo
o conteudo com extremo rigor matematico, apés uma época intermediaria em que o
formalismo ameacgou a consisténcia da area em detrimento de sua significativa aplicabilidade,

a missao de organizar tudo como ¢ na atualidade.
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3 Otimizacao com calculo: funcoes de uma

Unica variavel

3.1 Limite

Consideragoes sobre o problema da tangente

Como determinar uma reta f tangente a curva dada por y = 4+ 1 no ponto
P(2,5)?

Para resolver esse problema precisamos primeiramente determinar o coeficiente
angular da reta em questao, mas como fazé-lo se conhecemos apenas um ponto por onde
a reta passa? Vamos inicialmente considerar uma reta secante s a curva dada passando

por P(2,5) e pelo ponto genérico Q(z,2* + 1) com x diferente de 2. Assim, o coeficiente

2 2
) z+1—-5 xc—-4 . .
angular da reta que passa por P e () é dado por m,,, = 7 = 7 E facil ver
xr — xr —
que a medida que x se aproxima de 2 tanto pela direita (valores maiores do que 2), quanto

pela esquerda (valores menores do que 2) m,, se aproxima de 4. Observe alguns resultados

que evidenciam essa aproximacao na tabela 8:

o Mpq
2.5 4,5
21 | 41
2,001 | 4,0009
1,6 3,6
1,9 3,9
1,99 3,99

Tabela 8 — Coeficientes angulares.

A tabela 8 sugere que a medida que o ponto () se aproxima do ponto P a
inclinagao da reta que passa por P e () se aproxima de 4. Em outras palavras, podemos
dizer que no limite as inclinacoes das retas secantes s se tornam tao préximas quanto
se queira da inclinacao da reta tangente ¢ . Usando a notacao matemaéatica adequada
escrevemos que

> +1-5 . a?—4

limm,, = lim ——— = lim
z—2 P z—2 r—2 -2 1 — 2

Admitindo que a inclinagao da reta tangente ¢ que procuramos seja realmente
igual a 4 e fazendo uso da equacdo da reta dada por y — yo = mpg(z — zp), com
(0,%0) = (2,5) = P, teremos y — b = 4(x — 2), ou ainda, y = 4x — 3 que é a equagao da
reta t que procuravamos. Observe no grafico da Figura 23 que a medida que o ponto () se

aproxima do ponto P as correspondentes retas secantes s se aproximam da reta tangente ¢.
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YA

Q(z,z%)

P(2,5)

Figura 23 — Reta t tangente a parabola no ponto P.

Consideragoes sobre o problema da velocidade

Um problema muito interessante e que também nos dara a ideia intuitiva de
limite é o problema da velocidade instantanea.Imaginemos que uma bola de ténis é solta a
partir do repouso de uma altura de 60 metros e queremos determinar a sua velocidade
instantanea apos 1 segundo decorridos de sua queda. Usando o modelo de queda livre
descoberto por Galileu e expressando o espaco percorrido pela bola apds t segundos por

S(t), podemos escrever a relagdo espago-tempo:

S(t) = 4,9t

A auséncia do intervalo de tempo para o calculo da velocidade instantanea se
apresenta como um aspecto que dificulta a solucao deste problema.Vamos entao, tomar
um intervalo de tempo muito pequeno, a fim de conseguirmos calcular a velocidade no
instante desejado. Para isso vamos considerar um intervalo de tempo de um centésimo de

segundo. Da defini¢ao de velocidade média temos que:

_ . As s(1,01) —s(1)  4,9(1,01)2 — 4,9(1)>
] tdia = — = - —9.84
Velocidade média ; L0l -1 0.01 9,849m/s

Observa-se na tabela 9 a velocidade média da bola de ténis para os intervalos de tempo

proximos de 1 segundo.
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intervalo de tempo | velocidade média (m/s)
1<t<2 14,7
l<t<l1 10,29
1<t<1,01 9,849
1<t<1,001 9,804

Tabela 9 — Velocidade média

A tabela 9 nos mostra intuitivamente que a medida que o intervalo de tempo
diminui, a velocidade média da bola de ténis se aproxima de 9,8 m/s.O limite dessas
velocidades médias em intervalos de tempo cada vez mais curtos, iniciando-se em t =1 é
por definicio a velocidade instantanea quando t = 1. E possivel vislumbrar semelhancas
na resolucao dos problemas de tangente e velocidade, pois se considerarmos o grafico da
funcdo dada por S(t) = 4,9¢* levando ainda em conta os pontos A(1;4,9) e B(t; 4, 9t?)
com t # 1 pertencentes ao grafico de S(t), teremos a inclinacao da reta secante s, dada

por:
4,9t — 4,9

map = —1

Do que foi exposto acima e observado na tabela 9, vimos que a medida que ¢
se aproxima de um segundo, a inclinacao da reta secante s se aproxima da inclinacao da
reta tangente r e podemos dizer que no limite a velocidade média calculada através do
coeficiente angular da reta secante serd a velocidade instantanea que queriamos calcular

no instante ¢ = 1 segundo.

S(t) = 4,9
B(t;4,9t)¢ /7

A(1;4,9)

7 f

Figura 24 — Espaco x Tempo.

Observe no grafico da Figura 24 que a medida que o ponto B se aproxima

do ponto A a reta secante s se aproxima da reta tangente r cujo coeficiente angular nos
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fornece a velocidade instantanea. Em uma linguagem mais formal, podemos dizer que

, 1 4,9t — 4,9
tl—I}llmAB_tl—%l t—1

Mais adiante teremos condigoes de discutir, analisar e calcular limites como

estes de tal modo que serd facil ver que este limite ¢é igual a 9,8 como sugere a nossa tabela.

3.1.1 Limite de uma Funcao

Vimos até aqui como surgiu a necessidade do uso do calculo de limites para se
responder com precisao a questoes relevantes da matematica e da fisica. Veremos agora
como calcular limites de algumas fungoes e algumas propriedades que os limites possuem

que podem nos auxiliar em seus calculos.

O que acontece com a fungao real f definida por f(z) =  + 4 quando z se

aproxima de 57

fle)y=2+4

Figura 25 — Reta f.

z | flx) | = | f(z)
4,95 | 8,95 | 5,05 | 9,05
4,06 | 8,96 | 5,04 | 9,04
4,07 | 8,97 | 5,03 | 9,03
4,08 8,98 | 5,02 | 9,02
4,99 8,99 | 5,01 | 9,01

Tabela 10 — Pontos de f(z) préximos de x = 5.
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Tanto a tabela 10 quanto o grafico da Figura 25 nos mostram que a medida
que z se aproxima de 5, f(x) se aproxima de 9. Ao escrevermos isso, a partir da utilizagao
da notacao de limite, teremos:

lim f(z) = lim (x +4) = 9

r—5

Conforme (STEWART, 2013), é possivel definir limite como:

Defini¢ao 3. Suponha que f(z) seja definido quando estd proximo ao nimero a. (isso
significa que f € definido em algum intervalo aberto que contenha a, exceto possivelmente
no proprio a). Entdo, escrevemos :
lim f(2) = L
E dizemos “o limite de f(x), quando x tende a a, é igual a L” se pudermos
tornar os wvalores de f(x) arbitrariamente proximos de L (tao proximos de L quanto
quisermos), tornando x suficientemente proximo de a (por ambos os lados de a), mas nao

iqual a a.

Em outras palavras, podemos dizer que f(z) assume valores tao proxzimos a L
quanto quisermos a medida que x se aproxima do nimero a, tanto pela direita (valores
maiores do que a), quanto pela esquerda (valores menores do que a) mas com x diferente

de a. Mais adiante, pretendemos dar uma definicdo mais precisa de limite.

Podemos notar ainda que na definicao apresentada agora, a fun¢ao nao precisa
estar definida no ponto a, pois o que estamos procurando é o comportamento da fungdo

para pontos prorimos de a.

As Figuras 26 e 27 nos mostram duas situacoes diferentes em que limite de
f(z) € igual a L quando x tende a a independentemente da funcio f estar ou nao definida

em a.

x
o
S

x

Figura 26 — lim flz)=1L Figura 27 - lim f(z) = L
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2

-1

Exemplo 21. Determine o valor de lirr% T T
z—1 1 —

Solucgao: Primeiro vamos estimar o valor desse limite atribuindo valores préximos de 1 a

x, mas nunca iguais a 1, de acordo com a definicao de limite dada anteriormente.

z | fl@) | = | f(z)
0,05 | 1,95 | 1,05 | 2,05
0,96 | 1,96 | 1,04 | 2,04
0,07 | 1,97 | 1,03 | 2,03
0,908 | 1,08 | 1,02 | 2,02
0,99 | 1,99 | 1,01 | 2,01

Tabela 11 — Valores de = préximos de 1.

?—1
xr—1"

Ainda podemos observar o grafico de f(z) =

Figura 28 — Grafico de f.

De acordo com o que vimos na tabela 11 e no grafico da Figura 28, podemos

conjecturar que

Mais adiante, apos estudarmos algumas propriedades dos limites, iremos calcu-

lar este limite novamente de maneira mais simplificada e direta.

Condigao de existéncia do limite

Para estudarmos as condi¢oes de existéncia de um limite, vamos definir os

limites laterais.



Capitulo 3. Otimizagdo com cdlculo: fungoes de uma Unica varidvel 68

Limite a esquerda

Definig¢ao 4. Denotamos lim f(x) = L para falar que se trata do limite de f(z) quando

r—a—

x tende a valores proximos de a com x menor do que a e que desta maneira f(x) tende a L.

Limite a direita

Definigao 5. Denotamos lim f(z) = L para falar que se trata do limite de f(z) quando
x tende a valores proximos de a com x maior do que a e que, desta maneira, f(x) tende a
L.

Exemplo 22. Considere o grifico da fungao f mostrado na Figura 29:

[\CY PSRRI IS

=< Y

Figura 29 — Funcao descontinua f.

Veja que lim f(x) = 3 e que lim f(z) = 4. O que podemos afirmar sobre

r—2~ r—27F

lim f(x)?

r—2

Solugao: Da definicao de limite e limites laterais até aqui apresentadas podemos estabelecer

a condicao de existéncia de um limite e dizer que

lim f(z) = L < lim f(z) = lim f(x)=1L

r—a T—a~ z—at

o que nos leva a concluir que liI% f(z) ndo existe, pois 3 = lim f(x) # lim f(z) = 4.
T— r—2~ T—2
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3.1.2 Propriedades dos limites

Admitindo que lim f(z) e lim g(z) existam e que ¢ ¢ uma constante, entao:

1) lim[f(2) + g(x)] = lim /(x) + lim g(2)

2) lim[f(x) - g(x)] = lim f(2) - lim g(a);
3) lim[ef(2)] = ¢ lim f(2);
4) lim[f(«)g(x)] = lim f(2) - lim g(2);

f(z) lim f(x)

_ x—a

5) lim = = se lim g(z) # 0;
V@) T g I

Tr—a

6) limc = ¢

r—a

7) limz = a;

r—a
8) lim 2" = a" sendo n inteiro nao nulo.
r—a
As propriedades escritas acima sao as que serao utilizadas no presente trabalho,
e podem ser enunciadas assim:
1) O limite de uma soma de duas ou mais fungoes é igual a soma dos limites dessas

mesmas fungoes.

2) O limite de uma diferenga de duas ou mais fungdes é igual a diferenga dos limites

dessas mesmas funcoes.

3) O limite do produto entre uma constante e uma funcao é igual ao produto da

constante pelo limite dessa funcao.

4) O limite do produto de duas ou mais fungdes é igual ao produto dos limites das

referidas fungoes

5) O limite do quociente entre duas fungoes é igual ao quociente dos limites dessas

mesmas fungoes (sempre que o limite do denominador for nao nulo).
6) O limite de uma constante assume o préprio valor da constante.
7) O limite de  quando z tende a a é igual ao proprio valor a.

8) O limite de 2" quando = tende a a é igual a a”.

Provaremos uma dessas propriedades mais adiante quando apresentarmos
a definicdo precisa de um limite. Agora, vamos enunciar e provar a propriedade de

substituicao direta que diz que:
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Sendo f uma funcao polinomial ou racional e se a estiver no dominio de f, entao:

lim f(z) = f(a)

r—a

Demostragao. Primeiramente consideraremos no Caso (I) f sendo uma fungao polino-
mial dada por f(z) = ag + a17 + asx® + - - - + a,2"™. Assim, fazendo uso das propriedades

dos limites, podemos escrever:

lim f(z) = lim(ag + a1z + as®® + - + apa™)

r—a

= ag + ay lim = + as lim 22 + - - - + a,, lim 2"
r—a T—a

r—a

= ag + a1a + aga® + - -+ + aya” = fla).

Logo, podemos concluir que ilgé f(z) = p(a), como querfamos demonstrar para

este caso.
Vamos considerar agora o Caso II, em que f é uma funcao racional dada por
x
fz) = pE; onde p(x) e q(z) sdo fungdes polinomiais com ¢(a) # 0. Assim, novamente
q(x

fazendo uso das propriedades dos limites e do que foi demonstrado no Caso I, podemos

escrever:

plz)  Hmp()  pa)

lim f(z) = lim = =4 = = f(a),
o que encerra a demonstracao. O

A seguir daremos exemplos de como podemos calcular alguns limites com mais

agilidade, nos valendo da propriedade da substituicdao direta.

Exemplo 23. Calcule lin%(:v3 — 527 4+ 61 + 1).

Solugao: Fazendo uso da propriedade da substituicao direta, temos:

111112(:763—5x2+6:n+1) =20 - 522462+1=8-20+12+1=1
3 4 2 1
Exemplo 24. Calcule lim :c—i——x

r——3 r+4

Solucgao: Novamente fazendo uso da propriedade da substituicao direta, temos:

i i +42* -1 (=3P +4(-3)?-1 —-27+36-—1
1m = = =
z—>—3 x+4 -3+4 1

8
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2?2 —1
Exemplo 25. Calcule lim )
z—1 x —1
Solucgao: Observe que neste exemplo nao poderemos inicialmente usar a propriedade da

substituicao direta, pois a fungdo da qual queremos calcular o limite nao esta definida para
2
z°—1
x = 1, mas podemos reescrevé-la de maneira conveniente.Veja que f(x) = T =
l’ J—
(x+ 1)(z—1)
(x—1)

=x+ 1 com z # 1. Assim,

21 1 —1
lim ~ = lim (z+ Dl =1) =lim(z+1) =2
z—1 ¢ — 1 x—1 (gj— 1) x—1

Observe ainda que esse resultado valida a conjectura feita no exemplo 21.

22 —9
Exemplo 26. Calcule lim

T3 r —

Solugao: Observe que, novamente, nao poderemos inicialmente usar a propriedade da
substituicao direta, pois a funcao da qual queremos calcular o limite nao esta definida

para x = 3. Assim, procedendo de modo analogo ao exemplo anterior, podemos escrever:

2-9 22-3 (x+3)(z—3)

f(x) — 3 =3 (- 3) r + 3 com x #
Logo,
2-9 232 3)(r —3
lim & = lim ~ =1li (z+3)( )zlim(x+3)=6
3  — z—3 I — z—3 (;p—S) z—3

3.1.3 Definicao precisa de limite

Segundo (STEWART, 2013), a definigdo precisa de limite reside em:
Seja f uma funcao definida em algum intervalo aberto que contenha o nimero a, exceto
possivelmente no préprio a. Entdo, dizemos que o limite de f(x) quando z tende a a é L,
€ escrevemos
lim () = L
se para todo € > 0 houver um nimero ¢ > 0 tal que

se 0 < |z —al <dentdo |f(x)—L| <e

Apds darmos a definicdo precisa de limite, estamos aptos a demonstrar as
propriedades deste que enunciamos anteriormente. Neste trabalho sera enfatizada apenas

a demonstracao da propriedade 1.

lim|[f(z) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x)

r—a r—a r—a
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€
Demonstragao: Da hipotese temos que }:13(11 f(z) = L existe, ou seja, dado ¢; = 3 >0
existe 6; > 0 tal que 0 < |z —a| < §; = |f(z) — L| < g e lim g(z) = M existe, ou seja,

dado € = € > 0 existe dy > 0 tal que 0 < |z —a| < b = |g(x) — M| < % Queremos
entdao mostrar que lim[f(z) + g(x)] = lim f(z) + lim g(z) = L + M. Ou seja, dado € > 0
existe 0 > 0 tal que 0 < |z —a| <d = |f(x) +g(x) — (L+ M)| <e.

Assim, tomando § =min{dy, d2} e fazendo uso da desigualdade triangular temos

que:

0< o —al < 6= [£(x) +g(@) = (L+ M)| < |f(x) = LI+ |g@) — M| < 5 + 5 = &

0 que encerra a demonstracao. O

Observagao: Tomamos § = min{d, d2}, a fim de garantir que sejam vélidas as desigual-

dades 0 < |z —a| < 07 e 0 < |x — a|] < 0.

3.2 Derivada

A derivada de uma fungao f: X < R — R em um ponto (a, f(a)) com a € X é
um limite muito especifico que pode ser interpretada como o coeficiente angular da reta
tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a)) . Podemos determinar o coeficiente angular da

reta tangente t da Figura 30 fazendo o uso de limite, dessa forma, teremos:

=l L@t — fla)
h—0 h

Definicao 6. A derivada de f em a € R € denotada por f/(a), ou seja,
fla+h)— f(a)

m = f/(a) = }lllir(l) h , considerando que este limite existe.

Fazendo x = a + h na defini¢do 6, podemos escrever h = x — a e observando

que r — a quando h — 0, também podemos denotar a derivada do seguinte modo:

F ) 1 L0 I

t—a o —q

Observe que a derivada é um limite muito particular e serd uma ferramenta

muito util quando se trata de otimizagao de fungoes.
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fla+h)

=Y

Figura 30 - h —- 0 — s — t.

Exemplo 27. Determine a derivada da funcio f: R — R dada por f(x) = 2* — 4z + 6

em a € R.

Solucgao: Da definicao 6, escrevemos:

(a+h)*—4(a+h)+6—a*+4a—6
h—0 h
a® + 2ah + h?> —4a —4h +6 —a®> + 4a — 6
h—0 h
2ah + h? — 4h

=lim2a+h—4
h—0

= 2a — 4.

Podemos também usar a derivada (caso ela exista) para escrever a equagao
da reta tangente t ao gréafico da funcao f no ponto P(a, f(a)). Como a derivada de f no

ponto P(a, f(a)) fornece a inclinagdo da reta tangente ¢ no ponto P, podemos escrever:

y—fla)=f(a) (z—a)

que ¢ uma equagao da reta tangente .



Capitulo 3. Otimizagdo com cdlculo: fungoes de uma Unica varidvel 74

Exemplo 28. Dé uma equagdo da reta tangente ao grifico de f: R — R com
f(z) = 2* — 42 + 6 no ponto P = (2,2).

Solugao: Como j4 vimos no exemplo 27, temos que f (a) = 2a — 4 e dai

f(2) =22 —4=0. Assim, uma equacio da reta solicitada é:
y—f(2) = f(2)(x —2), ou seja,
y—2=0-(zr—2), ouainda,

y=2

Note na Figura 31 que a reta tangente y = 2 no ponto P = (2,2) é uma reta

horizontal.

P(2,2)

=Y

Figura 31 — Reta tangente y = 2

A derivada de uma funcao f em um ponto fixo P = (a, f(a)) dada por

) 1 £~ F@)

h—0 h

pode ser vista como uma funcao e, para isso, basta deixarmos o nimero a variar. Assim,

fazendo a = x com x € R, teremos:
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sempre que este limite existe.

Exemplo 29. Sendo f: R — R dada por f(z) = 2% — 5z + 8, calcule f (x).

Solugdo: f'(z) = lim flx+h) — f(z)

h—0 h
2 2 _
:hm(x+h) 5(zx+h)+8—2*+5x—8
h—0 h
2>+ 2eh+h?—5x—5h+8—a2+5x—8
= lim
h—0 h
. 2xh + h?> —5h
= lim
h—0 h
h _
i (2x + h —5)
h—0 h
=lim2x+h—5
h—0
=2z — 5.

Portanto, f (x) =2z —5.

3.2.1 Regras de Derivacao

Nesta secao iremos apresentar a derivada de fungoes que aparecerao com muita

frequéncia em nosso trabalho, inclusive iremos demonstrar algumas delas.

Regra 1: Seja f uma funcdo com f: R — R dada por f(z) = K; K € R, entao f/(x) =0,

ou seja, a derivada de uma fun¢do constante é nula.

Demonstracdo: Aplicando a definicao da funcao derivada temos,

oy o flat+h)—flx) . k—k B ~
f(x)= llzlir(l) h —}lllir(l)T —}ll_rf(l) 0 = 0, o que encerra a demonstragao. [

Regra 2: Seja f: R — R com f(z) = z"; n € R. Entdo, podemos demonstrar que

(z") = nz" L ¥neR.

Apesar da regra ser valida para todo n € R, vamos demonstrar aqui apenas o

caso em que n ¢ um natural nao nulo.
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(x +h)" — 2"

flem) i@
h—0

bindémio de Newton em (z + k)", podemos escrever:

. Com o auxilio do

Demonstragdo: f (z) = }llin(l)

/ B (x + h)" — 2"
f () = lim ;
_ [z + na™th + H("T_l)x”_z]ﬂ + o4 nzh"™t 4 b — 2]
hlir(l] h
oy [nz"'h + @x"”fﬂ + -+ nxh" 4+ b
Al h
— h[naz”_l + @q;”_Qh 4+ e+ nxhn—2 + hn—l]
o h
-1
= nz" L 0

Vejamos agora um exemplo.

Exemplo 30. Determine a derivada dos polinomios abaizxo.

a) f(x)=a'
b) f(w) = '

Solucgao: Aplicando a segunda regra de derivagao temos,

a) Se f(z) = z*, logo f'(z) = 4a®.

b) Se f(w) = w'?®, logo f'(w) = 120w,

Regra 3: Seja K uma constante real e f uma funcao que possui derivada, entdo podemos

demonstrar que,

(k- f(x)] = k- f(2);VK eR.

Demonstragdo: Seja W uma funcdo onde W(z) = K f(x), aplicando a defini¢ao 6 em
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W, temos
/ W h)—W
W(m)—}llli% (x + })L (x)

o K St ) - K f)

N h—0 h

MG R) — (@)

h—0 h

e JE )~ (@)
h—0 h

=K f(2)

o que prova que [k- f(z)] = k- f

Exemplo 31. Determine a derivada de f(x) = 5z"

Solugdo: f'(z) = 5(z") =5- 7271 = 3525
Regra 4: Usando as propriedades 1 e 2 de limites e a definicdo 6 pode-se mostrar que,

a) [f(z) +g(z)] = f(z) + g (2) (a derivada da soma de duas funcées é igual & soma das

derivadas dessas fungoes).

b) [f(z) — g(z)] = f(z) — ¢ (z) (a derivada da diferenca de duas funcdes é igual a

diferenca das derivadas dessas fungoes).

Usando a propriedade associativa da adicao podemos estender a regra 4 para

trés ou mais fungoes.

Exemplo 32. Determine os pontos do dominio da fun¢do f com f: R — R dada por

f(z) = 2® = 32° + 7 em que a derivada se anula.

Solucgao: Inicialmente, vamos aplicar as regras de derivagao vistas até aqui. Temos que

f(z) =32 —6z,dai f(#)=0=32"-62=0<=3x(z—2) =0z =00uz =2

Assim, os pontos do dominio da f onde a derivada se anula sao P, = (0,7) e

Podemos observar no grafico da Figura 32 que as retas tangentes ao grafico de
f nos pontos P; e P, sio retas horizontais, uma vez que f (P;) = f (P,) = 0 correspondem

aos coeficientes angulares dessas retas.
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n_ |

=Y

Figura 32 — Retas tangentes horizontais.

Regra 5: Derivada do produto. Sendo f, g duas funcoes derivaveis, pode-se mostrar que:

(f-9)=f-9+fg

Exemplo 33. Determine a derivada de h(z) = v/z - (% — 5z + 3)

Solugao: Da regra 5, temos

’ ’

W(x) = (V) - (22 =5z +3) + Vo (e =5z + 3)
= (27) - (2 =5z +3) + VT - (22 — 5)

Z;-xé1-(:62—5:6—1—3)—5—\/5-(21‘—5)
2{ (2* =5z +3) +a- (22 —5)
—or +3

Portanto, ' (z) =

+ 2x —
Regra 6: Derivada do quociente

Sendo f, g duas fungoes derivaveis, é possivel mostrar que:

(f)':f/-g—f-g'
g g

3 —hr? +8
E lo 34. Determi derwada de h(x) = —S————.
Xemp (0] etermine a aerivaaa ae (ZL’) 1’2 - 71}‘"9

Solugao: Da regra 6, temos
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' (2% — 522 +8) - (2> — Tz +9) — (2® — 522+ 8) - (2> — 7w +9)'

hiw) = (22 — Tz +9)?
(32 —10z) - (2* =Tz +9) — (2° —b2® + 8) - (2z — 7)
B (22 — Tz + 9)2
3zt —21a® + 272° — 102° + 702 — 90z — 22" + 72° + 102° — 352° — 162 + 56
B (22 —Tx +9)2
Portanto,

hl( ) x* — 1423 + 6222 — 106z + 56
T) = .
(22 — Tz + 9)?

Regra 7: Derivada de funcoes trigonométricas

a) Se f(z) = sen(x), entdo, f (z) = cos(z)

b) Se f(z) = cos(x), entdo, f (x) = —sen(x).

Regra 8: Regra da cadeia

Sendo f e g funcgoes reais derivaveis em z, temos que a fung¢ao composta

h(z) = f(g(z)) também serd derivavel em x com:

! ! !

h(z) = f(g(x)) g (z)

Exemplo 35. Determine a derivada de h(x) = (2° + 62 + 1)

Solugao: Olhando para h(z) como uma fungdo composta dada por h(z) = f(g(z)) onde

f(z) =2" e g(x) = 2° + 62 + 1 e aplicando entdo a regra 8 a h(x), teremos:

W(x) = f(g9(x) g (x) =12(2° + 62+ )" - (2° + 62 +1) = 12(2® + 62 + 1)'* - (5z* + 6)

3.2.2 Aplicacdo de derivadas para determinar pontos de maximo e minimo de

funcoes reais de uma Unica variavel

Do que vimos até aqui, sabemos que alguns problemas de otimizacao do mundo
real podem ser modelados por uma funcgao real de uma tnica variavel. Assim, podemos
solucionar tais problemas determinando os pontos de maximo ou de minimo dessas fungoes

e, para tanto, se faz uso das derivadas sempre que possivel.

Primeiramente, vamos enunciar algumas defini¢oes e teoremas que nos auxiliarao

nessa busca.
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Definicao 7. Seja f uma funcao com dominio D c R e d e D, entao dizemos que

i) f(d) € o valor minimo absoluto (global) de f se f(d) < f(z),Vx e D.
ii) f(d) € o valor mdzimo absoluto (global) de f se f(d) = f(x),Yx e D.

Definicao 8. Seja f uma fungao com dominio D c R e v € D, entao dizemos que

i) f(v) € um valor de minimo local de f se existe um intervalo (c,d) tal que f(v) < f(x),
para todo x € (¢,d) n D onde v € (¢, d).

if) f(v) é um valor de mdzimo local de f se existe um intervalo (c,d) tal que f(v) = f(z),
para todo x € (¢,d) n D onde 7 € (¢, d).

Observagao: Quando a fungao f atende (i) ou (ii), dizemos que f possui extremos.

A Figura 33 ilustra as definigoes 7 e 8. Note que f(b) é o valor maximo absoluto

da f; f(e) é o valor minimo absoluto da f e f(c) é um valor de minimo local da f.

YA

A |

Figura 33 — Pontos extremantes de f.

Vamos enunciar agora um teorema que garante sob certas condicoes a existéncia

de um valor maximo absoluto e de um valor minimo absoluto de uma funcao.

Teorema 1 (Teorema de Weierstrass). Seja f uma fungio com f: [a,b] — R continua em

[a,b] entdo existem nimeros reais u e v em [a,b] tais que f(u) < f(z) < f(v) Yx € [a,b].

Note que, de acordo com o Teorema de Weierstrass f(u) é o valor minimo

absoluto de f e f(v) € o valor mdzimo absoluto de f ambos em |a,b].

A Figura 34 ilustra uma situacio em que o Teorema de Weierstrass se aplica.
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Figura 34 — f continua em |[a, b].

Ainda na busca de maximos e minimos de fung¢oes com auxilio de derivadas

vamos enunciar o Teorema de Fermat.

Teorema 2 (Teorema de Fermat). Seja ¢ um nimero real no dominio da fungao f com

f(¢) assumindo o valor mdzimo ou minimo local de f, entdo f (¢) = 0 caso f (c) exista.

Veja que a Figura 32 deste capitulo ilustra o Teorema de Fermat.

Observacao: Note que, de acordo com as defini¢oes de limite e de derivada
que adotamos, para uma fungao f: [a,b] — R, os valores da derivada de f nos extremos a
e b ndo estdo definidos. E possivel estender o conceito de derivada para estes casos, mas

isso foge do propdsito deste texto.

Definigao 9. Sendo (c, f(c)) um ponto do dominio da func¢ao f dizemos que (c, f(c)) é

sy / . ~ .
um ponto critico de f, caso f (c) seja nulo ou nao erista.

Com o que vimos até aqui, temos um procedimento descrito em trés passos que
adotaremos para determinar os valores de maximo ou de minimo absolutos de uma funcao

f, com f: [a,b] - R continua em [a,b]. Sao eles:

Passo 1: Determinar os pontos criticos da funcao f em (a,b).
Passo 2: Determinar os valores f(a) e f(b) que sdo os extremos do intervalo [a, b].

Passo 3: Compararar f(a) e f(b) com as ordenadas dos pontos criticos. O maior valor
obtido entre eles serda o maximo absoluto e o menor valor obtido entre eles serda o minimo

absoluto.

Nos exemplos 36, 37, 38, 39, 40 e 41 usaremos esse passo a passo para determinar

os valores de maximo e minimo absolutos das fungoes continuas f nos respectivos intervalos
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fechados dados, ou seja, estaremos interessados em resolver o problema
Minimizar f: [a,b] - R
x € |a,b]
Exemplo 36. f(z) = 32° — 12z + 5, [0, 3]
Solugio: Vamos determinar os pontos criticos de f em (0, 3). Temos que f () = 62 —12 =
0=z =2

Agora vamos determinar os valores de f em x = 2 e nos extremos do intervalo
[0,3]. Logo, f(2) =3-22—12-2+5= -7, f(0)=5¢e f(3) =3-32-12-3+5 = —4.

Comparando os valores de f em seu ponto critico e nos extremos do intervalo dado, temos

que seu valor minimo absoluto ¢ f(2) = —7 e seu valor maximo absoluto é f(0) = 5.
Exemplo 37. f(z) = 2® — 3z + 1, [0, 3]
Solugdo: Como f (z) =32> —3 €32 —3=0«=a2>=1<= 2 =10ouz = —1, temos

entdo que = 1 é o tinico ponto critico de f em (0,3) pois -1 ndo estd no intervalo (0, 3).
Vamos agora analisar os valores de f nos extremos do intervalo dado e comparar com o

valor de f no seu ponto critico.

Temos f(0) =1, f(3) =27—9+1=19¢ f(1) =1 -3+ 1 = —1. Portanto, o

valor maximo absoluto de f é f(3) = 19 e o valor minimo absoluto de f é f(1) = —1.

Exemplo 38. f(z) = 22° — 32* — 120 + 1, [—2,3]

Solugdo: Temos f (z) = 622 —6x—12 =0 < 6- (2> —2—2) = 0 < 6-(z+1)-(x—2) =
0 <= r = —1 ou x = 2 que sdo os Unicos pontos criticos de f. Calculando o valor de f
nos extremos do intervalo dado e nos pontos criticos r = —1 e z = 2, temos, f(—1) = 8,
f(2) = =19, f(-2) = =3 e f(3) = —8. Comparando esses valores nas condi¢oes do
problema, concluimos que f(2) = —19 é o valor minimo absoluto de f e que f(—1) =8 é

o valor maximo absoluto de f.

Exemplo 39. f(z) = 2* — 22 + 3, [—2,3]

Solugao: Determinaremos inicialmente os pontos criticos de f em (—2,3). Temos que
f@)=4® -4z =04z - (2*-1)=0<=4dz-(z+1) - (z—1)=0<= 2z =0ou
r = —1oux = 1. Agora vamos determinar os valores de f em z =0, x = —1, z = 1 e nos

extremos do intervalo [—2, 3].
Assim, f(0) =3, f(-1) =1-2+3=2 f(1) =1-2+3 =2, f(-2) =
16 —8+3 =11 e f(3) = 81 — 18 + 3 = 66. Comparando os valores de f em seus

pontos criticos e nos extremos do intervalo dado, temos que seu valor minimo absoluto é
f(1) = f(=1) = 2 e seu valor méximo absoluto é f(3) = 66.
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Exemplo 40. f(z) = (z° — 1)%, [—1,2]

Solugéo: Aplicando a regra da cadeia em f temos f (z) = 3- (22 —1)?-22 = 0 < z = 0,
x=-lexz=1 Dali f(0)=-1, f(—1) =0, f(1) =0 e f(2) = 27 o que nos mostra que

f(0) = —1 é o valor minimo absoluto de f e f(2) = 27 é o valor maximo absoluto de f.

Exemplo 41. Encontre as dimensoes do retangulo de maior drea que tem sua base sobre

0 eizo x e seus dois outros vértices acima do eizo x e sobre a pardbola y = 8 — .

Solucgao: Considerando os dados do problema e observando a Figura 35 que ilustra a
situacao, podemos calcular a area do retdngulo como sendo A(z) = 2xy. Como o retdngulo
possui dois vértices sobre a parabola y = 8 — 2, podemos reescrever a area do retangulo
de modo que A(z) = 2zy = 2z - (8 — 2%) = 16z — 22 para 0 < z < 2v/2.

Como A(z) é polinomial e, portanto, continua em [0, 2v/2] vamos determinar
seus pontos criticos e comparar os valores de A(z) nos extremos de [0, 2\/5] para encontrar

seu maximo absoluto.

/ 16 2
TemosA(x):16—6x2:O:x2:6:>x:2-\/; Como A(0) =

2
A(2v/2) = 0, temos que o valor maximo de A(z) = 16z — 22° ocorre quando z = 2- \/; 0

2
2 2 16
que nos da 2x = 4 - \/; ey=8— (2 3) =3 como sendo as dimensoes do retangulo
de area maxima nas condigoes do problema.
Y\ ,
y=8—2a"
L N(,y)

Figura 35 — Retangulo de dimensoes 2z e y.
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4 Otimizacao com calculo: Funcoes de duas

ou mais variaveis

Para a resolucao de problemas mais proximos da realidade, como por exemplo,
do dia-a-dia de grandes empresas, pensaremos agora em problemas de otimizacao que
envolvem muitas variaveis e que podem ser mais facilmente solucionados com o auxilio
do calculo. Para isso, apresentaremos alguns métodos de se otimizar fungoes de varias

variaveis.

4.1 Nocoes Elementares de Topologia
Introduziremos aqui alguns conceitos e defini¢oes de topologia que serao essen-
ciais na analise de pontos 6timos para fungoes de n variaveis reais.

Definigao 10 (_Bola Aberta). Seja a = (a1, as,...,a,) um ponto qualquer do R" e seja
ainda 6 um numero real positivo. Chamamos de bola aberta de centro a e raio § > 0 o
conjunto de pontos x do R"™ tais que a distancia entre a e x € menor do que 0. Denotamos

a bola aberta por:

B(a,d) = {z e R"|d(a,z) < 0}

Observagao: d(a,z) é a distancia entre x e a que pode ser calculada da seguinte forma:

d(a,z) = [[z —a|| = |[(x1 = a1), (2 = az), .-, (20 — an)|

:\/(551—@1)2+(1752—@2)2+"'+(5L’n—an)2

A seguir vamos ressaltar trés casos particulares:

i) Paran =1
B(a,d) = {r e R|d(a,z) < 0}, observe que, fixando a e fixando §, teremos o seguinte

intervalo aberto em R:

o I
o i

a—0 a a—+ o0
Figura 36 — Intervalo aberto em R.
ii) Paran =2

B(a,8) = {x e R?|d(a,z) < 6} com a = (ay,a;) e § > 0, temos a regido interna de

uma circunferéncia de centro a e raio 9.
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Figura 37 — Bola aberta em R?.

iii) Paran =3
B(a,8) = {r e R*|d(a,z) < 6} com a = (a1, ay,as) e § > 0, temos a regido interna

a uma esfera de centro a e raio 4.

“A

T

Figura 38 — Bola aberta em R®.

Defini¢ao 11 (Bola Fechada). Seja a = (ay, as, ..., a,) um ponto qualquer do R™ e seja
ainda 0 um numero real positivo. Chamamos de bola fechada de centro a e raio § >0 o
conjunto de pontos x do R" tais que a distancia entre a e x € menor do que ou igual a 9.

Denotamos a bola fechada por:
Bla,d] = {zr e R"|d(a,z) < 0}

Defini¢ao 12 (Conjunto Limitado). Seja D um subconjunto do R™ e seja Bla,d] uma

bola fechada de centro a € R"™ e raio 0 > 0. Dizemos que D é um conjunto limitado se

existir § > 0 tal que D fique inteiramente contido na bola fechada B.

Exemplo 42. Seja D = {(z,y) e R*|2< 2 <6 el <y<3}
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Yl

N - ===
of----
.Y

Figura 39 — D ¢ limitado.

Tomando a = (4,2) e 6 = 10 teremos D < Bla,d], o que nos garante que D é
um conjunto limitado.

Exemplo 43. Seja D = {(z,y) e R*|1 <z <3 eyeR}

Y

Figura 40 — D nao ¢ limitado.

Neste caso, nao existira 6 > 0 tal que D esteja totalmente contido na bola

fechada B, portanto, D ndo serd limitado.

Definig¢ao 13 (Ponto interior de um Conjunto). Um ponto a € R™ é um ponto de interior

de um conjunto A < R" se existe uma bola aberta B(a,d) totalmente contida em A.
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YA

ap

i

Figura 41 — a = (a1, az) é um ponto interior de A.

Defini¢ao 14 ( Conjunto Aberto). Dizemos que um conjunto A < R™ é aberto se A

possut apenas pontos interiores.

Defini¢ao 15 (Ponto de Fronteira de um Conjunto). Dizemos que um ponto a € R" é

ponto de fronteira de um conjunto A < R", se toda bola aberta de centro em a e raio d > 0

contiver pontos que estdo em A e pontos que nao estio em A.
Exemplo 44. Seja A = {(z,y) e R*|2<2<6el<y<3}

YA

3f--cneeeeaa

Figura 42 — Fronteira de A

Podemos descrever todos os pontos que estao na fronteira de A da Figura 42

do sequinte modo:

F={2,y)eR|1<y<3lu{(z,1)eR*|2<z <6} U{(6,y) eR*|1<y<3}u
U {(z,3) e R*|2 <z < 6}

Defini¢ao 16 (Conjunto Fechado). Dizemos que um conjunto A < R™ € fechado se todos

os pontos da fronteira de A pertencerem a A.

Note que o conjunto A do exemplo 44 é um conjunto fechado.
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Defini¢ao 17 (Conjunto Compacto). Dizemos que um conjunto A < R"™ é um conjunto

compacto se A for fechado e limitado. Observe que o conjunto A do exemplo 44 é um

conjunto compacto.

4.2 Funcoes de Varias Variaveis

Neste subcapitulo definiremos fungoes de varias variaveis pois, como sabemos,
a maioria dos problemas de otimizacao da realidade dependem da influéncia de muitas

variaveis. Sendo assim, para modela-los, precisaremos trabalhar com tais funcoes.

Definicao 18. Uma fungdo f de n varidveis reais a valores reais serd dada por
f: AcR" - R. Ou seja, Ve e A R" deve ezistir um unico y € R tal que f(x) =y.
Observe que o conjunto A que € o dominio da funcdo f é um subconjunto de

R™ e o contradominio de f é R.

Exemplo 45. Determine o dominio da funcao f: A < R" — R dada por

f(z) = 23 + 3 — b3,
Solugao: Note que x = (x1, 79, x3) e f é uma fungdo polinomial na varidveis z1,zy e x3 e
portanto, neste caso A = R3.

Agora, vamos definir a funcao derivada para func¢oes de n varidveis de modo
analogo ao que fizemos com as fung¢oes de uma variavel.
Definicao 19. Seja f: R" — R teremos,

of
a.fi

caso este limite exista, como sendo a derivada de f em relagcdo a x;.

(20, 22) :}Lir%f(xl,...,xi—|—h,...,:z:n})l—f(xl,...,xi,...,xn)’

Observe que %(ml, ..., Ty) € a notagdo que usaremos para dizer que estamos derivando
(2
a funcao f nas varidveis x1,...,x, em relacio a i-ésima variavel x;. Usaremos também

o f . . L
=5 (21,...,2,) para dizer que estamos derivando [ duas vezes em relagio d i-ésima
ox;

K3

varidvel ;.

Na pritica, procederemos de modo semelhante ao que foi feito para as funcoes
de uma varidavel, ou seja, quando precisarmos calcular a—(xl, ..., Ty) consideraremos a
T

fungdo f como sendo uma funcao de uma unica varidvel e, neste caso, a varidvel serd x; e

todas as outras varidveis serao tratadas como constantes.
Exemplo 46. Sendo f: A < R" — R dada por f(z) = 625 + 35 — 4x5, determine:

of

a) 87‘/[‘1(1‘17 T, $3)
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0

b) %(a}l?xQ?x:i)
0

C) (97%3(.’,['1,1;2,.@3)
82

d) aixf(xlaaj2ax3)

Solucao:

0
a) af(fb"l,l”zyxza) =3-6-27+0+0 =18z}
x1

0
b) —f(xl,xz,xg) =0+3-5-23—0= 1525
(F/J.Z'Q

0
c) i(xlax%ﬂf?)) =0+40—4- 7z} = —28)
afﬂg
*f 0
d) @(ﬁﬁm%) = %1(18:6%) =218 11 = 361,
Na sequéncia, apresentaremos algumas definicoes que serao de extrema relevan-

cia para otimizarmos fungoes de n variaveis a valores reais.

Definicdo 20. Uma funcdo f de n varidveis a valores reais € dita funcdo de classe C*

quando possui todas as derivadas parciais até a ordem k continuas no dominio da f.

Definicao 21 (Vetor Gradiente). O vetor gradiente de uma funcio f de classe C' com

f: AcR" - R em um ponto x € A € definido como:

Vi - (Lo Lo o)

Oy

Note que as coordenadas do vetor gradiente da fungdo f é composta pelas

derivadas parciais de primeira ordem de f.

Definicao 22 (Ponto de maximo local). Seja f: A< R" — R com a = (a1, as,...,a,) €

A, diremos que o ponto a € A serd um ponto de mdximo local da fungdo f se existir uma

bola aberta de centro em a e raio 6 > 0 tal que

fla) = f(z)Vx e B(a,d) c A

Definigao 23 (Ponto de minimo local). Seja f: A< R" - R com a = (ay,as,...,a,) €

A, diremos que o ponto a € A serd um ponto de minimo local da funcao f se existir uma

bola aberta de centro em a e raio 6 > 0 tal que

fla) < f(z)Vx e B(a,0) c A
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Observacgao: Se a € A for um ponto de mazrimo local ou um ponto de minimo local da

funcao f, diremos entdo que a é um extremo local de f.

Definigao 24 ( Ponto de maximo global). Seja f: A < R" - R coma = (ay,as,...,a,) €

A, diremos que o ponto a € A serd um ponto de mdzximo global da func¢io f se f(a) =

f(z)Vx € A.

Definigao 25 ( Ponto de minimo global). Seja f: A < R" — R coma = (ay,as,...,a,) €

A, diremos que o ponto a € A serd um ponto de minimo global da funcgao f se f(a) <

f(z) Yz € A.

Observagao: Se a € A for um ponto de maximo global ou um ponto de minimo global da

funcao f, diremos entio que a é um extremo global de f.

Apds estas definicoes estamos aptos a enunciar as condig¢oes necessdrias de

otimalidade de primeira ordem para uma funcio f: A < R" — R.

4.3 Condicoes necessarias de otimalidade de primeira ordem

Nesta se¢ao vamos iniciar a busca de pontos extremantes de uma funcgao
f: Ac R" — R, para tanto iremos apresentar um teorema que nos da uma condi¢ao
necessaria para que possamos obter tais extremantes.

Teorema 3. Seja f uma funcio com f: A< R" — R de classe C*, com A aberto, e, se

x* € A € um extremo local de f no interior de A, entao v)f(x*) =0.

Demonstragao: A demonstragdo do Teorema 3 se encontra na referéncia (FRIEDLAN-
DER, 2004).

A seguir serao apresentados alguns exemplos resolvidos para se verificar a

aplicagao do Teorema 3.

Exemplo 47. Determine os pontos criticos da fungido f: A — R, com A =R? e f(x,y) =
2?4y + 6 — 4y + 7.

Solucdo: Como a funcdo f dada é de C* (por se tratar de uma funcdo polinomial nas
varidveis x e y), podemos aplicar o Teorema 3 para encontrar os pontos criticos de f. Para

tanto, vamos impor a condicdo V f(x,y)” = (0,0).

Vi)’ = (S Fwn) - @oroz-9- 00,

Logo, teremos que resolver:
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20 +6=0 z=-3
<
20—4=10 y=2

Portanto, o tinico ponto critico da funcao f dada serd z* = (-3, 2).

Note que se reescrevermos a funcao f dada de maneira conveniente neste caso

em particular, poderemos classificar o ponto critico z* = (—3,2). Vejamos:

f(z,y) = 2* +y*+62—4y+7, completando quadrados, f(z,y) = (z4+3)*+(y—2)*—9—4+7,
ou ainda, f(z,y) = (v +3)* + (y — 2)* — 6. Uma vez que (z +3)* = 0e (y —2)> = 0,
podemos escrever f(z,y) = (z +3)*+ (y —2)* — 6 = —6 VY(z,y) € A, donde podemos

concluir que o ponto critico z* = (—3,2) é um ponto de minimo global de f.

Exemplo 48. Prove que a funcgio f: R* — R dada por f(z,y,2) = z* + 2y + 52° ndo

possui extremos locais em R3.

Prova: Como R® é um conjunto aberto e f é de classe C', aplicando o Teorema 3 e

impondo a condi¢io ¥V f(x,y, z)" = (0,0,0), teremos

0 0 0
Vi = (o) L), o)) - e 2100,

donde concluimos que f ndo possui pontos criticos, uma vez que, V f(x,y,z) = (42°,2,102) #
0

(0,0,0) Y(z,y,2) € R*, pois, 9f(x,y, z)=2#0V(x,y,2) e R® O que prova que a fungio
oy

f dada nao possui extremos locais em R>.

2

Exemplo 49. Determine os pontos criticos da fungio f: R* — R com f(x,y) = 2* — ¢*

e, se possivel, classifique-os.

Solucdo: Como R? é um conjunto aberto e f é de classe C*, aplicando o Teorema 3,

teremos

Vi) = (e Zwn) - en-)

impondo a condicao V f(z,y)" = (0,0), podemos facilmente concluir que z* = (0,0) é o

Unico ponto critico de f.

Até o momento, nio temos nenhum teorema que nos permita classificar ©* =

(0,0), mas podemos justificar que x* = (0,0) ndo é um extremo local do seguinte modo:

Sejam P, = (z1,y1) e P» = (x9,y2) pontos em B((0,0),6) e § > 0 com
f(z1,11) < f(0,0) =0e f(xa,y2) > f(0,0) = 0. Para tanto, tomemos, por exemplo, P, =

J J
(x1,11) = (0, 3) e Py = (29,y2) = (3,0) e assim, P, e P, estao em B((0,0),9) e ainda
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) —02 ) 52
flxy,m) = f 075 =T<f(070):06f(1’27y2):f gao =§>f(0a0):0-
Portanto, z* = (0,0) mesmo sendo um ponto critico de f, ndo é um extremo local de f.

Com isso acabamos de justificar também que a reciproca do Teorema 3 nao é valida.

Observacao: Todo ponto critico que nao é extremante local é classificado como ponto de

sela, neste caso z* = (0,0) é um ponto de sela de f.

Exemplo 50. Determine os pontos criticos da funcio f: R* — R com f(z,y) = 2 + 2.

Solucao: Como R? é um conjunto aberto e f é de classe C', aplicando o Teorema 3,

teremos

Vi) = (L L) - eoz - 0.0

—xrx=0ey=0.

Portanto, z* = (0,0) é o tnico ponto critico da fungdo f dada. Podemos
observar também que neste caso em particular, z* = (0,0) é um ponto de minimo global de
fpois, 22> 0ey? = 0V (z,y) € R% Assim, f(0,0) =0 < f(z,y) = 2° + % V (2, y) € R

4.4 Condicdes suficientes de otimalidade de segunda ordem

Nesta secao enunciaremos um teorema que nos dard uma condigao suficiente

para verificarmos se um ponto é um extremante local de uma funcao de varias variaveis.

Inicialmente, vamos definir o hessiano de uma funcao de duas variaveis.

Definigao 26. O ndmero real

ey ey
Hey)=| & &Y

¢ chamado de hessiano da fungio f: R* — R de classe C* no ponto (x,7) € R%.

Teorema 4. Seja f: R? — R uma funcio de classe C* e seja ainda (x9, 1) um ponto

critico de f no interior de R?, temos:

2
a) Se = (zo,0) > 0 e H(xo,yo) > 0, entdo, (z9,%o) ¢ um ponto de minimo local de f.
oxr
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2
b) Se ﬁ(%; Yo) < 0 e H(zo,y0) > 0, entdo, (xg,yo) ¢ um ponto de maximo local de f.
T

c) Se H(xo,yo) <0, entdo, (zo,yo) ¢ um ponto de sela de f.

d) Se H(zo,y0) = 0 nada se pode concluir sobre (zg, yo).

Demonstragao: A demonstracao do Teorema 4 se encontra na referéncia (GUIDORIZZI,
2010).

Observe agora a aplicacao do Teorema 4 nos exemplos resolvidos 51, 52, 53, 54

e 5.

Exemplo 51. Determine e classifique todos os pontos criticos de f: R* — R com f(z,y) =

23 +y3 — 32— 3y +6.

Solugao: Primeiramente, vamos determinar todos os pontos criticos da funcao f dada,

Vf(z,y)! = (g“i(x,y),g“;(x,y)) = (322 -3,3*-3)=(0,0) == r=+ley=+1.

Portanto, os pontos criticos de f sdo A = (1,1),B = (1,—1),C = (=1,1) e

D = (—1,—1). Para classificar esses quatro pontos vamos aplicar o Teorema 4.

fan(x y) “f (z,v)
2\ ) 6x O
H(z,y) = Sévf aa%ify =1 gy | =0
3y (z,y) Bl (z,y)
% f

Para A = (1,1) temos, H(1,1) =36 > 0 e

A= (1,1) é um ponto de minimo local de f.

ﬁ(l,l) = 6 > 0 e, portanto,
T

Para B = (1,—1) temos, H(1,—1) = —36 < 0 e, portanto, B = (1,—1) é um
ponto de sela de f.

Para C = (—1,1) temos, H(—1,1) = —36 < 0 e, portanto, C' = (—1,1) é um
ponto de sela de f.
2f
Para D = (—1,—1) temos, H(—1,—1) =36 > 0 e ﬁ(—l,—l) = —6 <0 e,
x

portanto, D = (—1,—1) é um ponto de maximo local de f.
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Exemplo 52. Determine e classifique todos os pontos criticos de f: R> — R com flz,y) =
3zt 4 Tyt

Solucgao: Inicialmente, vamos determinar todos os pontos criticos da funcao f dada,

Vi) = (e Len) - 20089 - 00) e -0 ¢y -0

Portanto, o tnico ponto critico de f é o ponto (0,0) e para classificar esse

ponto critico, vamos fazer uso do Teorema 4.

L) ey
a2 \T , 3622 0
H(x,y) = 23} iﬁﬁy =170 sy = 302422y

ayax(ﬂf,y) ayQ(SE,y)

Para o ponto (0,0) temos H(0,0) = 0, ou seja, o Teorema 4 é inconclusivo para
este caso. Mas, se observarmos a funcio dada temos que z* > 0 e y* > 0 V(z,7y) € R?,
entdo f(z,y) = 32* + 7y* = £(0,0) = 0 ¥(z,y) € R? e, portanto, o ponto critico (0,0) é

um ponto de minimo absoluto de f.

Exemplo 53. Mostre que a funcdio f(z,y) = 2* + 5y* - (1 + ) possui um tnico ponto
critico, que este ponto critico € um minimo local, e que [ nao possui ponto de minimo

global.

Demonstracdo: Inicialmente, vamos mostrar que f possui um tnico ponto critico,

of
ox

(x,y), af(x,y)) = (22 + 152(1 + )%, 10y - (1 + 2)3) = (0,0) —

Vf@sz:=( 2

2z + 15y (1 +2)* =0 (1)
10y-(1+2)*=0 (I1)

Da equacio (II) temos que 10y-(1+x)® = 0 <= y = 0 ou 2 = —1. Substituindo

y = 0 na equacao (I) temos 2z = 0, ou seja, x = 0. Portanto (0,0) é um ponto critico de f.

Agora substituindo 2 = —1 na equacao (I) temos que 2z+15y*(1+z)? = =2 # 0

Yy € R. Ou seja, z = —1 nao fornece pontos criticos de f. Sendo assim podemos concluir

que (0,0) é o tnico ponto critico de f como querfamos mostrar.

Fazendo uso do Teorema 4 vamos mostrar que (0,0) é um minimo local de f.
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o f 2 f
o) %ﬁ(xw) daty (,y) [ 2430421 +2) 30y(1+2)’
’ *f (2.9) (Lf(% ) 30y(1+2)?  10(1 +z)?
0yox 0y?
2
Dai, H(0,0) = 0 =20>0e gx]; (0,0) = 2 > 0 e, portanto, o ponto

critico (0,0) é um ponto de minimo local de f. Por fim, vamos mostrar também que o
unico ponto critico de f nao é um ponto de minimo global de f, e, para tanto basta notar
por exemplo que f(0,0) = 0> f(—4,1) =16 +5- (1 —4)* = 16 — 135 = —119, o que
O

encerra a prova.
Exemplo 54. Para cada uma das fungéoes abaizo, definidas em R?, encontre os pontos
criticos e classifique-os como minimo local, mdzximo local ou ponto de sela.

a) f(x,y) = 2% —6zy +2y*> + 102 + 2y — 5

b) f(z,y) = zt 4+ 2% — 6y + 3y
Solucgao:

a) Inicialmente, vamos determinar os pontos criticos de f,

0 0
Vf(z,y)! = (éﬁi(m,y),é(m,y)) = (22 — 6y + 10, —62 + 4y + 2) = (0,0)

20 —6y+10=0 (I)
—6r+4y+2=0 (II)

13
Resolvendo o sistema, chegamos em * = — e y = —. Portanto, o tinico ponto

13 1
critico de f é o ponto (737 76)

Usaremos agora o Teorema 4 para classificar o inico ponto critico de f.

L) Ty
2\ ; 2 —6
H(z,y) = gff 0552?3/ =| | m836=-28<0,

e, portanto, o ponto critico (7,

3 16
7) ¢ um ponto de sela de f.
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b) Inicialmente vamos determinar os pontos criticos de f,

Vi(x,y)" = (af

ox

of
(ZE,y), ay(xvy>)

= (42° + 2x — 6y, —62 + 63) = (0,0)
— 423+ 2 —6y=0e — 6z + 6y = 0.

Isto é, devemos resolver o sistema,

42° + 20 — 6y =0 (I)
—62 4+ 6y =0 (I1)

Da equagao (II) temos que y = x. Substituindo na equagao (I), teremos:
4o 422 —6r =0 = 42> — 4o = 0 —

P —r=0=1(2"-1)=0=

r=0oux=1ouz=—1.

Portanto, os pontos criticos de f sao:

A=(0,0), B=(1,1) e C = (—1,—1). Para classificar esses trés pontos criticos de

f, vamos aplicar o Teorema 4.

g

ew LLew]| |
proiC 1222 +2 —
H(z,y) = 22‘”; %’%afy = $_6+ 0| = 720241236 = 72022

20 (z,y) 2 5 (z,y)

Para A = (0,0) temos, H(0,0) = —24 < 0, portanto, A = (0,0) é um ponto de sela

de f.
o f
Para B = (1,1) temos, H(1,1) =72—-24=48>0¢ ﬁ(l 1) = 14 > 0, portanto,
B = (1,1) é um ponto de minimo local de f.
o f
Para C' = (—1,—1) temos, H(—1,—-1) =72 —-24 = 48>0eﬁ( 1,-1) =14 >0,

portanto, C' = ( 1,—1) é um ponto de minimo local de f.
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Exemplo 55. Obtenha expressoes para as derivadas primeiras e sequndas da fungdo de
Rosenbrock f(x) = 100(xy — 23)* + (1 — 21)?. Verifique que z* = (1,1) é um minimizador

local.

Solucgao: As derivadas de primeira ordem sao

a&Z(I) = 200(—2z1) (2 — 27) — 2(1 — 1), ou ainda,
1

0
aj(:v) = 400z, 7y + 40023 4+ 22, — 2 €
1

;i(a:) = 200(zy — 2?)

Agora as derivadas de segunda ordem sao,

2f 2 f 2 f 2 f
—L(z) = —400 120022 + 2; —=(z) = 200: = —400
l’% Ef;)o T2 + xl + ) ax% (x) ) axlax2 (‘CE) €y € ('CE
— Zq.

Note que z* = (1,1) é um ponto critico de f, pois, Vf(1,1) = (—=400-1-1 +
400-1% +2-1-2,200- (1 —1%)) = (0,0).

Vamos entao fazer uso do Teorema 4 para classificar o ponto critico z* = (1, 1).

(92f an
729 aen® 40025 + 120022 + 2 —400z,
H(CL’) = an an =
(I 7@/,) —400[151 200
6@(%1 61‘%
e dai,
802 —400
H(1,1) = = 160400 — 160000 = 400 > 0
—400 200
>f . . L )
e @(1, 1) = 802 > 0, portanto, 2* = (1,1) é um minimizador local, como queriamos
1
verificar.

4.5 Otimizacao com restricoes

Nesta sec¢ao iremos enunciar um importante teorema que nos auxiliarda na

obtencao de maximos e minimos de fungoes de varias varidveis sujeitas a certas restrigoes
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e veremos o método dos multiplicadores de Lagrange.

Teorema 5 (Teorema de Weierstrass). Se f é uma fungao real e continua definida em

um conjunto fechado e limitado D, entdo, existem pontos m e M ambos pertencentes a D
tais que f(m) < f(x) < f(z) Vo e D.

Note que o Teorema de Weierstrass garante a existéncia de um ponto de
minimo absoluto e de um ponto de mdaximo absoluto de f em D, mas nao nos diz como

determind-los.

Para tanto, procederemos de modo andlogo ao que foi feito com as fungoes
continuas de uma varidvel, ou seja, iniciaremos nossas buscas pelos possiveis pontos criticos
no interior do conjunto factivel e depois compararemos com os pontos extremantes da
fronteira do conjunto factivel, a fim de determinar os pontos de mdzrimos e de minimos
da nossa func¢do objetivo. Observe a aplicacao do Teorema de Weierstrass nos exemplos
resolvidos 56, 57, 58, 59, 60 e 61.

Exemplo 56. Seja f: D < R* — R uma fungio continua em D = {(z,y) € R* |z > 0,
y=0e2x+y<6} com D fechado e limitado, determine o maximo e o minimo absoluto

de f em D sendo f dada por f(x,y) =xy —x —y+ 1.

Solugao: Representaremos, a principio, geometricamente o conjunto D dado.

Y

S‘Z S: 3

0 Sh ?\' x

Figura 43 - D = {(z,y) e R*|2 >0,y > 0 e 2z + y < 6}

Como o nosso conjunto D é fechado e limitado e a funcao f dada é continua
em D, o Teorema 5 garante a existéncia de um minimo e um maximo absoluto de f em D.

Vamos entao dividir o problema em trés partes:

Parte a) Determinar os pontos criticos de f no interior do conjunto D:

Vi) = (Lo L @) = 100 = 0.0) = o= 1oy - Lousepn

0 tnico ponto critico de f no interior de D é o ponto (1,1) e f(1,1) = 1-1-1—141 = 0.
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Parte b) Determinar os pontos extremantes de f na fronteira D.
Observando a representacao geométrica de D, podemos escrever que a uniao de
S ={(x,00eR*|0< <3}, S={(0,y) eR*|0<y<6}eS;=1{(z,—22+6)¢

R?|0 < 2 < 3} nos da a fronteira de D, entdo:

e Para S; = {(2,0) e R?|0 < < 3} temos f(2,0) = —z+1com 0 <z <3e
seu maximo ocorre em x = 0 nos dando f(0,0) = 1 e seu minimo ocorre em

x = 3 nos dando f(3,0) = —2.
e Para S, = {(0,y) e R?|0 < y < 6} temos f(0,y) = —y+1com0<y<6e

seu maximo ocorre em y = 0 nos dando f(0,0) = 1 e seu minimo ocorre em

y = 6 nos dando f(0,6) = —5.

e Para S3 = {(z,—2x +6) e R*|0 < = < 3} temos

flx,—22+6) =2(—20+6)—2—(—20+6)+1=—22°+7r—5com 0 < = < 3

e, como ja vimos para funcdo de uma variavel, seu maximo ocorre em x = 1 nos

75 9
dando f (4, 2) =g eseu minimo ocorre em x = 0 nos dando f(0,6) = —5.

Parte c¢) Comparar todos os extremantes de f em D encontrados na parte a e na parte

b.

Fazendo a comparagao entre os valores de f em D obtidos na parte a e na parte b

5
podemos concluir que o ponto de maximo absoluto de f em D é o ponto ( )

4’2
. 795 L
que fornece o valor maximo absoluto f 73)°3 e o ponto de minimo absoluto
de f em D ¢é o ponto (0,6) que fornece o valor minimo absoluto f(0,6) = —5.

Exemplo 57. Seja f: D < R* — R wma funcio continua em
D ={(z,y) e R*||z| <1 e|y| <1}, com D fechado e limitado, determine o mdximo e o

minimo absoluto de f em D sendo f dada por f(x,y) = 2* + y* + 2%y + 4.

Solugao: Inicialmente, vamos representar geometricamente o conjunto D dado.



Capitulo 4. Otimizagdo com cdlculo: Fungdes de duas ou mais varidveis 100

YA

1 53

S 1

Figura 44 - D = {(z,y) e R*||z| < 1 e |y| < 1}

Como o nosso conjunto D é fechado e limitado e a fungao f dada é continua
em D, o Teorema 5 garante a existéncia de um minimo e um maximo absoluto de f em D.

Vamos entao dividir o problema em trés partes:

Parte a) Determinar os pontos criticos de f no interior do conjunto D:

Vf(z,y)' = (gi(x,y), Z?j(z,y)) = (22 + 2zy,2y + 2%) = (0,0) == 22 + 22y = 0

e 2y 4+ 22 = 0, ou seja, devemos resolver o seguinte sistema:

2¢x(1+y) =0 (I)
{ 2y + 22 =0 (II)
Da equagao (I) temos # = 0 ou y = —1. Substituindo z = 0 em (II), teremos
2y 4+ 0 =0<=y =0 o que nos da o ponto critico (0,0), e substituindo, y = —1 em
(IT) teremos —2 + 2°> = 0 <= 2 = +/2 0 que nos d4 os pontos criticos (v/2, —1)
e (—\/5, —1). Note que o ponto critico (0,0) de f é o tinico ponto critico que esta
no interior de D, entdo vamos avaliar o valor de f apenas em (0,0), o que nos da
£(0,0) = 4.

Parte b) Determinar os pontos extremantes de f na fronteira de D.
Observando a representacao geométrica de D, podemos escrever que a uniao de
Sp={(z,-1eR*| —1<a<1},S={(-Ly) eR?| —1<y<1}, S3={(z,1) e
R?| —1<x<1}eS;={(1l,y) e R*| —1<y <1} nos d4 a fronteira de D, entdo:

e Para S; = {(7,—1) e R*| — 1< <1} temos f(r,—1)=a>+1—-2*+4 =5,

que é constante para—1 <z <ley= —1.

e Para S, = {(—1,y) e R*| -1 <y < 1} temos f(—1,y) = 1+y°+y+4 = > +y+5
com —1 < y < 1 e, como ja vimos para fungao de uma variavel seu minimo
-1

-1
ocorre em Yy = -5 nos dando f (—1, 5

nos dando f(—1,1) =T7.

) =7 e seu maximo ocorre em y = 1
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e Para S3 = {(7,1) e R?| -1 < < 1} temos, f(z,1) =2 +1+2° +4 =222 +5
com —1 < x < 1 e, novamente, recorrendo ao que foi visto na obtencao de
maximos e minimos de fungdes de uma tunica variavel, podemos concluir que
seu minimo ocorre em x = 0 nos dando f(0,1) = 5 e seu maximo ocorre em
r=1ex=—1nosdando f(1,1) = f(—1,1) = 7.

e Para Sy = {(1,y) e R*| =1 <y < 1} temos, f(1,y) = 1+3° +y+4 =9 +y+5

com —1 <y <1 e, de modo andlogo ao que foi feito em Sy, sabemos que seu

-1 -1 19
minimo ocorre em | 1, 2) nos dando f (1, 2> = — e seu maximo ocorre

4
em (1,1) nos dando f(1,1) =7.

Parte c) Comparar todos os extremantes de f em D encontrados na parte a e na parte
b.
Fazendo a comparagao entre os valores de f em D obtidos na parte a e na parte b
podemos concluir que os pontos de maximos absolutos de f em D sao os pontos
(—1,1) e (1,1) que fornecem o valor maximo absoluto f(—1,1) = f(1,1) =7 eo
ponto de minimo absoluto de f em D é o ponto (0,0) que fornece o valor minimo
absoluto f(0,0) = 4.

Exemplo 58. Seja f: D « R* — R uma funcio continua em D, onde D € o quadrildtero

cujos vétices sao E = (2,3), F = (2,2),G = (=2,-2) e H = (—2,3). Determine o mdzimo
e 0 minimo absoluto de f em D sendo f dada por f(x,y) = 2° — 3z —y° + 12y.

Solugao: Inicialmente, vamos representar geometricamente o conjunto D dado.

)
A
Ss 3

Figura 45 — D é o quadrilatero de vértices E, F,G e H.

E facil ver que o conjunto D ¢é fechado e limitado e como a funcao f dada é
continua em D, o Teorema 5 garante a existéncia de um minimo e um maximo absoluto
de f em D. Vamos entao dividir o problema em trés partes, a fim de determinar os

extremantes de f:

Parte a) Determinar os pontos criticos de f no interior do conjunto D:

Vi(z,y)' = (Z‘;(x, Y), gi(z,y)> = (322 —3,-3y* + 12) = (0,0) == 32> -3 =0
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e =3y +12=0,0quenos did z = +1 e y = +2, ou seja, os pontos criticos de f sao
(1,2),(1,-2),(—1,2) e (—1,—2). Mas s6 os pontos (1,2) e (—1,2) estdao no interior
do conjunto D com f(1,2) = 14 e f(—1,2) = 18.

Parte b)

Determinar os pontos extremantes de f na fronteira de D.

Observando a representacao geométrica de D, podemos escrever que a uniao de
Sl = {(ZE,IL‘)ER2’ —2§5L’<2}, SQ: {(_2ay)ER2| _2<y<3}7 83: {(:L‘,?))E
R?| —2<2<2}e S ={(2,y) e R*|2 <y <3} nos di a fronteira de D, entdo:

Parte c)
b.

Para S; = {(z,7) e R*| =2 < z < 2} temos, f(z,7) = 2° — 3 —2° + 122 = 9z,
com—2 < x < 2 e seu maximo ocorre em = = 2 nos dando f(2,2) = 18 e seu

minimo ocorre em = = —2 nos dando f(—2,—-2) = —18.

Para Sy = {(—2,y) e R?| —2 <y < 3} temos, f(—2,y) = —8+6 —y° + 12y =
—® + 12y — 2 com —2 < y < 3 e, analisando essa funcdo continua de uma
unica variavel no intervalo fechado e limitado dado, podemos concluir que seu

méximo ocorre em y = 2 nos dando f(—2,2) = 14 e seu minimo ocorre em
y = —2 nos dando f(—2,—-2) = —18.

Para S3 = {(z,3) e R?| —2 < 2 < 2} temos, f(2,3) = 2® — 32 — 27+ 36 =
23 — 32 +9 com —2 < x < 2 e, analisando essa funcao continua de uma tnica
variavel no intervalo fechado e limitado dado, podemos concluir que seu maximo
ocorre em x = —1 e x = 2 nos dando f(—1,3) = f(2,3) = 11 e seu minimo
ocorre em z = 1 e x = —2 nos dando f(1,3) = f(-2,3) = T.

Para Sy = {(2,y) € R*|2 < y < 3} temos, f(2,y) = 8 —6 —¢° + 12y =
—y3 4+ 12y + 2 com 2 < y < 3 e, analisando essa funcio continua de uma tnica
variavel no intervalo fechado e limitado dado, podemos concluir que seu maximo

ocorre em y = 2 nos dando f(2,2) = 18 e seu minimo ocorre em y = 3 nos
dando f(2,3) = 11.

Comparar todos os extremantes de f em D encontrados na parte a e na parte

Fazendo a comparacao entre os valores de f em D obtidos na parte a e na parte b,

podemos concluir que os pontos de maximos absolutos de f em D sao os pontos

(=1,

2) e (2,2) que fornecem o valor maximo absoluto f(—1,2) = f(2,2) =18 e 0

ponto de minimo absoluto de f em D é o ponto (—2, —2) que fornece o valor minimo
absoluto f(—2,—-2) = —18.

Exemplo 59. Encontre os valores de mdzimo e de minimo de f(x,y) = x

2% em

D = {(z,y) e R*|h(z,y) = 2 + y* = 1}

Solucgao: Inicialmente vamos representar geometricamente o conjunto D dado.
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N

Figura 46 — D ¢ a circunferéncia de centro na origem e raio unitario.

E facil ver que o conjunto D é fechado e limitado, e, como a funcdo f dada é
continua em D, pois f é polinomial, o Teorema 5 garante a existéncia de um minimo e
de um maximo absoluto de f em D. Agora observe que para descrevermos a fronteira do
conjunto D dado teremos que recorrer as parametrizagoes e a medida que nos deparamos
com cojuntos fechados e limitados com fronteiras diversas o grau de dificuldade para
descrever tais fronteiras podem se tornar imensos, por isso, vamos enunciar agora um
método que nos permitird analisar os possiveis extremantes de uma funcao continua em
um conjunto fechado e limitado onde nao serd necessario apresentarmos a parametrizacao

de sua fronteira e posteriormente solucionaremos o exemplo 59 com o auxilio deste método.

4.6 Método dos Multiplicadores de Lagrange

De acordo com (BORTOLOZZI, 2002) o Método dos Multiplicadores de La-

grange ¢ enunciado no Teorema 6.

Teorema 6 (Multiplicadores De Lagrange). Sejam f e h fungoes de classe C* de duas

varidveis e seja p = (p1,p2) uma solugio (local) do problema de otimizagao

Magzimizar f(x1,22) Sujeito a (x1,72) € D = {(x1,15) € R*| h(xy, 22) = c}.

Suponha que p = (p1,p2) satisfaca a sequinte condicao de regularidade:

VAT - ( oh oh

<p1,p2>,<p1,p2>) £ (0,0)

81'1 (91‘2

Entao existe um nimero real X (o multiplicador de Lagrange) tal que (p, ) =

(p1,p2, ) € o ponto critico do lagrangeano

L(xz1, 29, \) = f(21,29) — A[h(x1, 22) — (]
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que € equivalente a resolver o sistema:

(0L

o~ A) =0
8.1'1 (p17p27 )
oL
< — =
axg (plaan )\) 0
oL
k5(291,102,)\) =0

Observacao: O Teorema dos Multiplicadores De Lagrange é mais geral do que este

apresentado no nosso texto, que possui apenas uma restricao em igualdade.

Vamos retomar agora a solucao do exemplo 59 fazendo uso do método dos
Multiplicadores de Lagrange. Para aplicar o método dos Multiplicadores de Lagrange na

solucao do exemplo 59 vamos dividir a resolugdo em algumas partes:

Parte a) As funcdes f e h sdo funcdes polinomiais, portanto, sao de classe C.
Parte b) Condicao de regularidade do método:

Vhia )" = (o). 5o = @0,2) # 0.0 ¥ (z.9) € D.

Parte c) Resolver o sistema:

que ¢é equivalente a,

(22, —2y) = A - (27,2y)
2+ y2 =1

que também é equivalente a,

20 = \2x (I)
—2y = N2y (II)
?+yt=1 (1)

Da equacao (I) temos = 0 ou A = 1. Substituindo = 0 em (III) teremos y = +1

e fazendo A = 1 em (II) teremos y = 0 e assim a equacao (III) fornecerd = = +1.

Parte d) Determinar os valores extremantes de f em D:

Da parte ¢ temos que os pontos extremantes de f em D sao (0,1),(0,—1),(1,0) e
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(—1,0) com f(0,1) = f(0,—1) = —1 sendo seu minimo absoluto em D e f(1,0) =

f(=1,0) = 1 sendo seu maximo absoluto em D.

Note que o sistema resolvido na parte ¢ é sempre do tipo Vf(z) = X - Vh(z) e
h(z) = c.
Exemplo 60. Seja f(z,y,2) = 2* +y* + 22% — 4wy — 42. Ache o mdzimo e o minimo de

fem D ={(x,y,2) e R%|h(z,y,2) = 2® +y* + 2* = 4}.

Solucgao: O conjunto D dado é uma esfera de centro na origem e raio 2 e, portanto, D
¢é fechado e limitado e como a funcao f dada é continua em D pois f é polinomial, o

Teorema 5 garante a existéncia de um minimo e de um maximo absoluto de f em D.

Como o método dos multiplicadores de Lagrange pode ser facilmente estendido
para funcoes de classe C' com 3 varidveis, procederemos a resolucao deste exemplo de
modo analogo a aplicacdo do método para func¢oes de duas variaveis e, para tanto, vamos

dividir a resolugao em algumas partes:

Parte a) As funcdes f e h sdo funcdes polinomiais, portanto, sao de classe C*.

Parte b) Condigao de regularidade do método:

ch oh oh
Vh'(xuy?Z)T = (aw(m7y7z>) aiy(l}ya Z)a az('xuy7z)>

= (21’, an 2Z> # (Oa 07 0)7 v (xa Y, Z) €D.
Parte c) Resolver o sistema:

Vf(!ﬂ,y,Z)T =A- Vh(;z:,y,z)
h(l’,y,Z) :.T2+y2—|—2’2 =4

que ¢é equivalente a,

(2x — 4y, 2y — 4z, 4z — 4) = X - (22, 2y, 22)
2yt + =4

que também é equivalente a,

2r — 4y = \2x (1)
2y — 4z = N2y (2)
dz —4 = N2z (3)
2yt =4 (4)
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Multiplicando (1) por y e (2) por x, teremos:

(5)
22y — 4% = N2xy  (6)
dz —4 = N2z (7)
4yt + 2% =4 (8)

2zy — 4y* = N2xy

De (5) e (6), temos 2zy — 4y* = 22y — 42° = —4y°® = —4a® == y = +1.

Multiplicando (1) por z e (3) por z, teremos:

2z — dyz = N2xz 9)

2y —4dx = N2y (10)
drz — dx = N2xz (11)
4yt 4+t =4 (12)

De (9) e (11), temos 22z —4yz = dxz — 4o <= 202+ 4yz = 4o < 2(2x 4+ 4y) = 4o
2
e fazendo y = = # 0 teremos z = 3 e paray = —x # 0 teremos z = —2. Substituindo

2
y:x;«éOez:gem(m)temOS:

2 1 4
x2+l’2—|—f=4<:>2x2:3—(:>x2 0

9 9 9 —3’
4 4 2 4 4 2
o que nos da os pontos <3, 3 3) e (3, —3 3). Agora, substituindo y = —x # 0
e z=—2em (12) temos 2* + 2* + 4 = 4 <= 1 = 0, o que nos d4 o ponto (0,0, —2).

Para o caso em que ¥ = £y = 0, substituindo em (12) temos 0 + 0 + 2% = 4 <

z = +2, 0 que nos d& o novo ponto (0,0, 2).

Parte d) Determinar os extremantes de f em D:

Calculando os valores de f nos possiveis extremantes temos,

4 4 2 4 4 2 48
f<_37_373> :f<37373) :_57 f(07072) :Oef(0707_2) :16Oque nos
permite concluir que f(0,0,—2) = 16 é o valor maximo de f em D e que

4 4 2 4 4 2 48 .
f <—3,—3,3> =f (3,3,3) =—3 ¢° valor minimo de f em D.
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Exemplo 61. Encontre os pontos da elipse 2° + xy + y* = 3 mais prozimos de (0,0).

Solugao: Primeiramente, vamos escrever a funcao que calcula a distancia d entre um

ponto qualquer (z,y) € R? e a origem (0, 0).
Temos d = 4/(z — 0)2 + (y — 0)2 = 4/22 + 12, e, para efeito de simplicidade

dos calculos, podemos minimizar a funcio d* = f(x,y) = 2* + 3. J4 que a funcdo 2* é

crescente para valores positivos (onde a distdncia é a menor possivel seu quadrado é o
menor possivel), considerando que os pontos (x,y) devem pertencer a elipse, podemos

escrever o conjunto da restricado como sendo:

D = {(z,y) € R?|h(z,y) = 2> + 2y + y* = 3}

Como o conjunto D é fechado e limitado por se tratar de uma elipse e como a
fungdo f que calcula a distancia é continua em D pois f é polinomial, o Teorema 5 garante

a existéncia de um minimo e de um maximo absoluto de f em D.

Para aplicar o método dos multiplicadores de Lagrange, vamos dividir a resolu-

¢ao do problema em algumas partes:

Parte a) As fungoes f e h sao fungbes polinomiais ou produto de fungoes polinomiais,

portanto, sdo de classe C'.

Parte b) Condigao de regularidade do método:

Vh(z,y)' = (g(x,y), ZZ(Ly)> =2z +y,2y +x) #(0,0),V(z,y) € D.

Parte c) Resolver o sistema:

Vi(,y)" =X Vh(z,y)
h(z,y) = 2> + 2y +y*> =3

que ¢ equivalente a,

(2x,2y) = X (22 +y,2y + x)
P ray+yt =3

que também é equivalente a,

20 = N2x + \y (1)
2y = N2y + \x (2)
2 +ay+y? =3 (3)
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Para A = 0 teremos z = y = 0 o que nao satisfaz a equacao (3). Tomando A # 0 e

x x
—, teremos Y 22y + y*

A A

multiplicando a equagao (1) por % e a equagao (2) por
2xy

e S 2zy + 2%, 0 que nos leva a concluir que

? &= y = +2. Fazendo y = z na equacio (3) temos,

2oy +yt = 2oy + 1t =yt =2
P+t 412 =3«—= 322 =3« 22 =1 < 1z = +1, 0 que nos di os possiveis
extremantes (1,1) e (—1,—1).

Agora, tomando y = —z na equagao (3) temos -t 42t =3 =1’ =3 =
x = +1/3, 0 que nos d4 neste caso os possiveis extremantes (v/'3, —/3) e (—v/3,/3).

Parte d) Determinar os extremantes de f em D:
Calculando os valores de f nos possiveis extremantes temos f(1,1) = f(—1,—1) =2
e f(V3,=V3) = f(—v/3,4/3) = 6 0 que nos permite concluir que os pontos da elipse
2* + vy + y* = 3 mais préximos de (0,0) sdo os pontos (1,1) e (=1, —1).
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5 Método do Gradiente e Método de Newton

para otimizacao irrestrita

Neste capitulo abordaremos dois métodos de extrema importancia para se
minimizar func¢oes reais de varias varidaveis sem restri¢oes. Diferente do que foi feito no
capitulo 4, aqui estaremos interessados em algoritmos que possam nos levar ao minimo
de fungoes quando nao se consegue determinar de maneira direta a solugao do sistema
V f(z)" = 0. Considere, por exemplo, o caso em que se precisa resolver o sistema V f(z)? =
0 para Vf(z)" = cos(x) — 2°. Note que, neste caso, determinar um valor de z tal que

cos(x) — 2* = 0 ndo é uma tarefa elementar para se realizar de maneira direta.

Para tal abordagem, vamos inicialmente apresentar algumas definigdes, propo-

si¢oes, teoremas e exemplos tteis para o nosso estudo.

Definigao 27 (Matriz simétrica). Seja G uma matriz n x n, dizemos que G' € uma matriz

simétrica se G for identicamente igual a G transposta.

Definicao 28 ( Matriz Hessiana n x n).

Bl P
ox? 02102 T 010%,
% f 0% f o2f
2 q (ZE) 72(1;)
Vif(z) = | 0z20m 0y 0xy01,
o f o f Y
02,011 (z) 02,02 (z) - @(x)

¢ a matriz hessiana da funcao f no ponto x.

Definicao 29 ( Matriz definida positiva). Seja G uma matriz n x n e seja ainda Q(x) =

TGz a forma quadrdtica associada a G. Dizemos que a matriz G é definida positiva se
Q(z) = 7Gx > 0 sempre que x € R"™ for ndo nulo e, neste caso, escremos G > 0. O

exemplo 62 ilustra a definicio 29.

2 0
Exemplo 62. Verifique que a matriz G = ( 0 9 ) ¢ definida positiva.

X2

2 0
Solugao: De fato, G é definida positiva, pois, Q(z) = (x1 z2) - ( 0 2 ) . < o ) =

X

X2

(21’1 21‘2) . (

) = 277 + 225 > 0 sempre que (71, 73) # 0.
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Agora, vamos definir as dire¢oes de descida, mas antes, para melhor compreender
a definicdo, imagine o caso em que z € R™ resulta em V f(x)” # 0. Do Teorema 3, sabemos
que neste caso xr nao sera um minimizador local de f em R". Logo, deve existir um b € R"
na vizinhaga de x, de tal modo que f(b) < f(x). E, para determinarmos b, iremos tentar

encontrar uma direcao d € R" a partir de x de tal modo que os valores de f decrescam.

Definigao 30 (Direcao de descida). Seja f: R" — R uma fung¢io, x € R" e d € R" uma

direcao nao nula, podemos dizer que d € uma direcao de descida para f, partindo de x,

sempre que existir § > 0 com f(x + ad) < f(x), para todo a € (0,9).

Apesar da definicao 30 ser muito clara, ela ndo nos oferece uma maneira pratica
para determinarmos a diregdo ndo nula d. Para tanto, vamos enunciar um teorema que

nos dard uma condi¢do suficiente para que d seja, de fato, uma direcio de descida.

Teorema 7. Se o produto Vf(:c)T -d for negativo, entdo, d serd uma direcao de descida

para f partindo de x.

Prova: Ver (RIBEIRO; KARAS, 2014)

No capitulo 4, enunciamos as condicoes necessarias de otimalidade de primeira
ordem para fungoes f: R" — R e enunciamos também as condigoes suficientes de oti-
malidade de segunda ordem para se otimizar fungoes de duas variaveis. Agora, vamos
apresentar as condi¢Oes necessérias e as condi¢oes suficientes de otimalidade de segunda

ordem para se minimizar f: R" — R.

De acordo com (FRIEDLANDER, 2004), teremos:

Proposicao 3 (Condigoes necessarias de otimalidade de segunda ordem). Seja

f:R" - R, feC? Sex* é um minimizador local de f em R", entdo:

(i) Vf(z*) =0;
(i) V2 f(z*) = 0;

Proposicao 4 (Condigoes suficientes de otimalidade de segunda ordem). Seja
fiR" >R, feC? Sex*eR", Vf(x*) =0 e V>f(z*) > 0, entdo, x* é um minimizador
local de f em R™.

Note que o caso n = 2 para esta condigcdo ja foi tratado no capitulo 4.
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Como foi dito no inicio deste capitulo, agora estamos interessados em algoritmos

para resolver o problema:

Minimizar f(x)

sujeito a v € R"

mesmo nos casos em que as condicoes necessarias de otimalidade de primeira ordem nao

sejam obtidas de maneira algébrica.

5.1 Método do Gradiente

Este método usa a direcao de descida d = —V f(2*) e isso se justifica, uma
vez que, V f (xk) aponta para a direcao de maior crescimento de f a partir de x. Teremos,
entdo, -V f (xk) apontando para a direcdo de maior decréscimo de f a partir de z, o que
nos ajuda em nosso objetivo de minimizar f. Para saber mais sobre esse fato, pode-se
consultar a referéncia (STEWART, 2006).

O algoritmo do método do gradiente, de acordo com a referéncia (FRIEDLAN-

DER, 2004), serd o mostrado na sequéncia.

Dado z¥ em R" com V f (;Ek) # 0, devemos executar os seguintes passos :

Passo 1: Determinar d;, = —V f (%)
Passo 2: Determinar ); que minimiza f(z* 4+ \dj) com A > 0

Passo 3: Impor 2" = 2% + \.d;

Observacao: O Passo 2 é denominado busca linear exata e pode nao ter solugao. O

nimero \; nos indica o tamanho do passo que devemos dar em direcio a dy = —V f(z").

Para os casos em que a func¢ao objetivo é quadratica, ou seja, f é dada por

1
flz) = §ITGI + 0Tz + ¢ onde G é a matriz definida positiva, pode-se provar que a
sequéncia gerada pelo algoritmo do método do gradiente converge para x* em R" que serd

o minimizador global de f independente da aproximacao inicial z°.

Veja o exemplo resolvido 63, em que foi usado o método do gradiente para a

otimizagao irrestrita da funcao objetivo.

Exemplo 63. Fuca uma iteracio do método do gradiente para minimizar a funcio f: R* —

0

R dada por f(z1,15) = 322 + 3w129 + 203 + 21 + 75 a partir de 2° = )
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Solugao: Inicialmente, vamos determinar V f(x).

6x1 + 315 + 1

Vf(x)= ( 32y + Aoy 4+ 1 ) o que nos dd Vf(2°) = (:)

—4
Assim, a direcdo de descida dy serd dy = —V f(2") = ( - )

Agora, para encontrarmos Ao = a, devemos determinar o minimizador de

f(z° + ady) com a = 0.

0 —4 —4
Temos que z° + ady = +a = “. Assim, g(a) =
1 ) 1—5a

f(2° + ady) = 3(—4a)® + 3(—4a)(1 — 5a) + 2(1 — 5a)® — 4a — 1 — 5a = 48a” — 12a + 60a> +

2 —20a + 50a* — 4a + 1 —5a = 1584 —41a + 3. Como g é uma funcio quadratica, podemos

41
verificar facilmente que a = —— ¢é o valor que minimiza tal func¢ao. Com isso, teremos

316

0 41 —4
=1 + Ado <1>+316 <_5>.

Note que f(z°) = 3 e que f(x') = 0, 3402, donde podemos observar que o valor

da f em z' é muito menor do que o valor da f no ponto inicial z°.

Observe também que nao estamos interessados aqui em um critério de parada

para o algoritmo. Somente estamos exemplificando uma iteragdo do mesmo.

5.2 Meétodo de Newton

O Método de Newton é uma ferramenta muito ttil e eficaz quando se precisa

resolver o problema irrestrito

Minimizar f(z)
sujeito a x e R"
quando se tem a aproximacao inicial 2° suficientemente préxima da solucéo local étima z*.

As condicoes necessarias de otimalidade de primeira ordem nos diz que devemos
solucionar o sistema V f(x) = 0 a fim de determinar os candidatos que podem minimizar
Se considerarmos inicialmente um problema mais geral como resolver o sistema

F(z) = 0 em que F é uma funcdo de classe C' de R™ em R", sabemos que resolver o
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sistema F'(x) = 0 geralmente nao é uma tarefa simples se tentarmos resolvé-lo de forma

direta. Sendo assim, vamos buscar a solugao de F'(z) = 0 através de processos iterativos.

Com o auxilio do polinémio de Taylor de primeira ordem, podemos escrever o
sistema linear F(2°) + Jr(z°)(z — 2") = 0 para uma estimativa inicial 2°. Neste sistema

Jr(2") denota a matriz Jacobiana de F em zq onde a j-iésima linha de Jg () é 0 Vi (0)" .

Poderemos ainda escrever ' = 2°—(Jz(2°)) ™1 F(2°) caso Jp(2") seja inversivel,
o que nos da a primeira iteracao do método de Newton para se determinar x tal que

F(z) = 0. A Figura 47 ilustra esta primeira iteracao.

/

Figura 47 — Primeira iteracao.

Agora, se considerarmos o problema de minimizar f fazendo F = V f, teremos
ot = 2" — (V2f(2?)) "'V £(2°) como sendo a primeira iteracio do Método de Newton para

se solucionar o sistema V f(x) = 0.
Sendo assim, o algoritmo do método de Newton serda dado do seguinte modo:
Dado z" € R"
k=0
Repita enquanto V f(z*) # 0

Defina d = —(V2f(2")) 'V f(2¥)
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Determine o tamanho do passo t; > 0.
Impor 21 = 2% + t,.d;
k=Fk+1

Neste algoritmo, t; é o tamanho do passo que podera ser determinado por
ty = 1 ou pela busca inexata que é conhecida como condicao de Armijo. Esta condigao
basicamente exige mais do que uma simples reducao da funcao objetvo f, ela impde que a
reducao de f deve ser proporcional ao tamanho do passo t.

E possivel provar também que a sequéncia gerada pelo algoritmo de Newton é convergente
localmente se tomarmos z° suficientemente préximo de * minimizador local de f, com f

de classe C? e V2 f(z*) > 0.

Proposicao 5. Seja f uma fun¢do quadrdtica com matriz hessiana G definida positiva,
seja ainda ° € R™ arbitrdrio. Tomando a diregio d € R™ com d = —G~*(Gz" + b) teremos

que x* = 2° + d serd o minimizador global de f em R™.
Prova: Ver (FRIEDLANDER, 2004).

Vejamos agora um exemplo resolvido da aplicacao do Método de Newton em
otimizacao trrestrita.
1 1
Exemplo 64. Seja f(z) = 5(1‘% —x9)% + 5(1 —x1)%. Qual é o minimizador de f? Faca
2 .
uma iteracio do Método de Newton para minimizar f a partir de z° = ( 5 ) . E um bom

passo? Antes de decidir, calcule f(2°) e f(x').

Solugdo: Inicialmente vamos determinar o V f(z).

VF(z) = < 21 (2] —x2)2+ 1 — 1 )

Agora, a hessiana de f serd

V2f(x) _ fo —2x9+1 —214
—21’1 1
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1

Portanto, Vf(z*) = 0 < z* = L) E, consequentemente, V2f(z*) =
5 =2\ , . . , . Ly,
5 é uma matriz definida positiva, donde podemos concluir que z* = . é

um minimo local da f.

2
Agora vamos fazer uma iteracdo do Método de Newton, a partir de 2° = < 5 ) :

Temos, dy = —(V?f(2")) "'V f(2°) = - ( o ) < _9 ) B ;

—4 1 2
; 1 0 L9 . 0
o que nos da o ponto x* =z +dy = = 6 ) Avaliando o valor de f em x

5

e xl, te-

401

= 1950 o que nos diz que a primeira iteracao do Método de Newton

mos () = e f(a")

reduziu o valor da f mesmo z! estando mais afastado da solucdo z*.

Observe que neste exemplo também nao estamos interessados em estabelecer
um critério de parada para o algoritmo do Método de Newton. De modo geral, esse critério
de parada é utilizado de forma a finalizar o algoritmo quando, por exemplo, a reducao
de f entre uma iteragdo e outra nao for significativa, ou seja, |f(z**!) — f(2")| < € para

algum € positivo.
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6 Consideracoes Finais

A guisa de conclusdo do trabalho serdo feitas algumas consideracoes sobre as
possibilidades para o estudo de otimizacao no Ensino Médio. Primeiro, sera destacada a
relevancia do professor construir junto com os alunos as regioes factiveis de problemas
relacionados & programacao linear, pois, dessa forma, serd possivel fixar conceitos basicos

como, por exemplo, inequagoes, equacoes de retas e a propria construcao da reta no plano.

Ao utilizar o software GEOGEBRA, o aluno tera sua percepcao intuitiva
representada de maneira dindmica. Além disso, determinar uma regiao no plano através
de restrigoes lineares, com o intuito de se resolver problemas de programacao linear, trara
ao aluno um objetivo motivador que é o de otimizar a fun¢ao objetivo dentro de um
problema aplicavel a sua realidade, o que torna a atividade muito mais interessante, pratica
e prazerosa do que simplesmente determinar tal regidao sem propdésito algum de maneira

mecanica e nao significativa.

A sequéncia didatica apresentada visa englobar contetidos a serem aprofundados
como mais aplicagoes de funcao quadratica e desigualdade das médias a serem trabalhadas

e pensadas de maneira interdisciplinar no contexto da otimizacao.

Por fim, o trabalho compilou a teoria mais essencial sobre otimizacao para
facilitar a organizacao didatica do professor de matematica do Ensino Médio para trabalhar
com a temética. E possivel também inferir que essa possibilidade de trabalho com otimizacao
no Ensino Regular, engendre provocagoes, interrogacoes, curiosidade nos alunos a respeito

do assunto e que talvez os aproxime do meio académico.
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