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Resumo

Neste trabalho sao apresentados inicialmente o contetdo de inequacoes
polinomiais de primeiro grau. Em seguida, apresentaremos a Programagao
Linear, com enfoque no Método Grafico, muito util para exploracao no En-
sino Médio, pois trabalha apenas com duas varidveis. Posteriormente apre-
sentaremos algumas aplicagoes envolvendo inequacoes e o Método Gréfico.
Como apoio tecnolégico, utilizaremos o software Geogebra, utilizado para a
montagem de uma aplicacao didatica sugerida nesse trabalho.

Palavras-chave: Programacao Linear - Otimizacao, Inequacdo Linear -
Desigualdade,Método Grafico.



Abstract

In this work the contents of first degree polynomial inequalities are pre-
sented initially. Next, we will present Linear Programming, focusing on the
Graphic Method, very useful for exploration in High School, because it works
with only two variables. Subsequently we will present some applications in-
volving inequalities and the Graphic Method. As technological support, we
will use the software Geogebra, used for the assembly of a didactic applica-
tion suggested in this work.

Keywords: Linear Programming - Optimization, Linear Inequality - Ine-
quality, Graphic Method.
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Introducao

Esta dissertacdo tem por objetivo apresentar uma maneira diferente de
abordagem do conteido de inequacdes e sistemas lineares apresentado no
ensino médio. A Programagao Linear, contetido abordado do ensino superior
pode ser uma ferramenta bastante interessante de aprofundar as inequagoes,
pois o estudante podera entender uma pequena parte de aplicacoes dentro
da matematica e, agsim, ter uma motivacdo maior pela matéria.

A Programacao Linear, quando comparada com outras linhas de desen-
volvimento e pesquisa da matematica, é relativamente nova e, mesmo assim,
tornou-se muito importante na programacao matemaética pela ampla aplica-
bilidade de forma bastante pratica e em diversas frentes, como as industrias
e a economia.

Um dos primeiros nomes que surgem quando falamos em Programacao
Linear é exatamente do russo Leonid V. Kantorovich (1912-1986). Kantoro-
vich, matemaético e economista, graduou-se na Universidade de Leningrado.
Em 1939 publicou um trabalho sobre planejamento da produgao, onde exp6s
entre outras coisas, o uso de equagoes lineares. Mas na época seu livro intitu-
lado Métodos Matematicos de Organizagao e Planejamento da Produgao néo
teve o devido reconhecimento. Mais tarde, em 1975, recebeu o Prémio Nobel
de Economia, pela contribuicdo & teoria da utilizagdo 6tima de recursos.

Outro grande nome da histéria da Programacgao Linear e talvez o mais
importante é, sem duvida alguma, o mateméatico americano George Bernard
Dantzig(1914-2005). Filho do também matematico Tobias Dantzig(1884-
1956), teve desde pequeno o incentivo do pai aos estudos. Durante a Segunda
Guerra Mundial, a Forca Aérea Americana teve um grupo de trabalho do
qual Dantzig fez parte. Tendo como objetivo apoiar decisdes de operagoes
e usando como base o problema de otimizar uma funcao linear, Dantzig
desenvolveu uma técnica para se determinar numericamente, a solucao 6tima
de um modelo de Programagdo Linear, conhecido como Método Simplex.
Essa ferramenta é utilizada até hoje em otimizagbes como, por exemplo,
Pesquisa Operacional. Pela sua contribuicao a matematica, Dantzig recebeu
varios prémios, entre eles a Medalha Nacional de Ciéncias e o Prémio Teoria
John Von Neumann, em 1975.

No Capitulo 1, apresentaremos uma parte tedrica sobre inequacoes e
sistemas lineares, para que o leitor tenha uma base para a Programacao
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Linear.

Nos Capitulos 2 e 3, nés apresentaremos a parte tedrica da Programacao
Linear. Comegaremos com o Método Simplex, um método muito interessante
de ser aplicado e, como o préprio nome diz, € um método simples e possivel
de ser aplicado no ensino médio. Em seguida, focaremos no Método Gréfico,
que serd o principal assunto dessa pesquisa, por se tratar de um método
préatico e com ganho visual. Plotando a Fungao-Objetivo e as restrigoes num
mesmo grafico, obtemos de forma pratica a solucao 6tima.

No Capitulo 4, apresentaremos algumas aplicagbes tendo como base o
Método Gréfico, entre elas uma sequéncia didatica utilizando o software
Geogebra, que serd util para aplicacao em sala de aula.
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Capitulo 1

Inequacoes e Sistemas Lineares
no Ensino Médio

Dando inicio a nossa pesquisa, é bastante importante nés apresentar-
mos os principais aspectos das inequacoes e dos sistemas lineares, limitando
o contetudo a parte referente ao Ensino Médio. Dessa maneira poderemos
trabalhar mais adiante parte do contetido de Programacao Linear dando ao
leitor a possibilidade de entendimento desse assunto normalmente trabalhado
em alguns cursos no ensino superior. Comegaremos com algumas defini¢oes
relativas as funcdes, depois as inequgoes e, por fim, sistemas lineares.

1.1 Funcao

Segundo Iezzi, em [5], dados dois conjuntos nao vazios A e B, A, B C R,
uma relagdo (ou correspondéncia) que associa a cada elemento x € A um
tnico elemento iy € B recebe o nome de funcao de A em B.

O conjunto A é chamado dominio de f , e 0 conjunto B é chamado
contradominio de £ Chama-se conjunto imagem de f o subconjunto
do contradominio constituido pelos elementos y que sdao imagens de algum =z
€A.

Se, para quaisquer valores a e b de um conjunto A (contido no dominio),
com a < b, temos f(a) < f(b), entdo f é crescente em A.

Se, para quaisquer valores a e b de um conjunto A, com a < b, temos
f(a) > f(b), entdo f é decrescente em A.

De modo geral, se f é um conjunto de pares ordenados (x,y) que carac-
teriza uma funcao de A em B, indicamos:

fA— B

Se, nessa funcio, y € B é imagem de x € A | indicamos:

y= f(z)
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Para exemplificar, vamos observar a tabela abaixo, onde o conjunto A =
{1,2,3,4,5} e B = {9,18,27,36,45} nos mostram uma relagdo que é uma
funcéo, pois a todo elemento de A corresponde um tunico elemento de B,
sendo A o dominio dessa funcio e o conjunto B o contradominio dessa
funcao.

A v EB
9
18
27
36
45

| | W) paf =] M

Figura 1.1: Func¢do de A em B

Ou seja, temos: f(1) =9; f(2) = 18; f(3) =27; f(4) = 36; f(5) = 45.

1.2 Inequacoes

Segundo Tezzi, em [4], dadas as funcées f(z) e g(z) cujos dominios sao
respectivamente D1 C R e Ds C R, chamamos inequacdo na incégnita z, a
qualquer uma das sentencas abertas abaixo:

f(x) > g(x)

Exemplos:

1) 4z — 3 > 2z é uma inequagao onde f(x) =4z —3 e g(z) = 2.
2) 12z — 6 < 4 é uma inequacgdo onde f(x) = 122 — 6 e g(z) = 4.
i

3) 22 — 9 > 2 ¢ uma inequagdo onde f(z) = 2> —9 e g(x) =

4) Vo —-T< % é uma inequacao onde f(z) = vz — T e g(z) = %,

1.3 Dominio da Inequacao

Chamamos de dominio de validade da inequagao f(x) < g(x) o conjunto
D = D;NDs ,onde Dy é o dominio da funcdo f e Do é o dominio da funcao
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g. E evidente que para todo xg € D , estdo definidos f(xg) e g(xp), isto &:
20 €D < (x9g € D1 exy € Dy) < ( f(z9) € Reg(xg) €R).

Nos exemplos anteriores, temos:

O namero real zg é solugdo da inequacio f(z) > g(z) se, e somente se,
é verdadeira a sentenca f(zo) > g(zo).

Exemplo:

O namero real 4 é solucao da inequacao 3z + 2 > = + 1, pois
3-4+2>4+1

é uma sentenca verdadeira.

1.4 Conjunto-Solucao

O conjunto S de todos os nimeros reais z tais que f(z) > g(x) ¢ uma
sentenca verdadeira, chamamos de conjunto-solucao da inequacao.

Exemplo:

A inequagdo 2z + 1 > = + 3 tem o conjunto-solu¢do S={ z € R | >2 },
isto é, para qualquer zg € S a sentenca 2xy + 1 > zg + 3 é verdadeira.

Se nao existir o namero real = tal que a sentenca f(x) > g(z) seja ver-
dadeira, diremos que a inequagao f(z) > g(x) é impossivel e indicaremos o
conjunto solucdo por S = (.

Exemplo:

O conjunto-soluc¢éo da inequac¢ao x +1 >z + 2 é S = (), pois nao existe
zg € R tal que a sentenca xg + 1> x¢ +2 seja verdadeira.

Resolver uma inequagao significa determinar o seu conjunto solugdo. Se
xo € R é solugdo da inequagao f(x) > g(z), entao zo é tal que f(zg) € Re
g(zp) € R, isto é, g € D (dominio da inequagao). Assim sendo temos:
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T ES=x90€ D
ou seja, o conjunto solucao é sempre subconjunto do dominio da inequa-
¢ao.
Duas inequacdes sao equivalentes em D C R se o conjunto-solucdo da pri-
meira é igual ao conjunto-solugdo da segunda.

Exemplos:

1) 9x - 27 > 0 ex - 3 > 0 sa0 equivalentes em R | pois o conjunto solucao
de ambas ¢ S—{x€ R|z > 3}.

2) x < 3 e 22 < 3 ndo sdo equivalentes em R , pois zg = -4 ¢ solucio da
primeira inequacgao, mas nao da segunda.

1.5 Inequagoes-Simultaneas
Segundo Iezzi, em [4], a dupla desigualdade f(z) < g(z) < h(x) se de-

compoOe em duas inequacoes simultineas, isto é, equivale a um sistema de
duas inequacoes em x, separadas pelo conectivo e:

f(x) <g(z) <h(z) < flz)<g(z) (1) e gz)<h(z) (2)

Indicando com S; o conjunto-solugao de (1) e Sy o conjunto-solucao de
(2), o conjunto-solugao da dupla desigualdade é S = S; N Ss.

Exemplo:

Para resolver
2—rx<3r+2<2x+3

Temos que resolver duas inequacoes:
N2—2<3z4+2=0<4zr=2>0
2)3rx+2<2z+3 =1x<1

A interseccao desses dois conjuntos é:

S={zeR0<z<1}
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0
R I
R S1 1
! M
S !
R e A >
0 51 N Sy ]

Figura 1.2: Interseccao dos dois conjuntos

1.6 Inequagoes-Produto

Sendo f(x) e g(z) duas fun¢des na varidvel x, as inequagoes

Q
8

8

A/\/g:g\/-\
~— — — —
Q
~

8
— — — —

@
8
IN NIV V
oo oo

sdo denominadas inequacgées-produto.

Vejamos, por exemplo, como determinamos o conjunto-solugdo S da inequa-
¢io f(z) - gla) > 0

De acordo com a regra de sinais do produto de niimeros reais, um niimero
xo € solucdo da inequagdo f(x) - g(z) > 0 se, e somente se, f(xo) e g(xo),
nao nulos, tém o mesmo sinal.

Assim, s80 possiveis dois casos:

1) f(z) >0eg(x) >0

Se S e Ss 8d0, respectivamente, os conjuntos-solucoes dessas inequagoes
entdo S1NSy é o conjunto solugdo do sistema.

2) flx)<0eg(x) <O

Se S3 e Sy sdo, respectivamente, os conjuntos-solucoes dessas inequacoes
entdo S3MNS4 é o conjunto solugdo do sistema.
Dai concluimos que o conjunto-solugao da inequagao do produto f(z) - g(x)
>0é

S =(S1NS2)U(S3N8Sy)

Raciocinio andlogo seria feito para a inequacao f(z) - g(z) < 0.
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Exemplo:
Resolver em R a inequagdo (x +3) - (3z — 1) >0.

Vejamos uma maneira pratica para resolvermos a inequagao (z + 3) -
(3x —1) >0 em R.
Fazemos inicialmente o estudo dos sinais das fungées f(z) =2+ 3 e g(z) =
3z — 1.

-3

L >
f(x) - +

1

3

Y 2 >
g(x) - +

Figura 1.3: Estudo de Sinais

Com o objetivo de evitar calculos algébricos no estudo dos sinais do
produto f(x) - g(x) , usaremos o quadro abaixo, que denominamos quadro-
produto , no qual figuram os sinais dos fatores e o sinal do produto.

3 1
3 3
f(x) - + +
9(x) - - +
f{x)g(x) HII\III\IT'I_HIIHII - \)HM_M%’

ILLLRARLARERRRRRRE R N
3 1
3

Figura 1.4: Quadro-Produto
1
S={rxeRjz< -3 ou x>§}

Dentre as inequagoes-produto, sdo importantes as inequagoes: [f(x)]™ >

0, [f(@)]" <0, [f(@)]" = 0 e [f(z)]" < 0.
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Para resolvermos estas inequagoes, vamos lembrar duas propriedades das
poténcias de base real e expoente inteiro:

1)’toda poténcia de base real e expoente impar conserva o sinal da base’,

isto &,

a@t) 5 0= 0a>0
a2t = 0= a=0
a@t) c )= 0a<0

,ne N

2)’toda poténcia de base real e expoente par ¢ um ntmero real nio ne-
gativo’, isto &,

a2”20, Va € R,Vn € N

Exemplos:
1) (dz—33>0=42—-3>0= S ={z Rz >3}

2) (z-Tt<0=S5=10
3) (132 —8)°>0=132—-8#0= S={z Rz # X}

4) (Tx+3°<0=Tr+3<0= S={zeRjz< 3

1.7 Inequacgoes-Quociente

Sendo f(x) e g(z) duas fun¢des na varidvel x, as inequagoes

-

=
8

—

>0
>0

Q|
—

8] 8
S 2

~ Q
L~
8 8
NSNS

<0
<0

Q|
—

8] 8
NN

)

—~
8

N~

sao denominadas tnequagdes-quocientes.
Considerando que as regras de sinais do produto e do quociente de niime-
ros reais sao anélogas, podemos entdo, construir o quadro-quociente de modo
anédlogo ao quadro-produto, observando o fato de que o denominador de uma
fracao nao pode ser nulo.
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Exemplo:

Resolvendo em R a inequagao 5493_’;3 <1,temos:

5z+3 s 5z+3 5z4+3—(4—x) 6z—1
4—x S 1 41—z 4—x S 0 41—z S 0

—1<0=

Fazendo o quadro-quociente, temos:

1
6 4 R
f(x) - + r
9(x) + + - ,
M00/600 Ly s @—T—— b
1 4
6

Figura 1.5: Quadro-Quociente

S={rcRlz <

1
<g ou x> 4}

1.8 Aplicacoes

E bastante comum encontrarmos aplicacdes de inequacdes no ensino mé-
dio envolvendo fungdes custo, receita e lucro, que se aproximam da Progra-
macao Linear. Abaixo, colocaremos uma dessas aplicacoes.

Carlos, um empreendedor nato, resolve ajudar sua irma a colocar em
pratica o sonho de vender pastéis. Entdo, decide identificar quais sdo os
custos e possivel receita desse negocio. Para fabricar os pastéis, hd um custo
fixo mensal de RS 1200,00, representado por CF, que inclui aluguel, conta de
luz, impostos, etc. Além desse, ha um custo variavel (CV), que depende da
quantidade de pastéis preparados (z). Estima-se que o custo de producao de
cada pastel seja RS 2,00. Assim, o custo total mensal, C (C = CF + CV),
¢ dado por:

C(z) = 1200 + 2,0z

O preco de venda de cada pastel ¢ RS 5,00 . Vamos supor que o preco
de venda independe de outros fatores. A receita bruta dessa pastelaria é
definida por:
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R(z) = bz

ou seja, ¢ dada pelo produto entre o preco unitario de venda e o nimero de
unidades produzidas e vendidas (x). Por fim, o lucro mensal, L. (faturamento
liquido), desse estabelecimento é uma func¢ao de 1° grau dada por:

L(z) = 5z — (1200 4 2,0z) = 3,0z — 1200

Vamos observar, a seguir, o grafico das funcoes custo e receita.

- Em rea
¥ o= 5x
_—
500
000 " yo= 1200+ 2x
_,—'-"'_'_'_-

o __— custo
000
Lle
wo b—""
0

o leor v 30 300 500 00 0 800 800

Figura 1.6: Funcgoes Custo e Receita

Verificamos que as retas se intersectam em P(400,2000). O ponto P é
chamado ponto de nivelamento (ou ponto critico), pois em P a receita é
suficiente para igualar o custo total, fazendo com que a loja deixe de ter
prejuizo. Observe também no gréfico:

regidao I: C(x) > R(x),x < 400 — L(x) < 0 <> prejuzo;

regidao II: C(x) < R(x),x > 400 — L(x) > 0 <> lucro.
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1.9 Equacoes Lineares

As equagoes lineares sao de grande importancia para a resolucdo de pro-
blemas em diversas areas. Varios desses problemas sdao modelados e resol-
vidos através de sistemas de equacoes. Trabalharemos agora o conceito de
equacoOes lineares e também sistema de equacdes.

Definicao. Uma equacao linear em n incégnitas x1,zs, ..., T, é uma
equacdo da forma

a1x1 + asrs + ... + anxy, = b,

onde aq, as, ..., a,,b 820 constantes reais.
Uma solugéo para a equacao linear acima é um conjunto de niimeros reais
S1, S92, ..., Sy, tais que quando substituimos

L1 = 81,2 = 82y ..., Ly, = Sp
a equacao é satisfeita.
Exemplos
1) 4z =9

Esta equagao tem como solugao tinica x = % , logo o seu conjunto solucao

eS={2}.
2)0x=9

Esta equacao ndo tem nenhuma solugido, pois ndo existe nenhum ntmero
real que multiplicado por 0 dé 9. Portanto

S=10
3) Tx +3y —4z=5

Isolamos qualquer uma das variaveis, escrevendo elas em funcao das ou-
tras. Por exemplo, isolando x, temos

r=%—3y+=z

IS

ot
~|w

Isto é, escrevemos x em funcao de y e z. As variaveis y e z nao dependem
de nenhuma outra, ela sdo variaveis livres. Logo, elas podem assumir
quaisquer valores reais arbitréarios, digamos

=aez=p0.
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Portanto, o conjunto solucao deste sistema é infinito e tem a forma
S={2-2a+12B8,a,8 :a,B€R}

Ou seja, toda solucao da equagao tem essa forma, para algum valor de «
e algum valor de 5 . Por exemplo,

sdo solugdes da equagdo. A primeira corresponde a tomar o = 0 e § =
0, enquanto que a segunda corresponde a tomar @« = 14 e § =7 .

1.10 Sistemas de Equacoes Lineares

Um sistema de equagdes lineares nada mais é que um conjunto de equa-
coes lineares.

Definicao: Um sistema de m equacoes lineares em n varidveis é um
conjunto de equagdes lineares da forma

a11x1 + a9 + ... + a1pTy = by
a1 %1 + 222 + ... + agpTyn = bo

Am1T1 + amaxa + ... + GmnTn = bm

onde a;j, b, parai=1,2,....m,5 =1,2,....,ne k = 1,22, ..., m sao constantes
reais , chamados de coeficientes do sistema.

Usando a notagao de matrizes, o sistema linear acima pode ser represen-
tado pela equacao matricial

AX = B,
onde
a1 a2 AT T b1
a1 ago ... A2n xI9 b2
A= X = ,B =

Am1 Am2 ... Gmn In bm
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A matriz A é chamada de matriz do sistema.

Defini¢ao. Uma solugao do sistema linear AX = B é uma matriz coluna
de ntimeros reais

S1
82

S
tal que todas as solucdes do sistema sdo satisfeitas quando substituimos
L1 = 81,2 = 82,...,Lp = Sp,
ou seja, S satisfaz
AS =B

O conjunto de todas as solucgdes do sistema é chamado conjunto solu-
cao.

Exemplo. O sistema linear

5%1 + 4%2 =22
921 + 229 = 24

é representado pela equacao matricial

5 4 T1 o 22
9 2 i) o 24
Esse sistema possui uma tnica solugao

H

561:261,‘2:3

Ou seja,
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1.11 Numero de solugoes de um Sistema Linear

Quando analisamos um sistema temos trés possibilidades: ou ele ndo tem
solucao, ou ele tem uma tinica solugdo, ou ele tem infinitas solucoes. A prova
desse fato estd contida no que segue.

Proposicao. Se um sistema linear possui duas solucdes distintas, entdo
ele possui infinitas solugoes.

Prova: Seja AX = B um sistema linear e suponha que X7, X5 sdo duas
solucoes distintas para esse sistema. Afirmamos que

X\ = (1*>\)X1+)\X2

também serd uma solucdo para esse sistema para qualquer valor real de
A . De fato,

AXy = A[(1 = N X1+ AXa] = A[(1 — N X1] + ADX,] =

= (1 - M\)AX; +\AX, = (1—\B+AB=B.

1.12 Sistemas Lineares Homogéneos
Definigao. Um sistema linear da forma
a11r1 + a2xo + ... + a1pxy, =0

a1 x1 + anre + ... + agpry =0

am121 + amaxo + ... + amnTn =0

ou seja,
AX =0

é chamado de sistema linear homogéneo.

Um sistema linear homogéneo sempre tem solucao, pois todo sistema
homogéneo admite pelo menos a solucao nula, também conhecida como so-
lucao trivial.

$1:£L'2:...:$n:0.

Da proposicao anterior temos que se um sistema homogéneo possui uma
solucdo nao nula, entao ele possui infinitas solucdes.
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Proposi¢ao. Se A = (aij)man € uma matriz com mais colunas que li-
nhas, ou seja, m < n , entdo o sistema homogéneo AX = 0 possui infinitas
solucées.

Prova: Apos aplicar as operacdes elementares a matriz aumentada,o
numero de linhas nao-nulas da matriz escalonada reduzida obtida é r < m.
Como m < n , segue que teremos 7 pivos e n — r > 0 variaveis livres.

Como observacao final, notamos que se X1, Xs sao duas solucoes de um
sistema linear homogéneo AX = 0, entdo qualquer combinagdo linear dessas
solucoes, isto é, qualquer matriz da forma,

aX +BY

para quaisquer nimeros reais «, 4, também é uma solucao para o sistema.
De fato,

A(aX) + BX3) = A(aXy) + A(BXs) = a(AX1) + B(AX2) =0+0 =0

Isso s6 vale para sistemas lineares homogéneos. Se X, X5 sdo duas solu-
¢oes de um sistema linear AX = B, com B # 0, entdo em geral aX; + 8X»
nao é uma solucdo de AX = B, pois

AlaXy + fX2) = A(aXy) + A(BX2) = a(AX1) + B(AX2) = aB + B =
(a+B)B # B,

a nao ser que o + S = 1. Ou seja, apenas as combinagbes lineares da
forma

AX1+(1-X2)Xo

sdo solugoes de AX = B.

Geometricamente, isso se explica pelo fato de que as solugoes de um
sistema homogéneo formam um subespaco vetorial, logo contém o plano
gerado por X e Xo, enquanto que as solugoes de um sistema nao homogéneo
formam apenas um subespago afim (um plano k-dimensional que ndo passa
pela origem), logo contém apenas a reta que passa pelos pontos X e Xo.

Nos préximos capitulos nés trabalharemos um pouco mais a fundo esses
conceitos aplicados na Programacdo Linear. A principio apresentaremos o
Método Simplex e, em seguida, o Método Grafico, pois ganhamos muito
visualmente e podemos aplicar parte desse conteiido no Ensino Médio.
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Capitulo 2

Método Simplex

2.1 Introducao

O Método Simplex é uma técnica utilizada para se determinar, numeri-
camente, a solugao 6tima de um modelo de Programagao Linear.

Um problema de programacao linear (PL) é um problema de otimiza-
¢ao cuja funcdo a ser minimizada ou maximizada é linear bem como o seu
conjunto de restri¢oes (relagoes de interdependéncia entre as varidveis). As
técnicas de resolucao de problemas de PL sao muito utilizadas em varios
campos. E possivel mostrar que se o conjunto das solucdes viaveis de um
problema de PL, ou seja, o conjunto de solucoes em que as varidveis assumem
valores positivos e satisfazem todas as restrices, for ndo vazio e a func¢ao ob-
jetivo for limitada inferiormente neste conjunto, ele serd um conjunto convexo
e fechado. Desse modo,o Método Simplex, proposto por Georges Dantzig em
1947, ¢ um procedimento matricial que percorre pontos extremos em busca
da soluc¢ao otima. A prova de que os vértices nos fornecem a solucio 6tima,
visto em [8], segue abaixo.

Seja f(x1,...,xn) = a121 + ... + apxy + b definida numa regiao poliedral
convexa A do R"™. Suponha que f assuma um valor méximo (minimo) nesta
regiao. Entdo, se A possui vértice(s), este valor maximo (minimo) sera as-
sumido num vértice.

Prova: Suponhamos que o valor maximo (minimo) de f seja assumido
num ponto P de A.

Considerando todas as regides poliedrais convexas possiveis do R? , po-
demos ter:

i) P ¢ um vértice. Neste caso o teorema ja estara provado.

i1) P estd em uma aresta. Neste caso, f assumird este valor maximo
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(minimo) em toda aresta. Como a regido A possui vértice(s), esta aresta
conterd um vértice v obrigatoriamente. Portanto, f(P) = f(v).

i11) P estd no interior de A. Neste caso, f serd constante em toda regiao

A.

De fato:
Seja @ um outro ponto interior de A. Como A é poliedral convexa, o seg-
mento P(Q esta contido em A; além disso, como P é interior, podemos consi-
derar um prolongamento QQ  ainda contido em A. Temos que f é constante

em QQ' e, portanto, f(P) = f(Q).

2.2 Meétodo Simplex

Neste capitulo vamos entender e aplicar o Método Simplex, apresentado
por Luenberger em [8]. A eliminacdo gaussiana é bastante utilizada nos
procedimentos do Método Simplex, portanto, vamos ressaltar como é feito o
pivotamento em um sistema de equacgoes lineares. Considere o conjunto de
equacoes lineares:

a11x1 + a9 + ... + a1pTy = by
a1 %1 + g2 + ... + a2pTy = bo

Am1®1 + amaxa + ... + GmnTn = bm

onde m < n.

Utilizando o procedimento da eliminacdo gaussiana, se as primeiras m
colunas de A forem linearmente independentes , o sistema pode ser transfor-
mado para a forma canoénica:

1 + YIm+1Zm+1 + Y1, m+2Tm+2 + - + Y1.0Tn = Y10
T2 + Yo m+1Tm+1 + Y2,m+2Tm+2 + -« + Y2.0Tn = Y20

T + Ymm+1Tm+1 + Ymm+2Tm+2 + -« + YmnTn = Ymo

cuja solucdo basica correspondente é
T1 = Y10, T2 = Y20, - Tm = Ym0, Tm41 = 0, ..., xn = 0.

O vetor (x1,x2,...,Tm,0,0,...,0) & uma solucdo basica para o sistema
Az = b. Dessa forma, as variaveis x1, o, ..., T;, sao chamadas bdsicas e as
variaveis restantes sao chamadas nao bdsicas.
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Vimos que uma solucdo bésica corresponde a um vértice do poliedro
formado pelas restri¢oes do problema. O Método Simplex parte de uma so-
lugdo bésica inicial e, seguindo um critério, escolhe uma nova solucdo béasica
de forma que o valor da func¢do objetivo diminua. Para partir de uma solu-
¢do basica para outra , basta trocarmos uma de suas varidveis basicas por
uma nao bésica , seguindo um critério que veremos posteriormente . Para
trocarmos esta varidavel basica por uma n#do bésica, basta trocarmos uma
coluna da base B por outra que ndo pertence & base B, de forma que as
colunas continuem sendo linearmente independentes. Para isso, utilizamos a
eliminacao gaussiana.

Apesar de utilizarmos o processo de pivotamento para encontrar novas
varidveis béasicas, existem algumas condi¢oes necessirias que devem ser sa-
tisfeitas para que a viabilidade da nova solucao bésica seja preservada (nao
negatividade).

Uma delas é o que podemos chamar de Hipotese de nao degenerabi-
lidade, ou seja, dado um problema de programagao linear

todas as solucdes basicas sao solugoes viadveis nao degeneradas.

Essa hipétese é utilizada em todo o desenvolvimento do Método Simplex,
ja que o método falha se a mesma nao se aplica.

Assim, para determinar um vetor que deve deixar a base, utilizamos o
seguinte processo: suponha que tenhamos uma solucao bésica viavel

x = (x1,T2, ..., Tm,0,0,...,0),
ou seja,
r1a01 + T2a2 + ... + Ty = b

onde a;,7 = 1,2, ..., m, representa a i-ésima coluna de A.

Utilizando a hipétese de ndao degenerabilidade, temos x; > 0,7 = 1,2, ..., m.
Vamos adicionar a base o vetor a4, ¢ > m, cuja representacao em termos da
base atual é

aq = Y1401 + Y2¢0a2 + ...+ YmqQm-

Multiplicando a4 por uma varidvel € > 0 e subtraindo da equacao anterior,
temos:

(x1 — eyig)ar + (x2 — eyaq)az + ... + (Tm — EYmg)am +cag = b.
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Entao, para qualquer € > 0 a tltima equagao nos fornece b como com-
binacao linear de, no maximo, m + 1 vetores. Mas para termos uma nova
solucdo bésica precisamos eliminar um vetor (uma coluna de A) dessa com-
binacdo linear. Se ¢ = 0, temos a antiga solu¢do béasica vidvel. Conforme
aumentamos € , a dltima equacdo nos d4 uma solugdo ndo basica. Os coe-
ficientes dos outros vetores irdo crescer ou decrescer linearmente de acordo
com o crescimento de € .O valor de € correspondente ao primeiro valor que
anula um ou mais coeficientes, seré:

€ = min {;TZ : y¢q>0;i:1,2,...,m}

onde X; = Yi0-

Neste caso, temos uma nova solucao bésica viavel, na qual o vetor a, foi
substituido pelo vetor a,, onde p corresponde ao indice da minima razao a
qual foi tomada como €. Se o minimo é alcancado por mais de um indice i en-
tao a nova solugao é degenerada e qualquer um dos vetores com componente
zero pode ser escolhido para deixar a base. Se nenhum dos y;,’s for positivo,
entdo todos os coeficientes aumentam conforme £ aumenta, e portanto, ne-
nhuma solucao bésica viavel pode ser obtida. Observamos porém que nesse
caso, existem solucoes viaveis com coeficientes grandes (arbitrarios). Isso
signfica que o conjunto X das solucoes viaveis é ilimitado. Assim, dada uma
solucao viavel para um problema de programagao linear temos duas opgoes:
ou existe uma nova solucao viavel que pode ser encontrada, ou o conjunto
de solugoes vidveis é ilimitado.

A operacdo completa é dada por:

/ Yiq
) 1 Ypg P

A ideia do Método Simplex é selecionar colunas para sair e entrar na
solucdo basica de tal forma que a nova solucdo obtenha um valor menor para
a funcao objetivo do que a solucdo anterior. Portanto, precisamos escolher
uma coluna para entrar na base de tal forma que o valor da funcdo objetivo
diminua e uma coluna para sair da base de modo que a viabilidade seja
mantida.

Dada uma solucao bésica viavel:

(.fl?b,O) - (y107 Y20, -+ Ym0, 07 07 ceey 0)

onde a matriz dos coeficientes possui uma matriz identidade nas primeiras
m colunas:

ap a2 ... Gm Gmyl Am42 R . b
1 0 ... 0 yl,erl yl,m+2 N yLn Y10
0 1 ... 0 Yom+1 Y2mi2 -+ ¥Y2n Y20

0 0 o1 Ymm+1 Ymm+2 -+ Ymn Ym0
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Vamos representar o valor da funcao objetivo correspondente a qualquer
solucdo x por z:

Z =121 + C2X2 + ... + CpTnp,
e portanto, para a solugao basica acima, o valor correspondente é:
zo = cgz B,
onde cp = [c1, €2, ..., O]

Se valores arbitrarios forem assumidos para Ty,+1, m+2, ..., Tn, podemos
resolver para as varidveis restantes da forma

n
r1 = Yo — E Y1525
Jj=m+1
n
T2 = Y20 — E Y25 %5
j=m+1
n
ITm = Ym0 — E YmjTj
j=m+1

Usando essas equagbes, podemos eliminar x1, za, ..., y, da forma geral.
Assim, obtemos

z=cle =20+ (Cms1 — Zms1)Tma1 + (a2 — 2m+2)Tisa + ...+ (Cn — 2n)Tn

onde

2j = Y15€1 + Y2iC2 + oo + YmjCm,m+1 < 5 <n.

Essa equacao nos di o valor da funcdo objetivo z para qualquer solugao
de Az = b em termos das variaveis X,,41,...,Tn. Dessa forma, podemos
determinar se existe vantagem em alterar a solucao bésica introduzindo uma
das variaveis nao bésicas. Note que se ¢; — z; for negativo para algum j,
m+1 < j < n entao um aumento do x; de zero para algum valor positivo
diminuiria o custo total, e portanto, seria uma solucdo melhor. Ou seja, a
solugao poderd ser melhorada sempre que houver ¢; — z; negativo para algum
jim+1<j3<n.
Se tomarmos z como uma varidvel adicional, e
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cixr+coxro+...+cpry, —2=0

como mais uma equacao linear do sistema (na ultima linha), entdo temos
m + 1 equacgOes. Se pivotarmos o sistema de forma que as variaveis bésicas
sejam x1,T9, ..., Tm, 2z, a ultima linha nos dard o valor de z em termos das
varidveis nao bésicas, como queriamos, pois dessa forma podemos observar
os valores de ¢; — z1’s que estao na ultima linha.

2.3 Procedimento computacional do Método Sim-
plex

Vamos utilizar agora os conceitos apresentados anteriormente para de-
duzir o Método Simplex. Para utilizar o método, precisamos de um ponto
de partida, ou seja, é necessario que ja tenhamos uma solucdo bésica viavel.
Seja entao o problema de programacao linear

T

minimize cj,

sujeitoa Ax =b , x>0

onde A tem dimensdo m por n, e ¢ tém dimensao n e b tem dimensao
m.

Tomamos a matriz dos coeficientes das equagoes na forma candnica para
a solucdo bésica viavel ja conhecida. Calculamos os 7;’s, correspondentes a
essa solugao inicial e adicionamos uma linha, formada por esses r;’s. Essa
linha terd apenas n componentes e a matriz aumentada do sistema possui
n + 1 colunas, entdo, na (n + 1)-ésima componente da linha adicionada,
representamos o respectivo valor da fungdo objetivo multiplicado por menos
um. Temos assim, a matriz do Simplex que possuird m + 1 linhas e n + 1
colunas. Suponha que as varidveis basicas sejam x1,T9,...,Ty. Entao a
matriz do Simplex terd a forma:

(10 ... 0 Yims1 Yims2 - Y15 oo Yin Y0 |
1
00 .0 Yim+1 Yim~+2 e Yig e Yin Yi0
00 ... 1 Ymmt1 Ymm+2 --- Ymj --- Ymn Ymo
L 00 ... 0 Tm+1 T'm+2 e Ty oo Ty —Z0 ]
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A solucéo basica correspondente a esse sistema, é:

b= ) Yio,0sism
Tlo,m+1<i<n

onde y;0 > 0,6 = 1,2...,m. O valor correspondente da funcdo objetivo é
20-

Os valores dos s, indicam se o valor da funcao objetivo ird crescer ou de-
crescer se x; for trazido para a solucdo, ou seja, se pivotarmos nesta coluna.
Se todos esses coeficientes forem nao negativos, entdo a solucao indicada é
Otima. Se existir algum que seja negativo, é possivel melhorar a solugao
trazendo o vetor correspondente para a base. Quando mais de um des-
ses coeficientes forem negativos, qualquer um deles pode ser trazido & base,
para facilitar o algoritmo do método, escolhemos 0 mais negativo dentre eles.

Podemos considerar:

ci1x1+coxo+ ...+, —2=0

como uma nova equacgao. A solucao basica do sistema aumentado teria
m + 1 varidveis béasicas mas podemos exigir que z seja uma delas. Por isso,
nao é necessario que adicionemos uma coluna correspondente a z ja que esta
seria sempre (0,0,...,0,1). Adicionamos & matriz inicial uma tultima linha
composta pelos ¢;s e completada por zeros, que representard essa equacao
adicional. Usando as operagoes padrao de pivoteamento, podemos reduzir a
zero os elementos nesta linha correspondentes a variaveis basicas. Como ja
vimos, isto é equivalente a transformar a equacao adicional para a forma

Tm4+1Tm+1 + T"m+2Tm42 + ... + Thln — 2 = —20

o que é equivalente a

n

e =20- Y (¢—2)

j=m+1

Dessa forma, a ultima linha pode ser tratada como qualquer outra no
processo de pivotamento, iniciando comos ¢;’s e reduzindo os termos corres-
pondentes as variaveis bésicas a zero através de operacoes entre linhas.
Uma vez que uma coluna ¢ tenha sido selecionada para ser pivotada, calcu-
lamos as razoes y;o/yiq para os elementos positivos de y;q, ¢ = 1,2,...,m , da
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g-ésima, coluna, para determinar qual elemento serd o pivo, que nesse caso
serd o elemento y,,,0onde p é o indice correspondente a menor razao encon-
trada. Quando pivotamos no elemento y,, a solugdo continua sendo vidvel
e o valor da funcao objetivo sofre um decrescimento. Se houver mais de um
elemento correspondente & razdo minima, qualquer um pode ser utilizado e
se nao houver elementos ndo negativos na coluna, o problema é ilimitado.
Atualizamos entao toda a matriz com y,, sendo o pivd da coluna corres-
pondente a nova variavel basica, e tranformamos a dltima linha da mesma
maneira que as outras (exceto a linha ¢ que é a linha do pivo escolhido) de
forma a obter uma nova matriz na forma candnica. Como anteriormente, o
valor da fung¢do objetivo de correspondente & essa nova solucdo béasica apa-
rece no ultimo elemento da tdltima linha da matriz.

O algoritmo simplex pode ser resumido nos seguintes passos:
Passo 0: Formar a matriz correspondente a uma solugdo béasica viavel.
Passo 1: Se todos r; > 0, pare. A solucao béasica vidvel atual ja e 6tima.

Passo 2: Selecionar ¢ tal que 7, < 0 para determinar qual varidvel nao
bésica ird se tornar béasica.

Passo 3: Calcular as razdes yio/yiq para yi; > 0 ,i = 1,2,...,m. Se ne-
nhum y;, > 0, pare, o problema ¢ ilimitado. Caso contrério, selecionar p
como sendo o indice 7 correspondente & menor razao.

Passo 4: Pivotear no pg-ésimo elemento, atualizando todas as linhas in-
cluindo a dltima. Retornar ao passo 1.

A prova de que o algoritmo resolve o problema, quando nao ha degene-
racao, é baseada na teoria que foi apresentada. O processo termina somente
se for encontrada uma solu¢ao ou se o problema for degenerado. Como vi-
mos, o nimero de solugdes bésicas vidveis € finito e nenhuma base é repetida
por causa do decrescimento estrito da funcao objetivo, portanto, o algoritmo
deve terminar, encontrando uma base que satisfaz uma das duas condigoes.

Exemplo 1:

maximizar 3x1 + 2x9

sujeitoa  x1 + a2 <9
31‘1 + X9 < 18
x1, w2 >0
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Primeiramente, escrevemos o problema como um sistema para resolver o
Simplex, adicionando variaveis de folga, S7 e So. Chamando de Z a funcéo
) s P1 2
que queremos maximizar e R o resultado esperado, temos:

Z—3w1—2w2:0
1 +x2+51=9
31+ 9+ Sy = 18
x1, 22 20

Escrevendo o sistema acima na forma de uma matriz, temos:

Fd Xy X2 5 S, R
1 -3 -2 0 0

0 1 1 0 9
0 3 1 0 1 18

Figura 2.1: Matriz do Sistema

Escolhemos o menor valor dentre as 5 componentes da primeira linha.
A coluna correspondente a este elemento sera utilizada para pivotamento.
FEscolhemos a menor razao entre os elementos das duas tltimas linhas da
dltima coluna e os elementos das duas dltimas linhas da coluna escolhida,
neste caso, a segunda (9/1 e 18/3). Portanto, a matriz atualizada fica:

z Xy Xz 5 5, R
1 -1 0 0 18
0 2/3 1/3

0 1/3 0 1/3 5]

Figura 2.2: Matriz Atualizada

Observe que o procedimento utilizado nessa matriz nada mais é do que
um sistema de equagoes, representado abaixo. Dividindo a segunda equagao
por 3 e isolando e substituindo x; na primeira equagdo, o que obtemos é
exatamente os parametros vistos na matriz modificada, o que mostra o novo

sistema.
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r1+x9+51 =9
3xr1 + 19+ Sy =18

%$2+Sl—%52:3
961+%962+352=6

Utilizando o mesmo procedimento matricial, temos mais um passo:

Z Xy Xz 51 5, R

1 0 3/2 1/2 45/2
0 3/2 -1/2 9/2
0 1 0 -1/2 1/2 g/2

Figura 2.3: Matriz Final

O mesmo acontece no sistema de equagoes. Dividindo a primeira equacao

2 4 R . . ~ -1 o . N
por 3 e também multiplicando a primeira equagao por - e adicionando a

segunda equacgao, obtemos o novo sistema.

%x2+51—%52:3
T1 4 579+ 35, =6

{$2+381—%52:
T — 551+ 55 =

[S]Ne Sl el

Como nao temos mais elementos negativos nos 5 primeiros elementos da
primeira coluna da matriz, o método termina. Desse modo, a solugdo aparece
na ultima coluna (R) que sera: xz; = 9/2 e 9 = 9/2 . O valor da funcao
objetivo sera 45/2.

2.4 As duas fases do Método Simplex

Para problemas como o apresentado no Exemplo 1, onde as restricoes sao
todas de menor ou igual , uma solucao bésica inicial pode ser obtida imedia-
tamente a partir das varidveis de folga adicionadas ao problema. Entretanto,
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isso nem sempre acontece e para iniciarmos o Método Simplex precisamos ter
uma, solucdo basica inicial. Para tanto, aplicamos o Método Simplex para o
problema auxiliar de encontrar uma solu¢do bésica inicial. Seja o problema
de Programacao Linear na forma candnica:

Az =b , x>0. (2.1)

Para encontrar uma solu¢ao para o problema (2.1), construimos um pro-
blema auxiliar adicionando varidveis artificiais:

m
minimize Z Yi
i=1
sujeito a Ax+y=">
x>0
y=>0 (2.2)

onde y = (1,92, ..., Ym) € um vetor com varidveis artificiais. Note que
se o problema (2.2) possui valor minimo igual a zero, com y = 0, podemos
encontrar uma solu¢ao viavel para(2.1). Se o menor valor que o problema
(2.2) atinge for positivo, entdao o problema (2.1) néo possuira solugdo viavel.
Assim, resolvemos o problema (2.2) utilizando o Método Simplex. Uma
solucdo viavel inicial para este problema serd y = b. Note que se o menor
valor do problema (2.2) for 0, nenhuma das variaveis y; serd basica, isso
significa que teremos uma solu¢do basica apenas envolvendo as variaveis de
x e assim, podemos retornar ao problema original e resolvé-lo a partir dessa
solucao bésica inicial que obtivemos.
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Capitulo 3

Método Grafico

3.1 Introducao

O Método Grafico é uma versao especial do Método Simplex. A aplicacao
desse método na Programacgao Linear é limitada a certos tipos de problemas
elementares. O fator mais limitante é o ntimero de variaveis envolvidas: sdo
duas varidveis. E o método mais simples e como tal ¢ um ponto de partida
atil em qualquer dos fundamentos da Programacao Linear. Exatamente por
trabalhar com apenas duas variaveis, torna-se mais interessante de apresentar
ao aluno do ensino médio, além de poder usar os graficos como forma de
aprendizado. O ganho visual é importante ao aluno.

Uma das vantagens desse método é que dada a regido factivel, temos que a
solucao otima estard em um dos vértices, como visto no Capitulo 2.

3.2 Meétodo Grafico

O procedimento sugerido para o Método Grafico, segundo Stockton, em
[9], seria o seguinte:

1. Estruturar o problema.

(a) Determinar as restrigoes:
- Fazer os calculos numeéricos necessarios (dois pontos para as restrigoes li-
neares);
- Determinar o poligono de viabilidade técnica através da disposicao gréfica
das restri¢oes lineares.

(b) Escolher uma fun¢ao-objetivo apropriada:
- A medida da eficacia deve ser constante com os objetivos de ordem supe-
rior;
- A funcao deve ser linear.
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2. Determinar a solucao 6tima, usando:

(a) Método Gréfico direto;
(b) Método algébrico, usando solugdes basicas (pontos extremos).

E se achar conveniente, s6 para ressaltar o enfoque de tomada de decisdo,
poderemos modificar a solucao para levar em conta os fatores do problema
que nao estejam incluidos na parte quantitativa da andalise. Para viabilizar
a clareza do método e da nomenclatura, observe a Figura 3.1, um modelo
grafico possivel em se tratando de PPL (Problema de Programacao Linear):

Regido Factivel

—

Figura 3.1: Regiao de solucoes possiveis

Esta regido convexa destacada no grafico, além do nome que aparece na
propria figura, também poderemos chamar de Regido Simplex. Nada mais
é do que a regido de solucoes possiveis do determinado problema. A maior
vantagem desse método é que a apresentacao visual das relacdes possibilita,
ao analista, ver os pontos sobre o poligono de viabilidade técnica. Desde
que a solucao 6tima geralmente estd em um dos seus vértices, o procedi-
mento de pesquisa pode ser limitado a uma anélise desses pontos. Para a
melhor compreensao do método, apresentaremos a seguir um exemplo en-
volvendo Programacao Linear utilizando como resolucao o Método Gréfico.
Esse exemplo, ja apresentado no Capitulo 2, facilitard o entendimento do
método.

Exemplo 1:
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maximizar 3x1 + 2x9

sujeitoa  x1 + 22 <9
3r1 + 19 <18
x1, v2 >0

Lembrando que as varidveis x1 e z2 880 ndo negativas, pois isto é uma
das caracteristicas nos modelos de Programacao Linear. Prosseguindo com a
resolucao do problema, o caminho natural para o Método Grafico é represen-
tar graficamente as restrices e a func@o-objetivo, para se determinar, entao,
a melhor solucdo. Vamos entdo plotar as restri¢es e a funcao-objetivo.

3.2.1 Plotando as Restricoes

Vamos analisar graficamente as caracteristicas resultantes de cada desi-
gualdade de forma intuitiva.
Consideremos, inicialmente, a restricio z1 + z2 < 9. E uma inequacio que
tem como equacao correspondente:

T1+x9=29

Representando esta equacao num sistema cartesiano de coordenadas, te-
mos como resultado a Figura 3.2.

0 9\ X1

Figura 3.2: Representacdo geométrica da equacao

Cada ponto do segmento da reta tracado, representa um par ordenado
(z1,72) tal que a soma seja exatamente 9. Como na nossa inequagao preveée
que podemos utilizar uma soma até 9, podemos concluir que a regiao abaixo
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do segmento de reta tragado contém os pares ordenados (z1,x2) que, junta-
mente com os pontos do segmento de reta, atendem corretamente & inequa-
¢ao.

Assim, a area sombreada na figura 3.3 corresponde & inequacio dada,
juntamente com as restrigoes de ndo negatividade, ou seja, 1 > 0 e xg > 0.

X +x =9

Figura 3.3: Representagdo geométrica da inequacao

Utilizando o mesmo raciocinio para a outra desigualdade, temos o que
indica a figura 3.4, pois a equacao da reta correspondente serd 3z; + x3 =
18 e, com o fato de que z1 > 0 e o> 0.

18

3x; + x, =18

Figura 3.4: Representacdo geométrica da inequagao
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Representando todas as restricoes num tinico grafico, as intersecgoes en-
tre elas e com os eixos coordenados formam uma regiao convexa de solugoes
compativeis do modelo (poligono de viabilidade técnica), que podemos cha-
mar de Regiao Convexa Simplex, ou simplesmente, Regiao Simplex (Figura
3.5).

X2

18

Regido Simplex

Figura 3.5: Representacdao geométrica das restricoes

3.2.2 Plotando a Funcao-Objetivo

Isolando a variavel xo, temos que a func¢do-objetivo z = 3z + 2x9 é
equivalente a:

-3 z

To = 7551 + 5
Esta fungao tem uma taxa de variagao constante e, como parametro, 5 .
Logo, para cada valor de z temos uma reta diferente, mas todas sao paralelas
entre si. Na Figura 3.6, temos representadas algumas dessas retas obtidas
através da atribuicdo de valores arbitrarios para z. Visualmente, podemos
observar que, quanto mais afastada da origem estd uma destas retas, maior

o valor de z correspondente.

Portanto, as anélises graficas nos permitem obter as caracteristicas da
solucao otima de tais problemas, de uma maneira intuitiva. Percebemos
também que uma solugdo que é béasica e factivel é um vértice da regido
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factivel. Caso a solugdo 6tima seja Ginica, a solug¢ao serd um vértice. Porém,
se tivermos infinitas solucoes 6timas, a solucao serd um segmento de reta.

3.2.3 Otimizando a Funcao-Objetivo

Pelo problema dado, temos que procurar qual o ponto da Regido Simplex
fornece o maior valor para z. Pelas consideracoes anteriores, por esse ponto
vai passar uma unica reta no ponto desejado. Portanto, basta encontrar tal
reta que produza o maior valor possivel da funcdo, obedecendo as restrigoes,
ou seja, basta encontrar a reta mais distante da origem e que tenha pelo
menos um ponto na regiao de solucées compativeis. Isto pode ser feito da
seguinte maneira:

X2
18

Figura 3.6: Retas Paralelas

Tracamos uma reta qualquer da familia de retas paralelas. Em seguida,
tiramos uma paralela a ela o mais distante da origem e com pelo menos um
ponto na regiao de solugoes compativeis. O valor da funcfo-objetivo au-
menta a medida que afastamos a reta da origem.

Consequentemente, nota-se que, a funcao-objetivo sempre passa por um
otimo num dos pontos extremos do conjunto de solu¢ées compativeis. A solu-
¢ao estara em um vértice (solugdo tnica) ou, eventualmente, podera coincidir
com um dos segmentos de reta de alguma restricao, em que qualquer ponto
do segmento é uma solugdo 6tima (neste caso, infinitas solugoes).
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Observacao

A inclinacdo da familia de retas paralelas da fungao-objetivo (definida
pelo coeficiente angular _73 ) é fundamental para determinar qual serd o
ponto 6timo. Desta forma, no nosso exemplo, observamos pela Figura 3.7
(com a ajuda das demais), que a solugao 6tima esta na intersecgao das retas
x1+x2 =9 e 321 +x2 = 18, pois é o ponto da Regido Simplex mais afastado
da origem dos eixos coordenados. Feitos os calculos necessarios (resolugao do

sistema de equacoes lineares e a aplicagao na func¢ao-objetivo), encontramos

a solucao 6tima: =1 = %, To = % e, com valor méximo em z = %,
X3
PONTO OTIMO
*1 = 9/2
X2 = 9/2
2= 45/,
L .
0 xl

Figura 3.7: Ponto Otimo



45

Capitulo 4

Aplicacoes do Método Grafico

A Programacao linear (PL), através de seu método mais simples (Mé-
todo Grafico), ¢ perfeitamente aplicédvel ao ensino de nivel médio, pois o
ferramental geométrico e algébrico utilizado, faz parte do rol de conteddos
concernentes a esse nivel de ensino da Matematica. Uma consequéncia ime-
diata é a expansao da abrangéncia das desigualdades exploradas no Ensino
Médio.

A seguir nos apresentaremos 4 exemplos de aplicagoes do Método Sim-
plex. E interessante observar a relacao entre Programacao Linear e as Inequa-
¢oes e Sistemas Lineares, mostrando assim ser bastante possivel a aplicacao
desse contetido ja no Ensino Médio.

No primeiro exemplo, teremos um caso de maximizacao em que o ponto
6timo serd dado por apenas um ponto. No segundo exemplo também te-
remos o ponto 6timo sendo dado por apenas um ponto, mas serd um caso
de minimizacdo. O terceiro exemplo serd um caso de maximizacao, que foi
apresentado em um dos grandes vestibulares do pais. Por altimo, apresenta-
remos uma sequéncia didatica para aplicagao no Ensino Médio, com o auxilio
do software Geogebra.

4.1 Maximizac¢ao com um ponto

O nosso primeiro exemplo é um exemplo classico de maximizacdo , visto
em [10], que sera apresentado em sua integra.

Uma empresa produz 2 produtos em uma de suas fabricas. Na fabricagao
dos 2 produtos, 3 insumos sdo criticos em termos de restringir o nimero
de unidades dos 2 produtos que podem ser produzidas: as quantidades de
matéria prima (tipos A e B) disponiveis e a mao de obra disponivel para
a producao dos 2 produtos. Assim, o Departamento de Produgao ja sabe
que, para o proximo més, a fabrica terd disponivel, para a fabricacao dos 2
produtos, 4900 quilos da matéria prima A e 4500 quilos da matéria prima B.
Cada unidade do produto tipo I, para ser produzida consome 70 quilos da
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matéria prima A e 90 quilos da matéria prima B. Por sua vez, cada unidade
do produto tipo IT para ser produzida, utiliza 70 quilos da matéria prima
tipo A e 50 quilos da matéria prima tipo B. Como a produgao dos 2 produtos
utiliza processos diferentes, a mao de obra é especializada e diferente para
cada tipo de produto, ou seja nao se pode utilizar a mao de obra disponivel
para a fabricacao de um dos produtos para produzir o outro.

Assim, para a producao do produto tipo I a empresa tera disponivel, no
préoximo més, 80 homens-hora. Ja para o produto tipo II tera 180 homens-
hora. Cada unidade do produto tipo I, para ser produzida, utiliza 2 homens-
hora enquanto que cada unidade do produto tipo II utiliza 3 homens-hora.
Reduzindo do preco unitario de venda todos os custos, chega-se a conclusao
de que cada unidade do produto tipo I d4 um lucro de 20 reais e cada
unidade do produto tipo IT d&4 um lucro de 60 reais. Dada a grande procura,
estima-se que todas as unidades a serem produzidas, dos 2 produtos, poderao
ser vendidas. O objetivo da empresa é obter o maior lucro possivel com a
producdo e a venda das unidades dos produtos tipo I e II.

Queremos resolver este problema com um modelo de Programagcao Li-
near. Mas antes de fazer isto temos que conhecer o problema. Qual é o
problema desta empresa, 7

O problema é que eles nao sabem quantas unidades de cada tipo de pro-

duto (I e II) devem ser produzidas, de maneira que o lucro seja o maior
possivel.
Para construir um modelo de Programacdo Linear temos que comecar iden-
tificando o que se deseja saber ou conhecer no problema. A isto dé-se o nome
de varidvel de decisdo. No nosso problema temos 2 variaveis de decisao que
830:

x1: nimero de unidades do produto tipo I a serem produzidas no préximo
meés.

x9: nimero de unidades do produto tipo II a serem produzidas no proé-
Ximo més.

Temos que identificar o objetivo que se deseja alcancar e traduzi-lo por
uma funcdo matemética linear contendo as varidveis de decisdo. Assim, no
nosso exemplo, o objetivo é maximizar o lucro total obtido com a producao
dos 2 produtos.

Cada unidade, a ser produzida, do produto tipo I da um lucro de 20
reais. Como vamos produzir z; unidades, teremos um lucro de 20x;. Da
mesma forma, cada unidade do produto tipo II d4 um lucro de 60 reais, ou
seja, pelo produto tipo II teremos um lucro de 60xs.

Desta forma a funcao de lucro total, que queremos maximizar, serd uma,
funcao da forma:

201 + 60z2
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Esta funcao é chamada de funcao objetivo e é representada, pela maio-
ria dos autores, como uma funcdo de uma variavel Z representando o sentido
da otimizacdo que, no nosso caso, é de maximizacao. Assim, podemos escre-
ver:

(MAX)Z = 20x; + 6022 — funcdo objetivo.

Evidentemente que o nosso modelo ndo se restringe a fungdo objetivo
pois se assim fosse, a solucao seria simplesmente 1 = x9 = 00 , 0 que, sem
muita anélise, percebemos que é impossivel bastando observar a quantidade
disponivel de qualquer uma das matérias primas. Desta forma os valores que
r1 € xo podem assumir estdo condicionados pelas restricdes do modelo que,
no nosso exemplo, sdo as quantidades das 2 matérias primas e a quantidade
de mao de obra disponivel.

Temos que representar cada restricao fisica por uma funcdo matematica
linear contendo as variaveis de decisao do modelo. A 1? restricdo que temos
diz que a quantidade disponivel de matéria prima tipo A, no préoximo més
¢ de 4900 quilos. Cada unidade a ser produzida do produto I vai consumir
70 quilos desta matéria prima. Por sua vez, cada unidade a ser produzida
do produto II também vai consumir 70 quilos desta mesma matéria prima.
Logo 70x1 + 70xz2 vai nos dar toda a matéria prima tipo A a ser utilizada.
Esta quantidade nao pode ser maior do que a empresa vai ter disponivel, ou
seja 4900 quilos. Podemos escrever entéo:

70z1 + T0z2 < 4900

Fazendo-se o mesmo tipo de raciocinio para a matéria prima tipo B,
podemos escrever:

90z; + 50z2 < 4500

Temos ainda que representar a restricio relativa a mao de obra. Para
a producdo do produto tipo I, temos 80 homens-hora disponiveis. Cada
unidade, para ser produzida, utiliza 2 homens-hora. Logo, 2x; indica todo o
consumo de mao de obra, apta para produzir o produto I, no préoximo més.
Como temos disponiveis 80 homens-hora, a restri¢ao fica:

2%1 < 80

Podemos escrever uma restricao semelhante para o produto tipo II, ou
seja:

3z < 180

A primeira vista poderéd parecer que formulamos todas as restri¢des. No
entanto, ha um tipo de restricao nao tao evidente. Como visto anterior-
mente, x1 € xo representam as unidades dos 2 tipos de produto a serem
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fabricadas. Ora nado podemos produzir, por exemplo, -10 unidades do pro-
duto tipo I ou do produto tipo II, ou seja, 1 e x3 nao podem ser negativos.
Matematicamente temos:

x1, x93 > 0

Podemos agora escrever todo o modelo de programacao linear para o
nosso exemplo:

maximizar Z = 20z; + 60x9
sujeito a  70x; + 7T0xo < 4900
90z + 50z < 4500
2{E1 S 80
3xo < 180
I1, T Z 0

Vamos considerar a 1? restricdo na igualdade, ou seja 70xy + 70z =
4900. Ela é uma equacdo de uma reta passando pelos pontos (70,0) e (0,70).
Podemos entao tracé-la em nosso grafico:

70

(0,0

Ty

70 R1

Figura 4.1: 12 restrigdo grafica

Vamos fazer o mesmo com a 2? restricao que na igualdade, 90z; + 5024
= 4500 é uma reta que passa pelos pontos (50,0) e (0,90). Tracando-a temos:
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Tz
R
90
70
(0,0) 0N .
)\ R1

Figura 4.2: 22 restrigdo grafica

A 32 restri¢do, na igualdade 2z7; = 80, é uma reta paralela ao eixo xo
passando pelo ponto 40 em 7. Temos entdo:

Tz
R
R3
90 —
70
(0,0), 40| \50 -
70 !
N

Figura 4.3: 3? restri¢do grafica

A 42 restricdo na igualdade, 3zo = 180, é uma reta paralela ao eixo z1,
passando pelo ponto 60 no eixo xo. Tracando-a, temos:
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Ly
R
R3
a0 ~—
60 1
(0,0 40| \50 24
>\70>\m

Figura 4.4: 42 restrigdo grafica

Como todas as restricoes foram tragadas temos o chamado Espaco So-
lugao que é o conjunto de todos os pontos candidatos a serem o ponto 6timo,
ou seja, todos os pontos que obedecem a todas as restrigoes do modelo. No
grafico o Espacgo Solugdo é o poligono desenhado, como podemos ver a seguir:

R
R3
90 -

70 R4
60 |

0,0 40

Ty

50
>\70>\m

Figura 4.5: Espaco Solugao

O ponto 6timo é um ponto do espaco solucdo, ou seja, pertencente ao
poligono desenhado. Como encontra-lo graficamente ?
Vamos observar a funcao objetivo:

Z = 20zx1 + 60z2

Graficamente esta equacao representa uma familia de retas paralelas, ou
seja, para cada valor de Z temos uma reta que serd paralela a qualquer outra
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para outro valor de Z, inclusive para aquela com o valor 6timo de Z . Vamos,
arbritariamente, escolher um valor para Z, por exemplo Z = 1200. Temos
entao uma reta passando pelos pontos (60,0) e (0,20), como observamos na
Figura 4.6:

T2

N
!
B

S
>\¥z = 1200

Figura 4.6: 1* reta paralela

R4

Ty

Como queremos maximizar o valor de Z, vamos escolher agora um valor
maior, por exemplo Z = 2400, ou seja uma reta passando pelos pontos (120,0)
e (0,40). Vamos ver como fica graficamente:

Tz

.
R3
}
\\\¥
~
'\ )

>\ \}é 2400

R1 £ =120

R4

Figura 4.7: 22 reta paralela

Como esperado, a nova reta Z = 2400 é uma reta paralela a reta anterior
Z = 1200. Descobrimos também que tracando-se paralelas a Z = 1200,
acima dela, obtemos valores maiores para Z. Como obter o ponto 6timo 7
Simplesmente tragando a paralela, mais alta possivel, que toque, pelo menos,
um ponto do espaco solucdo. Graficamente temos:
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Ponto|Otimo
: k R4
0 N @
&£
' \\ PR 2w
Rl Z

= 1200

Ty
R
R3
\h.\
Ty

Figura 4.8: Ponto Otimo

O * indica, em programacao matematica o valor 6timo. Assim, ] quer
dizer o valor 6timo de z1. O ponto 6timo ter sido um dos vértices do espaco
solucdo ndo é uma mera coincidéncia. Na verdade o ponto 6timo é sempre um
dos vértices do espaco solucao a nao ser quando temos multiplas (infinitas)
solugdes 6timas, pois neste caso, os pontos 6timos sao todos os pertencentes
a um dos lados do espaco solucao. Para ilustrar este dltimo caso, mude
a funcdo objetivo para (MAX) Z = 90x; + 50z2. Resolva graficamente e
observe que todos os pontos de um dos lados do espaco solucao sao pontos
otimos! Isto acontece porque a funcéo objetivo € uma funcdo paralela a 22
restrigao.

4.2 Minimizagao com um ponto

O nosso segundo exemplo de aplicagao é um exemplo cléssico de minimi-
zagdo , visto em [11], que sera apresentado em sua integra.

Vale ressaltar que essa é apenas uma das versoes do Método da Dieta,
um dos problemas mais apresentados em estudos de Programacdo Linear.
FEssa versao é bastante simplificada pois o objetivo é a resolucdo a partir
do Método Gréfico, limitando o problema a duas variaveis. A partir desse
segundo exemplo, seremos um pouco mais objetivos na explicacao.

Dois produtos P e QQ contém as vitaminas A, B e C nas quantidades
indicadas no quadro a seguir. A ultima coluna indica a quantidade minima
necessaria de cada vitamina para uma alimentacao sadia, e a tltima linha in-
dica o prego de cada produto por unidade. Que quantidade de cada produto
uma dieta deve conter para que proporcione uma alimentacao sadia com o
minimo custo?
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p Q QUANTIDADE MINIMA
A 3 1 12
B 3 4 30
C 2 7 28
PRECO 3 2

Figura 4.9: Prego e Quantidade

Sendo x a quantidade do produto P e y a quantidade do produto Q nas
condicoes do problema, temos:

1. Funcao Objetivo
O custo é dado por C = 3x + 2y, o qual queremos minimizar.
2. Restricoes

As condigoes impostas pelo problema séo:

x>0
y=0
3z +y >12
3z + 4y > 30
20 4+ Ty > 28

3. Grafico
Como pode ser visto na Figura 4.10, a regido de possibilidades é a parte

do plano ilimitado pelasretas z =0,y = 0,3z +y = 12, 3z + 4y = 30 e 22
+ 7y = 28 . Os vértices sdo dados pelas solugoes dos sistemas:

z=0
3z +y=12

3x+y =12
3z + 4y = 30
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Z —3x1 — 220 =0
1 +22+51=9
3x1 + 9+ Sy = 18
x1,22 >0

Z —3x1 — 220 =0
1 +22+51=9
3x1 + 9+ Sy = 18
1,22 20

As solugoes sao, respectivamente, (0,12), (2,6), (98/13, 24/13) e (14,0).

Figura 4.10: Restri¢oes do Problema
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4. Valores que a fungao objetivo assume nos vértices

Vértice Valor da Fungdo C=3x + 2y
(0,12) C=3-0+2 -12=24

(2,6) C=3-2+2-6=18 < minimo
B2 c=3-Z+2-Dx263

1313 _ "

(14,0) C=3-14+2 -0 =42 « maximo

Figura 4.11: Vértices da Func¢do Objetivo
5. Resposta do problema

A dieta o6tima, que é sadia e tem custo minimo, consiste em consumir 2
unidades do produto P e 6 unidades do produto Q, com um custo de 18.

4.3 Aplicacoes em Vestibulares

O nosso terceiro exemplo de aplicagbes ¢ um exemplo visto em [2], que
serd apresentado em sua integra. E uma questdo envolvendo otimizacio, que
fez parte da primeira fase do vestibular da UNESP (Universidade Estadual
Paulista) de 2010. Na verdade sdo duas questdes com enunciado em comum,
mas que aqui, 86 transcrevemos uma questdo completa. O enunciado a seguir
¢ comum para as questoes 88 e 89.

Uma fabrica utiliza dois tipos de processos, P1 e P2, para produzir dois
tipos de chocolates, C1 e C2. Para produzir 1000 unidades de C1 sdo exigi-
das 3 horas de trabalho no processo P1 e 3 horas em P2. Para produzir 1000
unidades de C2 sdo necessérias 1 hora de trabalho no processo P1 e 6 horas
em P2. Representando por x a quantidade diaria de lotes de 1000 unidades
de chocolates produzidas pelo processo P1 e por y, a quantidade diaria de
lotes de 1000 unidades de chocolates produzidas pelo processo P2, sabe-se
que o nimero de horas trabalhadas em um dia no processo P1 é 3x + v,
e que o nimero de horas trabalhadas em um dia no processo P2 é 3x+6y.

Questao 88 (UNESP-2010): Dado que no processo P1, pode-se tra-
balhar no maximo 9 horas por dia e no processo P2, pode-se trabalhar no
maximo 24 horas por dia, a representacao no plano cartesiano do conjunto
dos pontos (x,y) que satisfazem, simultaneamente, as duas restri¢oes de ni-
mero de horas possiveis de serem trabalhadas nos processos P1 e P2, em um
dia é:

(O problema seque com cinco alternativas e, em cada uma delas, uma repre-
sentagdo grifica, que ndo estao dispostas neste trabalho. Consulte a referén-
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cia citada.)

Questao 89 (UNESP-2010): Dado que o lucro na venda de uma uni-
dade do chocolate produzido pelo processo P1 é de R$ 0,50, enquanto que
o lucro na venda de uma unidade do chocolate produzido pelo processo P2
¢ de R$ 0.80, e se forem vendidas todas as unidades produzidas em um dia
nos dois processos, no numero maximo possivel de horas, o lucro obtido, em
reais, sera:

(a) 3.400,00. (b) 3.900,00. (c) 4.700,00. (d) 6.400,00. (e) 11.200,00.
Resolucao.

Na questao anterior da mesma prova (Questao 88), consta que: no pro-
cesso P1, pode-se trabalhar no méximo 9 horas por dia e, no processo P2,
pode-se trabalhar no maximo 24 horas por dia. Desta forma ja temos as
restricoes do problema:

3r+y < 9edx+ 6y < 24

Como temos o valor unitario na venda de cada tipo de chocolate e as
restricoes envolvendo lotes de 1000 unidades, entdo a funcao lucro é:

Lucro = 500z + 800y,

que € equivalente a:

-5 Lucro

V=57 500

Plotando as restrigdes e a fungao Lucro (por exemplo, para um Lucro de
R$ 4.000,00), num mesmo grafico, percebemos que, como mostra a Figura
4.12, a solucdo 6tima da questdo estd na interseccdo das retas de equagoes:

3z +y=9ce 3z + 6y = 24.

Pois é o ponto da Regido Simplex que estd mais proximo da reta da
funcao Lucro tracada e, o mais distante da origem dos eixos cartesianos.
Portanto, resolvendo o sistema formado por estas duas equagdes, temos os
seguintes valores: © = 2 e y = 3. Aplicando-os na fun¢do Lucro, obtemos
R$ 3.400,00. Logo a resposta correta ¢ a alternativa (a).
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Outro modo de resolugdo é determinar os vértices da regiao das solugoes
compativeis e aplicar os resultados encontrados de x e y na funcao Lucro,
pois a solugdo 6tima sempre estara em algum vértice dessa regido. Sem esses
conhecimentos bésico da PL, o vestibulando deveria perceber que, as con-
digbes exigiam o esgotamento das duas desigualdades do problema. Entao,
bastaria resolver o sistema formado pelas equagoes correspondentes a tais
desigualdades, encontrando, assim, os valores de = e y e, depois, aplicar na
funcéo Lucro, para obter a resposta da questao.

Solugio Otima

/ Lucro = 3400

/3.\7-{—6}: = 24

Figura 4.12: Solucio Otima

4.4 Sequéncia Didatica para Aplicacao

A seguir, apresentaremos uma sequéncia didatica bastante possivel de ser
aplicada no Ensino Médio, visto em [11].

A proposta desta sequéncia didatica é de acrescentar o uso do software
GeoGebra como facilitador na construcao grafica e interpretacao dos siste-
mas de equacoes e inequagoes assim como a visualizacao das regioes planas,
facilitando o entendimento do célculo do ponto de interseccao de retas.

Esta sequéncia didatica podera ser aplicada individualmente ou em gru-
pos, de acordo com a estrutura fisica da escola. O uso do software GeoGebra
se deu por ser um software gratuito, disponivel para PC, notebook, tablet e
smartfone, viabilizando o acesso de todos os alunos.

Abaixo, colocamos uma das versoes do Método dos Transportes. Assim
como o Método da Dieta, j4 apresentado nessa pesquisa, essa versao também
serd simplificada, limitando o problema a duas variaveis para a resolucao pelo
Método Gréfico.

Segue abaixo a sequéncia didatica:
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Atividade 1: Resolver algebricamente o exercicio simplificado sobre
Método de Transportes, descrito abaixo. A resolucao do exercicio sera apre-
sentada logo abaixo como exemplo.

Uma firma comercial tem 40 unidades de mercadoria no depésito C e 50
unidades no dep6sito C. Deve enviar 30 unidades ao cliente A e 40 ao cliente
B. Os gastos de transporte por unidade de mercadoria estao indicados no
esquema da figura . De que maneira deve enviar essas mercadorias para que
o gasto com transportes seja minimo?

10

15

Figura 4.13: Gastos e Quantidades
Resolucgao

Seja z a quantidade que deve ser enviada a A do depo6sito C e y a quan-
tidade que deve ser enviada a B do mesmo deposito C. Assim, (30 - x) sera
a quantidade que deve enviar a A do depdsito D e (40 - y) a que deve enviar
a B do depésito D.

1. Funcao objetivo: O gasto G do transporte serd dado por:
G = 10x + 14y + 12(30 — =) + 15(40 — y) = 960 — 2z — y .

Pretendemos minimizar a fungdo G = 960 - 2z - y .

2. Restricoes:

x >0,y > 0 (sdo unidades de mercadoria).

x < 30,y < 40

x4+ 1y <40 (em C héa somente 40 unidades)

(30 — ) + (40 —y) < 50 , ou ainda, z +y > 20 (em D ha somente 50 unidades)



3. Grafico

40

20

20 30 40

Figura 4.14: Restricoes do Problema

As coordenadas dos vértices sao (0,20), (0,40), (20,0), (30,0), (30,10).

4. Valor da funcgao objetivo em cada vértice:

Veértice Valor dos gastos G =960 -2x - y
(0,20) 960 —2 - 0— 20 = 940 « Maximo
(0,40) 960 —2 - 0—40 = 920
(20,0) 960—2-20-0=920
(30,0) 960—2-30-0=500
(30,10) 560 —2 - 30 — 10 = 8§30 « Minimo

Figura 4.15: Valores obtidos nos vértices

5. Solucao 6tima:

59

A solugao 6tima do problema é dada pelo vértice (30,10) = (x,y). Assim,

30-2=0e40-y=30.
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6. Resposta do problema:

O gasto minimo se obtera enviando 30 unidades de mercadoria de C a
A,10de C a B, 30 de D a B enenhuma de D a A.

Atividade 2: Apresentar o software GeoGebra, e explorar os topicos
disponfveis.

Este momento seréd para o aluno se familiarizar com o software e aprender
manuseé-lo. Desta forma, se o professor sentir necessidade, repetir os passos
com conjuntos de inequacoes diferentes, até que os alunos se sintam aptos a
utilizar o GeoGebra como instrumento facilitador. Caso a escola ndo tenha
o software instalado, basta acessar www.geogebra.org e seguir os passos para
instalacao.

Atividade 3: Resolver o problema apresentado na Atividade 1 com o
auxilio do software GeoGebra. Abaixo, segue a resolucao através do software.

Nesse momento o professor terd atuacao bastante intensa, pois serd o
momento de resolver o exercicio da Atividade 1 utilizando o Geogebra. Co-
locaremos um passo-a-passo que pode ser seguido pelo professor caso julgue
necessario.

Passo 1:

Figura 4.16: Software Geogebra
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Abrir o software Geogebra. Caso o professor decida por trabalhar sem

as malhas de fundo, como no exemplo, basta clicar com o botao direito do

mouse e selecionar a opc¢ao "‘Malhas"’.

Passo 2:
A o D S
T Frisgon .
. b0
:' Pabigona Reguat \ \
PR e N .
I s \, |
™
™,
™
™
™,
h ™,
N ..

Figura 4.17: Inequagdes e Poligonos

No campo ""ENTRADA'" | colocar todas as inequagoes determinadas na
Atividade 1, no 2° passo (Restrigoes) . Fica a sugestao de, ao invés de co-
locar as inequacoes , digitar as equagbes. Ouseja, x = 0,y =0, x = 30, y
=40, r +y = 40, x + y = 20. Ficar4d melhor visualmente, como apresen-
tado na figura acima. Em seguida, va na opc¢ao "“POLIGONO" e desenhe
um poligono selecionando os pontos (0,40), (0,20), (20,0), (30,0), (30,10) e
(0,40) novamente para fechar o poligono. Essa opgao deixa clara qual é a
nossa Regido Simplex. Para mudar a cor de fundo do poligono, clicar no
botao direito do mouse, selecione "‘Propriedades'"’e, em seguida, "‘cor'’.
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Passo 3:

Figura 4.18: Ponto Otimo

Esse ¢ o momento em que o aluno perceberd o ponto 6timo. Inicialmente,
utilizaremos a Fungdo Objetivo, ou seja, G = 960 - 2z - y. Devemos isolar
a variavel y, ou seja, y = 960 - 2z - G. Ao digitar a Funcao Objetivo,
podemos escolher um valor para G, por exemplo, G = 960. A partir dessa
reta y = —2x, que passa pela origem, obtemos algumas retas paralelas,
inclusive aquela que passa pelo ponto 6timo (30, 10) e por consequéncia o
menor custo ( 890 ). Para obter as retas paralelas basta alterar o valor de

G até determinar a reta que passa pelo ponto 6timo (y = —2z + 70 ). Uma
outra maneira de determinar o ponto 6timo é deslizar a reta y = —2x até
atingir o ponto 6timo E = (30,10). Para deslizar, clique na reta y = —2x e

deixe o botao esquerdo do mouse apertado.
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Capitulo 5

Analise de Sensibilidade

5.1 Introducao

Segundo Bazarra, em [12|, na maioria das aplicacoes praticas em Pro-
gramacao Linear, os dados do problema nao sao conhecidos por completo e
sdo frequentemente estimados, buscando o melhor possivel. Por isso, é im-
portante estudar o efeito sobre solugoes ideais para os casos com variagoes
em determinados dados, sem ter que resolver o problema do zero para cada
execucao. Além disso, nos estigios iniciais do problema, alguns fatores po-
dem ser ignorados do ponto de vista analitico. E 1til explorar o efeito sobre
a solucao atual de acomodar alguns desses fatores. Em muitas situacoes, as
restricdes ndo sdo muito rigidas. Por exemplo, uma restricio pode refletir a
disponibilidade de alguns recursos. Esta disponibilidade pode ser aumentada
por compra extra, horas extras, compras novos equipamentos e similares. E
desejavel examinar o efeito dessa flexibilidade em algumas das restri¢oes so-
bre o valor objetivo ideal sem ter que resolver o problema. Outro ponto
importante é que a principal utilidade de um modelo nao é simplesmente
determinar uma solucao ou politica ideal para um determinado problema ou
situacdo, mas sim fornecer uma facilidade para possiveis mudangas sobre o
sistema modelado, colocando varias possibilidades, tais como: qual pode ser
o efeito de alteragoes em certas influéncias importantes exégenas ou para-
metros endogenos sobre a solucao ideal?; ou qual seria o beneficio de investir
em alguma nova opgdo potencial?; ou como o sistema seria perturbado se
encerracemos uma operacao em andamento? A investigacao dessas e outras
questdes relacionadas constitui o que conhecemos por Analise de Sensibili-
dade. Discutiremos, a seguir, alguns métodos para atualizar uma solugao
ideal sob diferentes variagdes de problemas.
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5.2 Dualidade e problema dual

Segundo Schneider, em [7], para cada problema de programacao linear,
existe um problema dual correspondente. Esse par de problemas (primal e
dual) se relaciona da seguinte forma: cada solugdo viavel em um deles, limita
uma solucdo 6tima do outro. A forma simétrica da dualidade é dada pelo
par de problemas definidos a seguir.

Definicao. Dado o problema de programacao linear, chamado de pro-
blema primal,

minimizar ¢!z

sujeito a Az > b
x>0

o respectivo problema dual é

maximizar b\
sujeito a AT\ < ¢
A>0

Se A é uma matriz m por n entdo x é um vetor de dimensdo n, b é um
vetor de dimensao m, ¢ é um vetor de dimensao n e A é um vetor de dimensao
m. O vetor x é a variadvel do problema primal e o vetor A é a variavel do
dual.

Podemos obter o dual de qualquer problema de programacao linear da
seguinte forma:

minimizar ¢!z

sujeitoa Ax =0b
x>0

que pode ser escrito da forma:

minimizar ¢!z

sujeito a Az > b
x>0

A seguir, temos um problema primal e seu respectivo dual em programagao
linear.

Exemplo:
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Primal o
minimizar —xi + T2
sujeitoa  x1+ 22 <5
T — 2%2 § 3
1,72 >0
Dual

maximizar 5A1 + 3\g
sujeito a Ap + Ao < —1
Al —2X <1

Matriz do simplex (inicial):

Xy x2 x3 xq4|b

—
—
=

LS|

|
o
o
=]

X1 X2 X3 X4 b
0O 1 1/3 -1/3| 2/3
1 0 2/3 1/3 |13/3
0 0 1/3 2/3 |11/3

Logo, uma solugao 6tima para o problema dual ¢ \; =-1/3 e Ay =-2/3.

5.3 Meétodo Simplex Dual

Segundo Schneider, em [7], ndo é necessario construirmos uma nova ma-
triz para aplicarmos o método simplex no problema dual. Utilizamos a
mesma matriz construida no caso primal, apenas as operacoes serao alte-
radas, seguindo os critérios do algoritmo que apresentaremos a seguir. Essa
técnica é denominada Método Simplex Dual.

Dado o problema de programacao linear

minimizar ¢!z

sujeito a  Ax=0b
x>0
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tome uma base B tal que AT :cg B! ¢ viavel para o dual. A solucdo
bésica no primal, xg =B~', é dual vidvel pois é viavel para o dual. Se

xp > 0, entdo essa solugdo também serd primal vidvel e, portanto, 6tima.
Podemos descrever o algoritmo para o Método Simplex Dual da seguinte

forma:
Passo 1: Dada uma solugdo bésica viavel dual xp, se xp < 0 a solugao
é 6tima. Se xp é nao negativo, selecione um indice i tal que a i-ésima com-

ponente de xp, rg; < 0.
Passo 2: Se todos os A\j; > 0; j = 1,2,...,n, entdo o dual ndo possui
méaximo. Se \;; < 0 para algum j, entao seja

{Z&;?f LA < 0}

€p — E=k = min

ik

Passo 3: Formar uma nova base B substituindo a; por a;. Usando esta
base, determine a solugao basica dual viavel correspondente x g e retorne ao

passo 1.
Exemplo:
minimizar 3x1 + 4x9 + 5x3

sujeito a x1 + T2+ 313> 5
2x1 + 222+ 23> 6

x1,x2,73 > 0

Transformando o problema para a forma padrao, temos:

X1 X2 X3 X4 X5

A solucéo béasica é viavel para o dual pois todos os elementos da ultima
linha sdo positivos. Escolhemos uma variavel para sair da solucao basica,
digamos x5 = -6 e calculamos as razoes: -(3/-2), -(4/-2) e -(5/-1), escolhendo

a menor. Apds a primeira iteragao temos:
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X] X2 X3 X4 X5 b
0 —1 =5/2 1 —-1/2|-2
1 1 1/2 0 —1/2] 3
O 1 7/2 0 3/2 1|9

Apos a segunda iteragdo temos:

X] X2 X3 X4 X5

0 1 5/2 —1 1/2|2
10 —2 1 —1]|1
00 1 1 1|1

Logo, temos x1 = l;x9 = 2;23 = 0 e o valor da funcao seré -11.

5.4 Sensibilidade

Suponha que tenhamos encontrado a solugao x*, 6tima para o programa
linear

maximizar ¢!z

sujeito a  Ax <b

Verificaremos o quanto podemos mudar no problema sem mudar sua
solucdo Otima, que ja encontramos. A isso damos o nome de Anélise de
Sensibilidade.

5.5 Mudancas no Objetivo

Segundo Pellegrini, em [13], mudar coeficientes no vetor que define a fun-
¢a0 objetivo terd um unico efeito importante: o gradiente mudaré de diregio.
Se o angulo for suficientemente grande, a solugdo étima pode mudar.

Teorema 5.1. Suponha que um valor A tenha sido somado ao coeficiente
cr. Se xy estiver na base, a solu¢ao Otima serd a mesma, z*, do problema
original se, para toda varidvel z; fora da base,

Ci — 2
A > (Jij),seakj >0
afj
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A< Mjse% <0
akj

Se z; nao estiver na base, a solucdo continuara sendo 6tima se

A < —(Ck — Zk).
Exemplo 1. Considere o problema a seguir:

maximizar 3z + 4y

sujeitoa  2x4+y <7
r+2y <8
r—y<6
z,y >0

Aplicando o Método Simplex, obtemos a matriz abaixo:

1 0 2/3 -1/3 0 2
0 1 -1/3 2/3 0 3
0 0 4 1 1 7
0 0 -2/3 5/3 0 -18

com x, y e a varidvel S3 na base. Suponha que queiramos mudar o
coeficiente de x, de modo que a funcdo objetivo passe a ser

Zo =3+ A)x +4y.

Aplicando o Teorema, obtemos os seguintes limites para A.

Para j — 3: como a3 — 2/3 > 0, temos

—2/3
> 17
Az 5

Para j = 4: como ayq4 = -1/3 < 0, temos



69

—5/3
A< 23
Sy

Assim, com A € [-1; 5] garantimos a otimalidade da solugdo que ja
tinhamos. De fato, para qualquer funcao objetivo entre 2x + 4y e 8z + 4y,
ou seja, da forma

[2; 8]z + 4y,

a solucdo x = 2 e y = 3 continua 6tima, mas fora desse intervalo nao.

Exemplo 2. Counsidere o problema a seguir:

maximizar —2x + 3y

sujeitoa 2x4+y <4
r—y<5H
—r+y=>1
z,y >0

Aplicando o Método Simplex, obtemos a matriz abaixo:

3 0 1 0 1 3
3 ] 1 1 0 9
2 1 1 0 0 4
8 ] -3 0 0 -12

representando a solugao = = 0, y = 4. A base tem (S3; S2; y). Queremos
mudar o coeficiente de x:

max(—2+ A)x + 3y
Como = nao esté na base,
A< —(-8)—A<LS8
Para este problema, qualquer funcao objetivo da forma,
(—o0; 6]z + 3y

nos levard & mesma solucao otima, z = 0, y = 4. Quando o coeficiente
de x é maior que 6, a solu¢do muda.
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5.6 Nova variavel

Se uma nova variavel x,+1 é adicionada ao problema, sem mudancas nos
coeficientes ja existentes em A, b e ¢, teremos uma nova coluna a,y1; em A
e um novo elemento ¢,+1 em c. Podemos tomar a matriz que usamos para
obter z* e adicionar a nova coluna com a,41 e ¢,+1. Teremos também que
calcular ¢,41 - zpt1. Isso ja nos dard a informagdo que queremos: a solugao
x2* continuard sendo 6tima somente se ¢,11 - 2p+1 < 0. Caso nao seja, po-
demos imediatamente incluir a,11 na base e usar o algoritmo Simplex para
obter uma nova solugdo 6tima. No entanto, hd um problema: quando inclui-
mos a nova varidvel, temos seus coeficientes na descricao inicial do problema,
e ndo na matriz final. Temos que calcular a coluna a1 primeiro, e sé depois
determinar o coeficiente reduzido de custo da nova varidvel.

Exemplo 3. Considere o problema a seguir:

maximizar x + 2y
sujeitoa x+y <10
-3z +5y <15
y=5
z,y >0

As matrizes inicial e final para este problema sdo mostradas a seguir.

1 1 1 0 0 10
-3 5 0 1 0 15
0 1 0 0 1 5
1 2 0 0 0 0

Figura 5.1: Matriz Inicial



1 0 1 0 -1
0 0 3 1 -8
0 1 0 0 1
0 0 -1 0 1

Figura 5.2: Matriz Final

A inversa da base estd nas colunas 3, 4 e 5 da matriz final.

portanto

Agora incluimos uma nova variavel, z, no problema:

maximizar x + 2y + 3z
sujeitoa x+y+2z<10
=3z +5y+22<15
y+z2=25
z,y,2 >0

A coluna de z na matriz inicial seria

1
asz = 2
1

Queremos incluir a coluna de z na matriz final. Calculamos

71

Temos
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Incluimos a nova coluna na matriz:

1 0 1 0 1 0 5
0 0 3 1 8 -3 5
0 1 0 0 1 1 5
0 0 -1 0 1 1 -15

1 0 1 0 -1 0 S
0 3 3 1 -5 0 20
0 1 0 0 1 1 5
0 -1 1 0 -2 0 20

Temos agora uma solugdo étima,
r=5,y=0ez=5

com valor x +2y+3z2=1x5+ 3 x5 = 20.

A inclusdo de uma varidvel nova pode tornar o problema ilimitado ou
inviavel.

5.7 Mudancas no Vetor b

Segundo Bazaraa, em [12|, pagina 297, se o vetor do lado direito b for
substituido por b, entdo B~1b sera substituido por B~b". O novo lado di-
reito pode ser obtido sem calcularmos diretamente B~1b". Isso fica claro ao
percebermos que B~'0 = B=1b + B~(b' —b). Se as primeiras m colunas ori-
ginam a identidade, entdo B~1(b —b) = ZTzl yj(b;» —bj) e, portanto, B~
=b+ Py yj(b;» —bj). Desde que z; - ¢; < 0 para todas as varidveis nao
béasicas (para um problema de minimizagao), a unica possibilidade de viola-
¢ao da otimizacao é que o novo vetor B~ 'Y tenha alguma entrada negativa.
Se B~'b' > 0, entdo a mesma base continua ideal, e os valores das varigveis
basicas sdo B~1b e da funcao objetivo tem valor B~ . Caso contrario, o
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método Dual Simplex pode ser usado para encontrar uma nova solugao ideal.
Exemplo:

maximizar —2x + 3y

sujeitoa 2zx+y <4
z—y<5H
—rx+y<l1
z,y >0

A matriz final é:
_]/'

10 1/3 3i 1
00 0 1 6
(o 1 1/3 2/3] 2)'
8/31-4)

0 0 —1/3

OO - O

A solugdo é x = 1 e y = 2. A submatriz com a inversa da base é
1/3 0 —1/3
Agl=(0 1 1 .
/3 0 2/3

Note que os valores de = e y estdo nas posigoes 1 e 3 do vetor ao lado
direito, e podemos obter a solucdo calculando

1/3 0 —1/3 -+ 1
Ag'b=[0 1 1 5|=16
1/3 0 2/3 1 2
Consideramos mudar bz para b3 + A. Queremos que para todo 1,

ou seja,

A>—
B 13
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Assim, o valor de bs deve ficar entre 1 - 3 e 1 + 3, ou seja, b3 € [-2, 4],
para que a base atual continue 6tima. No entanto, o valor da solucao poderé
mudar. Por exemplo, se tomarmos b3 = 2, a mesma base é 6tima, mas os
valores das varidveis mudam:

1/3 0 —1/3\ /4 2/3
Ab=[0 1 1 50=17
173 0 2/3) \2 8/3

O 6timo acontece com x = 1/3 e y = 8/3.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

A partir desse trabalho podemos observar a possibilidade que existe em
desenvolver a Programacdo Linear ji no Ensino Médio. Sistemas lineares,
equacoes e inequacoes sao alguns dos varios assuntos desenvolvidos na mate-
mética e que podem ganhar um atrativo extra com a introdugdo da Progra-
macao Linear. Acreditamos que, quando o aluno enxerga algumas aplicagoes
nas teorias expostas no Ensino Médio, isso torna o ensino mais prazeroso. E
0o Método Grafico traz essa possibilidade ao ensino. A contribuicao de um
software como o Geogebra abre um leque bastante interessante aos alunos
e aos professores, pois 0 ganho visual e geométrico ajuda no entendimento
do contetido. Outro ponto interessante é o fato de proporcionar ao aluno
uma aula diferente, saindo do tradicional 'lousa e giz’ e trabalhando com
algo que praticamente todos os adolescentes apreciam, que é a tecnologia.
Esperamos ter contribuido de alguma forma com ensino da matemaética, prin-
cipalmente com a sequéncia did4tica apresentada no capitulo 4. E uma forma
do aluno entender algebricamente o conteido de Programagdo Linear e,ao
mesmo tempo, enxergar com a geometria a utilidade desse contetido. Pro-
curamos passar o contetido de uma forma didatica, de forma que mesmo os
alunos, com conhecimento visto em metematica no Ensino Médio, possam
aplicar essas ferramentas no Geogebra com a ajuda de um professor.
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