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Resumo

Por meio de cartas, o matemático Christian Goldbach (1690-1764) correspondia-se

com o matemático Euler, discutindo resoluções de problemas. Em 1742, Goldbach, em

sua carta a Euler, escreveu um dos problemas mais interessantes da Teoria dos Números:

a Conjectura de Goldbach, cujo enunciado é "todo número par, maior que dois, é a soma

de dois primos". Este problema permanece ainda sem solução, porém há várias tentativas

de demonstrá-la. Neste trabalho são apresentadas duas dessas tentativas. Além disso,

foi realizada uma atividade com alunos do Ensino Médio de uma escola pública para que

os mesmos inferissem a conjectura utilizando um material manipulável auxiliar. O prin-

cipal objetivo da aplicação desta atividade é o desenvolvimento da intuição matemática,

importante na resolução de problemas.

Palavras-chave: Números Primos, Conjectura de Goldbach



Abstract

Through letters, the mathematician Christian Goldbach (1690-1764) corresponded

with the mathematician Euler, discussing problem resolutions. In 1742, Goldbach, in his

letter addressed Euler, wrote one of the most interesting problems of Number Theory

arose: the Goldbach Conjecture, whose statement is "every even number, greater than

two, is the sum of two primes".This problem remains unsolved, but there are several

attempts to demonstrate it. In this paper two of these attempts are presented. In addition,

an activity was carried out with high school students of a public school so that they

infer the conjecture using an auxiliary manipulative material. The main objective of the

application of this activity is the development of the mathematical intuition, important

in the resolution of problems.

Key words: Prime Numbers, Goldbach's Conjecture
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Introdução

A Teoria dos Números é a parte da Matemática cujo principal objetivo é o estudo

dos números inteiros e suas propriedades. Há registros que indicam que os gregos, por

volta de 500 a.C., já estudavam esses números. Mesmo com uma longa história, originada

nas antigas civilizações da humanidade, ainda hoje, a Teoria dos Números continua a

despertar o interesse de pesquisadores.

Um dos problemas mais antigos em Teoria dos Números, que permanece como

não resolvido, é a Conjectura de Goldbach. O matemático prussiano Christian Goldbach

(1690-1764) deve sua fama à elaboração de um dos mais interessantes desa�os para a atual

geração de matemáticos que, apesar de ter um enunciado simples, de fácil entendimento

e que pode ser testado para uma grande quantidade de números naturais, ainda não foi

demonstrado.

Em 1742, a partir de uma carta enviada ao matemático Leonhard Euler, Goldbach

trouxe o seguinte problema:

�Se n é par e n > 4, então n é a soma de dois números primos.�

Esta assertiva �cou conhecida como a Conjectura de Goldbach. Ainda não há

demonstração para esta conjectura, porém já existem resultados importantes e signi�ca-

tivos nesse sentido. Os esforços para comprovação desta a�rmação resultaram em vários

teoremas.

Este trabalho tem por �nalidade estimular a intuição matemática no Ensino Básico

para inferir a Conjectura de Goldbach por meio de uma atividade escrita e o uso de um

material manipulável auxiliar. Para uma melhor organização, foi dividido em etapas: pes-

quisa bibliográ�ca e revisão da literatura, elaboração da proposta de atividade e material

manipulável a ser utilizado, aplicação da atividade e análise das informações obtidas.

Na primeira etapa, foi feita uma pesquisa sobre a Conjectura de Goldbach, seu

enunciado, parte histórica e algumas das várias tentativas de demonstração desta a�rma-

ção. Foi feita também uma breve revisão de de�nições, proposições e teoremas relativos

a Teoria dos Números, necessária para um melhor entendimento da assertiva em questão.

Na segunda etapa, foi realizada a elaboração da atividade a ser aplicada em sala de

aula. Inicialmente, a proposta era utilizar um jogo online sobre a Conjectura de Goldbach,



disponível em http://nautilus.�s.uc.pt/mn/goldbach/index.html, porém devido a falta de

estrutura, foi inviável. A atividade alternativa foi a confecção de um material, no estilo

do jogo, para facilitar a conclusão dos estudantes sobre o que era proposto.

Na terceira etapa, a atividade foi aplicada em duas turmas distintas do 2o ano

do Ensino Médio de um colégio público da rede estadual de ensino. Por �m, na quarta

etapa, foi feita uma análise diante das informações obtidas, tanto das relativas aos dados

disponíveis na atividade como em relação as opiniões manifestadas durante e após a

aplicação da atividade.

A dissertação está estruturada e organizada de maneira a tornar a leitura �uente.

Sendo assim, no capítulo 1, serão abordados algumas de�nições e resultados sobre Di-

visibilidade e Números Primos. No capítulo 2, será feita uma abordagem histórica da

Conjectura de Goldbach bem como algumas tentativas de demonstração desta. No capí-

tulo 3, será relatada uma atividade proposta em sala de aula, em uma escola de Ensino

Médio, como tentativa de estimular o raciocínio indutivo para se inferir a Conjectura de

Goldbach.
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Capítulo 1

Um pouco de Teoria dos Números

Um dos conceitos mais importantes da Matemática é o de número primo. Muitos

problemas famosos estão associados a esses números, alguns deles ainda sem solução, como

a conjectura de Goldbach. Neste capítulo, são abordados algumas de�nições, proposições

e teoremas da Teoria dos Números, relativos à divisibilidade, máximo divisor comum,

números primos e congruências, que fundamentam este trabalho [8].

1.1 Divisibilidade: de�nição e propriedades

De�nição 1.1.1. Sejam a, b números inteiros. Dizemos que a divide b, denotado por a|b,
se existe um número inteiro c tal que b = ac. A notação a - b signi�ca que a não divide b.

O número inteiro c é único se a 6= 0, pois, se c′ é um número tal que b = ac′, então

ac− ac′ = 0⇒ a(c− c′) = 0⇒ c = c′.

Proposição 1.1.1. Sejam a, b, c ∈ Z. Então,

(i) 1|c, a|a e a|0;

(ii) 0|a⇐⇒ a = 0;

(iii) se a|b e b|c, então a|c.

Demonstração. (i) 1|c pois c = 1.c, a|a pois a = a.1 e a|0 pois 0 = a.0.

(ii) Suponhamos que 0|a. Logo, existe c ∈ Z tal que a = c.0. Isto é, a = 0. Reciproca-

mente, se a = 0, então 0 = c.0, para todo c ∈ Z.

(iii) Se a|b e b|c, então, por de�nição, existem m,n ∈ Z tais que b = am e c = bn. Assim,

c = (am)n = a(mn). Logo, a|c.
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Proposição 1.1.2. Se a, b, c, d ∈ Z, então

a|b e c|d⇒ a.c|b.d

Demonstração. Se a|b e c|d, então existem m,n ∈ Z tais que b = am e d = cn. Então,

bd = (am).(cn) = (ac).(mn). Portanto, ac|bd.

Proposição 1.1.3. Sejam a, b, c ∈ Z, tais que a|(b± c). Então, a|b⇔ a|c.

Demonstração. Como a|(b + c), existe m ∈ Z tal que b + c = am. Se a|b, então existe

n ∈ Z tal que b = an. Então, an + c = am ⇒ c = a(m − n). Logo, a|c. Agora, se

a|(b − c) e a|b, existem m,n ∈ Z tais que b − c = am e b = a.n. Assim, c = a.(n −m).

Analogamente, mostra-se que a|c⇒ a|b.

Proposição 1.1.4. Sejam a, b, c ∈ Z tais que a|b e a|c, então para todo x, y ∈ Z, a|(xb+
yc)

Demonstração. Se a|b e a|c, então existem m,n ∈ Z tais que b = a.m e c = a.n. Então,

xb+ yc = xam+ yan = a.(xm+ yn). Logo, a|(xb+ yc).

Teorema 1.1.1 (Divisão Euclidiana). Sejam a, b ∈ Z, com b 6= 0. Existem dois únicos

inteiros q e r tais que a = bq + r, 0 ≤ r < |b|.

Demonstração. Seja S = {x = a− by; y ∈ Z} ∩ (N ∪ {0}). Pela Propriedade Arquimedi-

ana, existe n ∈ Z tal que n(−b) > −a. Logo, a−nb > 0 e assim, S 6= ∅. Pelo Princípio da
Boa Ordenação, S possui um menor elemento r, r ≥ 0. Suponhamos que r = a− bq. Para
mostrar que r < |b|, suponhamos, por absurdo, que r ≥ |b|. Portanto, existe s ∈ N ∪ {0}
tal que r = |b| + s, logo 0 ≤ s < r, isto é, s = a − (q ± 1)b ∈ S, com r < s. Contra-

dição, pois r é o menor elemento de S. Agora, suponha que a = bq + r = bq′ + r′, com

q, q′, r, r′ ∈ Z, 0 ≤ r < |b| e 0 ≤ r′ < |b|. De bq+r = bq′+r′, obtem-se que b(q−q′) = r′−r,
o que imolica que |b||q − q′| = |r′ − r| < |b| e assim, q = q′ e, portanto, r = r′.

1.2 Máximo Divisor Comum

De�nição 1.2.1. Sejam a, b ∈ Z, não simultaneamente nulos. O número inteiro d, d 6= 0

é um divisor comum de a e b se d | a e d | b.

De�nição 1.2.2. O número inteiro d, d ≥ 0, é um máximo divisor comum (mdc) de a e

b se:

(i) d | a e d | b;

(ii) Se d′ | a e d′ | b, então d′ | d.
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O mdc de a e b será denotado por (a, b).

Lema 1.2.1. Sejam a, b ∈ Z, com a < na < b. Se existe (a, b− na), então (a, b) existe e

(a, b) = (a, b− na).

Demonstração. Seja d = (a, b − na). Como d | a e d | (b − na), pela Proposição 1.1.4,

d | b, já que b = b− na+ na. Assim, d | a e d | b. Suponha que d′ | a e d′ | b. Logo, d′ | a
e d′ | b− na. Portanto, d′ | d e assim, d = (a, b).

Teorema 1.2.1. Sejam a, b ∈ Z, não ambos nulos, I(a, b) = {xa+ yb;x, y ∈ Z} e dZ =

{ld; l ∈ Z}. Se d = min[I(a, b) ∩ N], então,

(i) d = (a, b);

(ii) I(a, b) = dZ.

Corolário 1.2.1. Sejam a, b ∈ Z, ambos não nulos, e n ∈ N, tem-se que (na, nb) =

n(a, b).

Corolário 1.2.2. Sejam a, b ∈ Z, ambos não nulos, tem-se que
(

a
(a,b)

, b
(a,b)

)
= 1.

1.3 Números Primos

De�nição 1.3.1. Um número inteiro maior do que 1 e que só é divisível por 1 e por ele

próprio é chamado de número primo.

Dados dois números primos p e q e um número natural a qualquer, decorrem da

de�nição os seguintes fatos:

(i) Se p | q, então p = q.

De fato, pois, já que p | q e q é primo, então p = 1 ou p = q. Como p é primo, p = q.

(ii) Se p - a, então (p, a) = 1.

De fato, se (p, a) = d, então d | a e d | p. Assim, d = p ou d = 1. Porém, d 6= p,

pois p - a. Portanto, d = 1.

Um número maior do que 1 e não primo é um número composto.

Proposição 1.3.1. Dois números inteiros a e b são primos entre si, isto é, (a, b) = 1 se,

e somente se, existem números inteiros m e n tais que ma+ nb = 1.
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Demonstração. Suponha que a e b sejam primos entre si. Logo, (a, b) = 1. Seja d =

min[I(a, b) ∩ N]. Por (ii) do Teorema 1.2.1, d ∈ dZ = I(a, b). Logo, existem números

inteiros m e n tais que d = ma + nb; por (i), d = (a, b) isto é, ma + nb = (a, b) = 1.

Reciprocamente, suponha que existam números inteiros m e n tais que ma+nb = 1. Seja

d = (a, b). Então, como d|a e d|b, tem-se d|(ma+ nb), ou seja, d|1 e portanto, d = 1.

Lema 1.3.1 (Lema de Gauss). Sejam a, b, c ∈ Z. Se a|bc e (a, b) = 1, então a|c.

Demonstração. Se a|bc, então existe k ∈ Z tal que bc = ak. Pela Proposição 1.3.1, como

(a, b) = 1, ma+ nb = 1. Então, multiplicando por c ambos os lados da igualdade,

mac+ nbc = c =⇒ mac+ nak = c =⇒ (mc+ nk)a = c =⇒ a|c

Proposição 1.3.2 (Lema de Euclides). Sejam a, b, p ∈ Z, com p primo. Se p | ab, então
p | a ou p | b.

Demonstração. Por hipótese, p | ab. Suponha que p - a. Assim, (p, a) = 1. Daí, como

p | ab e (p, a) = 1, pelo Lema de Gauss, p | b.

Exemplo 1.3.1. 7|154 e 154 = 11.14. Tem-se que 7 - 11 e 7|14.

Corolário 1.3.1. Se p, p1, ..., pn são números primos e, se p | p1...pn, então p = pi, para

algum i = 1, ..., n.

Teorema 1.3.1 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo número natural maior do

que 1 ou é primo ou se escreve de modo único (a menos da ordem dos fatores) como um

produto de números primos.

Demonstração. Para demonstrar o Teorema Fundamental da Aritmética, será utilizado o

Princípio de Indução. Se n = 2, então n é primo. Suponhamos o resultado válido para

todo número natural menor que n, vamos mostrar que vale para n. Se n é primo, nada

a mostrar. Se n é composto, então existem números naturais n1, n2 tais que n = n1n2,

com 1 < n1 < n e 1 < n2 < n. Assim, pela hipótese de indução, existem números primos

p1, p2..., pr e q1, q2..., qs tais que n1 = p1p2...pr e n2 = q1q2...qs. Logo, n = p1p2...prq1q2...qs.

Agora, suponhamos que n = p1p2...pr = q1q2...qs, em que pi e qj são números primos, para

i = 1, ..., r e j = 1, ..., s. Pelo corolário, p1 = qj, para algum j, pois p1 | q1...qs. Vamos

supor que p1 = q1. Assim, p2...pr = q2...qs. Como p2...pr < n, a hipótese de indução

implica que r = s e pi = qj.

Teorema 1.3.2. Dado um número inteiro n 6= 0, 1,−1, existem primos p1 < ... < pr e

α1, ..., αr ∈ N, univocamente determinados, tais que n = ±(pα1
1 ...p

αr
r ).
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Proposição 1.3.3. Seja n = pα1
1 ...p

αr
r um número natural. Se n′ | n, então n′ = pβ11 ...p

βr
r ,

em que 0 < βi ≤ αi, i = 1, ..., r.

Seja d(n) o número de divisores positivos do número natural n. Então, tem-se que

se n = pα1
1 ...p

αr
r , em que p1, ..., pr são primos e α1, ..., αr ∈ N, então d(n) = (α1 + 1) +

(α2 + 1) + ...+ (αr + 1).

Teorema 1.3.3. Se n não é primo, então n possui um fator primo menor ou igual a
√
n.

Demonstração. Se n não é primo, ele é, por de�nição, composto. Então, pode ser escrito

como n = n1n2. Suponha, sem perda de generalidade, que n1 < n2. Então, n1 ≤
√
n.

Caso contrário, n = n1n2 >
√
n.
√
n = n, o que é absurdo. Logo, n1 ≤

√
n. Pelo Teorema

Fundamental da Aritmética, n1 possui pelo menos um fator primo p. Assim, p < n1 e,

portanto, p <
√
n.

No livro IX dos Elementos, Euclides mostrou, por absurdo, que o conjunto dos

números primos é in�nito [8].

Teorema 1.3.4. Existem in�nitos números primos.

Demonstração. Suponha que exista apenas um número �nito de números primos p1, p2, ..., pr.

Seja n = p1p2...pr +1 um número natural. Pelo Teorema 1.3.1, o número n possui um fa-

tor primo que deve ser um dos p1, p2, ..., pr. Logo, p|p1p2...pr. Como p|n, pela Proposição

1.3.1, tem-se que p|1, o que é um absurdo, pois p é primo.

Lema 1.3.2. Se um número natural n > 1 não é divisível por nenhum primo p tal que

p2 ≤ n, então ele é primo.

Demonstração. Suponha, por absurdo, que n não seja divisível por nenhum primo p tal

que p2 ≤ n e que n não seja primo. Seja q o menor primo que divide n. Logo, existe um

número k tal que n = kq, com q ≤ k. Daí, q2 ≤ kq, isto é q2 ≤ n. Assim, n é divisível

por um número primo q tal que q2 ≤ n, o que é um absurdo.

Euclides mostrou que existem in�nitos primos. A partir daí, começou uma procura

para se determinar uma fórmula geral para a sequência de primos. Surgiram alguns testes

de primalidade, muitas vezes, pouco e�cientes para números muito grandes. Para se obter

uma lista de números primos até uma dado número, será apresentado um dos métodos

mais antigos para elaborar tabelas de números primos: o Crivo de Eratóstenes. O método

de Eratóstenes para listar os primos menores que um certo inteiro positivo n > 1, consiste

do seguinte:

(i) Escrever uma lista com todos os inteiros entre 2 e n;
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(ii) Para cada primo p ≤
√
n, elimina-se da lista todos os múltiplos de p, exceto p;

(iii) Os que restam são os números primos menores do que n.

Exemplo 1.3.2. Para n = 50, tem-se:

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34

35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45

46 47 48 49 50

Como
√
50 < 7, os múltiplos de 2, 3 e 5 são eliminados da lista, com exceção deles

próprios. Assim, obtem-se todos os números primos menores do que 50:

2 3 5 7 11 13 17 19

23 29 31 37 41 43 47

Seja x ∈ N. A função π(x) é chamada de função contagem dos primos e determina

a quantidade de números primos p tais que p ≤ x.

Teorema 1.3.5 (Teorema dos Números Primos).

lim
x→∞

π(x)
x

ln(x)

= 1

1.4 Congruências

De�nição 1.4.1. Seja m ∈ N. Dois números inteiros a e b são congruentes módulo m

se os restos de sua divisão euclidiana por m são iguais.

Quando a e b são congruentes módulo m, escreve-se a ≡ b mod m.

Exemplo 1.4.1. 13 ≡ 18mod 5

Quando a e b não são congruentes módulo m, dizemos que a e b são incongruentes

e escreve-se a 6≡ b mod m.

A congruência módulo m é uma relação de equivalência.

Proposição 1.4.1. Seja m ∈ N. Para todos a, b, c ∈ Z, tem-se:

(i) a ≡ a mod m (re�exiva)

(ii) se a ≡ b mod m, então b ≡ a mod m (simétrica)
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(iii) se a ≡ b mod m e b ≡ c mod m, então a ≡ c mod m (transitiva)

Proposição 1.4.2. Suponha que a, b,m ∈ Z,m > 1. Tem-se que a ≡ b mod m se, e

somente se, m|b− a.

Demonstração. Sejam a = mq + r, 0 ≤ r < m e b = mq′ + r′, 0 ≤ r < m as divisões

euclidianas de a e b por m. Logo, b− a = m(q′− q)+ (r′− r). Por de�nição, a ≡ bmodm

se, e somente se, r = r′, o que equivale a dizer que m|b− a, já que |r − r′| < m.

De�nição 1.4.2. Um sistema completo de resíduos módulo m é todo conjunto de números

inteiros cujos restos pela divisão por m são os números 0, 1, 2, ...,m− 1, sem repetições e

numa ordem qualquer.

Proposição 1.4.3. Sejam a, b, c, d,m ∈ Z,m > 1.

(i) Se a ≡ b mod m e c ≡ d mod m, então a+ c ≡ b+ d mod m;

(ii) Se a ≡ b mod m e c ≡ d mod m, então ac ≡ bd mod m.

Demonstração. Suponhamos que a ≡ b mod m e c ≡ d mod m. Pela Proposição 1.4.2,

m|b− a e m|d− c.

(i) Pela Proposição 1.1.4, m|(b− a) + (d− c) e, portanto, m|(b+ d)− (a+ c) e assim,

a+ c ≡ b+ d mod m.

(ii) Tem-se que bd − ac = bd − ad + ad − ac = d(b − a) + a(d − c). Como m|b − a e

m|d− c, pela Proposição 1.1.4, m|d(b− a) + a(d− c) e, portanto, m|bd− ac. Logo,
ac ≡ bd mod m.

Corolário 1.4.1. Para todos n ∈ N, a, b ∈ Z, se a ≡ b mod m, então an ≡ bn mod m.

Proposição 1.4.4. Sejam a, b, c,m ∈ Z, com m > 1. Tem-se que a+c ≡ b+cmodm⇐⇒
a ≡ b mod m

Demonstração. Se a + c ≡ b + c mod m, então m|(b + c) − (a + c), isto é, m|b − a. A

recíproca decorre da Proposição 1.4.3.

Proposição 1.4.5. Sejam a, b, c,m ∈ Z,m > 1. Então, ac ≡ bc mod m ⇐⇒ a ≡
b mod m

(c,m)
.

Demonstração. Tem-se que: ac ≡ bc mod m ⇐⇒ m|(b − a)c ⇐⇒ m
(c,m)
|(b − a) c

(c,m)
⇐⇒

m
(c,m)
|b− a⇐⇒ a ≡ b mod m

(c,m)
, já que ( m

(c,m)
, c
(c,m)

) = 1.
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Corolário 1.4.2. Sejam a, b, c,m ∈ Z,m > 1 e (c,m) = 1. Tem-se que: ac ≡ bcmodm⇐⇒
a ≡ b mod m.

De�nição 1.4.3. Congruência linear em uma variável é a congruência da forma ax ≡
b mod m, em que x é a incógnita.

Proposição 1.4.6. Dados a, b,m ∈ Z,m > 1, a congruência ax ≡ bmodm possui solução

se, e somente se, (a,m)|b.

Demonstração. Seja x1 uma solução da congruência ax ≡ bmodm. Logo, m|(ax1−b), isto
é, existe y1 tal que ax1 − b = my1. Assim, a equação ax−my = b admite solução. Como

(a,m)|a e (a,m)|m, então (a,m)|(ax−my), isto é, (a,m)|b. Reciprocamente, suponhamos

que (a,m)|b. Então, a equação diofantina ax −my = b admite solução x1, y1. Portanto,

ax1 = b+my1. logo, x1 é solução da congruência, já que ax1 ≡ b mod m.

De�nição 1.4.4. Um sistema completo de soluções incongruentes da congruência ax ≡
b mod m é uma coleção completa de soluções duas a duas incongruentes módulo m.

Teorema 1.4.1. Sejam a, b,m ∈ Z,m > 1 e (a,m)|b. Se x0 é uma solução da congruência

ax ≡ b mod m, então

x0, x0 +
m
d
, x0 + 2m

d
+ ...+ x0 + (d− 1)m

d
,

em que d = (a,m), formam um sistema completo de soluções da congruência, duas a duas

incongruentes módulo m.

Exemplo 1.4.2. A congruência 6x ≡ 3 mod 15 tem solução, pois (6, 15) = 3 e como

b = 3, (6, 15)|3. Temos que 15|6x − 3 ⇐⇒ 6x0 − 15y0 = 3 =⇒ 2x0 − 5y0 = 1. Uma

solução particular é x1 = 3. E assim, as soluções são:

x1 = 3

x2 = x1 +
m

d
= 3 +

15

3
= 8

x3 = x1 + 2
m

d
= 3 +

15

3
= 13

Portanto, S = {3, 8, 13}

Corolário 1.4.3. Se (a,m) = 1, então a congruência ax ≡ b mod m possui uma única

solução módulo m.

Uma congruência ax ≡ bmodm que possui solução é equivalente a uma congruência

da forma x ≡ cmodm. Para resolver sistemas de congruências do tipo aix ≡ bimodni, i =

1, ..., r, será utilizado o teorema abaixo. Para que tal sistema possua solução, é necessário

que (ai, ni)|bi e observar que o sistema é equivalente a x ≡ ci mod mi, i = 1, ..., r. [8]
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Teorema 1.4.2 (Teorema Chinês do Resto). Se (mi,mj) = 1, para todo mi,mj, i 6= j,

então o sistema X ≡ ci mod mi, i = 1, ..., r possui uma única solução módulo M =

m1m2...mr. As soluções são x =M1y1c1 + ...+Mryrcr + tM , em que t ∈ Z,Mi =M/mi

e yi é solução de MiY ≡ 1mod mi, i = 1, ..., r.

Demonstração. Como mi|Mj, se i 6= j, e Miyi] ≡ mod mi, então

x =M1y1c1 + ...+Mryrcr + tM ≡ Miyici ≡ ci mod mi.

Logo, x é uma solução do sistema de congruências. Por outro lado, se x′ é outra

solução de X ≡ ci mod mi, i = 1, ..., r, então

x ≡ x′ mod m, ∀i, i = 1, ..., r

. Como (mi,mj) = 1, i 6= j, tem-se [m1m2...mr] = m1m2...mr = M , sendo [m1m2...mr]

o menor múltiplo comum entre m1m2...mr (mmc). Se x ≡ x′ mod m, i = 1, ..., r, então

mi|x′− x,∀i. Sendo x′− x um múltiplo de cada mi, segue-se que [m1m2...mr]|x′− x, isto
é, M |x′ − x. Logo, x ≡ x′ modM, ∀i, i = 1, ..., r e portanto, x é a única solução.

Exemplo 1.4.3. Dado o sistema

X ≡ 1mod 5

X ≡ 3mod 7

X ≡ 5mod 9,

vamos resolvê-lo utilizando o Teorema Chinês do Resto. Assim, sejam m1 = 5,m2 =

7,m3 = 9. Como (5, 7) = (5, 9) = (7, 9) = 1, o sistema possui única solução. Então

M = 5.7.9 = 315

M1 =
M
m1

= 315
5

= 63

M2 =
M
m2

= 315
7

= 45

M3 =
M
m3

= 315
9

= 35

Daí, encontrando yi, i = 1, 2, 3, solução de MiY ≡ 1mod mi

63Y ≡ 1mod 5 =⇒ y1 = 2

45Y ≡ 1mod 7 =⇒ y2 = 5

35Y ≡ 1mod 9 =⇒ y3 = 8

Portanto, como c1 = 1, c2 = 3, c3 = 5, a solução é dada por:

x =
3∑
i=1

Miyici = 63.2.1 + 45.5.3 + 35.8.5 = 2201

x = 2201 ≡ 311mod 315

Logo, S = {311}.
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Capítulo 2

A Conjectura de Goldbach

2.1 Christian Goldbach

Christian Goldbach nasceu em 1690 na cidade de Königsberg, antiga Prússia (atu-

almente, Kalingrado, na Rússia). Conheceu diversos matemáticos como Leibniz (1646 -

1716), Leonhard Euler (1707 - 1783) e Bernoulli (1695 - 1726) [2]. Tornou-se professor na

Academia de Ciências de São Petersburgo, Rússia, em 1725, destacando-se principalmente

por seus estudos sobre teoria das curvas, teoria das equações e somas in�nitas [6].

Por meio de cartas, Goldbach correspondia-se com o matemático Euler, discutindo

resoluções de problemas e solicitando que Euler veri�casse seus resultados. Em uma

dessas correspondências, em 1742, foi enunciado o que �cou conhecido como a Conjectura

de Goldbach.

Goldbach faleceu em Moscou, no dia 20 de novembro de 1764, deixando parte de

sua obra incompleta [12].

2.2 A Conjectura de Goldbach

Em uma das cartas de Goldbach enviadas ao matemático Euler, surgiu um dos

mais interessantes problemas da Teoria dos Números: a Conjectura de Goldbach. Esta

correspondência,Carta XLIII (Figura 2.1), datada de 7 de julho de 1742, escrita por

Goldbach e enviada a Euler trazia o seguinte problema: "qualquer número inteiro maior

do que seis parecia ser a soma de três números primos"[2]. Euler inferiu a veracidade

desta a�rmação, mesmo sem demonstrá-la, e que poderia ser decomposta em duas outras

assertivas: "todo número par, maior que dois, é a soma de dois primos"e "todo número

ímpar é a soma de três primos". Em respeito ao colega, Euler batizou a primeira assertiva

de Conjectura de Goldbach [2].

Sendo assim, a Conjectura a�rma que qualquer número par maior ou igual a 4
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Figura 2.1: Carta XLIII

pode ser escrito como a soma de dois números primos. Por exemplo:

4 = 2 + 2

6 = 3 + 3

8 = 3 + 5

10 = 3 + 7 ou 5 + 5

12 = 5 + 7

30 = 7 + 23; 13 + 17 ou 11 + 19

A Conjectura de Goldbach foi veri�cada para muitos números pares. Em 1894,

Georg Cantor listou possíveis decomposições de todos os números pares menores do que

1000 como a soma de dois números primos. A. Aubry ampliou estas decomposições para

valores até 2000. Em 1897, R. Haussner expandiu esta lista para pares até 5000 [2].

Veri�car a Conjectura de Goldbach manualmente exige muito tempo e concentra-

ção. Os computadores têm sido usados para veri�cações que con�rmaram essa a�rmação

para números da magnitude de pelo menos 3.107 [11].
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2.3 Tentativas de demonstração da Conjectura de Gold-

bach

Conjectura é uma a�rmação admitida como verdadeira sem que haja comprovação

formal; é a ação ou efeito de deduzir ou fazer inferências, baseando-se em palpites, intui-

ções, provas inconclusas ou suposições. Em Matemática, um teorema é uma proposição

que é garantida por uma prova [17]. Assim, para que uma conjectura se torne um teorema,

é necessário que seja encontrada uma prova que assegure que a a�rmação é verdadeira.

A Conjectura de Goldbach é considerada um dos problemas mais difíceis de provar,

devido a so�sticação e riqueza da teoria dos primos, já que não há uma fórmula para

representar números primos. Essa assertiva foi um dos 23 grandes problemas sem solução

listados pelo matemático Hilbert, no Congresso Internacional dos Matemáticos de 1900,

realizado em Paris. A conjectura está entre os problemas que ainda não foram resolvidos,

mas, durante esses quase 300 anos, muitos matemáticos e alguns amadores, de vários

lugares do mundo, continuam tentando demonstrá-la.

O matemático russo Lev Genrikhovich Shnirelman, em 1930, conseguiu provar que

todo número natural pode ser expresso como a soma de até 20 números primos; outro

matemático russo Ivan Matveyevich Vinogradov, em 1937, provou que todo número ímpar

su�cientemente grande pode ser representado como a soma de até 3 números primos.

Mesmo não sabendo a partir de que número ímpar esta última é verdadeira, é importante

ressaltar a relevância dessa a�rmação. Em 1973, o matemático chinês Chen Jing Run

a�rmou que todo número par su�cientemente grande corresponde a soma de um número

primo com outro número que pode ser obtido através do produto de no máximo dois

primos.

Em 2015, o matemático peruano Harald Andrés Helfgott tornou-se o primeiro

latino-americano e também o cientista mais jovem a ganhar o Prêmio de Pesquisa Hum-

boldt, concedido pela Fundação Alexander von Humboldt, da Alemanha, por ter respon-

dido uma pergunta que vinha desa�ando matemáticos do mundo inteiro há quase trezentos

anos: todo número ímpar maior do que cinco pode ser expresso como uma soma de três

números primos, a chamada Conjectura "fraca"de Goldbach [13].

Desde 2005, Helfgott começou a estudar o trabalho de outros cientistas que ha-

viam provado a conjectura "fraca"para determinados números. O enunciado de Goldbach

soava simples, porém prová-la para todos os números ímpares não era algo fácil. Helfgott

começou a buscar uma prova em 2006. Em junho de 2013, sete anos depois de ter iniciado

a busca, o peruano �nalmente encontrou a resposta [13].

Em um trabalho acadêmico cujo título é Major Arcs for Goldbach's Problem, o
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matemático apresentou aperfeiçoamentos nas estimações dos arcos maiores e menores,

o su�ciente para provar de�nitivamente a conjectura "fraca"de Goldbach "todo número

ímpar é a soma de três primos"[2], que deriva da "versão forte", no qual todo número par

maior que 2 é a soma de dois primos. Para prová-la, Helfgott lembrou que Vinogradov

mostrou que todo número ímpar, maior que uma constante C, é a soma de até 3 números

primos [9]. Esta prova não será apresentada neste trabalho.

Para Harald Andrés Helfgott, a prova da conjectura não sirva para nada, mas as

ferramentas e ideias usadas para tal demonstração são um grande legado para Teoria

dos Números. Para provar que a soma de dois primos é um número par, a Conjectura

"forte"de Goldbach, Helfgott explica que seria necessário desenvolver ferramentas e ideias

para que isso ocorra [13].

A Conjectura de Goldbach permanece como um problema secular não resolvido.

Ainda não há demonstração para esta a�rmação, porém existem resultados importantes

e signi�cativos nesse sentido. Alguns trabalhos foram feitos na tentativa de demonstrar

ou con�rmar a validade da mesma para determinados intervalos. Para muitos números

pares veri�cados até agora, constatou-se que os mesmos podem sempre ser decompostos

como a soma de dois números primos. Nesta seção, serão listadas duas dessas tentativas.

2.3.1 Uma a�rmação equivalente a Conjectura de Goldbach

Farley (2005), em seu artigo Two Approaches to Proving Goldbach's Conjecture,

a�rmou que dizer que para todo número inteiro n ≥ 2, existe j ∈ Z tal que n+ j e n− j
são números primos é equivalente a Conjectura de Goldbach. Nesta seção, será tratada

apenas uma das a�rmações feitas por Farley neste artigo.

Teorema 2.3.1. Para n ≥ 2, pode-se escrever 2n = p + q, em que p e q são números

primos se, e somente se, existe j0 inteiro tal que n+ j0 e n− j0 são números primos.

Demonstração. Suponha que 2n = p + q, em que p e q são números primos. Tem-se

p = 2n− q = n− (q−n) e q = n+(q−n). Como p e q são números primos, n− (q−n) e
n+ (q− n) também o são. Então, existe j0 inteiro, j0 = q− n, tal que n− j0 e n+ j0 são

primos. Reciprocamente, se existe j inteiro tal que n − j0 e n + j0 são primos, somando

n − j0 e n + j0, obtém-se (n − j0) + (n + j0) = 2n. Isto é, 2n é igual a soma de dois

números primos.

Vamos provar a existência de j0 do Teorema 2.3.1.

Para um inteiro n ≥ 2, seja k = π(
√
2n), lembrando que π(x) é a quantidade de

números primos menores ou iguais a x. O Teorema Chinês do Resto, garante que existe

um inteiro j0 tal que n+j0 e n−j0 não são divisíveis pelos primos 2, 3, · · · , pk. Resumindo:
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Teorema 2.3.2. Para todo n ≥ 2, existe j0 inteiro tal que n+j0 e n−j0 não são divisíveis

pelos primos 2, 3, · · · , pk. Em particular, n+ j0 e n− j0 são primos.

Demonstração. Inicialmente vamos escolher ai tal que ai 6≡ ±n (mod pi), para 1 ≤ i ≤ k.

Vamos considerar o sistema:

(∗)



j0 ≡ a1 (mod 2)

j0 ≡ a2 (mod 3)

j0 ≡ a3 (mod 5)

· · ·
j0 ≡ ak (mod pk)

Pelo Teorema Chinês do Resto, existe único j0 solução módulo αk, em que αk = 2·3·5 · · · pk.
Assim, j0 ≡ ai mod pi, 1 ≤ i ≤ k. Porém, ai 6≡ ±n mod pi e então, j0 6≡ ±n mod pi. Isto
é, n ± j0 6≡ 0 mod pi, 1 ≤ i ≤ k. Portanto, n + j0 e n − j0 não são divisíveis por

p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, ..., pk.

Se n± j0 ≤ 2n, então n± j0 é primo, pois
√
n± j0 ≤

√
2n e n± j0 não é divisível

por nenhum primo menor ou igual a
√
2n, pelo crivo de Eratóstenes. Porém, sendo j0

uma solução módulo αk, pode ser que n ± j0 seja muito maior do que 2n. O valor de j0

depende como escolhemos ai, 1 ≤ i ≤ k. Entretanto, se o valor de j0 está num intervalo

conveniente, em particular, se |j0| ≤ n − 2, então n + j0 e n − j0 são primos. Portanto,

se, para todo n ≥ 2, existe esse j, então a conjectura de Goldbach é verdadeira. [5]

Exemplo 2.3.1. Seja n = 52. Então, como k = π(
√
2.52), k = 4, sendo p1 = 2, p2 =

3, p3 = 5 e p4 = 7 os números primos menores ou iguais a
√
2 · 52. Como

52 ≡ 0 (mod 2)

−52 ≡ 0 (mod 2)

52 ≡ 1 (mod 3)

−52 ≡ 2 (mod 3)

52 ≡ 2 (mod 5)

−52 ≡ 3 (mod 5)

52 ≡ 3 (mod 7)

−52 ≡ 4 (mod 7)

e queremos ai 6≡ ±n mod pi, podemos tomar a1 = 1, a2 = a3 = a4 = 0. E assim,

utilizando o Teorema Chinês do Resto para resolver o sistema:
j ≡ 1 (mod 2)

j ≡ 0 (mod 3)

j ≡ 0 (mod 5)

j ≡ 0 (mod 7)
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obtemos como solução j0 = 105 (mod 210). Mas, j0 = 105 é muito maior do

que 52 − 2 = 50. Sendo assim, devemos escolher valores convenientes para ai. Sejam

a1 = 1, a2 = 0, a3 = 4, a4 = 2. Obtemos o sistema:
j ≡ 1 (mod 2)

j ≡ 0 (mod 3)

j ≡ 4 (mod 5)

j ≡ 2 (mod 7)

Utilizando novamente o Teoerema Chinês do Resto, encontramos j0 = 9 (mod 210)

e portanto, n+ j0 = 52 + 9 = 61 e n− j0 = 52− 9 = 43 são primos.

Farley (2005) utiliza métodos de contagem para tentar mostrar a existência de

j0 ≤ n − 2. Seja G(n) a quantidade de maneiras distintas que 2n pode ser escrito como

a soma de dois de números primos. Por exemplo, se 2n = 22, então G(11) = 3, pois

22 = 3 + 19, 22 = 5 + 17, 22 = 11 + 11.

Seja cni de�nida por:

cni =

{
1, se pi|n ou i = 1

2, se pi - n

Seja H(n) = (n− 1)− dn−1
2
e −

∑k
i=2d

cni .(n−1).
∏i−1

j=1(pj−c
n
j )

αi
e. Então, H(n) ≤ G(n).

Nas tabelas, são calculados G(n) e H(n), para 2 ≤ n ≤ 300 (Figura 2.2) e para

10000 ≤ n ≤ 11000 (Figura 2.3).

Figura 2.2: Tabela: {n,H(n), G(n)}, para 2 ≤ n ≤ 300

Os valores em negrito na Figura 2.3 são os valores de n em que H(n) = 0. O

último desses valores é n = 38. Além disso, H(n) é um limite inferior bastante próximo

de G(n) que cresce à medida que G(n) cresce. A partir disso, a seguinte conjectura é feita:
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Figura 2.3: Tabela: {n,H(n), G(n)}, para 10000 ≤ n ≤ 11000

Para n > 38, H(n) > 0. E assim, como G(n) ≥ H(n), isso implica que a Conjectura de

Goldbach é verdadeira para n > 38.

Neste artigo, Farley não demonstra a veracidade da a�rmação acima. Esta a�rma-

ção é concluída numericamente.

2.3.2 Uma prova rigorosa da conjectura forte de Goldbach

Aouessare et al (2016), em seu artigo A Rigorous Proof for the Strong Goldbach

Conjecture, a�rma ter feito uma prova rigorosa da conjectura de Goldbach. Pode-se

veri�car que é possível encontrar pelo menos um par de números primos para qualquer

número par maior ou igual a 6 satisfazendo a conjectura de Goldbach. Assim, pode-se

reformular essa conjectura da seguinte maneira: "Todo número par maior do que 2 tem

pelo menos um par de primos de tal forma que é igual à sua soma"[1]. Seja (p, q) o par

de primos de modo que p ≤ q e o número par 2n = p+ q, onde n é um inteiro, n > 1.

Exemplo 2.3.2. Os números 6, 10 e 24 podem ser escritos da seguinte maneira, de

acordo com a conjectura de Goldbach:

6 = 3 + 3

10 = 3 + 7; 10 = 5 + 5

24 = 5 + 19; 24 = 7 + 17; 24 = 11 + 13

Assim, 6 tem 1 par de primos satisfazendo a conjectura de Goldbach; 10 tem 2 pares e 24

tem 3 pares.

Para tentar demonstrar a conjectura, serão considerados os números pares da forma

(2n + 6), sendo n um inteiro não negativo. Nesse caso, uma a�rmação equivalente a de

Goldbach seria: "Todo número par da forma (2n + 6) pode ser escrito como a soma de

dois primos da seguinte maneira:

2n+ 6 = (3 + 2i) + (2n+ 3− 2i), (2.1)
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em que n ≥ 0 e existe um inteiro positivo i tal que (3+2i) e (2n+3− 2i) são primos"[1].

Embora a expressão (2n+ 6) comece com o número par 6, é possível generalizar a

prova para o número par 4, pois 4 = 2 + 2. É possível observar que, neste caso, de fato,

existe i tal que (3 + 2i) e (2n + 3 − 2i) são primos, conforme Teorema 2.3.1 e, é sempre

possível então encontrar valores de i e n tais que isso ocorra.

Exemplo 2.3.3. Tem-se 2n+ 6 = (3 + 2i) + (2n+ 3− 2i). Daí,

n = 0; i = 0 : 6 = 3 + 3

n = 1; i = 0 : 8 = 3 + 5

n = 2; i = 0 : 10 = 3 + 7

n = 3; i = 0 : 12 = 3 + 9, porém 9 não é primo. Para n = 3; i = 1 : 12 = 5 + 7

n = 4; i = 0 : 14 = 3 + 11

n = 5; i = 0 : 16 = 3 + 13

n = 6; i = 0 : 18 = 3 + 15, porém 15 não é primo. Se n = 3; i = 1 : 12 = 5 + 13

O triângulo de pares de primos para um dado número par N = 2n+ 6 é obtido a

partir da Tabela 2.1, que é uma tabela onde a primeira linha é feita de números ímpares

da forma (2n+3) e a primeira coluna é feita de números pares da forma (2n + 6), onde n

é positivo inteiro (n ≥ 0). É possível observar que os elementos da linha i e coluna j desta

tabela são obtidos subtraindo os elementos das posições (1, j) das de (i, 1), onde i, j ≥ 1

e i = j = 0 indicam a linha dos elementos na forma (2n+ 3) e a coluna dos elementos na

forma (2n+ 6). Por exemplo, o elemento 6 ocupa a posição (1, 0) e o elemento 3 ocupa a

posição (0, 1); daí, 6− 3 = 3 ocupa a posição (1, 1).

Os elementos em negrito são números primos resultantes da diferença entre os

elementos das posições (1, j) das de (i, 1) cujas somas com os números primos da linha

0 resultam no número par (2n + 6) correspondente, conforme Tabela 2.1, ilustrando o

triângulo de conjectura de Goldbach. Este triângulo indica os pares de primos veri�cando

a conjectura de Goldbach, para um número par maior ou igual a 6. A última coluna desta

tabela fornece a quantidade de pares de números primos correspondentes aos números

pares da primeira coluna. Isto é, 8 = 3 + 5 possui apenas um par de primos satisfazendo

a conjectura, portanto Np = 1; 22 = 3 + 19, 22 = 5 + 17, 22 = 11 + 11 possui três pares

de primos satisfazendo esta assertiva e assim, Np = 3. Com esta tabela, pode-se observar

que um número par maior ou igual a 6 é a soma de pelo menos um par de primos.

Para encontrar o número de pares de primos correspondente a um número par,

considere a função π(N), que fornece a quantidade de números primos menores ou iguais

a N. Como, pelo Teorema 1.3.5, limN→∞
π(N)

N/ln(N)
= 1, à medida que N →∞, tem-se que:

π(N) ≈ N/ln(N) (2.2)
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3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 ... 2n+ 3 Número de pares

de primos

6 3 1

8 5 3 1

10 7 5 3 2

12 9 7 5 3 1

14 11 9 7 5 3 2

16 13 11 9 7 5 3 2

18 15 13 11 9 7 5 3 2

20 17 15 13 11 9 7 5 3 2

22 19 17 15 13 11 9 7 5 3 3

24 21 19 17 15 13 11 9 7 5 3 3

26 23 21 19 17 15 13 11 9 7 5 3 3

... 1

2n
+
6

2n
+
3

2n
+
1

2n
-1

2n
-3

2n
-5

2n
-7

2n
-9

2n
-1
1

2n
-1
3

2n
-1
5

2n
-1
7

... 3 Np

Tabela 2.1: Tabela Conjectura de Goldbach

O número total de pares de primos veri�cando a conjectura de Goldbach para um

número par N = 2n+6 pode ser obtido da mesma maneira. Para isso, é necessário analisar

o comportamento desse número na Tabela 2.2, que é igual a pelo menos 1, isto é, existe

pelo menos um par de primos cuja soma é um número par. Além disso, apenas metade

do intervalo (3, 2n + 3) contribui para o número total de pares de primos correspondente

aos números pares menores do que o número par N, conforme Tabela 2.1. Portanto, este

número pode ser expresso como:

L(N) = π

(
N

2

)
.
π(N)

2
(2.3)

Substituindo π(N), dada em 2.2:

L(N) =
N/2

ln(N)
.

N

2ln(N)
=⇒ L(N) =

(
N

2

)2

.
1

ln(N/2)ln(N)
(2.4)

Por exemplo, para N = 26, usando 2.4, obtem-se L(26) = 20, 31, que é diferente

do número exato (Tabela 2.1). Na Tabela 2.1, tem-se que o número total de pares de

primos correspondente aos números pares menores que 26 é 22.

A Tabela 2.2 mostra a evolução do número cumulativo de pares de primos para

os números pares 102, 103, 104, 105, 106. À medida que N cresce, a discrepância entre
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o número exato e estimado usando 2.4 diminui, por causa da precisão do Teorema dos

Números Primos. Usando 2.4 para N = 10i, i = 2, ..., 6, obtem-se:

Número par No cumulativo de pares de primos

102 139

103 5840

104 319 677

105 20 128 819

106 1 382 894 773

Tabela 2.2: Número cumulativo de pares de primos para N = 10i, i = 2, ..., 6

O número de pares de primos veri�cando a conjectura de Goldbach correspondente

a um único número par N1 é obtido da seguinte maneira:

Np = L(N1)− L(N2), (2.5)

em que N2 é um número par tal que N1 −N2 = 2.

Exemplo 2.3.4. Seja N1 = 26. Tem-se então N2 = 24. Usando 2.4, obtemos:

L(24) =
122

ln(12).ln(24)
≈ 18, 23

L(26) =
132

ln(13).ln(26)
≈ 20, 23

Assim, Np = L(26) − L(24) ≈ 2. Porém, ao olhar a Tabela 2.1, vê-se que, para

N = 26, Np = 3.

Para N = 10i, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6 e fazendo Np = L(N1)− L(N2):

N1 Np Np(exato)

101 1, 2 2

102 4, 23 6

103 19, 72 28

104 127, 42 127

105 802, 95 -

106 5519, 06 -

Dos exemplos apresentados acima, pode-se perceber que 2.5 é uma boa aproxi-

mação do número de pares de primos correspondentes a um número par determinado à

medida que N cresce, especialmente, para números pares maiores ou iguais a 104. Para
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cada número par, há pelo menos um par de primeiras con�rmações de Goldbach. Assim,

segundo Aouessare et al (2016), pode-se con�rmar que a Conjectura de Goldbach é ver-

dadeira e que ela deve ser reformulada como segue: "Há pelo menos um par de primos

de modo que um mesmo inteiro positivo maior ou igual a 4 pode ser expresso como sua

soma"[1].

Pode-se concluir que, neste artigo, faltou demonstrar que Np = L(N1)−L(N2) for-

nece a quantidade de número de pares de primos satisfazendo a Conjectura de Goldbach,

para qualquer número par N1. Então, a prova da conjectura continua em aberto.

2.3.3 Sobre essas tentativas

A Conjectura de Goldbach ainda é um dos problemas sem solução em Matemá-

tica. No entanto, as tentativas de prova desta a�rmação continuam trazendo resultados

importantes. Rav (2000) faz uma re�exão sobre isso [2]:

"Reparem no tesouro produzido pelas tentativas de demonstração da conjec-

tura de Goldbach, e vejam como é tão pouco signi�cativa, comparativamente,

a questão da descoberta do seu valor lógico absoluto! Suponhamos que um dia

alguém aparece com um contra-exemplo para a conjectura de Goldbach, ou com

uma demonstração de que existem números pares que não se podem represen-

tar como soma de dois primos. Será que isso tornaria falsas ou tiraria algum

valor a todas as teorias magní�cas, conceitos e técnicas que foram desenvolvi-

dos para demonstrar a conjectura que estamos agora a supor que é incorrecta?

Nada disso. Uma demonstração da falsidade da conjectura de Goldbach apenas

serviria como catalizador de novos desenvolvimentos, sem nenhum efeito nos

métodos desenvolvidos até aqui na tentativa de demonstrar a conjectura. Por-

que começaríamos imediatamente a colocar novas questões, como por exemplo

acerca da quantidade de números pares 'não-goldbachianos': serão em número

�nito? in�nitos?... Novos tesouros viriam juntar-se aos primeiros, a par deles

e não em vez deles � e é assim o percurso das demonstrações em matemática!"
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Capítulo 3

A Conjectura de Goldbach em sala de

aula

O ensino de Matemática é justi�cado por vários motivos, dentre eles, a transcrição

da realidade quantitativa dos fatos e o desenvolvimento ao raciocínio lógico. Porém, a

análise breve da história mostra que a intuição também estimula o pensamento matemá-

tico.

A palavra intuição vem do latim intueri, que signi�ca considerar, ver internamente

ou contemplar [16]. É de�nida como a capacidade para entender, identi�car ou pressupor

coisas que não dependem de um conhecimento empírico, de conceitos racionais ou de uma

avaliação mais especí�ca; conhecimento claro, direto, imediato da verdade sem o auxílio

do raciocínio. Na linguagem popular, signi�ca pressentimento.

A intuição matemática pode ser estimulada por experiências, atividades e manipu-

lações de objetos. Geralmente, os matemáticos se referem a algo como "intuitivo"quando

a veracidade do fato é facilmente reconhecível. No entanto, dizer que algo é intuitivo nem

sempre é o mesmo que dizer que é fácil.

O uso do material didático nas aulas de Matemática in�uencia positivamente na

aprendizagem, favorecendo o fortalecimento da intuição, o desenvolvimento do raciocínio

lógico, a agilidade e a organização no pensar, a compreensão e a resolução de problemas

matemáticos. Todo instrumento pedagógico mediador da relação professor-aluno-saber é

um material didático pedagógico [10]. O termo Material Didático é identi�cado "em todo e

qualquer acessório usado pelo professor para realizar a aprendizagem. São pois, materiais

didáticos: o quadro-negro, o giz, o apagador, os livros, instrumentos, os aparelhos e todo

o meio áudio-visual usado pelo professor ou pelo aluno, durante a aprendizagem"[10].

Neste sentido, foi elaborada uma atividade, com o uso de material concreto, para

se inferir a Conjectura de Goldbach. Assim, serão apresentadas a proposta de trabalho e

a metodologia utilizadas no desenvolvimento da pesquisa.
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3.1 Descrição da atividade

A atividade foi elaborada com o intuito de estimular o raciocínio indutivo dos estu-

dantes. Para tal, foi utilizada a Conjectura de Goldbach, a�rmação feita há quase três sé-

culos que permanece ainda sem demonstração, como tema motivador. Inicialmente, a pro-

posta era utilizar um jogo online, disponível em http://nautilus.�s.uc.pt/mn/goldbach/index.html.

Porém, em virtude da di�culdade com o acesso a internet e disponibilidade de computado-

res, a aplicação da atividade foi adaptada. Como forma alternativa, foram confeccionadas,

com papel duplex nas cores verde e vermelha, �chas numeradas. As �chas vermelhas con-

tinham números pares de 4 a 30; as verdes números primos de 2 a 29. Além disso, foi

elaborada uma atividade escrita dividida em três partes, sendo a primeira parte ques-

tionamentos relativos as de�nições de números pares e primos; a segunda, era sobre o

material que seria utilizado para auxiliar aos alunos a obter algumas conclusões; e a ter-

ceira, continha questionamentos sobre a execução da segunda parte. A atividade aplicada

encontra-se no Apêndice.

3.2 Sequência didática

A atividade foi proposta em um colégio público da rede estadual, Colégio Estadual

Duque de Caxias, em duas turmas de 2o ano do Ensino Médio, com 12 estudantes cada

uma, e aplicada em 3 horas/aula em cada turma. O principal objetivo da atividade era

desenvolver a intuição matemática.

Nas duas primeiras aulas, em uma das turmas (turma 1), foi feita uma explicação

breve do que é a atividade, sem relembrar o conteúdo em questão (números, pares, primos

e ímpares). A atividade escrita foi distribuída aos estudantes e lida. Os alunos começaram

a responder a primeira parte, porém com um pouco de di�culdade, pois alguns não se

recordavam das de�nições de números pares e números primos, sendo necessário intervir

em alguns momentos, quando os estudantes solicitavam. Em seguida, foi esclarecida a

segunda parte e entregue o material com as �chas vermelhas e verdes, enfatizando o que

deveria ser feito com o material recebido. Em relação a essa parte, alguns estudantes não

compreenderam que era para tentar escrever os números da �cha vermelha como a soma

de dois, e apenas dois, números da �cha verde, fazendo o contrário ou ainda, escrevendo

os números da �cha vermelha como a soma de mais de dois números da �cha verde.

Assim, foi necessário intervir novamente para sanar esta di�culdade. Posteriormente, os

estudantes responderam os questionamentos baseados na segunda parte da atividade.

Na segunda turma (turma 2), por conta das di�culdades enfrentadas na primeira

turma em relação as de�nições e ao entendimento da atividade e por perceber que os estu-
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dantes dessa turma também não se recordavam das de�nições necessárias para respondê-la,

relembramos, de maneira bem breve, as de�nições de paridade e de números primos. Após

isso, foram entregues a atividade escrita e as �chas verdes e vermelhas e assim, foi expli-

cado o que deveria ser feito em cada uma das etapas. Foram feitas menos intervenções

do que na outra turma. A percepção era que houve um maior entendimento nesta.

Em ambas as turmas, foi solicitado que as somas encontradas fossem escritas no

verso da atividade. Na terceira aula, foi feito um detalhamento das de�nições utilizadas e

discussões sobre a atividade. Os discentes tiveram ciência de que eles haviam trabalhado

com a conjectura de Goldbach, um problema secular ainda sem solução. Muitos deles

�caram maravilhados com essa informação!

Figura 3.1: Aplicação da atividade A Conjectura de Goldbach

3.3 Análise dos dados obtidos

Após a aplicação, as atividades escritas foram entregues respondidas. Analisando

as respostas, foi observado que, em geral, as de�nições de números par, ímpar e primo,

apesar de serem elementares, não estão claras para os estudantes. Este deve ter sido um

dos motivos para a di�culdade nas outras etapas da atividade.

Em relação a Parte I, 41, 7% dos estudantes da turma 1 e 83, 3% da turma 2

responderam, de maneira aceitável, a de�nição de número primo. Em relação a Parte

II, alguns alunos não compreenderam muito bem a proposta da atividade, que era, a
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priori, escrever os números da �cha vermelha como a soma de dois números da �cha

verde. Uns escreveram os números da �cha verde como a soma de dois números da �cha

vermelha; outros escreveram os números da �cha vermelha como a soma de três números

da �cha verde. Porém, com as intervenções, estes conseguiram entender o que estava

sendo proposto.

Na Parte III, ao analisar as respostas, é possível perceber que, na turma 1, 25%

concluíram que um número par é obtido como a soma de dois números primos e, 58, 3% dos

estudantes da turma mostrariam esta a�rmação realizando somas. Na turma 2, 33, 3%

dos alunos responderam que os números da �cha verde são ímpares, mesmo o número

2 estando escrito nesta �cha. Três estudantes disseram não ter conseguido escrever os

números 29; 6 e 4; 2 e 3 como soma de dois números da �cha verde, sendo que 2, 3 e 29

eram �chas dessa cor. Um discente respondeu que não era possível escrever sempre um

número da �cha vermelha como a soma de dois números da �cha verde; outro disse que

essa possibilidade dependerá da "quantia em que for aumentada", isto é, de números cada

vez maiores. 25% concluíram que um número par é escrito como a soma de dois ímpares

e 25% como a a soma de dois primos. Para mostrar que esta conclusão é verdadeira, 50%

dos alunos da turma disseram que seria necessário apenas observar as somas realizadas.
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Capítulo 4

Considerações Finais

A Conjectura de Goldbach a�rma que todo número par maior do que 2 pode ser

escrito como a soma de dois números primos, e permanece como um problema sem solu-

ção na Matemática. Vários matemáticos, em momentos diferentes da história, tentaram

demonstrá-la, sem sucesso. Essas tentativas, no entanto, produziram resultados impor-

tantes e signi�cativos, que resultaram em vários teoremas. Duas dessas tentativas foram

expostas neste trabalho. Nos dois artigos analisados, os autores Farley (2005) e Aouessare

et al (2016) concluíram a a�rmação equivalente a conjectura por meio de exemplos.

O legado das tentativas de demonstração tem uma grande contribuição na Ma-

temática. As demonstrações são fundamentais para a consolidação e desenvolvimento

do conhecimento matemático, porém sua importância é muito maior do que provar a

veracidade de a�rmações.

Neste trabalho, a conjectura de Goldbach foi levada para a sala de aula como

uma maneira de despertar a intuição matemática. Para isso, foi aplicada uma atividade

em duas turmas distintas do 2o ano do Ensino Médio de um colégio público da rede

estadual de ensino com o intuito de, diante das questões propostas, fazer com que os

estudantes inferissem essa conjectura. Porém, o resultado não foi o esperado. Poucos

alunos conseguiram responder de maneira satisfatória aos questionamentos e chegar a

conclusão desta a�rmação.

Uma sugestão seria aplicar a atividade proposta em escolas públicas (municipal,

estadual e federal) e particulares. Posteriormente, ao analisar os resultados obtidos, pode-

ria ser feita uma comparação para veri�car a consolidação da de�nição de número primo

e o desenvolvimento da intuição matemática.

A intuição matemática precisa ser mais estimulada em sala de aula. Assim, além de

auxiliar na resolução de problemas, poderia despertar um maior interesse dos estudantes

na disciplina.

Os números primos são trabalhados no 6o ano do Ensino Fundamental e depois,
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praticamente, não reaparecem em outros anos do Ensino Básico. Possivelmente, esse foi

um fatores para o não entendimento da proposta, além de problemas com interpretação

de texto. Com isso, a inferência da conjectura de Goldbach, que era o principal objetivo

da atividade, em geral, não foi alcançado.

Há a possibilidade de aliar números primos a outros conteúdos, o que poderia

despertar um maior interesse em resolver problemas envolvendo Teoria dos Números.

Trazer a história como aliada no estudo dos primos também consolidaria esse tema tão

importante na Matemática. Hoje em dia, estes números são usados em criptogra�a, na

codi�cação de mensagens para vários �ns, principalmente os �nanceiros, tornando-se um

recurso criptográ�co muito e�caz e seguro.
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Apêndice

ATIVIDADE: A CONJECTURA DE GOLDBACH

PARTE I

1. Como você de�ne:

a) número par?

b) número primo?

PARTE II

Atividade Conjectura de Goldbach

1. Você recebeu um kit com �chas de cores diferentes: vermelhas e verdes. As

�chas contêm números entre 2 e 30. A atividade consiste em escrever um número da �cha

vermelha como a soma de dois números da �cha verde.

2. Liste os números escritos e suas respectivas somas.

PARTE III

1. Os números da �cha vermelha são números:

2. Os números da �cha verde são números:

3. Você conseguiu escrever os números da �cha vermelha como a soma de dois

números da �cha verde? Sentiu alguma di�culdade?

4. Algum número da �cha vermelha não pode ser escrito como a soma de dois

números da �cha verde? Qual?
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5. Será que escrever um número da �cha vermelha como a soma de dois números

da �cha verde é sempre possível? Por que?

6. O que você consegue concluir com esta atividade?

7. Como mostrar que a sua conclusão é verdadeira?
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