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Resumo

Norteado pelo desenvolvimento da Teoria dos Niimeros Inteiros, o presente tra-
balho explorara de forma significativa o estudo das propriedades, teoremas, lemas e
corolérios desta teoria a um dominio mais geral, conhecido como o anel dos nimeros
Inteiros de Eisesntein, representado por Z[w|, baseado na relacdo existente entre
eles e o anel dos Inteiros Gaussianos, Z[i|, buscando compreender de forma mais
significativa, simploria e sistematica a aritmética deste anel, construindo as nocoes
de divisibilidade entre dois inteiros de Eisenstein quaisquer, de como determinar um
maximo divisor comum, de como identificar os irredutiveis e quais critérios utiliza-
los, porqué que certos elementos primos Z nao sao irredutiveis em Z|w], construir a
decomposicao de irredutiveis deste anel tal como demonstrar a unicidade desta fato-
racao, além do interesse de ajudar ao aprimoramento de uma melhor compreeensao
de varios problemas envolvendo niimeros inteiros e ampliar de forma significativa a
teoria existente nos Inteiros de Eisenstein.

Palavras-Chave: Inteiros, anel, Eisenstein, irredutiveis
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Abstract

Based on the development of the Theory of Integer Numbers, the present work
will study of the properties, theorems, lemmas and corollaries of this theory to a
more general domain, known as the Eisesntein Integer Ring, represented by Z[w],
based on the relationship between them and the ring of the Gaussian Integer,Z|i],
seeking to understand in a most significant, simplistic and systematic way the arith-
metic of this ring, constructing the notions of divisibility between two integers of
Eisenstein, how to determine a common maximum divisor, how to identify the ir-
reducible ones, and what criteria to use, why certain prime elements in Z are not
irreducible in Z[w]. We will also construct the irreducible decomposition of this ring
as well as demonstrate the uniqueness of this factorization. Our interest is helping
to improve a better understanding of various problems involving whole numbers and
The theory of Eisenstein’s Integers.

Keywords: Integers, ring, Eisenstein, irreducible
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Introducao

O fascinio e o encanto pelo nimeros e suas propriedades acompanham o den-
senvolvimento das mais diversas civilizacoes das quais temos informacoes. Nao ha
davidas de que o conceito de niimeros inteiros é um dos mais classicos, indispensavel
e fundamental das ciéncias em gerais. Isto fica claro, na obra "Os Elementos", de
Euclides (360 a.C - 295 a.C), onde j4 aparecia o conceito como os dos nimeros pares,
impares, primos e compostos, entre outros. Assim, nao é tao impressionante que a
Teoria dos Niimeros seja atualmente um dos ramos de pesquisas mais efervecentes da
Matematica e que, mais do nunca, continua a fascinar e desafiar as atuais geracoes
de matematicos.

Diferentemente de muitas areas da Matematica, a Teoria dos Nimeros se distin-
gue muito menos por seus métodos e mais por seus problemas, cujo tema comum
subjacente ¢ o ntmero inteiro, o qual tive o prazer de conhecer bem sua teoria na
disciplina feita ao longo do curso, conhecida na grade do mestrado como Aritmética
(MA14), uma das grandes motivadoras para o desenvolvimento da tematica deste
trabalho, pois nesta compreendemos que enquanto um analista utiliza-se de métodos
analiticos para resolver seus problemas e dilemas, um algebrista emprega métodos
algébricos para atacar questoes. Em Teoria dos Nimeros um mesmo problema pode
requerer para sua resolucao a utilizacao simultanea de métodos algébricos, analiticos,
topologicos, geométricos e combinatorios, além de um pouco de imaginacao.

Este aspecto multidisciplinar, aliado a simplicidade dos conceitos e a busca pelo
carater fundamental dos teoremas, corolarios, lemas e propriedades, torna a Teoria
dos Niimeros, uma das areas mais populares e misteriosas em toda a Matematica, ge-
rando cada vez mais curiosos e pesquisadores a desenvolver e aprofundar teorias que
possam ser embasadas em fundamentacoes teodricas ja existentes, podendo ramificar
outras novas teorias e aperfeicoar cada vez mais outras.

Naturalmente a escolha do tema é um reflexo do gosto da experiéncia vivida ao
longo do curso desencadeada pela disciplina Aritmética e a tematica exposta, Inteiros
de Eisenstein, serd articulosamente baseada no estudo dos inteiros, desenvolvidos na
disciplina, destacando-se os aspectos mais relevantes que estes ntimeros trazem para
a teoria dos Niumeros.

O grande motivador para o estudo dos Inteiros de Eisenstein foi desenvolvido
através dos Inteiros de Gauss, que surgiu entre os anos de 1808 e 1825, quando o
mesmo investigava questoes relacionadas a reciprocidade cibica, 2% = ¢ (modp) e
reciprocidade biquadratica, 2! = ¢ (modp), com p e ¢ niimeros primos, quando per-
cebeu que essa investigagao se tornava mais simples no anel Z[i], conjunto chamado
posteriormente de Inteiros Gaussianos, formado pelos ntiimeros complexos da forma
a + bi, onde a e b sao ntimeros inteiros, do que no conjunto dos ntimeros inteiros.
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Nessa investigacao, Gauss observou que tal conjunto obtém uma série de propri-
edades parecidas como os inteiros, porém mais gerais, como por exemplo, a divisibi-
lidade que se torna mais complexa, de modo que 5 é primo em Z e pode ser escrito
como produto de dois elementos, (1 + 2i)(1 — 2i), em Z[i]. E foi também durante
essa investigacio, que Gauus analisou o Teorema Fundamental da Algebra, teorema
este que ofereceu a Gauss sua tese de doutorado, continua a valer em dominio de in-
tegridade mais geral, dominios esses que se possuirem fatoracao tinica sao chamados
de dominio de integridade de Gauss.

O mesmo ainda descobriu que muito da Teoria de Euclides sobre a fatoragao de
inteiros poderia ser transportada para Z[i], com consequéncias importantes para a
Teoria dos Niumeros, desenvolvendo dessa forma a fatoracao em irredutiveis para
estes niimeros e demonstrando que essa decomposicao em irredutiveis é tinica, como
acontece nos nimeros inteiros. O uso que Gauss fez desse novo tipo de niimero foi de
fundamental importancia para a demonstracao do Ultimo Teorema de Fermat, fora
que os mesmos também podem ser solucoes de equacoes polinomais de coeficientes
inteiros, gerando o que chamamos de nimeros inteiros algébricos. Generalizando,
dessa forma a nogao de um niimero inteiro para um inteiro algébrico, oportunizando o
conhecimento da Teoria dos Nimeros Algébricos, surgida por meio das tentativas de
solucao da equacao diofantina, mais conhecida como Equacao de Fermat, 2" 4 y" =
2", de modo que os inteiros algébricos aparecem com naturalidade como ferramenta
a tratar desse problema, tambem como nas resolucoes das reciprocidade cubicas,
entre outras.

Norteado nessa conjuntura e abrangendo um pouco mais o campo para certos
tipos de anéis, o trabalho desenvolvera o estudo dessas estruturas para os inteiros
de Eisenstein, (Berlin, 16 de abril de 1823 - 11 de outubro de 1852), matematico
alemao especialista em teoria do nimeros e analise matematica, que provou diversos
resultados mateméticos que escaparam até mesmo de Gauss.

Para este desenvolvimento, o trabalho serd dividido em dois capitulos, no pri-
meiro capitulo introduziremos a definicao dos inteiros de Eisenstein, conjunto este
formado pelos elementos da forma a + bw,a, b € Z, com w sendo uma das raizes
ciibicas da equacao 22 + 1 = 0. Estudando a norma de tais niimeros, como se com-
porta a Divisibilidade e seus Critérios, o Teorema da Divisao, a idéia de associados
para ideais que possuem mais de uma unidade, o Algoritmo de Fuclides, tais como
determinar um maximo divisor comum entre dois niimeros de Eisenstein usando o
algoritmo expandindo-o até chegarmos a compreensao do teorema de Bézout.

No segundo capitulo, definiremos os irredutiveis em Z[w] buscando quem sao
esses nimeros, quais critérios que podem ser usados para identifica-los, quais tipos
de propriedades estes trazem consigo, quando um inteiro primo em Z também sera
irredutivel em Z[w], construindo a partir desse conhecimento o desenvolvimento da
decomposicao de um Inteiro de Eisenstein em produto de irredutiveis de inteiros de
Eisenstein, demonstrando ainda que esta decomposicao pode também ser tnica.

Sendo este estudo motivado na busca de querer oferecer uma expansao dos in-
teiros de Gauss aos inteiros de Eisenstein, objetivando desenvolver um pouco dessa
teoria aritmética dos inteiros em campos mais gerais, assim como ampliar o co-
nhecimento desses numeros, facilitar métodos e critérios de sua estrutura algébrica,
expandindo ao maximo essa teoria, abordando naturalmente os aspectos mais re-



levantes que esta poderia exigir, bastando dizer que da arvore matemaética de pro-
blemas a parte apreciavel da Teoria dos Niimeros é a abragéncia sobre os Numeros
Inteiros.
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Capitulo 1

Inteiros de Eisenstelin

Neste capitulo ampliaremos o estudo das propriedades aritméticas dos ntime-
ros inteiros ao anel, estrutura algébrica munida de duas operagoes binarias: adicao
(a,b) — a+b e multiplicagao (a,b) — a- b, Z|w], conhecido como inteiros de Eisens-

—14+3i

tein, sendo w = , uma das raizes cibicas da unidade, 23 =1 = 2% -1 =

0= (z—1)(2®> + 2 + 1) = 0, mas especificadamente do momento 2> + x + 1 = 0,
_1-2\/51' 2 _ _4_42\/§i _ —1—2\/§i o= _1— —14;/32’) — —1— w, na pers-

com w? = (
pectiva de entender a arimética desse anel como também nos ajudar a compreender
melhor problemas envolvendo niimeros inteiros.

O anel dos inteiros de Eisenstein ¢ o subanel do anel dos niimeros complexos C
Zw = {a+b-weClabecZ}
Munido das operacoes de adicao e multiplicacao herdadas de C. Deste modo, se
z1=a+bwe 2z =c+ dw, entao:

o zi+2n=(a+c)+ (b+d)w;

o 21-20 = (at+bw)-(c+dw) = ac+adw+bcw+bdw? = (ac—bd)+ (ad+bc—bd)w

E norma definida pela funcao

N:Zw] — Z
a+b-w — |z2P=z-Z=d*—a-b+ 1’



De fato,

Rl (GRS SH(CE
- (a‘é)z (bgf)

b+b2+3b2
= da’—a —
4 4
= a2 —ab+ v

Observe que das definigoes acima apresentadas concluiremos facilmente que a
funcao N ¢ multiplicativa, ou seja, para quaisquer dois elementos a, b no dominio
de N, tem-se N(ab) = N(a)N(b), como mostraremos na proposicao seguinte.

Proposicao 1.1. A fun¢ao N ¢é multiplicativa, isto é, N(az) = N(a) - N(z),
Va, z € Zw).

Demonstragao. Sejam «, z quaisquer elementos de Z[w]. Entao,

N(az) = az-az
= a-z-Q-2
= ax-zZ2
= N(«a)-N(z)

]

Elementos invertiveis com respeito a multiplicacao de um anel é o que chamamos
de unidades deste anel. Ou seja, existem c e ¢ € Z[w] tal que ¢-¢ = 1.
O lema a seguir mostrara que o conjunto das unidades de Z[w|, comparado com o
dos Z, {—1,+1}, tem quatro unidades a mais.

Lema 1.1. O conjunto das unidades em Zlw|, que denotaremos por U(Z[w]), é um
grupo ciclico de ordem 6 formado pelas raizes sextas da unidade, {£1, £w, £w?}.

Demonstragao. Sejau € Z|w], com u = a+bw uma unidade. Entdo, existe v € Z[w],
tal que u-v =1, e dessa forma, N(u) - N(v) = 1.

Como N (u) e N(v) sdo inteiros, temos que N(u) = N(v) =
Dai, a2+ b2 —ab=1= (2a—b)2+3b? =4 = (2a—b,b) = (— 1 L 1), (1, £1), (£2,0)
= (a,b) = (£1,0), (0,£1), (1, 1), (1, —1).

Entao, U(Zw]) = {£1,+w,1 + w, -1 — w} = {£1, +w, +w?}.

Porém precisamos ainda mostrar que U(Z[w]) é um grupo ciclico.

Definigao 1.1. Um grupo G € ciclico se existe um elemento a € G tal que o grupo
gerado por esse elemento a coinde com G.



1.1. DIVISIBILIDADE

De fato, G =< U(Z|w]), - > ¢é ciclico, pois o elemento (—w) gera G.
Note:

(—w)' = —uw;
() = () () =
(0 = () () =P () = (-1 —w) - () = —1;
() = () () = () () =
(—w)® = (W)’ (-w) =w (~w) =
(—w)? = (~w)P - (~w)=—-w? (W)= =W w=(-1-w) w=
Dai, < —w >= {£1, tw, tw?} = U(Z[w)]).
Sendo U(Z[w]) ciclico. O

Definida a caracterizacao dos elementos do anel Z[w], as operagbes munidas a
eles, sua norma e suas unidades, partiremos para a construcao da aritmética desses
elementos, comecando pela divisibilidade entre eles.

1.1 Divisibilidade

Na busca de caracteristicas das propriedades de divisibilidade para os inteiros de
Eisenstein, nos decaimos no seguinte problema, quando essa divisao sera inteira?
Objetivado por essa indagagao mergulharemos na busca de tais caracteristicas, per-
cebendo pela definicao atribuida a um ntmero de Eisenstein, que a divisao entre
eles tem a mesma definicao dos inteiros.

Definicao 1.2. Dizemos que um inteiro de Fisenstein [ divide um inteiro de Fi-
senstein «, se podemos encontrar um ¢ € Zlw| tal que a = ¢ - 3, e denotamos | c.

Exemplo:
o (1+2w)|(4+2w), pois

(14+2w)-(b+cw) = 442w
(b—2¢) + (¢4 2b—2c)w 442w
(b—2c)+(2b—¢) = 442w

Eassimb—2c=4e20—c=2=b=0ec=-2=b+w=—2w e Zw|.
o (—2—w)t (34 2w), pois
(—2—w) - (a+bw) = 3+2w

(—2a+b)+ (-2b—a+bw = 3+ 2w
(—2a+b) + (—a—bw = 3+ 2w

Eassim—2a+b:36—a—b:2:>a:?eb:%éa—kbw:—é—lw%
Z|w).



1.1. DIVISIBILIDADE

E de fundamental importancia ressaltarmos que sendo A um anel, dizemos que
dois elementos «, 5 € A sao ditos associados se existir um 6 € U(A) tal que o = §- 5.

Exemplo: Sejam a =3 —2w e § = 2+ bw, entao usando a definicao de divisibili-
dade acima, teremos:

(3—2w)(a+bw) = 24 bw
(3a + 2b) + (3b — 2a + 2b)w 2 + bw
(3a+2b) + (—2a+5b)w = 2+ 5w

E assim, 3a+20=2e —2a+5b=5=a=0e b=1= a+ bw = w. Portanto,
2 + 5w = (w)(2 — 2w), sendo desta forma « e § associados.

Teorema 1.1. O inteiro de Eisenstein a = a+bw € divisivel por um nidmero inteiro
¢ se, e somente se, cla e c|b em Z.

Demonstragao. (=): Suponha que ¢|(a+ bw) € Z, entdo a + bw = ¢- (m + nw)
para algum m,n € Z, como os inteiros de Eisenstein é subgrupo do complexos C,
teremos assima =c-meb=c-n=claec|b.

(«<): Se cla e c|b, entdo @ = ¢-m e b = c¢-n para algum m,n € Z, e dai
a+bw=cm+cnw=c(m+nw), e portanto c| (a + bw). O

No entanto, isso nao significa que outros aspectos dos Z permanecem o mesmo
para Z[w|. Por exemplo, veremos que alguns primos de Z nao sao primos em Z|w].
E que a multiplicidade da norma transforma as relagoes de divisibilidade em Z|[w]
em relagoes de divisibilidade em Z.

Teorema 1.2. Se a|f em Z|w]|, entdo N(«)|N(B) em Z

Demonstragao. Se | f € Z]w], entao existe v € Z[w] tal que f = a-7y. Dessa forma,
N(B) = N(a-v)=N(a) - N(y) = N(a) [ N(5).
L]

O Teorema (1.2) tem uma propriedade interessante por propiciar de forma rapida
e pratica como verificar se um inteiro de Eisenstein nao é divisivel por outro inteiro
de Eisenstein, de modo que transforma um problema de divisibilidade em Z[w] em
Z, trazendo um apelo 6bvio, ja que é mais confortavel trabalhar com a divisibilidade
em Z.

Note também que o teorema (1.2), verificaria de forma mais rapida e pratica que
(—2—w)t(83+2w), poisa N(—2—w) = (=2)>—(=2)-(=1)+(-1)*=4-2+1=3
nao divide N(3+2w) =32—-3-2+22=9—6+4 = 7, facilitando o processo para
essa descorberta.

Porém é importante observar que a reciproca do teorema nao é sempre verda-
deira, observe que se a =3+2we B =6+2w, N(a) =3*-3-2+22=T7Te N(B) =
62 —6-2+ 2% =28, e dal N(a)|N(B), e isto, nao garante que (3 +2w)| (6 +2w).



1.1. DIVISIBILIDADE

Objetivando facilitar a abordagem ao teorema da divisao em Z[w] observa-se que
funcao norma N possui a propriedade Euclidiana, como apresentaremos na propo-
sicao a seguir.

Definicao 1.3. Uma funcdo f: A\ {0} — Z, é dita Euclidiana,
e sea,be A\ {0} eb|a, entio f(b) < f(a).

e sea,be A\ {0}, eb 1 a, entdo existem q,r € A tais que a =b-q+r, onde

fr) < f(b).
Proposicao 1.2. A fungcao N € euclidiana.

Demonstragao. Sejam «, 5 € Z[w],

e se [ divide a, existe v € Z[w] tal que a = B+, entdo N(8) < N(B) - N(y) =
N(B7) = N(a).

e se ( nao divide o, com [ # 0, mostraremos que existem ¢,r € Z[w] tais que
a=pq+r,onde N(r) < N(p).

De fato,

Escreva, % =x+yw, com x,y € Q, e considere m,n € Z, os inteiros mais
proximos de x e y, tais que |z —m| < % ely—n| < % Entao, tome ¢ = mx+nw
er=a—[fq.

Que pela desigualdade triangular teremos,

= |lz+yw—(m+nw)|

= (@ =m)+(y —n)w|

< fr=m|+]y—ml

11
< Z4-=1 1.1
< 5+3 (1.1)

Note que como 1 e w sao linearmente independentes sobre R, a primeira desi-
gualdade é estrita, a menos que x —m = 0 ou y —n = 0, mas nestes dois casos
a segunda desigualdade é estrita.

Assim, multiplicando (1.1) por ||, obteremos:

8- \% - q\ <181 = Ir| < 18] = N(r) < N(8).

O

Analisando que a funcao N é Euclidiana, ja temos a capacidade de compreender
melhor o teorema da divisao para os Inteiros de Eisenstein, o que faremos a seguir.
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1.2 Teorema da Divisao

O teorema da divisdo em Z[w] ¢ andlogo a divisdo com resto em Z.

Teorema 1.3. (Teorema da divisao) Para o, 8 € Zlw] com B # 0, existem q,r €
Zlw] tal que a« = Bq+1r com N(r) < N(pB).

A demonstracdo do Teorema esté feita na proposicao (1.2) acima.
Observe que os niimeros ¢ e r sao o quociente e o resto da divisao, respectivamente,
e o resto é limitado pelo tamanho de 5 (norma), que representa o divisor. Também
é necessario observar que ha uma sutileza na tentativa de calcular ¢ e r, como com-
provado na demonstracao feita da proposicao supracitada.
Para deixar claro a sutileza da escolha de ¢ e r, acompanhe o seguinte exemplo.

Exemplo: Considere « = 13 +T7we 8 =3+2w= N(8)=3>-3-2+22=T.
Note que pela representacao queremos escrever a = 3¢+ r onde N(r) < N(f).

A ideia dessa problemaética consiste em considerar a relacao % e racionalizar o de-

nominador g%g, dessa forma teremos:

B=3+20=3+2(Z58) 2435 f=2-VBi=1-2 (258) — 120,
E assim, g—g = (13”&"()[%72“) = 2125« — 2L _ 5. Dai, observa-se que (2—77) = 3,857...

e (—%) = —0,714..., e substituindo 3,857... por 3 e —0,714... por 0, temos ¢ = 3,

acarretando que:

r = a—pfq
= (134 7w)—(3+2w)-3
= (134 7w) — (9+6w)
= 4+ w

Proporcionando que N(r) = 4% —4 -1+ 1? = 13 seja maior que a N(8) = 7. Isso
se deu pela escolha equivocada das aproximacoes para (2—77) e (—%), pois de acordo
com o0 teorema deveremos escolher os inteiros mais proximos dos respectivos nimeros
para garantir o que desejamos, ou seja, 3,857... por 4 e —0,5714... por —1, obtendo

g=4—w,e:

ro= a—pgq
= (134 7w)— 3+ 2w) - (4 —w)
= (13+7w)— (144 Tw)
= -1

E dessa forma, a N(r) = (—1)*>—(—1)-0+4 0* = 1 sendo menor que N(3) = 7, como
procuravamos.
Portanto, 134+ 7w = (3 +2w) - (4 —w) + (—1).

As vezes é necessario atentar-se que o nimero procurado pode estar no meio
entre dois miultiplos, implicando que o mesmo é equidistante dos dois inteiros mais
proximo dele, e assim teriamos duas escolhas para o quociente e o resto, acarretando
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que estes ndo sao unicos em Z[w].

Exemplo: Considere a« =5+ 7we f=2+2w,com N() =22 —-2-2+2>=4
e B = —2w. Dai, 5= g—g = (5”“3‘(*2“’) = e
(%) = 3, 5 acarretando que o mesmo possui a mesma distancia de 3 e 4, possibilitando

q ser igual a 3+ w ou 4 + w, obtendo os restos, respectivamente:

= g + w. Observamos assim que

rn = 04+7Tw)—(24+2w)(B3+ w)
= b+T7w)—(4+6w)
= 14w
= N(T’l):]_

ro = 04+Tw)—24+2w)(4+ w)
= b+Tw)—(6+8w)
= —1—w
= N(TQ):l

Analisando sobre um ponto de vista mais a fundo, observamos que em Z[w], a
unicidade do quociente e do resto sao irrelevantes em algumas aplicagoes, como por
exemplo no algoritmo de Euclides.

De fato, caso consideremos as unidades em Z como {—1, 1}, entao os divisores de

um certo numero s6 se diferem em seus associados. Usando essa ideia conseguimos
definir o algoritmo de Euclides em Zw].

1.3 O Algoritmo de Euclides

Definigao 1.4. Para o # 0 e § € Z|w|, o maior divisor comum de « e [ € um
divisor comum com a norma MArima.

Esta definigao é anéloga a definicdo usual de maior divisor comum (mdc) em Z,
exceto o conceito nao esta preso com um numero especifico. Se ¢ é o maior divisor co-

mum de « e 3, por isso sao (pelo menos), seus miltiplos unitéarios —d,  w, —0 w, d w?,
—Jw

E desta forma fica claro que pode-se falar de um maximo divisor comum em
Z|w], mas nao o maior divisor comum, e analisar que o mesmo aconteceria com 0s
7 se definissemos o maior divisor comum como um divisor comum com o de maior
valor absoluto, em vez de o maior divisor comum positivo.

Teorema 1.4. (Algoritmo de Euclides) Tomando o e § € Z|w] diferentes de zero,
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e aplicando repetidamente o teorema da divisao onde o resto é diferente de zero,

a = [y +6, paraN(6) < N(B)
B = 0172+ 02, para N(d2) < N(d1)
01 = 0d2-73+ 03, para N(ds3) < N(d2)

O dltimo resto diferente de zero é divisivel por todos os divisores comuns de a e [3,
e serd o dwisor comum, por isso € um mdrimo divisor comum de o e [3.

Demonstragao. Dados a e € Z|w], entéao:

e Se B |a, entao mdc (o, f)= 5.

Se B 1 a, logo pela divisao euclidiana, podemos escrever
a=fB-y +d, comN(d;) < N(B)

Dai, temos duas possibilidades,

e )01 | 5, e assim o mdc (3, 61)= 1, e como mdc (3, 01)=mdc (3, a—-v1)=mdc (5, ),

entao mdc (3, a)= 0;.
e ii)d; 1 3, podendo dessa forma efetuar a divisao de 8 por d;, obtendo
B =081 vz + d2,com N(d2) < N(67)
E novamente,aparece duas possibilidades,

® i)d2| 01, acarretando que o mde(dy, d9)= d2, € como mdc (41, d2)=mdc (61, 5 —
01 - y2)=mdc (61, f)=mdc (o — - 71, B)=mdc (o, 8), entdao mde («, 5)= s.

e ii)ds 1 01, poderemos efetuar a divisao de d; por d, obtendo

(51 = (52 - Y3 + 53, com N(ég) < N(dg)

E assim continuaremos o procedimento até que pare. Concluindo que o mdc entre
«a e 3 serd o ultimo resto diferente de zero das divisoes sucessivas efetuadas. O

Exemplo: Sejam a =32+ 4w e =2 + w, entao pelo teorema da divisao, temos
v =12 — 8w e §; = 0, e assim:

32+ 4w = (2+w) - (12 — 8w)

E dessa forma, o mdc (o, §)= 2 + w.

Exemplo: Sejam a = 4+13w e f = —64 5w, primeiro teorema da divisao, teremos
Y1 = —w e 0y = —1 4+ 2w, e aplicando o algoritmo de Fuclides, encontraremos:

4+ 13w = (—6+5w)(—w)+ (-1 + 2w)
—6+5w = (-1+2w)(4+w)+0

8
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E assim, pelo algoritmo de Euclides, teremos que o mdc (o, 5) = —1 + 2w.

Observa-se também que como em Z quando dois niimeros a e b possuem a unidade
como maximo divisor comum, os mesmos sao chamados de primos entre si, co-
primos, ou relativamente primos, em Z[w| também, como definiremos a seguir.

Definigdo 1.5. Quando o e B € Zw| tém as unidades +1, tw, +w? como um
mdzimo divisor comum, chamamos de relativamente primos, ou primos entre si.

Exemplo: Sejam a =32+ 8w e =5+ 2w, entao pelo teorema da divisao, temos
71 =6—wed =—w, e assim:

32+4+8w=(5+2w) (6 —w)+(—w)
Aplicando o algoritmo de Euclides, encontraremos:

248w = B+2w):(6—w)+(—w)
542w = (—w)-(3+5w)+0

E dai, o mdc (o, f)= —w, acarretando que a e [3 sdo relativamente primos.

Com isto, nota-se que se € é um divisor comum de « e 3, entdo N(¢)| N(«) e
N(e)| N(B), de modo que N (¢)|mde (a, B).

Esta observagao, nos garante que se mdc (o, 5) = 1, entao qualquer divisor co-
mum de a e [ tem norma dividindo 1, logo sua norma deve ser 1, e portanto, o
divisor comum seria uma unidade. No geral, é necessario utilizar o algoritmo de
Euclides em Z[w], a fim de calcular o maior divisor comum em Z[w].

Sendo de suma importancia observar que encontrado um méaximo divisor comum
em Z|w| pelo algoritmo de Euclides, qualquer outro méximo divisor comum sera um
associado do ja encontrado, como mostraremos no corolério.

Corolario 1.1. Sejam «a e f € Z[w] com 5 # 0 e § um mdzimo divisor comum
produzido pelo algoritmo de Fuclides. FEntao qualquer mdximo divisor comum de «
e B serd um mailtiplo unitdrio de 0.

Demonstracao. Suponha que 0 seja um maximo divisor comum de « e (3, e agora

. / PR ! . ! .
considere 6 um divisor comum de « e  tal que 0 |J, ou seja, § = 0 -, e assim
temos:

!

N(8)=N(8)-N(y) =2 N(&)

Como ¢ é um maximo divisor comum, sua norma é méaxima entre todas as normas
dos divisores comuns, assim a desigualdade N (6) > N (&) tem de ser uma igualdade.
Isso implica N () = 1, entdao v = +1, +w, +w?.

Assim, ¢ e § sdo miultiplos unitarios um do outro. m
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1.4 Teorema de Bézout

Um teorema de fundamental importancia para os niimeros inteiros, que traz con-
sigo iniimeras aplicacoes, é o teorema de Bézout, que também pode ser explicitado
e caracterizado para os inteiros de Einsteins.

Teorema 1.5. Teorema de Bézout Sejam « e [ € Z[w], ambos nao nulos, com
mdc (a, B) =9, entao ax + By =0, para algum z,y € Z]w).

Demonstra¢ao. Considere os conjuntos C' = {y = azx + fy|z,y € Zw]}, D =
{N(v); v€C}eD=D\{0}.

Dai, note que D* C N, o que implica que D* possui menor elemento.

Seja k o menor elemento de D*, entdo existe vy # 0 € C tal que k = N (7).

Agora suponha que vy 1 o, entdo a =y q + 7, com N(r) < N(7).

Entao,

r = a—="%¢4q

ro= a—(azo+Byo)q
ro= a—arq—PYq
ro= ol —xq) + B(~Y0q)

Assim, r € C, e como N(r) < N(v), Absurdo!

Pois k = N(70) era o menor elemento de D*, e portanto g | cv.
Analogamente, 7 | 3.

E dessa forma ~y é um divisor comum de « e f3.

Agora, vamos mostrar que vy = mdc(a, ).
De fato, seja 7 um divisor comum de « e (3, entdo v|a e v| 5, e assim a = y¢q; e

B =gz, como v = azo+ Byo = v = V(q1 To + G2%0) = 7|0
Como ~ divide v e vy é um divisor comum, tem-se que 7y, serd um maximo divisor
comum. O]

Corolario 1.2. Sendo a e [ inteiros de FEisenstein, nao nulos, entdo o e 3 sdo
primos relativos se, e somente se, podemos escrever ax + By = 1, para algum
z, Yy € Zlw).

Demonstracao.

(=): Se a e [ sao relativamente primos, entao 1 é um méaximo divisor comum de «
e (. Portanto, podemos tomar x, y € Z[w| pelo Teorema de Bézout.

(«<): Se axr+ Py =1paraalgum z, y € Z[w], entao qualquer divisor comum de « e
(£ é um divisor de 1, e portanto, ¢ um associado deste, logo temos « e [ relativamente
primos [

Exemplo: Sejaa=T7+3we  =2+4w, entao pelo algoritmo de Euclides, temos:

T+3w = 2+4w)(—1—-2w)+ (14 3w)
244w = (143w)-14+(1+ w).

10
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Dali,

143w = (T4+3w)— 2+4w)(—1—-2w) (1.2)
l+w = (244w)—(1+3w)

Subtituindo (1.2) em (1.3), tem-se

I+w = 24+4w) —[(T+3w) - (2+4w)(—1 —2w)]
= (T4+3w)- (-1)+(2+4w) - (1 - (-1 -2w))
= (7T+3w)- (1) +2+4w) (24 2w).

Multiplicando ambos os lados por —w, teremos:

14+ w) (—w) = (7T+3w)-(-1) (—w)+ (24+4w)- 2+ 2w) - (—w)
1 = (7T4+3w) - (w)+ (2+4w) - 2.

Esta caracterizacao do Teorema de Bézout para os inteiros de Eisenstein reproduz
todas as consequéncias habituais que existem sobre os inteiros, como apresentaremos
nos trés corolarios a seguir.

Corolario 1.3. Suponha que o | 7y em Z[w] com « e 5 relativamente primos. Entao
aly

Demonstra¢ao. Tome Sy = ad para algum ¢ € Zjw] e mde (o, ) =1 = az+ Ly =
1 para alguns x,y € Z[w].
Multiplicando ambos os lados da equacao por 7, temos:

v = yaz+yBy
= ayr+ady
= a(yz+dy)

E assim, a| 7. O
Corolario 1.4. Sea|vy e B |7y € Z|w]| com « e 5 relativamente primos, entdo af | 7.

Demonstragao. Sendo a e 5 € Z[w] relativamente primos, tem-se mdc (o, f) = 1 =
ax+ fy=1paraz, y € Zwl.

Multiplicando ax + Sy = 1 por 7 teremos yax + vy = 7 (%), como por hipotese
alyep|y=v=aoery=p)para algum 0,6 € Z[w].

E assim, de (%), teremos

v = fdar+acfy
= (af)(0z)+ (ap)(oy)
= (aB)(dx+oy).

Assim, af3 | 7. ]

Corolario 1.5. Para o, 3,y em Z|w] ndo nulos, a e [ sao relativamente primos
para vy se, e somente se, se af € relativamente primo para .

11
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Demonstracao.

(=): Sabemos que mdc (a,7) = 1= az+ fy =1, para z, y € Zw] e mdc (5,7) =
1= pz+~5=1para z, § € Z]w|.
Temos:

Bz+v = 1

Multiplicando a primeira equacao por 3, tem-se:

{ afz+yfy = B

{ ar+yy = 1

Bz+~v = 1

Substituindo § em Bz +~0 = 1, teremos (afx+~vBy)z+~v0 = 1, entao (af)(zx) +

Y(Byz)+70=1= (apf)(zz) +v(Byz +0) =1
Dai, o mdc (af,vy) = 1.
Portanto, af é relativamente primo com .

(«<): Sabemos que mdc (af8,y) = affr+vys =1, parar, s € Z[w].
Considere:

r=prey=s.

z=ared=s.
Entdo, ax + vy = 1= mdc (a,7y) =1 e fz+~v0 =1 = mdc (5,7) = 1. E assim, «
e [ sao relativamente primos . O

12



Capitulo 2

Ntuimeros Irredutivels de Eisenstein

Iniciaremos neste capitulo, o estudo dos ntmeros irredutiveis de Eisenstein, que
quando se trata dos nimeros inteiros, sao mais conhecido como ntimeros primos.
E uma das ferramentas mais importante de toda a Matematica, pois tais nimeros
desempenham papel fundamental na construcao da Aritmética, e neste momento
utilizaremos a importancia e a relevancia dos mesmos para tratarmos de forma mais
interessante, as propriedades, teoremas e curiosidades dos irredutiveis (primos) em
Z|w].

Para esse estudo, comecgaremos definindo um nimero irredutivel.

2.1 Numeros Irredutiveis

Definicao 2.1. Um elemento  # 0 de um dominio de anel A é dito irredutivel
se nao for uma unidade e sempre que f = ad com «, d € A, entdo a ou § € uma
unidade.

Dois irredutiveis 1 e [, sao ditos associados se eles diferem de uma unidade,
ou seja, B1 = u P2, com u € U(A). Por exemplo, em A = Z, as unidades sao +1
e os elementos irredutiveis sao da forma +p, onde p é um ntmero primo, entao p e
—p sao associados. Porém elementos associados devem ser vistos nao como primos
distintos mas como um "tnico primo'"para efeitos de fatoracao.

No intuito de facilitar algumas demonstracoes que virao a seguir, definiremos a
congruéncia entre dois nimeros de Fisenstein, andloga a congruéncia em 7Z

Definicao 2.2. Sejam af3, v € Z[w]. Dizemos que a = 5 (mod~y) < v|a — 5.

Lema 2.1. Se f|a € Zjw] e N(8) =1 ou N(B) = N(«a), entao ou 5 é unidade ou
€ um maultiplo unitdrio de o.

Demonstragdo. Se B|a € Z[w] e N(8) = 1, entao 8 = +1, 4w, +w? Agora, se
flae N(B) = N(«a), teremos que o = 36, e aplicando a norma em ambos os lados,
N(a) = N(B)N(0), como sabemos que N(f) = N(«), tem-se N(d) = 1, acarretando
que § = £1, +w, +w?, e entao B = +a, fwa, Fwia. O

E assim, quando N(«) > 1, ha sempre doze divisores de a: +1, +w, +w?, +a,
twa, £w?a, esses fatores sao chamados de triviais de «. Eles sdo analogos aos qua-
tros divisores triviais +1 e £n para algum n € Z com |n| > 1. E desta forma,

13
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qualquer outro fator de a é chamado de nao trivial.

Isso parece bastante inicialmente, pois, os primos em Z tém o menor nimero
possivel de divisores. Porém, os irredutiveis de Eisenstein tém nada menos que
doze divisores, e apesar de parecer um absurdo, isto esta correto, pois além das seis
unidades, cada inteiro de Eisenstein tem mais seis divisores, justamente os multiplos
unitarios deste inteiro.

Definigao 2.3. Seja « € Z|w|, dizemos que « tem fatoracao nao-trivial, quando o
mesmo puder ser decomposto em nimeros inteiros de Eisenstein com norma superior
a l.

Definicdo 2.4. Seja a € Zlw] com N(«a) > 1. Entao, se existir um fator nao
trivial de o, este serd chamado de composto e se o $6 tem fatores triviais, este serd
vrredutivel.

Assim, um nimero inteiro de Eisenstein composto é aquele que possui fatoracao
nao-trivial. Por exemplo, uma fatoracao trivial de 18 + 7w é (—11 — 18w) - w, e ndo
trivial de 18 + 7w é (4 + 3w) - (3 — 2w), uma nao trivial de 3 é (=2 — w) - (=14 w) e
o interessante é que o niimero 3 é primo em Z. Isto gera perguntas tais como, quais
nimeros primos de Z serao primos em Z[w|?

Por exemplo, o niimero 5 também ¢é primo em Z|w|, e para mostrar isso, vamos
argumentar por contradi¢ao:
Considere que 5 é um nimero composto em Z[w|, entdo, existe uma fatoragao ndo
trivial tal que 5 = a3, com a e B € Z[w], N(a) > 1 e N(8) > 1. Aplicando as
normas de ambos os lados na decomposicao do 5 teremos N(5) = N(a) N(5), com
N(a) >1e N(B) > 1, e portanto N(a) = N(5) = 5.
Tome o = d + ew, teremos d*> —de +¢e*> =5 = d* —ed+ ¢ -5 = 0 0 que
pode ser considerada uma equac¢ao do segundo grau em funcao de d, e fazendo
o estudo de discriminante desta equacdo, b?> — 4ac, em que a é o coeficiente da
varavel do de segundo grau, b é o coeficiente da variavel do de primeiro grau e c
o termo indenpendete das varidveis, para que ela admita raizes reais, obteremos
%ﬁ <e< %ﬁ = —2,58<e<2,58, comoecZ=>e=-2—-1,0,12.
E assim, se:

ec=-2:d>+2d-1=0=d=-1+2¢7Z

ee=—1:+d-4=0=>d="21T¢7

ec=0:>-5=0=d=+V/5¢7

e=1:d>—-d—4=0=>d=21¢7

e=2:d>-2d-1=0=>d=1+2¢7Z

14
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Portanto, nao existem inteiros d e e que satisfacam a equacao, de modo que temos
uma contradicao.
Assim, 5 tem apenas a fatoragio trivial em Z[w], entdo 5 é irredutivel em Z[w].

Esta construcao, nos proporciona indagacoes tais como, quando um ntimero
primo em Z seré irredutivel em Z[w]? Quando um inteiro de Eisenstein sera ir-
redutivel? Na busca de responder estas indagacoes, construiremos a partir de agora
quando teremos inteiros irredutiveis em Z[w|, observando-se que sempre é mais con-
fortavel e 4gil trabalhar nos Z. Por isso, tentaremos sempre que possivel utilizar a
norma como critério.

2.2 Critérios para os Irredutiveis de Eisenstein

Teorema 2.1. Se a norma de um inteiro de FEisenstein é primo em Z, entao o
inteiro de Eisenstein serd irredutivel em Z[w].

Demonstra¢ao. Tome o € Z[w] e p primo em Z*, com N(«) = p.

Agora, devemos mostrar que « s6 tem fatores triviais, isto é, seus fatores tem norma

1 ou N(«a), entao « é irredutivel em Z[w].

Considere assim qualquer fatoracao de a € Z[w], « = B~. Aplicando a norma,

teremos p = N(5) N(7), sendo uma equagdo em nimeros inteiros positivos, e p

primo em ZT, por isso N(8) =1 ou N(v) = 1.

Acarretando que 8 ou v é uma unidade, de modo que « nao adimite fatores nao

triviais.

E assim, « é irredutivel. O
A reciproca do Teorema (2.1) é falsa, pois existem irredutiveis de Eisenstein cuja

a norma nio ¢ prima em Z, e mesmo assim este é irredutivel em Z[w]. Por exemplo,

o nimero 5 que tem norma 25, e é primo em Z[w].

Na busca de construir um critério para determinarmos quando um inteiro de
Eisenstein é irredutivel em Z|w|, demonstraremos a seguir quatro lemas e dois teo-
remas.

Lema 2.2. Seja p € Z primo, exceto 2 e 3. Entao, p=1(mod6) ou p =5 (mod6).

Demonstracao. Todo nimero inteiro é expresso por uma das formas: 6k, 6k+1, 6k+
2, 6k + 3, 6k + 4, 6k + 5, com k € Z.
Dai note que:
As formas 6k, 6k +2, 6k +4 sdo caracteristicas de niimeros pares, inclusive o 2 (para
k = 0, na forma 6k + 2), e portanto todos, exceto o 2, s80 compostos.
A forma 6k + 3, caracteriza os miltiplos de 3, inclusive o 3 (para k = 0), e portanto
todos, exceto o 3, sao compostos.
Assim, as formas 6k + 1 e 6k + 5 podem constituir nimeros primos, exceto o 2 e o
3, conforme acima.
E deste modo, conclui-se que os primos, excetos 2 e 3, sao congruentes a 1 ou 5
modulo 6.

m
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Lema 2.3. Seja p € Z um primo. Entao p=1(mod3) < p=1(mod6)

Demonstragao. (=) Sabemos que todo primo p # 2 € Z é congruente a 1 modulo
2, como por hipotese p =1 (mod3) = p = 1mod([2,3]) = p =1 (mod6)

(<) Sendo p = 1(mod6), entdo p é da forma 6k + 1 podendo ser escrito da forma
3-(2k) +1 = 3k" + 1 e assim congruente a 1 modulo 3. 0

Lema 2.4. Sejap € Z primo. Sep=1 ou 7(mod12) = p =1 (mod6).

Demonstragio. Sendo p = 1 ou 7(mod12), tem-se p = 12k +1 ou p = 12k + 7,
0s quais poderiam ser escrito, respectivamente, da forma p = 6 - (2k) + 1 ou p =
6-(2k" + 1)+ 1, ou seja, p = 6k; + 1 ou p = 6k, + 1.

E entao p é congruente a 1 modulo 6. ]

p—1

Teorema 2.2. Seja p # 2 € Z um primo. Entao, (—=3)z = 1(modp) < p
1 (mod6).

Demonstragio. Primeiramente observe que (—3)"z = 1 (modp) = (—1)"z 3"z =
1 (mod p).

E para que isto ocorra, é necessario, que (—1)% =1e3"% =1ou (—1)% =-1
e3"T = —1.

Note que (—1)]%1 ¢ igual a 1 quando ;%1 for par e igual a —1, quando 1%1 for impar.
Como p é um primo diferente de 2, ou seja, impar, entao existem duas possubilidades
para ele em termos de congruéncia modulo 4, ser congruente a 1 ou 3 mddulo 4.
Sendo:

p =1 (mod4), tem-se p%l = % = 2k, par;

p=3(mod4), tem-se L+ = £ 12 — 2(2’“2)“ =2k’ + 1, impar.

: e | 1, se p=1(mod4)
E assim, (-1)72" = { -1, se p=3(mod4)
Dessa forma obteremos que, 3% = 32 se. p=1L(modd)
—(372), se p=3(modd)
E assim
[ ] 3PT_1 = ]_
p = 1(mod4) =3 (mod4)
= { 3t = 1 M8 o= -1
p = 1(mod4) p = 3(mod4)
A { p = 1(mod3). My = 2 (mod 3)
& p=1(modl2) ou p=11(modl2).
[ BPT_I = —1
p = 1(mod4) =3 (mod4)
= { 3t = -1 M8 o= 1
p = 1(mod4) p = 3(mod4)
< { p = 2(mod3). ot = 1(mod3)
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1, se p=1 oull(modl2)

p=1
E portanto, 3°2 = { —1, se p=5 ouT(modl2)

Diante das demontracoes necessarias acima, podemos de fato, provar o teorema.
(=): No caso,

1. (-1)"= =1e3% =1, temos p = 1 (mod4) e p =1 ou 11 (mod 12), e estas
condigoes fornecem p = 1 (mod 12) e pelo lema (2.4) temos p = 1 (mod 6).

p—

2. (—1)T1 =—le3" =—1, temos p = 3 (mod4) e p=>5ou7(modl2), e estas
condicoes fornecem p = 7 (mod 12) que pelo lema (2.4) temos p = 1 (mod 6).
(«<): Se tivermos p = 6k + 1, entdo:

—1

1. para k par, entdo p = 1 (mod12) temos (—3)z7 = 1;

-1

2. para k impar, entdo p = 7 (mod 12) temos (—3)z7 =1
[l

Lema 2.5. Seja p € Z primo. FEntio, p = o + 3% para alguns inteiros o e
BEZ<p=23oup=1(modb)

Demonstragdo. (=) Se a = 0, entdo p = 332, tem-se p = 3, pois p & primo.

Se a # 0, entdo temos o = 1(mod3) ou a = 2(mod3), obtendo assim p sera
congruente a 1 modulo 3, que pelo lema (2.2) teremos p = 1 (mod6).
(<)Sep=3=3=0*+3-(1)>~

Se p = 1(mod6), pelo teorema (2.2), existe a € Z tal que o® + 3 = pt (1), para
teZ,0<t<np.

Assim,

Set=1=p=a*+3-(1)~

Se ¢t # 1, entdo tome 3 € Z tal que 8 = o (modt), com § € (—%,%), dal o® =
3% (modt). Logo, (a? 4+ 3) = (8% + 3) (mod t), e assim para algum ¢ € Z, 1 < § < t,
temos 3% + 3 = 8t (2).

E de (1)-(2), obtemos (o +3)(82+3) = pit* & (aB+3)* +3(a— )? = pit?, como
t divide ambos os membros, entao (@)2 +3 (0“—;’8)2 = dp, logo podemos escrever
um miltiplo menor de p na forma a? + 352

Dai, tomando § = 1 ja obteremos p. Caso, § # 1, repetimos o procedimento acima

um numero finito de vezes até obtermos o resultado. L]

Teorema 2.3. Seja p € Z primo. Entdo, p = a® —ab+b* para ab € Z < p = 3 ou
p=1(mod6).
Demonstragdao. (=)Seja p = a? — ab+ b? como hipotese. Entao:
e se a e b sao ambos pares, ou seja, a =2k e b=2k, =b—a=2n,n € Z =
b= a+ 2n. Logo,
p = a®—ala+2n)+ (a® + dan + 4n?)
= a® —a® — 2an + a® + dan + 4n?
= a®+ 2an + n? + 3n?
= (a+n)*+3n’

Pelo lema(2.5), temos p = 3 ou p = 1 (mod6).
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e se a e bsao ambos impares, ou seja, a = 2k+1eb = 2k;+1 = b—a =2n,n € Z,
e dai a demonstracao é analéga ao caso de a e b pares.

e se um deles é par e outro é impar. Digamos a par, dai a pode ser escrito da
forma 2n,n € Z. Logo,

p = (2n)> —2nb+1?

= 4n® — 2nb + b?
= n2—2nb+ b+ 3n?
(n —b)? + 3n>.

Pelo lema (2.5), temos p = 3 ou p = 1 (mod 6).

E assim, se p € Z primo é da forma a® — ab + b%, entdo p = 3 ou p = 1 (mod 6).

(<) Se p =3 ou p=1(mod6), entao:

22 _2.1412=3=p=3

e pelo lema (2.5) existem a e 3 € Z tal que p = o 4+ 33% Daf tome o =a — %
eﬁ:g,coma,bez,eassim

p = ao?+35°

Portanto, se p = 3 ou p = 1 (mod 6), entao p = a®> —ab+b* para algum a, b € Z. [

Agora que identificamos alguns requisitos necessarios para a caracterizagao dos
irredutiveis em Z[w|, poderemos responder as indagagoes norteadores dessa busca.

Teorema 2.4. Seja « irredutivel em Z, com N(a) = p primo, entdo p = 3 ou

p =1(mod6).

Demonstragao. Pelo teorema (2.1), como N(«) é prima, « é irredutivel em Z[w],
e por hipotese N(a) = p = a® — ab + b*> = p, que pelo teorema (2.3), p = 3 ou
p = 1(mod6) O

Dessa forma, observe que o nimero 2+ 3w é irredutivel em Z|w], pois tem norma

22 -2.34+32=4—-6+9="7, que é congruente a 1 modulo 6.

A pergunta que noés falta ainda ser respondida é quando um primo em 7Z sera um
irredutivel em Z[w], e a resposta para esta indagacao sera respondida pelo seguinte
teorema.

Teorema 2.5. Seja p € Z primo. Entdo, p serd irredutivel em Z|w| se, somente se,
p=2 oup=>5(modb).

18
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Demonstracao.

(=): Suponha por absurdo que p primo em Z, com p = 2 ou congruente a 5 mo6dulo
6, possa ser fatorado em Z|w]|, ou seja, p = a 3, com «, 8 € Z|w] — U(Z]w)).

Dessa forma, temos p?> = N(a) N(3), como « e 3 nao sao as unidades, pois por
hipotese p ndo possui fatoracdo trivial, e assim N(«a) # 1 e N(B) # 1 = N(a) =
N(B) = p.

Escrevendo o = a + bw, a, b € Z, tem-se p = a® — ab + b*, que pelo teorema (2.2),
temos p = 3 ou p = 1(mod6). Absurdo, pois p = 2 ou p = 5(mod6). Logo, p ndo
pode ser fatorado em Z[w|.

(«<): Seja p primo em Z e irredutivel em Z[w], com p # 2 e p Z 5 (mod 6), entao pelo
lema (2.3), p = 3 ou p = 1 (mod 6), podendo assim, ser escrito da forma a* — ab+ b*.
Porém, p sendo da forma a? — ab + b%, entdo p também poderd ser escrito como
(a + bw)(a + bw?), que ao aplicar a norma de ambos os lados teremos, N(p) =
N(a+bw)N(a+bw?) = p*> = N(a+bw)N(a+ bw?), mas como a N(a+ bw) = p,
tem-se que N(a + bw?) = p, acarrentando que a +bw e a + bw? sao irredutiveis em
Z|w]. O que tornaria p escrito como o produto de dois irredutiveis em Z[w]|, ou seja
fatoravel. Absurdo! Pois p era irredutivel em Z[w].

Portanto, p = 2 ou p = 5 (mod 6). ]

Esse teorema traz um resultado bastante forte, pois este garante que todo primo
em Z que nao for 2 ou congruente a 5 modulo 6, serd composto em Zw].
Isto, garante que os nimeros 3, 7, entre outros, serdo compostos em Z[w], e uma
maneira de achar esta fatoracao ¢ utilizando a norma, como mostraremos no exem-
plo a seguir.

Exemplo: Escreva 3 como o produto de irredutiveis em Zw].

Utilizando o teorema (2.4) sabemos que 3 nao ¢é irredutivel em Z[w], por isso pode

ser decomposto como « - 3, com « e 3 € Z[w], desta forma teremos N(a)N(S) =9,
como N(«a) eN(fB) sao diferentes de 1, pois o e 8 nao sao as unidades, e a norma
sdo numeros inteiros positivos, teremos N(«) = N () = 3.
Escrevendo oo = a+bw, com a, b € Z, tem-se a®> —ab+b*> =3 = a®> —ba+b*>—3 = 0,
como precisamos que esta equacao tenha solucao devemos ter o discriminante da
mesma maior ou igual a 0. Discriminando a equagao para a, temos b? — 4(b? — 3) >
0= -3 +12>0= -2<b<2sendobcZ=0b=—-2,—-1,0,1,2. Assim, se:

e b=-2=d’+2a+1=0=(a+ 1) *=0=a=-1=>a=—-1—-2w.

eb=-1=a’+a-2=0=(a+2)(a—1)=0=a=2o0ul=a=-2—w
oua=1—uw.

b=0=>a*-3=0=a¢Z

b=1=ad*-a-2=0=(a—2)(a+1)=0=a=-1lou2=a=-1+w
oua=2+w.

b=2=d>-2a+1=0=(a—1)P2?=0=a=1=a=1+2w.
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Dai, o pode assumir qualquer um dos valores acima, pois os outros serao associados
do niimero de Eisenstein escolhido.

Entao, tomemos o = 1+ 2w, portanto precisamos descobrir 3 tal que - 5 = 3. Note
também que [ assumird algum dos nimeros de Eisenstein acima, pois a norma deste
também é 3, precisamos apenas descobrir quais destes serd o niimero necessario, para
que em produto com o « escolhido resulte em 3. Além disto é importante ressaltar
que tais nameros escolhidos para a e § sdo irredutiveis em Z[w], pois ambos possuem
norma prima, como garantido pelo resultado do teorema (2.1).

Assim, procurando o = ¢ + dw, temos:

(1+2w)(c+dw) = 3
(c—2d)+ (2c+d—-2d)w =
(c—=2d)+ (2c—d)w =

E dessa forma, c —2d=3e2c—d=0=c=—-led=-2=[=—-1—-2w
Portanto, 3 = (1 + 2w)(—1 — 2w).

2.3 Fatoracao Unica

Diante do exposto ja sabemos o suficiente sobre os irredutiveis de Eisenstein,
entao voltaremos a nossa atencao agora para a construcao fatoracao tnica. A exis-
téncia de uma fatoragdo em Z|w] sera provada de forma similar & prova da fatoragao
em 7, primeiro estabeleceremos a existéncia de tal fatoracao e depois de sua unici-
dade.

Teorema 2.6. Seja a € Z[w|, com N(a) > 1. Entdo « pode ser escrito como um
produto de nimeros irredutiveis em Z[w).

Demonstra¢ao. A nossa prova serd por inducao em N(a).

Suponha que N(«a) = 2, isto significa que, a®* —ab+0* =2 = a® —ab+ b* — 2 = 0.
Discriminando a equagao em fungao de a para determinamos quando ela existira
teremos, b? — 4(b? —2) > 0= —30> +8 > 0= —20 <b< 2 = —1.63... < b <
1,63...,comobe Z=bb=—1,0,1.

Dali, se:

eb=—-1=dad*+a—1=0= a¢Z, logo nao existe a.
e b=0=0a*>—-2=0= a¢ Z,logo nao existe a.
eb=1=a>—a—1=0=a¢Z, logo nio existe a.

Assim, ndo existe inteiro de Eisenstein que a satisfaz N(«) = 2.

Tomemos agora N () = 3, isto significa que a®> —ab+b*> =3 = a®> —ab+b*—3 =0,
que do exemplo acima temos: o = —142w, —2—2w, 1 —w, —1 4w, 24w ou 1+ 2w,
portanto « é irredutivel pelo teorema (2.1).

Agora vamos supor n >4 e 3 < N(«a) <n, onde se N(v) < N(«a), entdo v pode ser
fatoravel em fatores irredutiveis em Z[w).
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E dai queremos mostrar que todo inteiro de Eisenstein com norma n serd um produto
de nimeros irredutiveis em Z[w].

Se:
e nao houver inteiro de Eisenstein com norma n, entao nao h& nada a provar.

e n for um namero primo em Z, entdao « é irredutivel em Z[w], pelo resultado
do teorema (2.1), e sua fatoragao é imediata.

e tivermos um inteiro de Eisenstein com norma n, que seja composto, entao
podemos escrever a = (3§, onde a N(f), N(d) < N(a) = n, que por hipotese
tem-se 5 e ¢ sdo fatoraveis em irredutiveis de Z[w]|, e portanto a serd um
produto de irredutiveis em Z[w].

E portanto, a pode ser escrito como um produto de ntumeros irredutiveis em Z|w].
[

Note que escrevemos 3 = (14+2w)(—1—2w) = (—2—w)(—1+w) de seis combina-
coes possiveis, devido aos associados unitarios que encontramos no exemplo anterior,
e que todos os fatores sdo primos em Z[w], pois suas normas sao primas em Z. Na
verdade isto também pode acontecer em Z, como por exemplo: 8 = 2-4 = (—2)-(—4),
o que mostra que a fatoracao também nao seria tnica se consideressemos em Z as
unidades como —1,1, uma vez que poderiamos combinar outres fatores. Logo, as
questoes de sinais sao evitadas em Z, para concetramos a atencao a propriedades
interessantes que ficaram mais complexas caso fosse admitido as duas unidades, e
dai a decisao de trabalhar apenas com os nimeros primos positivos em Z. E isto
deixara mais claro a necessidade e importancia das unidades na fatoragdo em Z|w].

Tendo estabelecido a existéncia da fatoragao de irredutiveis em Z[w], partiremos
agora para a sua unicidade.

Lema 2.6. Seja m um irredutivel em Z[w] e a1, s, ..., € Zlw], se m|aiaq...a,
entao m divide algum o, com 1 < j <.

Demonstracao. Faremos a prova por inducao em 7.

Considere r = 2, ou seja, 7| ayas = ajag = w0, com o € Z[w].

Agora, suponha que 7 1 aq, isto implica que 7 e «; s@o relativamente primos, assim
Ty + @10 =1 = aumy + sy d = e, com 7, 0 € Z[w].

Substituindo a; e por mo na igualdade anterior aomy + 700 = g = w(agy +0d) =
ay = | as.

Suponha agora que:

e se T|ajas...q,, entdo 7 dividird ajas...c.q4 1.

e se T|ajas..qp 01 = Qg...0Qpy = TO, com 0 € Zw] e 1 ajs...q. = B,

f € Zw], entdo m e [ sdo relativamente primos, assim 7y + 6 = 1 =
Q1Y + Qg1 30 = Q1.
Substituindo ajas...q.,.11 = mo na igualdade anterior, o, 17y + wod =

a1 = (1Y +00) = apyr = T gy
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E portanto, se 7 | aja...c, entao 7 divide algum a;, com 1 < j <r. O

Teorema 2.7. (Fatoracio Unica) Qualquer o # 0 € Z[w], com N(a) > 1 tem uma
fatoracao inica em trredutiveis no sequinte sentido, se:

/ ’ ’

o= M. Ty = M Ty... T

/ ~ . » . ~ .

onde o m;s e m;s sao irredutiveis em Z|w], entao r = s e depois de uma adequada
~ z - . <y s e !

renumaragao cada m; € um mailtiplo unitdrio de ;.

Demonstragao. O teorema (2.5) mostra que cada a € Z[w], com N(«) > 1 tem uma
fatoracao de irredutiveis em Z[w].

Quando « é irredutivel, sua fatoracao é obviamente tinica.

Agora, vamos mostrar a unicidade em geral por indugdo em N(«).

Suponha que n >3 e 1 < N(a) < n com « tendo uma fatora¢ao tnica.

Podemos dessa forma supor que ha inteiros de Eisenstein com norma n (caso con-
trario, ndo ha nada a verificar), e s6 nos concentramos sobre os & compostos com a
norma 1.

Considere as duas fatoracoes de irredutiveis de « como exposto no enunciado do
teorema, suponha que 7 | @, assim podemos escrever:

T | T o T
Pelo lema (2.6), tem-se que m |7r; para algum 1 < j <s.
Tome j = 1 (sem perda de generalidade), ou seja, m, | 7}, e assim 7, = ¢7;, como 7,
e m; sao irredutiveis em Z[w], entao £ € {+1, tw, +w?}.
Observando as duas fatoracoes de «a, temos:

! I
M. Ty = M Ty... T,

Cancelando m; em ambos os lados, resulta-se:
I ! !
ToM3... Ty = {MyTy.. T, (2.1)

Tome, agora = moms...m,, com N(B) < N(«).

Como ¢ é uma unidade, e {7, ¢ um produto sobre o lado direito de (2.1), realmente
irredutivel, entdao (2.1) tem duas fatoragoes de irredutiveis para §, com (r — 1)
irredutiveis do lado esquerdo e (s — 1) irredutiveis do lado direito.

Porém, como N(f) < n, a hipotese indutiva diz que [ tem fatoragao tnica, entdo
(r—1) = (s—1) = r = s e, ap6s nova rotulagem apropriada, temos que 75 e £, s30
miltiplos unitarios, e dai observa-se que nesta construcao, m; e 7T; seram miltiplos
unitarios para ¢ > 2, e assim a prova estara completa. ]

Vamos ilustrar a fatora¢ao unica de a = 4 + 2w. Sabemos que N(a) =4* — 4 -
2422 =12=4-3, e dai tem-se que o tem fatores nao triviais onde uma norma é
3 e outra é 4, tomando f =1+ 2w ey = —2 — 2w, temos N(8) =3 e N(y) = 4,
assim temos algumas possibilidades de produtos de dois nimeros de Eisenstein que
tem norma 12:

a) -0 =(142w)(l+2w)=-3.
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b) B-v=(142w)(—2—-2w)=2—-2w
c) v-y=(-2—-2w)(—2—-2w) = 4w
Analisando (b), multiplicando por —w? temos que:

(14 2w) (=2 — 2w)(—w?) = (2 - 2w)(—w?
—(14+2w)2+2w)(1+w) = 442w

E assim a fatoracdo de 4 + 2w é —(1 4 2w)(2 + 2w)(1 + w).

O favorecimento do conhecimento do ntimero de Eisenstein é que os mesmo po-
dem proporcionar resolugoes de problemas interessantes em Z facilitando métodos
e até mesmo encurtando caminhos de resolugoes, como mostraremos nos exemplos
a seguir.

2.4 Aplicacoes Interessantes dos Inreiros de Eisens-
tein
Exemplo: Resolver a equacdo diofantina y° = 22 + x + 1.

Solugdo: Primeiro observe que N(x—w) = 2*+z+1=9" ey’ = (v —w)(z —w?),
entao assim seria mais facil trabalhar em Z[w].
Sejad € Zw]talque | (z—w) e d| (z—w?), dai § | (z—w)— (z—w?) = 0 | (w—w?) =
w(l—w), como w é unidade e 1 —w & irredutivel, pois tem norma 3, temos que r —w
e v — w? temo no méximo 1 — w como fator comum.
Sendo o produto de z — w e x — w? uma quinta poténcia e os elementos de U(Z[w])
também sao quintas poténcias perfeitas, pois o sinal se preserva, podemos concluir
utilizando a fatoragdo tnica que r — w = [(1 — w)]*a® com « € Z[w].
Tomando as normas, temos N(x —w) = N(1 —w)*N(a)® = y® = 3*N(a)?, e assim
k também deve ser um miltiplo de 5, e concluimos dessa forma que 7 —w = 3° para
algum f € Z[w].
Agora escrevendo 3 = m + nw, m, n € Z, obtemos que z — w = 3° é igual a

(m® — 10m>n® + 10m*n® — n°) + (5m*n — 10m>n® + 5mn* — n°)w

Dai, 5min — 10m3n? + 5mn* — n® = —1 = n(5m* — 10m3n + 5mn® — nt) = —1,
como n e (5m* — 10m3n + 5mn® —n) € Z = n = +1, assim:

e n=—1=5m'+10m*—5m?*—1=1=5m*—10m*+5m?—-2=0=m ¢ Z.

en=1=5m'=10m3+5m?> -1 = -1 = 5m* — 10m3 + 5m? = 0 =
5m?(m? —2m+1) =0=5m*(m—1)>=0= m = 0 ou m = 1, logo obtemos
(m,n) =(0,1) ou (1,1).

E como x = m® — 10m3n? + 10m?n3 — n’ e 22 + 4+ 1 = 3> Obtemos:
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e (mn) = (0,1 =>2=0-10-00-12+10-02-13 - 1° = —1 = ¢ =
(1) =1+l=1=y=1= (z,9) = (-1,1).
(

e (mn)=(1,1)=2z=1"-10-1-12410-1>-1*-1"=1-104+10-1 =
0=y"=002-0+1=1=y=1= (z,y) = (0,1).

Portanto, (z,y) correspondem as solucoes (—1,1) e (0,1).

Exemplo: Ache todos os a, b, c € Z* lados de um triangulo com um angulo de
60°.

Solugao: Vamos supor , sem perda de generalidade, que o angulo de 60° esta
entre os lados de medidas a e b, e pela lei dos cossenos, temos:

& =a®>+b*—2abcos(60°) = a® +b* — ab = (a + bw)(a + bw?) = N(a + bw)

Seja § € Z[w] tal que 6| (a + bw) e & | (a + bw?) = | (bw — bw?) = bw(1 — w), como
w é unidade e 1 — w é irredutivel, temos que a + bw e a + bw? tem no maximo 1 —w
como fator comum.

Sendo o produto de a+bw e a+bw? um quadrado perfeito e os elementos de U(Z[w])
também quadrados perfeitos positivos, podemos concluir através da fatoracao tinica
que a +bw = (1 —w)* - a2, com a € Zw].

Tomando as normas, tem-se N (a+bw) = [N(1—w)]*N(w)? = ¢ = 3*N(a)?, e assim
k também deve ser um multiplo de 2, e concluimos dessa forma que a + bw = 32
para algun [ € Zw].

Agora escrevendo 8 = m + nw, m, n € Z, obtemos que a + bw = $? ¢ igual a

(m* —n?) + (2mn — n*)w
Dai, a = m? —n% b=2mn —n? e

A = a>—ab+1?
= (m? —n?)? = [(m* —n?)(2mn — n?)] + (2mn — n?)?
= m' —2m*n?® +n' — 2m*n — m?n® — 2mn® + n?) + 4m*n?® — dmn® + n*
= m'+nt+3m*n? — 2mn® — 2m3n
= m* 4+ 2m*n? — 2mn(m? + n?) + m?*n® + n*
= (m*+n?)? = 2(m* + n*)mn + (mn)?
(m? +n?® — mn)?
= c=m?—mn +n’
E portanto, a = m? — n?, b = 2mn — n? e ¢ = m?> — mn + n?, para todo m, n € Z,
com m > n.

Exemplo: Resolva a equacdo a? — ab + b* = 1729 para os inteiros a > b > 0.
Solucdo: Notamos que a?> — ab + b é a norma de um ntmero inteiro de Eisenstein,
que pode ser expresso pela fatoragio (a + bw)(a + bw?), com a, b € Z.

Sabemos que 1729 = 7- 13- 19, e que estes numeros em Z[w| podem ser fatorados
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em irredutiveis da forma:
7 = (34+w)(3+uw?)
13 = d+w)(@d+uw?
19 = (5+2w)(5+2w?)
(2.2)
Como 1729 = (a+bw)(a+bw?) = a* — ab+b* em Z|w], entdo cada fator a+ bw deve
ser da forma uABC, com u uma unidade e
A = 34+ woud+w?
B = 4+woud+uw?
C = 5+2woub+ 2w?
Dai, observa-se que existem 8 opcoes possiveis para A - B - C. E para cada escolha

de A, B, ', multiplicada por uma das seis unidades, é possivel obter um par de a, b
que satisfaz, a > b > 0:

ABC = (B3+w)(d+w)(d+2w) =143+ 40w
ABC = (34w)(4+w)(5+2w”) =45+ 8w
ABC = (34+w)(4+w”) (54 2w) — 48 + 23w
ABC = (3+4w)(d+w?) (5+2w?) =32— 15w = —w?ABC = 47 + 32w
ABC = (34 w?) (4+w)(5+2w) =47+ 32w
ABC = (3+w)(4+w)(5+2w”) =25— 23w = w?ABC = 48 + 25w
ABC = (34w’ (4+w?) (5+2w) =37 —8w= —w’ABC =45 + 37w

ABC = (3+w?)d+w?)(5+2w?) =3 — 40w = —w?*ABC = 43 + 3w.

Assim, os 8 possiveis pares (a,b) que resolvem o problema sdo:
(43,3), (43,40), (45,8), (45,37), (47,15), (47,32), (48,23) e (48,25).
Podemos assim generalizar essa problematica para na seguinte situacao:

Exemplo: Prove que, para cada inteiro n, o nimero de solucoes inteiras de

2? — zy + y? = n é finito e divisivel por 6.

Demonstragdo. Da situagio anterior, sabemos que z° —xy+y* = (z+yw)(x+yw?) =
n, com x,y, n € Z. Como n € Z, este pode ser escrito como n{'n52..n,’, com
r € N, onde cada n;, 1 < i < r é primo em Z, e assim poderemos obter em Z[w]
cada n; = (x; + yw)(x; + y;w?) na forma de irredutivel.

E assim, cada fator x; +y,w devera ser da forma uA; Ay As... A,, com u € £1, +w, £w?

e

A = (z1+pw)ou(x + y1w2)
Ay = (29 + yow) ou (x9 + y2w2)
As = (23 + ysw)ou (xs + yng)
A, = (2, +yw)ou (z, + yw?)
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Dai, observa-se que existem 2" opcoes possiveis para A; - As-...A,, que multiplicadas
por u, essa quantidade serd multipla de 6.

E assim a quantidade de solucoes da equacao 2% — zy + y?> = n. com n € Z é finita
e divisivel por 6. O

Nesse estudo fica claro a importancia que a Teoria dos Ntiumeros tem para Mate-
méatica de modo geral, relacionando conceitos com estruturas, despertando o nosso
interesse em expandir o anel dos inteiros de Kisenstein como exposto no desen-
volvimento desse trabalho, que foi de proporcionar as especificidades dos mesmos,
ampliando um pouco da aritmética dos inteiros e dos inteiros de Gauss, promovendo
uma preparacao para a generalizacao de conhecimentos e transferéncia para anéis
com estruturas semelhantes de diversos contextos.
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