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Resumo

Essa dissertacao propoe apresentar uma ferramenta a mais para ser trabalhado
com os alunos do ensino médio no tocante ao estudo das conicas, e para isso usa-
remos as estruturas geométricas que o conjunto dos numeros complexos oferecem,
principalmente quando o utilizamos para representar e classificar as conicas de forma
reduzida, mesmo quando estas nao possuem seus eixos paralelos aos eixos do plano
cartesiano. Faremos também um estudo de caso sobre o ensino desses contetidos no
ensino médio onde refletiremos a partir das dificuldades vividas pelos professores de

matemadatica no ensino médio.

Palavras-chave: Numeros Complexos, Conicas, Histéria da Matematica e Repre-

sentagao Geométrica.



Abstract

This dissertation proposes to present an extra tool to be worked with high school
students as regards the study of conics, and for that we will use the geometric structu-
res that the complex number of numbers offer mainly when the We use it to represent
and classify conics in a reduced way, even when they do not have their axes parallel
to the axes of the Cartesian plane. We will also do a case study on the teaching of
these contents in high school where we will reflect from the difficulties experienced

by mathematics teachers in high school.

Key words: complex, conical numbers, mathematical history and geometric repre-

sentation.
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Introducao

A Matematica é a mola que move o mundo, pois suas ramificacoes estao inseridas
em diversas areas do conhecimento que alavancam o progresso das ciéncias em todo
o mundo. Esta disciplina estd presente em toda parte principalmente no cotidiano
das pessoas, contribuindo para esclarecimento e oportunizando melhores condicoes
de vida. “A Matematica constitui o instrumento que convém especialmente para
tratar as nogoes abstractas de toda a natureza e, nesse dominio, o seu poder é ilimi-
tado.” (Paul Dirac, 1923).

Apesar de sua importancia, a Matematica amedronta muitos alunos, pois, em
muitas vezes o processo de ensino-aprendizagem utilizado aborda esta disciplina de
forma que afasta a mesma do mundo pratico, tornando-a sem sentindo e desprazerosa
para o aluno, que sentindo-se desmotivado tende a rejeita-la. Nesta concepgao a
matematica chega até os dias atuais como ”bicho papao”para muitos alunos e até
professores de outras disciplinas.

O estudo da Matematica deve ser lascivo e incentivador, muitos autores apon-
tam caminhos diversos para dar sentido a tal estudo, considerando: contextualizacao,
resolucao de problemas e o trabalho com a histéria da matematica, pontos de fun-
damental importancia nas estratégias para tornar esta disciplina mais aprazivél, em-
bora, temos que lembrar que muitos conteiidos mateméaticos nao possuem utilizacao
pratica no cotidiano do educando, mas isso nao deve diminuir a importancia e neces-
sidade de aprender sobre eles, logo a meu ver esses conteiidos nao devem ser excluidos
dos conteidos programaticos do Ensino Médio, pois trazem muitos beneficios para o

avanco do conehcimento na vida académica futura do educando.

Nos Parametros Curriculares Nacionais (PCNs), a dlgebra é um dos eixos estru-
turadores do ensino fundamental, pois ela constitui um espago em que os alunos
podem desenvolver capacidades de abstracao e generalizagao, assim como ad-

quirem ferramentas para a resolucao de problemas. O PCN sugere que o ensino
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da algebra seja feito de forma clara e objetiva, buscando sempre a construgao

do conhecimento por parte dos alunos.

A cada dia que passa notamos que muitos professores de matematica estao bus-
cando modificar seus métodos de lecionar a disciplina, trazendo estratégias inova-
doras e buscando mostrar a aplicabilidade de muitos conteiidos matematicos, mas
como sabemos nem todos esses conteidos tem utilizacao pratca em nosso dia a dia.
Observamos ainda que na sala de aula o estudo da algebra esta ligado diretamente a
manipulacao simbdlica e resolucao de equagoes, que sao apresentadas de modo formal
e com poucas aplicagoes, com uso muitas vezes de exercicios meramente mecanicos,
sem dar ideia do porque que se estuda tudo aquilo. Por isso, é de extrema importancia
que professores e alunos entendam os conceitos algébricos e as estruturas que estao em
torno das manipulacoes. Refletindo sobre o surgimento da matemética percebemos
a importancia da resolucao de problemas, pois foi através de diversas situagoes que
surgiu a matematica, trazendo férmulas e simbolos, como por exemplo na associagao
de duas grandezas diretamente proporcionais ao mesurarmos a quantia a ser paga
por um produto que depende da quantidade e do preco de cada unidade comprada, e
das grandezas inversamente proporcionais ao relacionamos as grandezas velocidade e
tempo para percorrer uma determinada distancia, onde nesse momento trabalhamos

também a interdisciplinarizamos com outa disciplina neste caso a fisica.

Um professor de Matematica tem, assim, uma grande oportunidade. Se ele
preenche o tempo que lhe é concedido a exercitar seus alunos em operagoes
rotineiras, aniquila o interesse e tolhe o desenvolvimento intelectual dos estu-
dantes, desperdicando, dessa maneira, a sua oportunidade. Mas se ele desafia a
curiosidade dos alunos, apresentando-lhes problemas compativeis com os seus
conhecimentos e auxiliando-os por meio de indagacoes estimulantes, podera
incutir-lhes o gosto pelo raciocinio independente e proporcionar-lhes alguns
meios para alcangar este objetivo.( Tradugao de parte do livro How to solve
it: A new aspect of the mathematical method, George Polyla. 1945, pag 1,
publicado originalmente em Princeton, pela Princeton University Press, em

1945.)

Diante do exposto escolhemos tratar de dois contetidos que ultimamente vem sendo
pouco abordado pelos professores no ensino médio, sao eles Numeros Complexos e
Conicas, entao, para responder tais indagagoes, dividimos essa dissertacao em 4 ca-

pitulos e as consideracoes finais, onde, no primeiro faremos uma viajem pela origem
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e surgimento dos nimeros complexos, suas caracteristicas e defini¢coes, no segundo
abordaremos as conicas seus elementos e suas classificacoes, no terceiro mostramos o
auxilio que tal conjunto numérico oferece as conicas principalmente quando o utiliza-
mos para representar suas equacoes de forma reduzida e suas estruturas geométricas
para classifica-las, mesmo quando estas nao possuem eixos paralelos aos eixos do plano
cartesiano, no quarto capitulo apresentaremos um estudo de caso sobre o ensino des-
ses conteudos em sala de aula por professores do ensino médio de escolas publicas e

privadas, donde explanaremos as opinioes e vivéncias desses profissionais.
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Capitulo 1
Os Niumeros Complexos

Neste capitulo conheceremos um pouco da historia do surgimento dos ntmeros
complexos e a estrutura algébrica do corpo dos niimeros complexos e suas proprieda-
des.

1.1 A Origem dos Numeros Complexos

Nesta primeira secao convido voceés a viajarem no tempo comigo, nele vou trazer
um pouco da histéria da matematica e juntos vamos entrar neste mundo cheio de
imaginacao. Especificamente vamos conhecer o trabalho de alguns matematicos im-
portantes que viveram em diversas épocas, mas que tém algumas coisas em comum.
Além de gostar da Matematica, eles ajudaram a construir os conceitos dos Numeros
Complexos. Prontos para a viagem?

O conceito de nimero complexo se desenvolveu gradativamente, como ocorreu
com os demais tipos de nimeros. Para algumas equacoes de grau 2, como 22 + 1 = (
nao havia solugao até o século XVI, pois como sabemos até hoje nao existe dentro do
Conjunto dos Numeros Reais raiz de nimeros negativos. Porém, nao foi este o motivo
pelo qual os niimeros complexos surgiram. Ao passar dos anos, alguns matematicos
viram o mesmo problema para equacoes de grau 3, foi quando comegaram a perceber
que os numeros reais nao eram mais suficientes para resolver este tipo de equagao.
Uma curiosidade é que os numeros complexos surgiram na época do Renascimento,
onde a Europa estava se recuperando da peste negra e tinha uma forte influéncia do
Humanismo.

A matematica grega nao era compreendida, pois, poucos sabiam ler grego. Assim,
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os europeus acabaram seguindo para outros ramos e continuaram a difundir a Ma-
temdatica. Para resolver este problema, alguns mateméaticos europeus, principalmente
italianos desenvolveram pesquisas, e houve algumas disputas. Durante tais disputas,
os numeros complexos comecaram a ser desenvolvidos por Scipione del Ferro. Ferro
desenvolveu uma teoria para a solucao das equacoes do tipo 3 + px + ¢ = 0, mas
acabou nao publicando sua teoria.

Por que os matematicos nao divulgavam suas teorias? Nesta época os mateméaticos
tinham costume de desafiar outros matematicos, para provar que eram mais inteli-
gentes. Outra hipdtese seria o medo de outro matematico encontrar algum erro na
formula, e assim surgiram alguns problemas sobre a notoriedade de algumas teorias.
Antonio Maria Fior conheceu a teoria de Ferro e ampliou para as equacoes do tipo
23 + pa? + ¢ = 0. Fior acabou desafiando o jovem Niccold Fontana, conhecido como
Tartaglia a resolver 30 equacoes de grau 3. Para a surpresa de Fior, Tartaglia conse-
guiu resolver os problemas. Com muita dedicacao e esforco, Tartaglia procurou um
método para a resolucao destas equagoes e acabou encontrando. Por este motivo, ele

acabou vencendo todas as disputas com Fior.

Figura 1.1: Nicol6é Fontana-Tartaglia, 1499-1577

Neste momento, chega aos ouvidos de Girolamo Cardano que Tartaglia sabia resol-
ver tal tipo de equacao. Cardano implorou a “férmula” para resolver estas equagoes.
Tartaglia recusou e acabou sendo acusado de mesquinho e egoista. Com a insisténcia
de Cardano e jurando que nao divulgaria o resultado, Tartaglia revelou a solugao.

Porém, Cardano nao cumpriu com sua palavra, e em 1545 fez a publicagao no livro
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Ars Magna com o seguinte problema: “Determinar dois nimeros cuja soma seja 10 e
o produto seja 407, e o resolve através dos radicais de maneira similar as equagoes de
2° grau. Ele somente fez uma mencgao de Tartaglia na sua obra e até hoje a férmula é
conhecida como “Foérmula de Cardano”. Esta descoberta foi tao inusitada que ficou

conhecida como o inicio da matemética moderna.

Apbs esta “luta” surge um problema inquietante que Cardano trouxe, co-
nhecido na época como numeros “sofisticados”, ou seja, as raizes quadradas de
nimeros negativos. Cardano concluiu que estas raizes seriam um nimero “tao
sutil quando inutil”. Ao passar dos anos seria provado que estes nimeros nao
eram intteis como Cardano achava (BOYER, 1996, p. 197).

Figura 1.2: Girolamo Cardano, 1501-1576

Mas, como resolver o problema dos ntimeros “sofisticados”? O que fazer com estes
numeros? Fica evidente que os niimeros reais nao eram suficientes para resolver este
tipo de equacao. Assim, seguiram a mesma ideia que os pitagéricos seguiram quando
descobriram o nimero raiz quadrada de 2. Neste momento da historia, se introduz a
ideia de aceitar o imaginario, e nao somente o real.

Eis que Rafael Bombelli surge para trabalhar com este problema, ele mostrou que
ao conhecer uma raiz de uma equacgao cubica, conseguimos encontrar as outras duas.
Por exemplo, se x = 4. Sabemos que a soma das outras duas raizes deve ser 4, logo
a parte real da equacao é 2. Bombelli teve a ideia de somar um nimero imaginario
a esta parte real, e na outra raiz somar o inverso relativo a adicao deste nimero

imaginario. Mais tarde, essa teoria vai ficar conhecida como raiz conjugada.
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Crossley escreve: “Assim, temos um engenheiro, Bombelli, fazendo uso pratico
dos numeros complexos, talvez porque lhe deram resultados tteis, enquanto
Cardan encontrada The Roots quadrada de ntimeros negativos inttil. Bombelli
é a primeira a dar um tratamento de quaisquer niimeros complexos ... E notével
a forma como ele é profundo em sua apresentacao das leis de cdlculo de ntimeros

complexos ...”

Figura 1.3: Rafael Bombelli, 1526-1572

René Descartes escreveu no seu livro Géométrie a seguinte frase: “Nem sempre as
raizes verdadeiras (positivas) ou falsas (negativas) de uma equagao sao reais. As vezes
elas sao imaginarias”. Com esta citacao ficou definido que o nimero raiz quadrada
de -1 seria chamado de nimero imaginario e que poderia ser manipulado de acordo
com as regras da algebra. (GARBI, 1997, p. 75).

Figura 1.4: Descartes, 1596 -1650

Abraham de Moivre um grande matematico que ficou conhecido pela férmula de

Moivre, que relaciona os nimeros complexos com a trigonometria. O Teorema de
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Moivre é (cos© +isin©)" = cos(n©) + isin(nO). Provavelmente Moivre descobriu

esta relacao em 1707.

Moivre.

Figura 1.5: Abraham de Moivre, 1667-1754

Tudo na matemadtica possui uma simbologia, seja o sinal de divisao, seja uma
integral, entao como ficariam definidos estes ntimeros imaginarios? Foi Leonhard
Euler, este mesmo que tem o niimero em sua memoria que criou entre outros varios
simbolos a simbologia para a raiz quadrada de -1 que seria simbolizada por i, em
1777. Segundo Euler, os nimeros complexos também podem possuir uma parte real.
Logo, o nimero complexo é do tipo: z = a + bi, onde a e b sao nimeros reais e
i> = —1, mas esta ideia s6 foi aceita quando Gauss a introduziu. Euler ainda mostrou
que os numeros complexos sao um corpo fechado, pois aplicando qualquer operacao

transcendente resultarda num nimero complexo.

f
ot

:1/

Figura 1.6: Leonhard Euler, 1707-1783

Em 1797, Caspar Wessel trabalhou geometricamente os nimeros complexos, fa-

zendo uma correspondéncia objetiva entre estes e os pontos do plano, mas somente
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foi publicado em 1806, por Jean Argand. Hoje, Argand recebe o mérito por esta re-
presentacao. Em 1798 o matematico Carl Friedrich Gauss demonstrou em sua tese de
doutorado que toda equagao algébrica de grau n(n > 0) e coeficientes complexos, tem
pelo menos uma raiz complexa. Esse é o chamado Teorema Fundamental da Algebra.
Tal teorema resolveu a questao das solugoes de equacgoes algébricas. Em 1831, Gauss
retomou a ideia Argand e pensou nos numeros a + b(raiz — 1), como coordenadas de
um ponto em um plano cartesiano, tendo assim (a,b). Deu-se também uma inter-
pretagao geométrica para a adicao e multiplicagao dos simbolos. Esta representacao
geométrica “fez com que os matemdticos se sentissem muito mais a vontade quanto
aos numeros imagindrios, pois estes agora podiam ser visualizados no sentido de que
cada ponto no plano corresponde a um nimero complexo e vice versa” (BOYER, 1996,

p. 350). E para finalizar, em 1832, Gauss introduz a expressao nimero complexo.

Figura 1.7: Friedrich Gauss, 1777-1855

Finalizamos essa primeira parte lembrando a vocés que os niimeros comlexos se-

guiu um longo caminho até ser aceito pela comunidade matematica.

1.2 Corpo

Definigao 1.2.1. O corpo € um Conjunto K munido de duas operagoes adigcio (+)

e multiplicacao (.) que safisfazem as sequintes propriedades:

Para todos k; ko e k3 € K tem-se:
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Al) Associativa: (k’l + k2) —+ kg = kl + (k'Q + kg)
A2) Comutativa: ki + ko = ko + k.

A3) Existéncia de elemento neutro: Existe 0 € K tal que k + 0 = k, para todo
ke K.

A4) Existéncia do simétrico: Para todo k € K, existe —k € K tal que k+(—k) = 0.
M].) Associativa: (]{31 . KQ) . k’g = ]{?1 . (]{72 . ]{33)

M2) Comutatividade : kl . /{32 = kg . kl
)

M3) Existéncia do elemento neutro: Existe 1 € K tal que k-1 = k para todo
k e K.

M4) Existéncia do inverso: Para todo k # 0, existe k= € K tal que k- k! = 1.
AM) Distributiva da multiplicagao em relagao a adigao: kq-(ko+ks) = ki-ko+ky-ks.

Corpo dos Nimeros Complexos C

[...] Se um algebrista desejava negar a existéncia de nimeros irracionais ou ne-
gativos, dizia simplesmente, como os gregos antigos, que as equacoes z2 = 2 e
x+2 = 0 nao sao resoliveis. Semelhantemente os algebristas tinham podido evi-
tar os imagindrios, simplismente dizendo que uma equacdo como 241 = 0 nao
é resoluvel. Nao havia necessidade de considerar raizes quadradas de ntimeros
negativos. Porém, com a solucao da equacao cubica, a situacao mudou radical-
mente. Sempre que as trés raizes de uma equagao cubica sao reais e diferentes
de zero, a férmula de Tartaglia-Cardano leva inevitavelmente a raizes quadra-
das de ntimeros negativos. Sabia-se que o alvo era um ntimero real, mas ele nao
podia ser atingindo sem que se compreendesse alguma coisa sobre os niimeros
imaginarios. Era agora necessério levar em conta os imaginarios mesmo que se
concordasse em s6 aceitar raizes reais[...|(BOYER, Carl Benjamin, Histéria da

Matematica, 1974, p.210).

Consideremos entdo o conjunto R? = {(x,y);z € R,y € R} onde, C = {R? +,-}
e nele definamos as seguintes operagoes de adigao representada por + e multiplicagao

representada por - seja z; = (x1,y1) € 22 = (22, 92) € C, entdo teremos:
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= (z1,51) + (22, 92)
= (1 + T2, 91 + ¥2)
= (v1,91) - (¥2,92)
= (

T1T9 — Y1Y2, T1Y2 + Y172)
Teorema 1.2.2. O conjunto dos niumeros complexos C, é um corpo.

A demonstracao do 1.2.2 pode ser facilmente verificada por suas operagaoes, pois

atendem a definicao de um corpo.

1.3 A Forma Algébrica

1.3.1 Imersao de R em C

Considere o subconjunto R” C C formado pelos pares ordenados cujo segundo

termo é zero, ou seja,
R ={(z,y) eC:y =0}

Assim, por exemplo, pertencem a R’ os pares (0,0), (2,0), (z + y,0), (z - y,0),
entre outros.

Agora, considere a aplicacao f, de R em R’, que aplica cada x de R ao par ordenado
(,0) de R'.

Assim, tem-se que f é sobrejetora, pois todo par (z,0) € R’ é correspondente,
segundo f, de x € R

Dados € R e 2’ € R, com z # 2/, os seus correspondentes (z,0) € R’ e
(z’,0) € R’ sao distintos, de acordo com a defini¢ao de igualdade de pares ordenados
e , portanto, f é injetiva.

Além disso, note que f conserva as operacoes de adicao e multiplicacao, pois a
soma z +y com x € R ey € R, estd associada ao par ordenado (z + y,0), que é a

soma dos pares ordenados (z,0) e (y,0), correspondentes de x e y, respectivamente:

flz+y)) =(r+y,0)=(2,0) + (y,0) = f(x) + f(y).

Ao produto z.y, com z € R e y € R, estd associado ao par ordenado (z.y,0), que

é o produto dos pares (z,0) e (y,0), correspondente de z e y, respectivamente:

24



flz.y) = (z.y,0) = (zy — 0.0,2.0 + 0.y) = (x,0).(y,0).

Devido ao fato de existir uma aplicagao bijetiva f : R — R’, que conserva as
operacoes de adicao e multiplicacao, diz-se que R e R’ sao isomorfos. E, devido a esse
isomorfismo operar com (z,0) leva a resultados anédlogos aos obtidos operando com

x. Isto justifica a igualdade:
x = (z,0),Vz € R.

Aceita a igualdade, tem-se os casos particulares ja citados: 0 — (0,0),1(1,0).
Assim, pode-se escrever R = R’ e, portanto, o corpo R dos niimeros reais passa a ser

considerado um subconjunto do corpo C dos niimeros complexos.

1.3.2 A unidade imaginaria i

Como visto anteriormente na se¢ao 1.1 a unidade imaginéaria ¢ que foi nomeada

assim por Euler (1707-1783), é o nimero complexo (0,1). Veja ainda que:
i2=ii=(0,1).(0,1) = (0.0 — 1.1,0.1 + 1.0) = (—1,0) = —1
isto é, a propriedade basica da uniade imaginéria é
2= -1

Dado um numero complexo z = (z,y), tem-se: z = (z,y) = (2,0) + (0,y) =
(z,0) 4+ (y.0—0.1,4.1 4+ 0.0) = (z,0) + (y,0).(0, 1) e, portanto,

z =T+ yt.

Assim, todo nimero complexo z = (x,y) pode ser escrito sob a férmula z = x+yi,

chamada de forma algébrica.

1.4 Representacao Geométrica dos Numeros Com-

plexos no Plano

A representacao Geométrica dos numeros complexos é feita por um referencial

cartesiano onde fixamos o eixo das abscissas para represntar a parte real do ntimero
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complexo com R =z 4 yi € C';y = 0 (conjunto dos niimeros reais) e o eixo das orde-
nadas para representar a parte imaginaria pura do conjunto dos niimeros complexos
como I =z + yi € C;x = 0 (conjunto dos nimeros imaginérios puros). A parte real
denotamos como Re(z) = x e a parte imagindria por Im(z) = y.

A existéncia da bijecao entre os conjuntos C e o plano R? permite chamar o sistema

de coordenadas abaixo de Plano Complexo ou Plano de Argand - Gauss. !

Im

Re

Figura 1.8: Plano de Argand - Gauss

Definicao 1.4.1. Se z = x + yi, o conjugado de z é o nimero zZ = x — yi.

Exemplo 1.4.2. Geometricamente, Z representa a reflexao do complexo z em relagao

ao eizxo real.

Dados z, z1, 29 € C, sao validas as seguintes propriedades:
Pli sitzmn==1+2
P.2: 21+ (—22) — 21 — Ry = 21 — k2.
P.3: z1.z3 = 71.%.
2 . (= z1
P.4: Se zo #0 e 2.2, = —, entao (—) = —.
Z9 29
P.5: z+Z = 2Re(z)
P.6: z —z = 2Im(z).
P.7: Se z é real, entao z = Z.
P8 z=7%Z.

P.9: Se n é natural, entdo z" = (z7).

N

Notemos que as demonstracoes das propriedades citadas sao de facil verificagao

pelo leitor.

!Plano de Argand - Gauss, também chamado de Diagrama de Argand
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1.5 Representacao dos Nimeros Complexos como

Vetores do Plano

Vimos que a estrutura algébrica dos nimeros complexos z permite que o escreva-
mos como um par ordenado z = (x,y) e na forma algébrica z = x + yi, com z € R e
y € R. Assim como sua representacao algébrica no Plano de Argand - Gauss permite
que fagamos associagoes de tais nuimeros com vetores. Dessa maneira um ntimero
complexo z = x + yi pode ser representado pelo vetor 07 , onde tal vetor pode ser
representado na forma polar, em que |z| = \/ﬁy2 e © é o angulo entre o semieixo
real positivo e o vetor 07 . O ntmero real |z| é chamado de médulo do vetor 07 e
representa a distancia da origem O do plano comlexo para o nimero complexo z.

O angulo 0 é chamado de um argumento de nimero comlexo z e denotaremos
de Arg(z). Vale ressaltar ainda que qualquer angulo da forma 6 + 2kII, com k €
Z., também satisfaz a forma polar, isto é, um complexo nao nulo z tem infinitos
argumentos que diferem entre si por um mumtiplo de 27. Assim o conjunto de todos
os argumentos de z é dado por arg(z) = (0+2kn : k € Z). Com isso vamos considerar
Arg(z) como aquele tnico argumento de z pertencente ao intervalo (—m, 7|. A figura

1.9 mostra a representacao geométrica do ntimero complexo z = x + yi, na forma

polar.
AY
ZEE X+ yi
o \
g 2,/ |\
|'lll. .I"'l
| B |
i —p
\ | X%
LY )
& /
ht i
M -
Figura 1.9: Representacao Geométrica na Forma Polar
Dado o numero complexo z = |z|(cosf + isend), seu conjugado é definido por
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Z = |z|(cosl — isenB) = |z|(cos(—0) + isen(—0)).
As defini¢oes de modulo e argumento citadas anteriormente, permitem listar ou-
tras propriedades importantes sobre os nimeros complexos, que nos ajudaram nas

proximas interpretagoes geométricas.

P.10: 2.z = |2|?
P.11: |21.22| = |21].] 22
e
P.12: Se z9 # 0, entao | —| = —
22| |z

P.13: Arg(z1.22) = Arg(z1) + Arg(zs)
P.14: Arg ?) = Arg(z1) — Arg(z2)
2

Notem que tais propriedades sao de faceis demonstracoes.

. - 1 _1
Dado um complexo z, nao nulo, pode-se obter a representagao polar para — = z
z

utilizando a propriedade P.10., temos,

z = ﬁ = |z| " (cosh — isend)
z

De P.13., sabe-se que o produto de dois nimeros complexos z; = |z1].(cosf1; +

isenty) e zy = |23].(cosf1ly + isenby) é dado por,

21.29 = |21].|22].(cos(6h + 02) + isen(6y + 62)) (1.1)

A proposicao a seguir mostra que a férmula (1.1) pode ser estendida para n

nimeros complexos.

Proposigao 1.5.1. Sejam z;, = |z|.(cost +isenby), zo = |22|.(cosbOy+isenbs), ..., z, =

(cosB, + isenb,).
Entao:
21.29..2n = |21].|22|...| 20| (cos(01 + O3 + ... + 6,,) + isen(0; + Os... + 0,,)) (1.2)

Demonstragao: Provaremos tal afirmacao por indugao em n.

Para n = 2 temos que z1.23 = |z1|.]22|.(cos(01 + 63) + isen(6; + 65)).

Agora suponha que (1.2) seja vélida para n > 3 iremos provar sua validade para
n+ 1.

Seja

2129 Zn a1 = (21-22+-2n) - Zni1-
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Por hipotese de indugao temos que:

(21.22.2n)-Zn41 = [|21]-]22]---|20|-(cos(01 +0o+ ... 40, ) +isen (01 +0o+...40,,) ) . 2011
Fazendo

Zng1 = |Zny1]-(cosOpiq + isenty, 1),

Obtém-se,

(21.20-20) - Zn1 = |[|21] 22| |2n]-(cos(01 + O + ... + 6,,) + isen(6; + O + ... +
00))]-12ns1]-(co8Opn 11 + isenbyi1).

Novamente por (1.1), obtém-se,

(21-20-2n) - Zni1 = |21 22| |20l -| 201 | (cos(01 + 0o + ... + 60, + 6,41) + isen(0; +
O+ ...+ 0, +0,11)).

E portanto,

21.29.2n-Zn41 = |21]-|22] - [20l- | Zna1| (cos(61 + 02+ ... + 0, + O, 1) +isen(6r + 6 +
i+ 0+ 0011)).

Definicao 1.5.2. Seja x € R, definamos,

x

e 1= cos(z) + isen(z)

Como consequéncia dessa definicao temos que a formula polar de um complexo z

é dada por:
z = |2].€”, onde 6 é o argumento de z

Temos as seguintes proriedades:
i)el=1
11) eTleyl — e(z—i-y)i
111) e—a:i — (e;m')—l
iv)(e*)" = " para todo n € Z
O grande ganho que se tem quando escrevemos um nimero complexo nao-nulo
em sua forma exponencial é a simplicidade vista quando se realiza as operacoes

algébricas. Por exemplo o produto e o quociente desses nimeros se reduzem a
, z 21|
i(0+a) e ~1 — | 1| _61(9—04)'
z9 |Z2|
As proximas secoes serao dedicadas as interpretacoes geométricas para as operagoes

Z1.29 = |Zl‘.|22|.6

basicas envolvendo niimeros complexos. Para isso usaremos z para representar o vetor
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com origem em O ( origem dos complexos) e extremidade em Z ( nimero complexo)
e, caso a origem do vetor nao esteja na origem do plano, usaremos niimeros complexos

para representar sua origem e extremidade.

1.5.1 Interpretacao (Geométrica da Soma e Subtracao de dois

Complexos

A representacao vetorial da soma e/ou subtracdo de dois nimeros complexos,

obtém-se somando ou subtraindo os componentes dos vetores que os representam.

Z1+ 2,

Re

Figura 1.10: Soma de dois complexos

Zy— 2y

Figura 1.11: Subtracao de dois complexos
Proposicao 1.5.3. Para quaisquer dois numeros complexos z, e zo vale a desigual-
dade
||21] = |z2]| < |21 + 22f < [z1] + 22|
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De fato, pela propriedade P.10 sabe-se que

Demonstragao:

|21 4 2)? = (21 + 22).(21 + 22)
= (214 22).(71 + 22)
=21.21 +Z1.20+21.21 + 29.29
= |21)* + 2Re(21.22) + | 22|?
< a1l + 2]z 2] + |22
= |a1]* + 2]z 22| + |22
= (lz1] +]22])?
|21 + 22| < 2] + 2]

Para provar a outra desigualdade tomemos z; = (27 + 23 + (—22) que implica
|21 = [(21422)+(—22)|, por (1.3) tem-se, |(21+22)+(—22)| < |[(z1+22)|+]|— 22| =
|(z14 22)| + 22|, assim |z1]| < |(21+ 22)|+ | 22| que implica |z1| —|22] < (21 + 29)]-
Fazendo zo = (21 + 22) + (—21) e aplicando o mesmo procedimento anterior,

obtém-se |z| — |21 < |(22 + 21y € portanto, ||z1] — |z2] < |(21 + 22)].
|

Se z1 e z9 sdo numeros complexos, a distancia d(z1, z9) entre eles é igual ao médulo

de sua diferenca.

Im

Zy
|Z2 — Z)|

Z

Re

Figura 1.12: d(z1, 22) = |22 — 21|

Pensando ainda na soma de dois nimeros complexos como vetores do plano, a
expressao z — z + 21, representa o deslocamento paralelo do vetor representante de

z1 na direcao do vetor representante de z e de mesmo moédulo que z;, em outras
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palavras, esta operacao ”leva’a origem O no nimero complexo z e o complexo z;
complexo w = z 4 z1, conforme figura abaixo.

Im

Figura 1.13: z — 2z + 2.

1.5.2 Angulos entre dois Nimeros Complexos.

Definigao 1.5.4. Sejam z1ezy compleros nao nulos. O angulo formado entre eles é
o numero real

21

0(z1,22) = Arg %

|22

Como consequéncia da definigao, se z; = |2]e” e 2y = |2]e®, entao

|21]e”
|21 e’ -
6(21, 22) = A?"g - = A?"g — | = Arg(e(ﬂ_a)l)
| 20| € e
|22
Observe que 0(z1, 2z2) = —60(z1, 22) é um angulo orientado. Temos também como
consequéncia que 0(izy, z1) = Arg(i) =

5 € 0(z1, 22) = Arg(—i) = I

5
Se tomarmos z; = a.29%, com o € R* entao 0(z1, z2) = 0(azai, 20) = —0(22, azoi) =
T

—, ou seja,a condicao para que dois nimeros complexosz; e 2o sejam perpendiculares
é 21 = .21, com a € R*,
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1.5.3 Interpretacao Geométrica para Multiplicagao e Divisao

de dois Nimeros Complexos.

Fixemos um nimero complexo z tal que z = |z|.(cosf +isend). Ao multiplicarmos
z por |z| = |z1]|.(cosa + isena) a equagao (1.1) garante que se |z1] =1 e a > 0, entao
o produto z.z; representa a rotagao no sentido anti-horario de um angulo « do vetor
z em torno do plano complexo. Caso |z1] # 1 a rotagao é a mesma do caso anterior,
porém, o comprimento de z.z; serd dado por |z|.|z].

O produto z.z; acima representa uma rotacao de um angulo o em torno da origem,
seguida de uma homotetia 2 com centro na Origem O e coeficiente de semelhanca igual

a |2

Im
z.z1 z

0+ a

Re

Figura 1.14: Representagao de z.z; com |z;| =1

Im

Figura 1.15: Representagao de z.z; com |z1| > 1

Sejam os numeros complexos z = |z|.(cosf +isen) e z; = |z1|.(cosa+isena) com

z
a > 0. Pela propriedade P.10. sabe-se que o quociente — representa a rotagao de
Z1

2T a ampliacdo ou a relacao de distancias ou 4reas a partir de um ponto fixo.
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um angulo « no sentido horério (negativo) do vetor z em torno da origem do plano

complexo seguida de uma homotetia com centro na mesma origem do plano complexo.

Im

z
Figura 1.16: Representagao de — com |z] =1
21

Im

KRN

z
Figura 1.17: Representagao de — com |z;]| > 1
21

1.5.4 Interpretacao Geométrica para z, —z e zi

Se z = x +yi, entdo —z = —x — yi e Z = x — yi representam respectivamente a
simetria de z em relacdo a origem e ao eixo real. O produto z.i = i.(x+yi) = —y+xi
representa a rotacao do vetor z de um angulo de 90° no sentido anti-horario em torno
da origem.

E importante observar que o produto de um nimero complexo z = x + yi por
(—1) representa a rotagao do vetor representante de z de um angulo de 90° no sentido

horario em torno da origem.

34



~ z

j VOO
A

Re

I
]
|
I
}
1
[}
1
1
1
z

Figura 1.18: Interpretacao geométrica para z, —z e 27

1.6 Isometria no Plano Complexo.

Nesta secao faremos um breve estudo sobre os movimento rigidos no plano com-
plexo C, ou seja, movimentos que preservam a forma e a medida dos objetos de C.
Tais transformagoes ou movimentos sao chamdos de isometrias ( do grego, mesma
medida).

Primeiro observe que se tomarmos dois pontos z e w de C, entao a distancia entre

eles é dada por |z — w|.

Definicao 1.6.1. Uma tsometria no plano complexo é uma aplicacao T : C — C,

tal que, quaisquer que sejam os complexos z e w de C, tem-se:
T(2) = T(w)| = |z — wl.

Definicao 1.6.2. Chama-se transla¢ao determinada pelo complexo z a transformagao

T, : C — C que leva cada complexo w de C no complezo T,(w) = w + z.

Proposicao 1.6.3. (Translagdo) toda translag¢io é uma isometria.

Demonstragao: Sejam os complexos 21 e z; de C, entao T(,,) = z1+z e T(.,) = 22+2,

assim [T.,) =Tyl =z +2—(n+2)|=|a+2— 2 — 2| =|a — 2|
|

Definigao 1.6.4. Sejam o complexo z € C e 0 € [0,27) um dngulo. Chama-se

rotacao determinada pelo angulo 0 a transformacao Ry : C — C que leva cada com-

lexo z de C no complero Ry(z) = €z,
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T.(22)

T.(z1)

2z e =

Figura 1.19: Translacao de z; ezy por t,

Proposicao 1.6.5. (Rotacdao) Toda rotagdo é uma isometria.

Demonstracgao: Sejam os complexos z; e z de C, entdo Ry(z1) = €2, e Ry(23) =

ei@ ] i ’

2y, assim |Ry(z1) — Ro(22)| = €21 — € 2y| = |€ (21 — 2)| = ]ew |21 — 22| =
~~~
|21 — 22’.

Figura 1.20: Rotacao de z; ez por Ry

Vimos que 2, = |21[e% e z; = |z1]e?, entdo 0(z1, 22) = Arg(e®).

Agora note que as rotacoes preservam a orientacao do angulo, ou seja po-
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Ry() 2ol
demos tomar §(Rg(z1), Rs(z2)) = Arg |Rs(21)] — Ar |21] | =

Rj(29) |29 |e(Bro)i

| Rg(z2)] |2

(B+0);
elft0); A
Arg <m) = Arg(e=") = (21, 22).

As transformacoes que preservam o médulo e a orientacao do angulo sao chamadas

de transformacoes conformes.

Proposicao 1.6.6. (Composicio) A composi¢ao de uma isometria € isometria.

Demonstragao: Analogamente, se z; e z3 sdo complexos, entdo (Ry o T,)(z1) =

Ry(T.(21)) = €?(z1 + 2) e (Rp o T.)(22) = Rp(To(22)) = €¥(2zy + 2), assim
|(Rg 0 T2)(21)| = [(Ro 0 T:) (22)| = [Ro(Tx(21))] — |Ro(T2(22))] = [ (21 + 2)] —

€0(2y + 2)| = |€?2; + €2 — €2y — 2] = |e¥(21 — 2)| = [€¥] |21 — 22| =
1.‘21 — 22’ = |Zl — 22|.
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Capitulo 2

Conicas

2.1 O Estudo das Conicas

Historiadores atribuem ao matemético Menaecmus (380 - 320 a. C. aproxima-
damente), discipulo de Euddxio na Academia de Platdo, a descoberta das curvas
cOnicas ou segoes conicas quando trabalhava na resolucao do problema da du-
plicacao do cubo. Foi ele o primeiro a mostrar que as elipses, as parabolas, e as
hipérboles sao obtidas como se¢oes de um cone quando cortado por planos nao pa-
ralelos a sua base. Neste capitulo estudaremos um pouco sobre essas segoes conicas
obtidas através de interseccoes em cones completos por meio de um plano paralelo,
nao-paralelo ou perpendicular a sua base.

Vejamos algumas situacoes onde estas curvas aparecem.

Suponhamos que temos uma lanterna direcionada para uma parede, entao o feixe
de luz emitido desenhara nessa parede uma curva conica. Este fato acontece porque
o feixe de luz emitido pela lanterna forma um cone, e também porque a parede
funciona como um plano que corta o cone formado. Dependendo da inclinacao da
lanterna relativamente a parede, assim se obtem uma circunferéncia, uma elipse, uma
parabola ou uma hipérbole.

O som emitido por uma aviao a jato supersonico tem a forma de um cone, pelo que,
ao chocar com a Terra vai formar uma curva conica. Assim, dependendo da inclinagao
do aviao relativamente a Terra, vamos obter elipses, parabolas ou hipérboles. A
audiometria usa este fato, entre outros, para saber a que distancia da Terra o aviao
pode ultrapassar a velocidade do som.

A partir da propriedade reflectora das parabolas, os engenheiros civis construiram
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pontes de suspensao parabdlica. Se imaginarmos os cabos que predem o tabuleiro
da ponte como raios de luz, facilmente verificamos que o cabo principal, aquele que

passa pelos pilares da ponte, tem forma de uma parabola.

2.1.1 Elipse

Definicao 2.1.1. Uma elipse £ de focos Fy e Fs € o conjunto dos pontos P do plano
cuja soma das distancias a Fy e Fy € igual a uma constante 2a > 0, e maior que a
distancia entre os focos 2c¢ > 0, ou seja usando a desigqualdade triangular temos que

2c < 2a, e, se 2¢c = 2a teremos uma elipse degenerada, sendo assim 0 < ¢ < a e
d(Fl,FQ) = 26,

E={P|d(P, F)+d(P F) =2a}.
Os elementos da elipse sao:

e Centro: C(xg,yo)

Focos: Fi e F,

Vértices: Al, AQ, Bl (§] BQ

Excentricidade: e = g

Distancia focal: 2¢

Medida do eixo maior: 2a

e Medida do eixo menor: 2b

Como 0 < ¢ < a, entao 0 < e < 1, isto é, quando ¢ se aproxima de a a excen-
tricidade se aproxima de 1, pois b = v/a? — ¢? torna-se pequeno em comparagao com
a. Ja quando c¢ se aproxima de zero, a excentricidade também se aproxima de zero,
e nesse caso a elipse torna-se mais arredondada. Se o valor da excentricidade é zero,
significa que ¢ = 0 e a = b, ou seja, um caso particular da elipse conhecido como
circunferéncia.

Relagao fundamental Na figura (2.1) , aplicando o Teorema de Pitdgoras ao

triangulo OF, B, , retangulo em O, podemos escrever a seguinte relacao fundamental:

a? = b* + (2.1)
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Figura 2.1: Elipse e seus elementos

A partir da definicao da elipse, obtem-se sua equacgao em relacao a um sistema de
eixos ortogonais O XY da seguinte forma:

Supondo, inicialmente que a elipse tem focos nos pontos F; = (—c¢,0) e F» = (¢, 0),
vértices nos pontos A; = (—a,0),4s = (a,0),B; = (=b,0) e By = (b,0), e seja
a,b,c € Rtal que 0 < ¢ < a e a®? = b* + %, temos entdao que, se o ponto P = (z,y)

pertence a elipse:

d(P,F1)+d(P,F2) =2a <= \/(z+c)>+y*+/(z—c)2+y2=2a
= (@ +e)+y?=2a— /(v —c)®+y?
— (r+ )+ 9> =4a® —da/(z — )2 + 42 + (v — ¢)? + ¢?
= 22+ 2zc+ 2+ ¢ = 4a® — da/(x — )2 + Y2 + 2% — 2wc + A + y?
<= dxc = 4a® — da/(z — ¢)? + y?
< a®> —cr=ay/(v —c)? + y?
< (a® —cx)? = *((x — ¢)? + y?)
< a' — 2d%cx + A2 = a*(2? — 2cx + 2 + y?)
= (@ — @)z + a¥P? = a* — 22 = a2(a® — &2)
< b22? + a®y? = a®b?
2 P

< ¥+b—2:1.

(2.2)
Chegamos assim a equacao de uma elipse com centro na origem e reta focal coin-

cidente com o eixo OX.

Utilizando as relagoes de translagao podemos escrever a forma canonica da elipse
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transladada da seguinte forma:

(95 - 550)2 (y - ?/0)2
a® i b? =1

Vale ressaltar que, se a elipse possuir focos F; = (0,¢) e F5(0,—c) , isto é, se os
focos da elipse estiverem sobre o eixo OY ou numa reta focal paralela ao eixo OY

teremos entao, respectivamente:

z Y (v — $0)2 (y — y0)2 _
b2 a2 b2 a?

no qual C' = (z,y) é o centro da elipse.

Curiosidades sobre elipse:

1 - A Terra descreve uma trajetoria eliptica em torno do sol, que é um dos focos
dessa trajetoria. A lua em torno da terra e os demais satélites em relacao a seus
respectivos planetas também apresentam esse comportamento.

2 - O cometa de Halley segue uma érbita eliptica, tendo o Sol como um dos focos.

3 - As elipses sao chamadas conicas porque ficam configuradas pelo corte feito em

um cone circular reto por um plano obliquo em relagao a sua base.

2.1.2 Parabola

Definicao 2.1.2. Seja d uma reta e F' um ponto do plano nao pertencente a d. A
pardbola P de foco F e diretriz d € o conjunto de todos os pontos do plano cuja

distancia a F € 1gual a sua distancia a d.
P ={P|d(P,F)=d(Pd)}
Os elementos da parabola sao:
e Diretriz: d

Foco: F

Vértices: V

Parametro: 2p = d(F,d). Assim nao é dificil perceber que d(V, F) = p

Excentricidade: como d(P, F') = d(P, d), temos que a excentricidade é igual a 1
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Figura 2.2: Parabola e seus elementos

Utilizando a definicao obtém-se a equacao da parabola, mas antes cabe uma res-
salva: apresentaremos neste trabalho apenas o caso em que o foco F' esta a direita
da diretriz d da pardbola com vértice na origem e reta focal coincidente com o eixo
OX. Os outros casos sao encontrados de forma analoga.

Por defini¢do, se P = (x,y) é um ponto da pardbola com foco F' = (¢,0) e a

diretriz d é a reta x = —c, entao vale a equacao

d(P,F)=d(P,d) <= /(x—c)?’+y?2=|z+ ]|
-0ty = (4P
= 1? —2cx + P4 y* =1 + 2cx + &2 (2.3)
& —2cx +y? = 2cx
> |y? = 4cx.

Utilizando as relagoes de translacao podemos escrever a forma canonica da parabola
transladada da seguinte forma:

(y — y0)2 = de(r — x0).

Curiosidades sobre a parabola:

1 - Os telescépios refletores mais simples tém espelhos com seccoes planas pa-
rabdlicas.

2 - As trajetorias de alguns cometas sao parabolas, sendo que o Sol ocupa o foco.

3 - A superficie de um liquido contido em um cilindro que gira em torno de seu

eixo com velocidade constante é parabdlica.
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2.1.3 Hipérbole

Definicao 2.1.3. Uma hipérbole H de focos Fy e F5 € o conjunto de todos os pontos
P do plano para os quais o modulo da diferenca de suas distancias a Fy e Fy € igual

a uma constante 2a > 0.
H=A{P||d(P,F\)—d(P,Fy) |=2a}, 0<a<ec, d(F,F)=2c.
Os elementos da hipérbole sao:
e Centro: C(xg,yo)
e Focos: I e Fy
e Vértices: Ay, Ay, B1 e By
e Excentricidade: e = 2, e > 1, pois ¢ > a.
e Distancia focal: 2¢
e Medida do eixo real: 2a
e Medida do eixo imaginario: 2b

e Assintotas: y = +—=x
a

ki
Fl | Al @
|
|
|

p—C—n

ly—c—
Figura 2.3: Hipérbole e seus elementos

Da mesma forma que a elipse, obtém-se a equacao da hipérbole em relagao a um
sistema de eixos ortogonais X OY utizando sua definicao, conforme segue. Supondo
que a hipérbole tem focos nos pontos F; = (—¢,0) e Fy = (¢,0) tal que 0 < a < ¢,

com a € R. Se P = (z,y) é um ponto qualquer da hipérbole, entao
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d(P, Fy) — d(P, Fy) = 2a (ramo direito de H)
ou
d(P, Fy) — d(P, F;) = —2a (ramo esquerdo de H).

Equivalentemente,

ViE+e)2+y?—/(z —c)?+y? = 2a (ramo direito de H)
ou
Vi +e)2+y2—/(xr— )2+ y2 = —2a (ramo esquerdo de H).

Lembrando que b* = ¢? — a? e desenvolvendo analogamente ao caso da elipse,

concluimos que:

P(x,y) EH — <C2 — a2)q;2 — a2y2 — a2(c2 . CL2>

22 P (2.4)

Temos assim a equagao de uma Hipérbole com centro na origem e reta focal
coincidente com o eixo OX. )
As assintotas de H sao as retas que passam pela origem e tém inclinacao +— em
a

relacao ao eixo OX.

Figura 2.4: Hipérbole Assintotas

Utilizando as relacoes de translacao pode-se escrever a forma canonica da Hipérbole

transladada da seguinte maneira:

(z — $0)2 (y — y0)2
" — 72 =1. (2.5)

44



Se os focos da hipérbole estiverem sobre o eixo OY ou numa reta focal paralela

ao eixo OY teremos entao, respectivamente:

_ 2 _ 2
Y W—w) (@)
a b2 a’? b2

no qual C' = (g, yo) é o centro da hipérbole.

Curiosidades sobre a hiperbole:

1 - Na Arquitetura e nas torres de resfriamento da usinas nucleares sao usados
modelos hiperbélicos.

2 - A trajetéria de uma particula alfa no campo electromagnético do nicleo de
um atomo traduz-se por uma hipérbole.

3 - O sistema LORAN (long range navigation) e o sistema DECCA de navegagao
aérea usam a hipérbole. Daq Terraz, concomitantemente sao transmitidos sinais de
radio de dois pontos fixos F} e Fy que sao captados pelo aeroplano em P, ao longo
de t1 e ty segundos, respectivamente. A diferenca entre ¢; e t5 determina 2% e assim

obtém a caracteristica da hipérbole na qual esta P.

2.1.4 Equacao Geral do Segundo Grau

Definigao 2.1.4. Uma cénica em R? é um conjunto de pontos P = (x,y) cujas coor-
denadas em relagdo ao referencial padrao (excentricidade) e = {e; = (1,0),e5 = (0,1)}
satisfazem uma equacao quadrdtica ax?+bxy+cy*+dx+ey+f = 0 onde a,b,c,d, e, f

sao numeros reais com a # 0, b # 0 ou ¢ # 0.

Um dos motivos para o nome conica vem do fato da mesma ser obtida a partir
da intersecao de um plano com uma superficie afunilada de duas folhas, conforme
ilustac@o na figura (2.5), neste capitulo vimos os trés tipos mais comuns desses cortes
que podem ser obtidos por esse processo que sao: elipses, pardbolas e hipérboles, pois

consideramos aqui que a circunferéncia é um caso especial de elipse.

\

Parabola Circunferencia Elipse Hipérbola

Figura 2.5: Conicas
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e Elipse: é uma conica definida na intersecao de um plano que atravessa a su-

perficie de um cone.

Figura 2.6: Elipse

e Parabola: é uma conica definida na interseccao de um plano que penetra a

superficie de um cone.

Figura 2.7: Parabola

e Hipérbole: é uma conica formada por dois ramos que sao determinados por
um plano paralelo ao eixo de simetria de dois cones circulares retos e opostos

pelo vértice:

Figura 2.8: Hipérbole
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2.1.5 Conicas degeneradas

Além das conicas apresentadas acima, podemos encontrar também as formas de-
generadas desses tipos de conicas. Esse tipo de conica ocorre quando o plano da
coOnica passa pelo vértice do cone interceptando-o ao longo de duas retas que formam
o cone, sendo tangente a ele ou, ao longo de duas retas que formam o cone e que se
interceptam no vértice.

Assim, podemos classificd-las da seguinte maneira:

e Ponto: ¢ a interseccao do cone com um plano que é obliquo ao seu eixo e nao
paralelo a nenhuma de suas geratrizes, passando pelo seu vértice. Neste caso, o
plano tera em comum com o cone apenas o vértice V. Trata-se de uma elipse

degenerada.

e Reta: ¢ a interseccao do cone com um plano que é paralelo a uma de suas
geratrizes e passa pelo seu vértice. Neste caso, o plano contém o vértice e uma

geratriz do cone, sendo tangente a ele.

Num caso particular, obtém-se duas retas paralelas quando da intersec¢ao de
uma superficie cilindrica circular (considerada uma superficie conica de vértice
impréprio) por um plano paralelo ao eixo. Se o plano tangenciar a superficie

cilindrica obter-se-4 uma reta.

Em ambos os casos, trata-se de uma parabola degenerada.

e Par de retas concorrentes: ¢ a interseccao do cone com um plano que contém
o seu eixo. Neste caso, o plano contém o vértice e duas geratrizes do cone.

Trata-se, entao de uma hipérbole degenerada.

Além destes casos apresentados, a equacao das conicas pode encontrar-se num
lugar geométrico representado pelo conjunto vazio. Este caso pode representar

uma elipse ou uma parabola degeneradas.

Como uma conica é, por definicao, uma solu¢ao de uma equagao do segundo grau
em duas variaveis, notamos que estes casos sao possiveis, por exemplo as solucoes das
equagoes 72 +y> =0, (r —y)? =0, (v —y)*> = 1 e 2% + y* = —1 sdo respectivamentes,

um ponto, uma reta, um par de retas concorrentes e o conjunto vazio.

47



2.1.6 Conicas em Coordenadas Polares

O sistema de coordenadas ao qual estamos acostumados é o sistema de coorde-
nadas cartesianas, que estabelece uma correspondéncia entre os pontos de um plano
geométrico no R?. Mas, existem outros sistemas de coordenadas que podem ser uti-
lizadas para localizar pontos em um plano. Um desses sistemas é o Sistema de
Coordenadas Polares que ¢ um sistema de coordenadas bidimensional em que
cada ponto no plano é determinado por uma distancia e um angulo em relacao a um
ponto fixo de referéncia. O sistema de coordenadas polares, é muito util, visto que
algumas curvas terao equacgoes bem mais simples quando tal sistema é usado. En-
quanto nas coordenadas cartesianas os nimeros dados da forma (z,y) representam as
distancias de x e y do ponto em relacao a origem do plano, nas coordenadas polares
esses numeros representam uma distancia e um angulo. Um ponto P nas coordenadas
polares é dado tomando um polo como origem e uma reta passando por P, onde a
primeira coordenada ¢é a distancia r entre o ponto e o polo e a segunda coordenada
¢ dada pelo angulo de inclinacao da reta tragada no sentido anti-horario medido a
partir do eixo polar que é a semirreta do polo em direcao da referancia. Assim o
ponto P em coordenada polar sera (r,0)

Observe a comparagao entre um ponto P em coordenadas polares e coordenadas

cartesianas.

P(z,y) = P(r,0)

Polo Eixo Polar

Figura 2.9: Comparagao entre Coordenadas Cartesianas e Polares

Proposicao 2.1.5. Suponha que o polo e o eixo polar do sistema de coordenadas

polares coincidam com a origem e o eixo x do sistema de coordenadas cartesianas,
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respectivamente. Entao a partir da figura percebemos que € possivel fazer a transi¢do
entre os sistemas de coordenadas utilizando as propriedades de um triangulo retangulo.
Seja P um ponto dado por (z,y) em coordenadas cartesianas e por (r,0) em coorde-

nadas polares temos:

x
x =rcost, y =rsenl, r = \/x? + y?, cos) = ———— e senl = Yy

/1'2 + y2 /x2 + y2
Essas equacoes valem se 22 + y? # 0 e se o polo concide com a origem dos eixos

cartesianos.

(Ir1,0)

(r,0) =(Ir|,6 +m)

Figura 2.10: Para r <0, (r,0) = (|r],0 + )

Como mencionamos anteriormente utilizaremos tais coordenadas para estudar as
conicas, ja que para aquelas que nao sao circunferéncias a equagao assume uma forma
bem mais simples, se considerarmos o caso em que o foco F' estd no polo e a reta

diretriz s é paralela ou perpendicular ao eixo polar.

Proposigao 2.1.6. Seja s uma reta fiza (diretriz) e F' um ponto fixro (Foco) nao

pertencente a s. O conjunto dos pontos do plano P = (z,y) tais que:

dist(P, F) = edist(P, s) (2.6)

em que e > 0 seja uma constante fixa, é uma conica. Dessa forma se:

(a) e =1, a concia é uma pardbola.

(b) 0 < e <1, a conica ¢ uma elipse.

(¢) e > 1, a conica é uma hipérbole.

Assim de forma reciproca, toda conica que nao seja uma circunferéncia pode ser

escrita da forma (2.6).
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Demonstragao: Se e = 1 a equagao (2.6) é a prépria defini¢ao da pardbola. Con-

sideremos o caso em que e > 0, com e # 1. Seja d = dist(F,s). Sem perda de

generalidade podemos tomar o foco como sendo o ponto F' = (p,0) e a diretriz
de?

1 5 se areta s estiver a direita
—e

. b
como sendo a reta vertical s : —, em que p =
e

2

e ) .
] se a reta s estiver a esquerda do

do foco F figuras (2.11) e (2.12) p = —
e J—

foco F figuras (2.13) e (2.14).

[ |
Jeo) X
Figura 2.11: Elipse, um de seus focos e a reta diretriz a direita.
Figura 2.12: Hipérbole, um de seus focos e a reta diretriz a direita.
Assim o conjunto dos pontos P = (z,y) tais que:
dist(P, F') = edist(P, s), (2.7)

Pode ser descrito como sendo o conjunto dos pontos P = (z,y) tais que

p
Va—pr e =ea-L
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Figura 2.13: Elipse, um de seus focos e a reta diretriz a esquerda.

Y

F

/ (p0) X

Figura 2.14: Hipérbole, um de seus focos e a reta diretriz a esquerda.

Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos
2\,.2 | 2 T
(I—e’)z”+y"=p (g—l)
que pode ser escrito como

—p2(1 ) =1 (2.8)

o2

Se 0 < e < 1, esta é a equacao de uma elipse. Se e > 1, é a equagao de uma
hipérbole.

Para mostrar a reciproca, considere uma elipse ou hipérbole com exentricidade
e > 0 e um dos focos em F' = (p,0). Assim fica facil ver que (2.8) é equacao desta

A , , . . P
conica e portanto (2.6) também serd, com a reta diretriz sendo s : v = =.
e

Entao para deduzir a equacao polar das conicas vamos usar a caracterizacao dada

em (3.1), ou seja, que uma conica é um lugar geométrico dos pontos P que satisfazem
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dist(P, F) = edist(P, s)

Portanto considerando F' o foco no polo, temos que dist(P, F)) = r, em que (r,0)
sao as coordenadas polares de P.

(a) Se a reta diretriz, s, é perpendicular ao eixo polar.

(1) Se a reta s esta a direita do polo, obtemos que dist(P, s) = d — rcosf. Assim

a equacao da coninca sera
r = e(d — rcosf)

Isolando r temos

de
re=—
1 4 econst

(77) Se a reta s estd a esquerda do polo, obtemos que dist(P,s) = d + rcosf.

Assim a equacao conica fica sendo
r = e(d+ rcosh)
Isolando r temos
r = e(d — rcosh).

b Se a reta diretriz, s é paralela ao eixo polar.
(1) Se a reta s estd acima do polo, obtemos que dist(P,s) = d — rsenfl. Assim a

equacao da coninca sera
r =e(d — rsenf)

Isolando r temos

de

rPe=—
1+ esenf

(11) Se a reta s estda abaixo do polo, obtemos que dist(P,s) = d + rsenfl. Assim

a equacao conica fica sendo
r = e(d + rsend)
Isolando r temos
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r =e(d — rsesnf).
Isto prova o seguinte resultado.

Proposigao 2.1.7. Considere uma conica com exentricidade e > 0 ( que nao € uma

circunferéncia), que tem um foco F' no polo e a reta diretriz s ou perpendicular ou
eizo polar, com d = dist(s, F).

(a) Se a reta diretriz corresponde a F', é perpendicular ao eixo polar e estd (a
direita) do polo, entao a equagao polar da conica é

de
r=—-—
1+ ecosf
e se estd (a esquerda) do polo, entdo a equagao polar da conica é

de

"= 1 — ecost

(b) Se a reta diretriz corresponde a F, é paralela ao eixo polar e estd (acima) do
polo, entao a equacao polar da conica é

de

r=
1+ esent

e se esta (abaixo) do polo, entdao a equagao polar da conica é

de

"= 1 — esent

4 5
£

Figura 2.15: Parte de uma conica com foco no polo e reta diretriz perpendicular ao
eixo polar a direita.
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Figura 2.16: Hipérbole com foco no polo e reta diretriz perpendicular ao eixo polar a
direita.

—

Figura 2.17: Parte de uma conica com foco no polo e reta diretriz perpendicular ao
eixo polar a esquerda.

Figura 2.18: Hipérbole com foco no polo e reta diretriz perpendicular ao eixo polar a
esquerda.
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Figura 2.19: Parte de uma conica com foco no polo e reta diretriz paralelala ao eixo

polar a cima.

Figura 2.20: Hipérbole com foco no polo
cima.

e reta diretriz paralelala ao eixo polar a

L)

Figura 2.21: Parte de uma conica com foco no polo e reta diretriz paralelala ao eixo

polar a baixo.

Figura 2.22: Hipérbole com foco no polo
baixo.

e reta diretriz paralelala ao eixo polar a
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Capitulo 3

Os Numeros Complexos e as

Conicas

Notamos que a matematica muitas vezes tem seus conteidos abordados de forma
desconectada entre si, passando, assim, a ideia de que nao ha relacao entre um assunto
e outro. Para exemplificar, verifica-se que o primeiro contato dos alunos com o estudo
dos niimeros complexos e das conicas se da no terceiro ano do ensino médio. Contudo,
a parte que diz respeito ao estudo das conicas se resume em analisar esses lugares
geométricos apenas quando seus eixos sao paralelos aos eixos do plano cartesiano,
e a parte que diz respeito aos nimeros complexos busca relacionar suas operagoes
algébricas e sua caracterizagao geométrica. Dessa forma tais conteudos sao abordados
sem que se perceba uma conexao entre eles.

Para as conicas, por exemplo, uma das explicacoes para tal fato é que quando
os eixos das conicas nao sao paralelos aos eixos do plano cartesiano a determinacao
dos seus elementos se torna muito complicada, pois exige conhecimentos a nivel de
graduacgao. Porém, neste capitulo pretendemos propor ao estudante um método para
determinar todos os elementos das conicas, mesmo quando seus eixos nao sao paralelos
aos exios do plano cartesiano, para isso usaremos as ferramentas adquiridas com o

estudo das estruturas algébricas dos niimeros complexos.

3.1 Estudo das Conicas usando Complexos

No primeiro capitulo vimos que a distancia entre dois nimeros comoplexos z e w

no plano é dado por |z — w|. O resultado a seguir mostra como calcular a distancia
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de uma reta a um ponto fora dela no plano complexo.

Proposicao 3.1.1. Seja r uma reta em C definida por z(t) = zo +tv com |v| =1 e

t € R. A distancia minima \ de um ponto qualquer f a reta € dada pela equagao.
A= m((f = 20)v)].

Demonstragao: Seja h(t) o quadrado da distancia de f a um ponto de r, e sabendo

que a distancia entre dois pontos é dada pelo mdédulo da diferenca de suas

coordenadas assim,

ht) =1f—(z0+t)?=|f -2 —to = ((f — 20) — t).((f — Z0) — tv)
= (f — 20)(f —20) — t(f — 20)0 — t(f — Z)v + t*0T
= |f — 20]* = 2tRe((f — 20)v + t*|v?|, como|v| = 1
= |f — 20*> = 2tRe((f — 20)v) + t*

Observe que h(t) é uma fungao quadratica em ¢ e, portanto, o minimo é obtido
quando t = Re((f — 20)v). Assim, substituindo t em h(t), segue que o quadrado

da menor distancia A\? é dado por

A = |f — 20— Re((f — 20)v)v|?

_ | = 2)7 = Re((f = Z)m)ov |

|20 —z0)m - ;)fie((f —Z)0)vo |

_[2( = =) - év—_z—o)w —(f — 2|’

|- Wz%(? —22—0») " ‘(f - w;mw i
) m((é@— 200 ‘%m(( i

Y (7 — oy

= [Im((f = 2)v)?

Como A e Im|((f — 20)v)| sdo numeros reais ndo negativos, extraindo a raiz
quadrada de ambos os membros da igualdade temos A* = [Im((f — 20)v)|?, o

que implica em A = [Im(f — 20)7)|.
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Sejam r uma reta (diretriz) em C definida por z(t) = zo+tv, com |v| = 1 e f um
ponto (foco) fora desta reta. Tomando o nimero real positivo £, vamos considerar o
lugar geométrico dos pontos do plano para os quais as distancias ao foco f é igual a

uma constante positiva € multiplicada pela distancia a diretriz r, ou seja,
|z — f| = ¢|lIm((z — 20)0)].

Demonstracgao: Elevando ambos os lados da equacao acima e obtemos,

|z — f]> = &2|Im((z — z)v) |

Agora desenvolvendo ambos os lados da ultima igualdade, desta forma temos

(z—20)7 — (Z—Z)v |

(z=NHE-]) =¢ 5
2 ((Z —2)0— (Z— zo)v>

21

(zZz—z2f = fz+ ff) =
(22— zf — f2+ [])

52

((z = 20)v — (z = 2)v)”

!
5 e 4 o
(Z=2f =2+ [Nz =(E-2)7-E-%)0)
— —. —4
(22— z2f — f§+ff)€—2 = (2V — 20U — Zv + 2v)?
4 4 4 %y
—22? + zf? + f38—2 - ffg—2 = 220 + 220% + Z%0? + 220% — 22200% — 22700

+22Z000 + 222000 — 220Z0V0 — 22290
|

Agrupando os termos semelhantes da tltima igualdade acima teremos a seguinte

equacao
4 4 — 4
U222 + 0?2 + (—2 — 2) 2Z + (22_0— 2200° — —2f) z+ (220 — 27Z5v% — —2f) zZ+
€ € €

4 _
(?ff + 2002 + Zp?v? — 2202_0) =0

Tomando A A A

A= U27 B = - 2, C= 22_0— 220@2 — —27, D = —2f7+20@2 +Z_02’02 — 2202_0
€ € €

Com isso obtemos a seguinte equagao
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A+ A2+ B224+C24+Cz+ D=0
que denotaremos de forma padrao.

Observagao 3.1.2. Note que |[A| = [v*| = [v]> =12 = 1 e v = £VA, porém +VA
e —VA tém a mesma direcio e como a direcio da diretriz é dada por v tanto faz

usarmos v = +vA ou —V/'A, portanto, vamos considerar sem perda de generalidade

4 4
v =VA. Além disso com € > 0 implica — >0, dai — —2 > —2, portanto, B > —2.
€ €

Observacgao 3.1.3. Consideremos a equacdo Az*> + AZ> + B2z +Cz+CzZ+ D =0,
com A # 0. Podemos supor |Al =1 e B > —2. Caso |A| # 1 dividimos a equag¢do
por |A| e caso B < —2 multiplicamos a equagdo por —1 , pois se B < —2 , entdo

—B > 2 > =2, dessa forma teremos uma equacdo na forma padrao.
Considerando A = 0 na equacio Az% + AZ? + B2z + Cz + CZ + D = 0 teremos a

equacao BzzZz+ Cz+ CzZ+ D = 0 e com isso deveremos considerar duas situacaoes:

1. Se B =0, a equacao se reduz a Cz + CZ 4+ D = 0, ou seja a equacio de uma
reta.

2. Se B # 0 podemos reorganizar a equagao e obter

B:z+Cz+Cz+D =0

- Cz L Cz n D 0
2Z+ —4+—=+= =
B B _B
- Cz n ¢z D
“T" BB T B
B B B> B> B
_+C’Z+BE+C’C |C|*> — BD
224+ — 4+ — — =
B B BB B?
L. O\ (-,C) _lcp=BD
B B) B
. C > |CPP-BD
z — —
B B?
. . . . |C|* — BD
Dessa forma o conjunto solugao representa um conjunto vazio sempre que — 5
|IC|> — BD . N |IC|> — BD
0, um ponto caso — 5 - 0 e uma circunferéncia para 5 > 0.
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Observagao 3.1.4. A circunferéncia nao tem diretriz e por isso € considerada uma

conica degenerada.

3.1.1 A equacao Az>+ Az’ +B2Zz+Cz2+CzZ+D=0com Be D

reais

Suponha que a equagao A2+ A2+ Bz +C2+CzZ+D =0 represente uma

coOnica e observe que
A2? 4+ AZ? = 2Re(Az?) e Cz 4+ C7Z = 2Re(C2).
Substituindo esses valores na equagao temos
2Re(A2?) + B2z + 2Re(Cz) + D =0
fazendo
z=x+yi,A=a;+axie C =c|+ cat
tem-se que
2Re(Az?) = 2a,2° — 2a,y? + 4wyay e 2Re(Cz) = 2c12 — 2cy.
Substituindo estes valores na equacao
2Re(A2?) + BzZ + 2Re(C2) + D =0
e organizando os termos semelhantes obtém-se a equagao
(B + 2a1)2? + dasry + (B — 2a,)y? + 2c10 — 2c0y + D = 0
e tomando a equacao acima temos
a= B+ 2a;b=4as;c= B —2ay;d =2c1;e = —2¢o, f =D
teremos a equacao
ax? +bry +cy?’ +dr +ey+ f =0 coma,bouc#0
Agora analisaremos a equagao
A2+ A2+ B2z+C2+Cz+D=0com |[A|=1e B> -2
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Para descobrirmos em quais condicoes ela representa uma conica.

Faremos a mudanca de varidvel para z = v/Aw onde v/A é a raiz principal de A,
e, A€ C,assim z = VAw = 22 = Aw? e observando 72 = Aw? e Z = VAW = VAw

, dessa forma temos

AAw? + AAW? + BV AwV Aw + CV Aw +Uﬁw+D =0
w? + w2 + VAVABWT + CVAw+ CVAT+D =0

Note que VAVA = VAA = / |A|2 = |A| = 1. Assim, tomando ¢’ = C'v/A temos

a equacao
W4+ Buo+Cw+Cw+ D=0

que chamaremos de forma candnica.

Onde podemos reescrevé - la da seguinte forma
2Re(w?) + Blw|* + 2Re(C'w) + D = 0.
E fazendo w = x1 + 113 e C' = ¢1 + ¢91 obtemos

2(zf —y7) + B2t +y7) +2(cims — o) + D =0
(B+2)ai+ (B —2)yi+2c@1 —2cy1+ D =0

Tomando Ay = B+2>0e Ay = B—2 > —4 a equacao fica

/\11’% + )\gyf + 2611’1 — 202y1 +D=0

Vamos analisar a equacao )\156% + )\Qy% +2c171 —2c0y1 + D =0 quando B > —2 e

(Ay > 0) dessa forma temos

M2+ Xoy? + 2c121 — 2c0y1 + D =0

2 2
/\1 ZE%—}-E‘Il +/\2 y%—ﬁyl +D =
A A2



Agora tomando a translacao u = w + a_2;) = r1 + Yyt + a_2;) -
/\1 /\2 )\1 )\2
a AW o a .
1+ — )+ | y1 — )i =29+ yoi. Além disso tomemos — + —= — D = D’ assim
A1 A2 A1 A

apos essas substituicao teremos
)\11‘% + AQ:I/% = D/
Entao se:
e D' =0, a equacao possui uma tnica solugao xrs = ys = 0.

e D' < 0, a equagao \;73 + X\oy2s = D’ nao tem solugao e, portanto, representa

uma conica degenerada.

e D' > 0, entao podemos dividir toda equagao por D’ como segue

)\15[)% )\ng
D’ D’
e podemos determinar todos os elementos da elipse.
Se =2 < B <2e (A > 0e)y < 0) aequagao A\1x? + X7 + 2c171 — 2¢oy1 + D =0
fica:

=1

Mag — [ Aelys = D'

Assim, se:

[ A
e D' =0, entao y, = + |)\—1|$, ou seja, a equagao representa um par de retas.
2

e D' # 0, entao podemos dividir tudo por D’ como segue.

)\ﬂg ‘)\2‘93
DD
E podemos determinar todos os elementos da hipérbole.

Se B=2e (A =0) aequacao \z? + \oy? + 2c121 — 2¢o11 + D = 0 fica:

=1

)\127% + 2011‘1 — 202y1 + D=0
E completando o quadrado obtemos:
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e )2 c2
A B ! D—-—2_9
1 (331 + )\1) Col1 + )\1

Assim se,
e ¢y = 0, nao teremos uma conica.

e ¢, # (0, podemos dividir toda a equagao por 2¢, como a seguir

2
C1 Ca
A — =2 - D+ —=
1 (Il + /\1) C2l1 + N
‘3
A C1 ? B )\_1
2—02(1'1‘1‘)\—1) =Y — 2y
2
c
D — 2
2c, \7N TN n 2Mico
tomando
. C1 )\1D — C% S\ C1 >\1D — C% - .
u-w—i—()\l ( iy 1| = xl—l—)\l + | 1 e 1= Ty + Yol
fazendo
202
29
NP
teremos
3 = 2pys (3.1)

que ¢é a equacao de uma parabola.

3.1.2 Resumo da Equacao na Forma Candnica

Considere a equagao
w? +w? + Bww + C'w+ C'w+ D =0, onde B> —2e ' = ¢| + chi.

Entao pelos resultados obtidos na se¢ao anterior, podemos concluir que:
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Tabela 3.1: Resumo da Equagao na Forma Canonica

2 2

c c
1. (=2 < B < 2), a equacdo possui uma conica, se e somente se, —— + —=— — D = (.
( ), & equagao p B+3 T B3 #

a conica é uma hipérbole

2. (B =2), a equagao possui uma conica, se e somente se, ¢y = Im(C") # 0.
a conica é uma parabola.

2 2
Cq Co

3. (B > 2), a equacao possui uma coOnica, se e someste se,
(B >2), a equagio p B+2 B-2

~D#0.

a conica é uma elipse.

3.1.3 Cobnicas como solucgoes de equagoes do segundo grau

em coordenadas cartesianas

Vimos na subsegao (2.1.4) que se tivermos uma conica a sua equacao em coorde-
nadas cartesianas serd dada pela equacao ax? +bxy +cy? +dr +ey+ f =0, com a, b
ou ¢ # 0.

Agora queremos determinar em que condigoes tal equacao representa uma conica
e sua classificacao.

Tomemos

z+7Z 2=z
2 YT Ty

e facamos a substituicao na equacgao acima, dessa forma iremos obter:

z—7\? 242\ (2—2Z 2 -7\ 247\ _

E reagrupando os termos semelhantes temos

a—c—bi 2 a—c+b 2 2a + 2c o+ d—ei ot d+ ei F+f=0
4 4 4 2 2 B

Notemos que se a = ¢ e b = 0 de acordo com as observagoes da secao (3.1) a

xr =

equacao ax®+bxy +cy? +dr+ey+ f = 0, representa uma conica de generada. Entao,
devemos tomar (a — ¢)? 4+ b* # 0.
Multiplicando a igualdade acima por 4 e dividindo por y/(a — ¢)? + b% obtém - se

a—c—bi 5 a—c+bi — 2a + 2c¢ _
z° 4+ Z°+ ZZ +
(@ —c)?+b? (@—c)?+ b2 (a—c)?+b?
2 d—ci Z 42 dtci Z4+4f =0
Vi(a—c)?+b? (a —c)? 4 b?
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Comparando com a forma padrao temos que:

2a + 2¢
(@ — )%+ b?

Se|B|:‘ = 2 donde |a + c| = y/(a — ¢)? + b?

Elevando ambos os membros da ultima igualdade ao quadrado temos:

atep = (Va—FrR)
(atep = (VP TP)

a?+2ac+ & =a%—2ac+ 2+ b2
dac — b =0

Assim analogamente mostra-se que se |B| < 2 tem-se que 4ac —b* < 0, se |B| > 2

tem-se 4ac — b*> > 0. Portanto, se :

e |B| > 2 = 4ac —b? > 0, a equacido pode representar uma elipse.
e |B|=2= 4ac — b* =0, a equagao pode representar uma parabola

e |B| <2 = 4ac—b?* <0, a equacio pode representar uma hipérbole

3.1.4 Algoritmo

Apresentaremos nesta secao um algoritmo para classificar e obter os elementos
quando a equacao ax?® + bxy + cy® + dx + ey + f = 0 representar uma conica.

Algoritmo:

e Passo 1: Verificar se a # c e b # 0;

e Passo 2: Complexificar a equacao tomando x = 5

e Passo 3: Colocar a equagao na forma padrao ( Dividindo a equagao por |A| e

multiplicando por —1 B < 2 );
e Passo 4: Aplicar a rotacio z = v/Aw para obter a forma canonica;

e Passo 5: Verificar na tabela se a equacao na forma candnica representa uma

conica;
e Passo 6: Usar a equagao nesse novo sistema de coordenadas;
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e Passo 7: Determinar todos os elementos na conica nesse ultimo sistema de

coordenadas;

e Passo 8:Aplicar a isometria inversa para obter os elementos no sistema de

coordenadas original.

Aplicagao do algoritmo
Apresentaremos a seguir dois exemplos de aplicagao do algoritmo.

Exemplo 3.1.5. Vamos determinar os elementos da conica cuja equacao € dada por
922 — 4y + 6y* = 30
Passo 1: Verificar se a # ¢ e b # 0.

Note que na equacio a =9,b=—4 ec =06, como9#6 e —4 # 0 logo a equacao

922 — 4xy + 6y* = 30, pode representar uma conica.

Passo 2: Complexificar a equag¢ao tomandoxzz+z 69222_.2
)
o(Z22) 4 (ZE2) (222) b6 (222) a0
5 2 2 21 B
9 22+ 222+ 722 4 Z2+.22 +6 22747 =30,—-=—1
4 47 —4 t

9(22+222+72%) +4i (22 —7%) —6(22 —222+2%) =120
922 + 1827 + 922 + 4i2? — 4472 — 62° + 1227 — 622 =120
(3 +4i)2% + (3 —4i)z% + 302z =120

Passo 3: Colocar a equagao na forma padrao ( Dividindo a equacao por |A| e mul-
tiplicando por —1 se, B < 2 ;.

Para colocar na forma padrao devemos dividir a equagao pelo modulo de A, observe
que na dltima equagao |3+ 4i| = \/m = /25 =5 # 1, assim vamos dividi-la

por |3 —4i| =5, ou seja
3 4 3 4
(5 + gz) + (5 — gi) 22+ 627 = 24.
3

Como |A| = E = 5@’ =1eB=06> -2 a equacao estd na forma padrado.

E a direcao da diretriz € dada por
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o] W

143 3

1 = - 2 1

v=vVA= S+ Zi= 5 _ 9,— = _
g 2 2 NRYE

Passo 4: Aplicar a rotagio z = v/ Aw para obter a forma canénica;
2 1.

VG

w? + W* + 6ww = 24 < 2Re(w?) + 6|lw| = 24

Fazendo a mudanca de varidvel z = < > w, obtemos a forma candnica.

Passo 5: Verificar na tabela se a equagcao na forma canonica representa uma conica;
Como B =6 > —2, temosqueanalisarocasodaelipse :
c? c? 0% 02
1 2

=L Y (o=
B+2 B2 gt (=29 >0

e portanto, a equacgdo 9x° — 4y + 6y* = 30 representa uma elipse.

Passo 6: Usar a equacdo nesse novo sistema de coordenadas;
My Aays
D’ D’

Assumiremos agora que w = x’' + y'i entao teremos

=1

2 2
37_+% —1 (3.2)

Note que a equagdo (3.2) estd na forma candnica em relag¢io ao plano w, ou seja,

0s eixos da conica estao paralelos aos eizos coordenados do plano w.

Passo 7: Determinar todos os elementos na conica nesse ultimo sistema de coorde-

nadas;

e a=+/6,b=1/3 e pela equacio a®> = b*> + 2, tem-se que ¢ = /3.

a medida do eixo maior é 2v/6 e a medida do eizo menor é 2v/3.

e 0s vértices sao: a} = V6i, ay = —/6i, by = V3i e by = —/3i.

e 05 focos sio ¢}, = \/3i e ¢y = —/3i.

.. , (&
a excentricidade € € = — =
a

1
5"

SIS

a diretriz v = +%i = +2+/3i.
15
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Observacao 3.1.6. Na figura (3.1) temos a representagio geométrica da equagao
(3.2) no plano W. Note que a diretriz é sempre paralela ao eizo nao focal da conica
e sua localizacdo foi tomada em relagdo ao foco —/3i por isso v = —2/3i. Se
tivéssemos tomado como referéncia o foco \/3i a localizacdo da diretriz no eizo O'Y’
seria dada por v = 2v/3i e, portanto a localizacdo da diretriz estaria no lado positivo
do eizo O'Y'. Com isso concluimos que as conicas com excecdo da pardbola terd
sempre duas diretrizes, dependendo apenas do foco que é tomada como referéncia.
No entanto notamos que para gerar uma conica é suficiente termos apenas um foco e

uma diretriz.

A

Plano W

V/6i

' N
A 4

V3 X’

-V6i

-2 4/3i v

Figura 3.1: Elipse no Plano W.

Passo 8: Aplicar a isometria inversa para obter os elementos no sistema de coorde-

nadas original.

2 1
Ja sabemos que a direcao da diretriz no plano complexo € dada por v = (— - —z) )

V5 V5

Sabemos ainda que se 0 € o angulo de v forma com o eizo OX do plano complexo,

entdo 0 pode ser calculado da sequinte forma:

1
= ' )
0 = arctan T\/E = arctan (—5) = —arctan (5) = —q.
V5 —
, . . 2 1.
Como 0 ¢ negativo, a equagdo z = ﬁ — % w traduz que cada ponto z do plano

complexo € obtido pela rotagao de cada ponto w do plano W de um angulo 6 no sentido
horario.

Dessa forma:
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V3 W3
NG \/gzecz—

o Os focos ¢, = V3i e ¢y = —V/3i sao levados em ¢ =

V3 2v3

— — —=1, respectivamente.

VERRRVE]
V6 2v6

e Os vértices a/, = \6i, a\, = —/6i sio levados em a1 = —= + —1i e ay =
1 2 YT s
\/6 2\/6
VB VB

——1, respectivamente.

2V3 V3

o Os vértices b, = \/3i e by = —/3i sdo levados em by = —— — =i e by =

VAN
23 VB,
V5 s

—1, respectivamente.

2v3 43,

A localizacio da diretriz v = —2/3i € levada em v = —— —

N

v

Figura 3.2: Elipse da equacao.

Note que O' = 0+ 0i € levada pela equacao em O = 0+ 0i e a diretriz € dada por
2 1
- (28) ee(2- 1)
)TN\ ETE
Exemplo 3.1.7. Vamos determinar os elementos da conica cuja equacao é dada por
222 — day +2y°> + 8y =0
Passo 1: Verificar se a # ¢ e b # 0.

Note que na equagao a = 2,b = —4 e ¢ = 2, veja que 2 = 2, ou seja, a = ¢, mas,
b= —4+#0 logo a equacio 22 — 4y + 2y* + 8y = 0, pode representar uma conica.
z+z zZ—Z

Passo 2: Complezificndo a equagdo, tomando x = ey = 5 e depois de
i

simplificarmos e agruparmos os termos semelhantes obtemos a equacgao:
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i2? 4+ (—1)2° 4+ 222 + (—4i)z + +(4i)z =0

Passo 3: Colocar a equagdo na forma padrdao ( Dividindo a equagdo por |A| e mul-
tiplicando por —1 se, B < 2 ;

Observe que na ultima equagdo |A| = |i| = 1, e neste caso a equagdo jd estd na
forma padrao.

E a direcao da diretriz € dada por

1+0 1-0. 1 1
v=vVA=+v—i= — \/TZ:E_EZ'

Passo 4: Aplicar a rotacio z = \/Aw para obter a forma canonica;
1

Vi V2

Fazendo a mudanca de varidvel z = ( ) w, obtemos a forma canonica.

w? + w? —|—2ww+(

v ()T

Passo 5: Verificar na tabela se a equacao na forma canonica representa uma conica;

V2

Como B = 2, basta verificar que ¢y = — # 0 e portanto, a forma canonica

representa uma pardbola:

Passo 6: Usar a equacdo nesse novo sistema de coordenadas;

E com isso obtemos a equacao

x//2 — _\/éy// (33)

Note que a equagdo (3.3) estd na forma canonica em relagio ao plano U, ou seja,

0s eixos da conica estao paralelos aos eizos coordenados do plano U.

Passo 7: Determinar todos os elementos na conica nesse ultimo sistema de coorde-

nadas;
: P 2 . , L, ”
Assim 2p = /2 e portanto, 3= 1 Assim a pardbola tem vértice em O”, e o
foco € dado pelo complexo " = —Tz’ e a localizac¢dao da diretriz no eixo O"Y” € dada
pelo complexo vy = Tl como mostra a figura (3.3).

Passo 8: Aplicar a isometria inversa para obter os elementos no sistema de coorde-

nadas original.
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2y

v

Figura 3.3: Parébola no Plano U de equacio z 2 = —v/2y".

1 1
Ja sabemos que a direcao da diretriz no plano complezxo é dada por v = <— — —1) )
V2 V2
Sabemos ainda que se 8 ¢ o angulo de v forma com o eixo OX do plano complezxo,

entdo 0 pode ser calculado da sequinte forma:
0 =arctan | —— | = arctan(—1) = —45°.

Como 0 € negativo, a equagao z = (—1 L > traduz que cada ponto z do
m € negativo, a € 1w tr e c n
g quag NG, q D

plano complexo € obtido pela rotacdo de cada ponto w do plano W de um angulo 0
no sentido hordrio.

Dessa forma:
, 1 1,
e O foco C € dado por c = 5~ 3

e O vértice V ¢ dado por v =

L.
47

A~ w

e A localizagdo da diretriz v = 1.

Exemplo 3.1.8. A ilha do tesouro. (O problema a sequir foi inspirado no livro
Um, dois, trés, ... infinito de George Gamouw.)
Era uma vez dois irmaos aventureiros que encontraram no bai de lembrancas do seu
avo pirata e um eximio conhecedor da matemdtica, o mapa de um tesouro, juntamente
com as instrucoes para localizd-lo.

Nas instrugoes do mapa constava que o tesouro fora enterrado em uma ilha, cuja
localizacao estava descrita de forma clara. Encontrada a ilha, deveriam procurar um

campo aberto e arenoso onde deveriam marcar o centro do terreno, e avistariam ao
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Figura 3.4: A ilha do tesouro.

lado direito numerosas palmeiras alinhadas ao longo de uma reta (diretriz), de modo
que uma delas possuiria um desenho geométrico feito em seu topo a uma altura des-
conhecida (), e que no momento no qual escondeu o tesouro o sdabio pirata percebeu
que ao amanhecer a sombra projetada desde o pé da palmeira ao seu final era igual ao
dobro da altura da mesma (2z). Devido aos seus conhecimentos matemdticos e vasta
experiencia visitando a ilha, o pirata percebeu que a cada 20 anos a palmeira crescia
um valor (y). A partir disso, sabia que passados 60 anos a palmeira cresceria (3y) e
nova sombra projetada mediria o dobro da distancia anterior. Todavia, visando prote-
ger seu tesouro e aspirando que somente habeis matemdticos seriam dignos e merece-
dores de tamanha riqueza, ele enterrou seu tesouro no foco da conica mais distante da
linha das palmeiras cuja equacao seria representada através do triangulo imagindrio
formado entre a palmeira apds o crescimento, sua nova sombra e a distancia entre o

desenho e o fim da sombra.

Figura 3.5: O tesouro.

Os netos apos a leitura das instrucoes perceberam que restavam apenas 15 dias
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até o tempo previsto pelo seu avo. E, inspirados no espirito aventureiro e gosto pela
matemdtica herdados, foram resolver o desafio. Ao chegar na ilha ao amanhecer como
indicava as instrugoes, perceberam que as informacoes estavam corretas. Encontranda
a palmeira, mediram a distancia entre a figura nela desenhada e o fim da sombra,
encontrando 60m, construindo o novo triangulo, e usando o teorema de Pitagoras

obtiveram:
v+ =a
(x +3y)? + (4x)? = 602
172% + 62y + 9y* = 3600

Entao a partir da equacgao gerada puderam dar inicio aos cdlculos para determinar
os focos da conica, assim usando o algoritmo proposto acima podemos ajudd-los a

determinar tais elementos;

Passo 1: Verificar se a # ¢ e b # 0.
Note que na equagdo geradaa = 17,b =6 ec =9, assim temos 17 # 9 eb =6 # 0,
logo a equacao 17x? + 6zy + 9y? = 3600, pode representar uma cénica.

z+7z Z—7Z
ey =

Passo 2: Complexificar a equacao tomando x =

.2 _ _ N\ 2
17 Z+7Z —|—6(Z—;Z (z .z)+9 z .z) 3600

2 21 21
2 257 =2 2 =2 2_2— = 1
(AR g (A g (e — 3600, - = —i
4 1 —4 1
2 2% =2 2 32 2_2— =2
17 <%> —6i<Z 42 )+9<%> = 3600.(4)

17 (22 4+ 222+ 72%) — 6i (22 —2%) — 9 (2% — 222 +2%) = 14400
172% + 3427 + 1722 — 6122 + 6122 — 922 + 1827 — 922 = 14400
(8 — 6i)2% + (8 + 60)z% + 522z = 14400

Passo 3: Colocar a equagao na forma padrao ( Dividindo a equacao por |A| e mul-
tiplicando por —1 B < 2 ;.

Para colocar na forma padrao devemos dividir a equagao pelo médulo de A, observe
que na iltima equagdo |8+ 6i| = /8% + (6)2 = v/100 = 10 # 1, assim vamos dividi-la
por |8 + 61| = 10, ou seja

4 3 4 3 26
(5 + 51') + (5 — Si) 72+ 5= 1440.
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4 3 6
Como |A| = E T 52 =leB= = > —2 a equacdo estd na forma padrao.

E a direcao da diretriz € dada por

1+4 1 1
[4 3. 5 T 5. (3 1 )
v=VA=4/-+-i=\|—2— 1= - v
5 9 2 2 v10 10

Passo 4: Aplicar a rotacio z = v/ Aw para obter a forma canénica;
3 1 .

VIO VIo

Fazendo a mudanca de varidvel z = ( ) w, obtemos a forma canonica.

26 26
w? +w? + ke 1440 < 2Re(w?) + €|w| = 1440

Passo 5: Verificar na tabela se a equacdo na forma canonica representa uma conica;

26
Como B = = > —2, temos que analisar o caso da elipse:

2 2 02 02
_ o L 9 _p_ N
B+2 B-2 26 26
S+2 22

D/

— (—1440) = 1440 > 0

e portanto, a equacgdo 17x2 + 6zy + 9y? = 3600 representa uma elipse.

Passo 6: Usar a equacao nesse novo sistema de coordenadas;

)\15[)% )\ng

D’ ot

x’Q ,y’Q

B - 3.4
500 450 (3.4)

Note que a equagao (3.4) estd na forma candnica em relagao ao plano w, ou seja, 0s

eizos da conica estao paralelos aos eixos coordenados do plano w.

Passo 7: Determinar todos os elementos na conica nesse ultimo sistema de coorde-

nadas;

a = /450, b = /200 e pela equacdo a®> = b + ¢, tem-se que ¢ = 5/10.

a medida do eizo maior € 30v/2 e a medida do eizo menor é 10v/2.

e 0s vértices sdo: a, = 15v/2i, ab, = —15v/2i, b, = 5v/2i e bly = —5+/2i.
e 0s focos sao ¢; = 5100 e ¢, = —5/104.
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.. , C
e q excentricidade € € = — = =
a 15

4
| %

e q diretriz y = j:gi = +9v10s.
€

Observagao 3.1.9. Na figura (3.6) temos a representacao geométrica da equagdo
(3.3) no plano W. Note que a linha das palmeiras diretriz é sempre paralela ao eizo
ndo focal da cénica e sua localizacio foi tomada em relagdo ao foco 5v/2i por isso
v = 9v/10i. Pois as palmeiras se encontram a direita da elipse e portanto o tesouro

estard enterrado no foco —5v/2i que estd mais distante da linha das palmeiras.

Terreno arenoso

2V10i

—3v/10i 5v/2i 3v/10i 9V2i

—2V10i

Linha das palmeiras

Figura 3.6: O ”X”marca o local.

3.1.5 Equacoes Paramétricas

Seja

F(z,y)=0 (3.5)

A equagao de uma curva plana C' em coordenadas cartesianas retangulares. Sejam
x e y funcoes de uma terceira variavel ¢ em um subconjunto, I, do conjunto dos

nimeros reais, R, ou seja,

r = f(t)
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y=g(t) (3.6)

Se para qualquer valor da varidvel ¢ no conjunto I, os valores de x e y determi-
nados pelas equagoes (3.6) satisfazem (3.5), entao as equagoes (3.6) sdo chamadas
de equacgoes paramétricas da curva C' e a variavel independente ¢ é chamada de
parametro. Dizemos também que as equagoes (3.6) formam uma representagao
paramétrica da curva C. A representacao paramétrica de curvas tem um papel

importante no tracado de curvas pelo computador.

Exemplo 3.1.10. A Elipse de equacdo

IQ y2
Stm=1L (3.7)

Pode ser representada paramétricamente pelas equagoes

T + acost

y = bsent (3.8)

para todo t € [0, 27].
Pois se em (3.6) elevarmos ao quadrado e dividirmos por a? a primeira equagao ,
1 drado e dividi b? d ao e depoi
elevarmos ao quadrado e dividirmos por b* a segunda equacao e depois somarmos os

resultados obteremos

1‘2 2

— + ‘Z_Q = cos’t + sen’t = 1. (3.9)

Exemplo 3.1.11. A Hipérbole de equacao

2 2

T Y

Pode ser representada paramétricamente pelas equacgoes

T + asect

y = btant (3.11)
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T 3

para todo t € [0, 27], t # OISR
Pois se em (3.9) elevarmos ao quadrado e dividirmos por a? a primeira equagao,
depois elevarmos ao quadrado e dividirmos por b? a segunda equacao e depois somar-

mos os resultados iremos obter

ZEQ y2

a? b2

Agora vamos apresentar um outra representacao paramétrica da hipérbole. Para

= sec’t — tan’t = 1. (3.12)

isso vamos definir duas funcoes

e +et
fit) = 5
¢ t —t
e —e
fa(t) = 5 (3.13)
A hipérbole definida por (3.8) pode, também, ser representada paramétricamente
por
x = af(t)
e
y =0bfa(t) (3.14)

para todo t € R.
Pois em (3.11) elevando ao quadrado e dividindo por a? a primeira equagao, ele-

vando ao quadrado e dividindo por b? a segunda equacao e subtraindo os resultados

obteremos
z? ZUZ 2 2 L o —2t L, o —2t
= (WP — (BOF = {42+ = (' =2+ = 1. (3.15)

As funcgoes fi(t) e fo(t) definidas por (3.11) recebem o nome de cosseno hi-
perbdlico e seno hiperbdlico, respectivamente e sao denotados por cosht e senht.

De (3.11) segue a seguiunte relagao fundamental entre o cosseno e o seno hiperbélicos

cosh*t — senh*t = 1 (3.16)
E a representagao paramétrica de (3.11) pode ser escrita como
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T = acosht

y = bsenht (3.17)
para todo t € R.

xr = —acosht
e

y = bsenht. (3.18)

para todo t € R
E uma representagao paramétrica da hipérbole (3.8). Note que com apenas (3.11)

obtemos somente o ramo direito da hipérbole e com (3.13), somente o ramo esquerdo.

P ~
~ .
s N -
N -
-
N ’ aconst,asent] -
~ / - ~ -
-

AN
’ - TW\7
Ny ; (b,btnty) A \,< | lasect,btant)

Figura 3.7: Hipérbole parametrizada usando secante e tangente.

~
~ -
~ -
~ -
~ -

~ -
(-acosh t, bseph t) (acorsh t, b senh t)

Figura 3.8: Hipérbole parametrizada usando as funcoes hiperbdlicas.
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Exemplo 3.1.12. Vamos mostrar a forma de fazer a parametrizagao de uma curva

no qual sabemos sua equacao em coordenadas polares r = f(6).
x = f(t)cost

y = f(t)sent (3.19)

A equacao dessa curva em coordeandas cartesianas é

{ VI gE = [(8(x,y)), sef(8(z,y)) = 0
VT2 = f(0(x,y)), sef(B(z,y)) <0

Vat+y? = [f(0(z,y))]. (3-20)

Para a parametrizagao de (3.15) temos que

Va2 +y? = [f(0(z,9))| = VI(f(t)2cos’t + (f(t))*sen’t] — | f(1)] = 0.

O que mostra que (3.14) é uma parametrizagao para (3.15) e portanto para r =

f(6). Por exemplo,

ecost
r=—"
1+ ecost

esent

= 3.21
y 1+ ecost ( )

E uma parametrizacao de uma conica com excentricidade e > 0, reta diretriz

localizada a diretia a uma distancia igual a 1 e um dos focos na origem.
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Y
P -~ ecost esent
-~ = ; )
P 1+ ecost’ 1+ ecost
P ~
e < N
p N
V: \
/ \
1 A \
. 1 ]
1 T T
\ 1
\ /
\ /
AN /
N\ . 4
~ 7
~ -
= ~ -~ - -

Figura 3.9: Elipse parametrizada com foco na origem usando a férmula em coorde-

nadas polares.

/7

\

\ /7
\ v ’
N \ ecost esent

\ 1+ ecost’ 1 +pecost
N\
\ /
\ /
\ 4
N /
\ 4
\ /
/
\ I
\ !
t / !
3 1 1 p
- I \
Phe 1 \
i \
7 \
/ \
/ \
\
V4 \

Figura 3.10: Elipse parametrizada com foco na origem usando a férmula em coorde-

nadas polares.
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Capitulo 4

Ensino dos Complexos e das

Conicas no Ensino Médio

Nesta secao realizamos um estudo de caso sobre a utilizacao dos contetidos, conicas
e numeros complexos pelos professores do ensino médio, principalmente os dos 3° anos,
suas experiéncias e pontos de vista na abordagem ou nao de tais conteidos, assim
como as dificuldades nessa nova ética de prioridades de conteudos adotadas pela
B.N.C.C. (Base Nacional Curricular Comum). A Base Nacional Comum Curricular é
um documento de carater normativo que define o conjunto organico e progressivo de
aprendizagens essenciais que todos os alunos devem desenvolver ao longo das etapas
e modalidades da Educacao Basica. Conforme definido na Lei de Diretrizes e Bases
da Educacao Nacional (LDB, Lei n° 9.394/1996), a Base deve nortear o minimo dos
curriculos dos sistemas e redes de ensino das Unidades Federativas, como também as
propostas pedagdgicas de todas as escolas publicas e privadas de Educacao Infantil,

Ensino Fundamental e Ensino Médio, em todo o Brasil e aprovados ano passada.

Alguns contetdos como os nimeros complexos e as cOnicas estdo em uma si-
tuagao, um tanto paradoxal: de um lado nao sao estudados adequadamente no
Ensino Superior por serem considerados conhecimento bésico e de outro sao
evitados no Ensino Médio por serem considerados pouco necessarios e inuteis.
Talvez esta situacao aconteca pela abordagem pouco significativa e contextua-
lizada. Por exemplo, os niimeros complexos, normalmente sdo utilizadas para
dar solucdo imagindaria a uma equagao que ja sabemos nao possuir solucdo. (XI

Encontro Nacional de Educagao Matematica Curitiba — PR, 2013, p.13).

Iniciamos nosso estudo conversando com alguns professores do ensino médio e
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percebemos que eles passam por um paradoxico parecido, pois em muitas vezes se
deparam com o desafio de "recuperar”’conteidos matematicos bésicos que ficaram
mal compreendidos pelos alunos durante o ensino fundamental e com a necessidade
de apresentar novos conteidos, se deparando com o paradigma de ter em algumas
situacoes que escolher entre contetidos mateméaticos que sao cobrados em avaliacao
de massa e conteidos que sao pré-requesitos necessarios para a vida académica de
muitos educandos.

Por ser a principal porta de entrada para as Universidade Ptblicas brasileiras
uma das avaliagoes de massa mais enfatizadas o, ENEM, (Exame Nacional do Ensino
Médio), que vem ao longo dos anos se adaptando e mudando o método como os
contetdos matematicos sao cobrados assim como as formulacoes de suas perguntas,
pois, o exame prioriza uma matematica mais pratica, diferenciando e muito, da forma
que eram cobrados os conteiddos durante os vestibulares e PSS (Processo Seletivo
Seriado).

Por conseguinte, observamos que muitos defendem a maneira que ¢é feita tal men-
suracao de conteudos, visto que as questoes estao dentro de uma otica de aplicabili-
dade da matéria, outros nao concordam muito com o método, pois, dizem afastar a
matematica ciéntifica que sera usada pelos alunos em varios cursos pleiteados por eles
no nivel superior, dificultando o aprendizado do mesmo durante a vida académica. O

grafico da figura 4.1 mostra os contetidos cobrados no ENEM 2015.

QUESTOES POR CONTEUDO ENEM 2015

el
P
#l 15
g |
o
w
2 10
w
g 6
]
E 5
= 2 2
= 1
CREPR—
CONTEUDOS COBRADAS
| CONJUNTOS B PROGRESSOES ESTATISTICA
GEOMETRIA H RAZAO E PROPORCAD B GRAFICOS
m FUNCOES m PROBABILIDADE m SISTEMAS

W RACIOCINIO LOGICO  m COM BINATORIAS

Figura 4.1: Grafico com contetidos de matematica abordados na prova do ENEM
2015.
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Esta unificagdo nao se daria, entretanto, por uma integragdo mecanica des-
ses campos, nem simplesmente pela exclusao de velhos temas ou inclusao de
novos, mas, sobretudo, pela introdugéo de elementos unificadores tais como
a teoria dos conjuntos, as estruturas algébricas e as relagoes que, acreditava-
se, constituiriam a base para a construcao légica do novo edificio matematico.

(FIORENTINI, 1992, p.45).

Com o proposito de conhecer a opiniao de quem faz o ensino da matemaética e esté
na ponta desse grande desafio, resolvemos fazer uma pesquisa com alguns colegas
professores de matematica do ensino basico. Com isso foi elaborado um questionario
que servird de base para nosso estudo, abordando o ensino de cOnicas e nimeros
complexos no 3° ano do ensino médio, buscando assim conhecer um pouco da opiniao,
dificuldades e das estratégias usadas por esses profissionais para lecionar os assuntos

mencionados.
QUESTIONARIO

1) Que tipo de institui¢do vocé leciona?
( )Publica
() Privada
2

a

) Qual é o seu grau de instrucao?
)

b) Especializacao. Cite

¢) Mestrado. Cite

d) Doutorado. Cite

e) Em que ano vocé concluiu seu tultimo curso?

Curso superior. Cite

Menos de 5 anos.
b) Entre 5 e 10 anos.
c¢) Entre 10 e 15 anos.
d) Mais de 15 anos.

4) Qual sua opiniao sobre o ensino de Coénicas e Nimeros Complexos no ensino

3) Ha quantos anos vocé exerce a profissao de professor(a)?
a)

médio? Explique.
5) Qual sua opiniao no uso de complexos para resolver conicas?
6) Voceé relaciona esses conteidos em seu programa anual? Em caso afirmativo

consegue ministra-los? Em caso negativo comente.

83



4.1 Pesquisa com Professores do 3° Ano do Ensino
Médio

Nossa pesquisa busca se aproximar da realidade vivida por esses professores no dia
a dia, com isso, aplicamos o questiondrio com 20 profissionais que lecionam nas redes
publica e privada dos estados de Sergipe e Alagoas, e com base nas respostas obti-
das, faremos uma sintese dessas opnioes através de graficos e a posteriore uma anélise

dos dados coletados. As primeiras questoes sao em relacao ao perfil dos entrevistados.

QUESTAO 1

INSTITUICAO QUE LECIONA

WAPENASPUBLICA  ® APENASPRIVADA  m PUBLICA EPRIVADA

Figura 4.2: Grafico com resultado da pesquisa questao 1.

QUESTAO 2

FORMACAO ACADEMICA

DOUTORADO

WLICENCIATURA W ESPECIALZACAD  m MESTRADO DOUTORADO

Figura 4.3: Grafico com resultado da pesquisa questao 2.
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QUESTAO 3

TEMPO DE PROFISSAO.

Figura 4.4: Grafico com resultado da pesquisa questao 3.

QUESTAO 4

RELEVANCIA DO ENSINO

NENHUM DOS
Dois
10%

SOMENTE

cONICAS
10%
SOMENTE >

COMPLEXOS
10%

Figura 4.5: Grafico com resultado da pesquisa questao 4.

QUESTAO 5

USO DE COMPLEXOS PARA RESOLVER
cONICAS

W CONHECE  m NAOQ CONHECE

Figura 4.6: Grafico com resultado da pesquisa questao 5.
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QUESTAO 6

RELAGAO E USO DOS CONTEUDOS

Figura 4.7: Grafico com resultado da pesquisa questao 6.

ANALISE DAS QUESTOES SUBJETIVAS

As préximas respostas exprimem pensamentos e opnides dos professores entre-
vistados em relacao ao ensino e dificuldades de lecionar os conteidos abordados na
pesquisa. Diante do exposto observamos uma convergéncia de opinioes da maioria
desses profissionais como apresentados nos graficos a seguir relataremos algumas dessa
opinioes.

QUESTAO 4

Sobre o ensino dos conteudos, a maioria dos profissionais responderam que os dois
contetudos sao de extrema relevancia e valia para o estudo de outras ciéncias, impor-
tante e relevante para os cursos na area das exatas e para concretizar e estruturar os
conhecientos, mencionaram também a falta de énfase em tais contetidos no 3° ano do

ensino médio devido ao curto tempo e quantidade de contetidos que tem que revisar
para o ENEM.

QUESTAO 5

Nesta questao gostariamos de saber se os mesmos conhecem ou nao o uso de do
conjunto dos niimeros complexos para resolver conicas. A grande maioria 90 porcento,
responderam que conhecem e relacionaram o auxilio e ferramentas que tal conjunto
numérico fornece para resolver questoes envolvendo conicas cujos eixos nao sao para-

lelos aos eixos cartesianos sem ter a necessidade do uso da algebra linear.
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QUESTAO 6

Nessa questao queriamos saber se os professores ministram tais contetdos, e como
fazem, visto que em nossa tese e nas conversas que tivemos com alguns colegas pro-
fessores, as dificuldades de lecionéd-los era enorme, pois, havia uma cobranca social
grande envolvendo conteidos abordados no ENEM, e dessa forma ao analisar as
respostas comprovamos que devido o foco do 3° ano do ensino médio ser mesmo
contetudos cobrados no ENEM, muitos colegas deixam de relacionar tais assuntos, e
quando o fazem, abordam de forma sucinta, nao tratando mais detalhes sobre ambos

os conteidos como mostrado no grafico da questao 6.
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Capitulo 5
Consideracoes Finais

Este trabalho busca servir como material de apoio e pesquisa para professores e
alunos em geral, pois, nele foram abordados contetidos que sao considerados intrigan-
tes e de dificil compreensao por muitos. Nos surgiu a duvida se tais contetidos estao
sendo trabalhados em sala de aula no ensino médio, pergunta esta que buscamos res-
ponder no capitulo 3, por isso, resolvemos tratar esses assuntos de forma clara e leve,

contruindo um material didatico e atrativo.

Assim expomos no primeiro capitiilo uma pouco da historia e evolucao dos niimeros
complexos antes de apresentar suas formas e estruturas. No segundo capitulo mostra-
mos as conicas, seus elementos e um pouco de seu uso em outras ciéncias, levando a
interacao desse assunto com a realidade, assim, buscamos aproximar um pouco mais
a matematica abstrata, de sua utilizacao nos varios ramos da ciéncia e da vida em

geral.

No terceiro capitilo, mostramos uma forma de trabalhar com as conicas quando as
mesmas nao possuem seus eixos paralelos aos eixos cartesianos, envolvendo para isso
o conjunto dos ntimeros complexos e suas coordenadas polares, que muito contribui
para o estudo e representacao das conicas. E no quarto capitulo relatamos um estudo
de caso a partir de uma pesquisa realizada durante este trabalho, retratando um
pouco da realidade, opnioes e experiéncia de vida que alguns professores do 3° ano do
ensino médio, dos estados de Alagoas e Sergipe que lecionam em institui¢oes ptiblicas

e privadas.

Percebemos em conversas preliminares e reafirmamos ao analisarmos as respostas
dadas por esses profissonais em nossos questionarios, que mesmo sendo de grande

relevancia e importancia para a estruturacao de conhecimentos dos nossos alunos,
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para a compreensao de outras ciéncias e para estudar alguns cursos superiores princi-
palmente na area das exatas, o estudo de Numeros Complexos e Conicas, vem sendo
deixado de lado, pois, o foco atual do ensino médio passa a ser a aprovagao dos estu-
dantes no ENEM e como este exame prioriza alguns contetuidos basicos, como disposto
no grafico 3.19, os mesmos passam a ter maior prioridade. Indagamos os professo-
res sobre o conhecimento dos complexos para ajudar na representacao e solucao de
coOnicas e para nossa felicidade 90 porcento afirmou conhecer tais métodos.

Por fim questionamos se tais contetidos sao relacionados em seus planejamentos
anuais, e em caso afirmativo quais métodos usam para ministra-los. Novamente com
as respostas dadas por esses profissionais, reinteiramos nossa tese de que, mesmo
sendo de grande relevancia e importancia alguns obstaculos levam esses conteidos a
nao serem colocados nos planejamentos anuais e quando sao relacionados aparecem no
fim do ano letivo de forma sucinta apés a realizacao do ENEM, muitas vezes devido aos
calendarios escolares do ensino basico, principalmente os das redes ptublicas estaudais
que estao em desacordo com o calendario académico das universidades.

Isto posto, vimos que mudancas impostas na educacao de cima para baixo, sem
a devida discussao com quem faz a educacao béasica é menos valiosa e menos eficaz
do que as mudancas feitas apartir de ampla discussao e debate com aqueles que
estao na ponta dessa atividade desafiadora e instigante, assim debater o processo de
avaliacao em massa e inclusao ou exclusao de conteidos no curriculo escolar deve ser

um trabalho continuo e processual constante.
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