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Resumo

Neste trabalho sera apresentada a Construcao dos Numeros Naturais, dos Nimero
Inteiros, dos Numeros Racionais e algumas demonstracoes e definicoes sobre os Nimero
Irracionais, sempre relacionando com o momento de aprendizagem conforme as diretrizes
da educacao bésica. Para terminar sao apresentadas sugestoes de atividades que podem
ser aplicadas sem dificuldades em sala de aula, ajudando assim o professor de a ma-
tematica do Ensino Fundamental.

Palavras-chave: Construcao dos Numeros, Atividades de Ensino, Ensino Fundamen-
tal.



Abstract

In this work will be presented the Construction of Natural Numbers, Integer Numbers,
Rational Numbers and some demonstrations and definitions about Irrational Numbers,
always relating to the learning moment according to the guidelines basic education. Fi-
nally, suggestions are presented for activities that can be applied without difficulty in the
classroom, thus helping the Mathematics teacher of Elementary School.

Keywords: Construction of the Numbers- Teaching Activities - Elementary School.
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Introducao

A necessidade de contar surgiu tao cedo quanto o uso do fogo. Com a grande difi-
culdade de se criar uma linguagem para os numeros, seria entao mais facil se criar os
simbolos, a principio feitos apenas com tragos em rochas. Assim o processo para a criagao
do nimero foi longo e gradual e isto pode ser observado, por exemplo no uso da maio-
ria das linguagens usadas até hoje, que muitas vezes distingue quantidades apenas entre
singular ou plural, ou o mesmo que faziam tribos antigas quando quantificavam um e
muitos. Dessa forma tem-se o inicio da Criagao do Numero, originando assim a raiz do
conhecimento matemaético.

Motivada pela préatica do ensino sobre a Construcao dos Niumeros que ocorre desde o
primeiro ano escolar da crianca, a pesquisa deste trabalho foi realizada com o objetivo de
tratar deste assunto de maneira tedrica e pratica, analisando que o conceito de Niimero em
suas diferentes representagoes e uso no cotidiano, ainda podem trazer inexatidao nas suas
defini¢oes para o professor que leciona matematica. Dessa forma, pensando em solucionar
essa dificuldade, o primeiro capitulo revela fatos importantes sobre conceitos e definicoes
da Construcao dos Numeros, dos Naturais aos Irracionais, por parte destes professores.

No contexto da histéria da matematica, no século XIX com advento da matematica
moderna, surge a necessidade de uma linguagem formalizada compativel com a légica
matemadtica, grande busca de Giussepe Peano (1858-1932), que em 1889 formula pela
primeira vez os mais conhecidos Axiomas de Peano, possibilitando assim a formalizacao
dos Numeros Naturais.

No capitulo 2, a Constru¢ao do Conjunto dos Numeros Naturais sera feita com o
auxilio dos Axiomas de Peano, onde Peano fixa que o niimero 1 é natural, define a fungao
sucessor e principalmente o Axioma de Inducao que é uma ferramenta fundamental usada
para demonstrar propriedades entre nimeros naturais. Dessa maneira vamos construir
estes nimeros e demonstraremos as propriedades da adi¢ao e da multiplicagao, fazendo
relacoes com possiveis praticas de sala de aula. A relacao de ordem também fara parte
deste capitulo, pois sem ela nao poderiamos comparar os niimeros naturais. Para finali-
zar definiremos o que é um Conjunto Infinito, mostrando que os niimeros Naturais sao
infinitos, sendo que este conhecimento sera estendido aos outros conjuntos numeéricos.

Antes de Peano, no século XVIII, Newton reconheceu os numeros em trés formas:
inteiros, fragoes e irracionais.

No capitulo 3 serd construido de maneira algébrica o Conjunto do Numeros Inteiros,
por meio do conjunto quociente (N x N)/ ~, onde a relacdo ~ é de equivaléncia. As-
sim, tendo bem definidas as operagoes de adicao e multiplicacao, demonstraremos suas
propriedades e que este conjunto ¢ um Dominio de Integridade. Para complementar esta
construcao, mostraremos que a operacao de subtracao esta bem definida e que para resol-
ver uma operacao de divisao entre nimeros Inteiros usamos o mais conhecido Algoritmo



da Divisao. Fechando este capitulo, conforme as necessidades de ordem na reta numerada,
apresentamos a Relagdo de Ordem no conjunto Z = (N x N)/ ~, e como ficam os sinais
de cada elemento.

No capitulo quatro, assim como sera feito no capitulo trés, faremos a Construcao dos
Ntumeros Racionais com o auxilio do conjunto quociente (Z x Z*)/ ~, onde novamente
a relacao ~ é uma outra relacao de equivaléncia, muito proxima ao que conhecemos
sobre fragoes equivalentes no ensino basico. Além disso também apresentamos para este
conjunto a Relagao de Ordem, possibilitando a comparagao entre niimeros escritos na
forma fraciondria e sua compatibilidade com a adicao e a multiplicacao, terminando com
a observacao de que Q admite a relagao de ordem, mas nao é bem ordenado.

No quinto capitulo deste trabalho sera definido o Conjunto dos Numeros Irracionais
como um complemento dos nimeros Racionais. Apresentaremos exemplos de nimeros
Irracionais como v/2 e o nimero 7 que, dentre outros exemplos, podem ser considerados
0s mais importantes para a compreensao do aluno do Ensino Fundamental. Sobre as
operacoes com numeros irracionais, demonstraremos uma proposicao e um teorema que
nos auxilia na melhor classificacao dos seus resultados, considerando que podemos operar
numeros Racionais com Irracionais.

Para terminar este trabalho iremos apresentar sugestoes de atividades e materiais
que auxiliarao no ensino sobre os Conjuntos Numéricos abordados aqui, bem como as
suas estruturas e propriedades, com o objetivo de ajudar o professor de Matematica do
Ensino Fundamental, visando uma dinamica onde o aluno é o protagonista do processo
de aprendizagem.



Capitulo 1

Pesquisa sobre o conceito dos
Numeros e sua construcao para
professores que lecionam
Matematica em uma escola do
ensino basico de Campo Grande

1.1 A motivacao da Pesquisa

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) e experiéncia do La-
boratorio de Matematica da Rede Municipal de Campo Grande, o primeiro desafio do
professor na escola basica, além de fazer a criancga reconhecer os simbolos numéricos, é
fazé-la corresponder cada nimero com a sua quantidade, ou seja, ensinar a crianca a
contar.

Apdés ensinar sobre os nimeros, o proximo desafio do professor do Ensino Fundamen-
tal I, além de ensinar sobre o Sistema de Numeracao Decimal, é ensinar as operagoes de
adicao, subtracao, multiplicacao e tao logo a operacao de divisao, sendo que cada uma
destas operacoes tém total participacao na construcao dos Numeros Inteiros, Racionais
e Irracionais. Assim, o curriculo para o ensino basico estabelece que grande parte dos
principios matematicos necesséarios para a Construgao dos Nuimeros seja apresentado ao
aluno no Ensino Fundamental I. Na sequéncia, compete ao professor de Matematica do
Ensino Fundamental II fundamentar e apresentar o Conjunto dos Numeros Inteiros, fi-
nalizar a estrutura do conjunto dos Numeros Racionais e apresentar e definir o Conjunto
dos Numeros Irracionais.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais [8] que regem os conteidos na
Educacao Brasileira, a construcao dos Numeros Inteiros negativos e a apresentacao da
sua existéncia é feita no sétimo ano do Ensino Fundamental. Nesta fase o aluno passa a
compreender que a subtragao entre niumeros positivos pode resultar em niimeros negativos,
formando assim os Numeros Inteiros.

A finalizacao da estrutura do Conjunto dos Nimeros Racionais, ocorre no oitavo ano
do Ensino Fundamental, quando os alunos devem utilizar determinados procedimentos
para obter a fracao que represente qualquer niimero racional, inclusive os ntimeros de



representacao decimal infinita periddica.

Por 1ltimo, para a Construcao dos Numeros no Ensino Fundamental II, o aluno ira
aprender a identificar entre todas as representacao numéricas vistas, aquelas que nao
podemos representar por meio de fragoes nos termos dos Numeros Racionais, estes sao os
Ntumeros Irracionais.

Motivada pelos fatos supracitados, contando com toda a estrutura de Ensino em torno
da Construcao dos Conjuntos Numéricos, e suas diferentes formas de representagao e uso
no cotidiano, foi realizada a pesquisa que se segue.

1.2 A pesquisa e seus objetivos

Esta pesquisa foi realizada para analisar e constatar fatos dentro do ensino basico refe-
rentes ao ensino e pratica do professor de Matematica, sobre a Construcao dos Numeros.
A quantidade de pesquisados foi pequena, no entanto, isso possibilitou uma analise pro-
funda das respostas.

Para realizar a pesquisa, foi desenvolvido um questiondrio com 7 perguntas, todas
dissertativas, acerca do conhecimento tedrico sobre a construcao dos niimeros e sua clas-
sificacao em Naturais, Inteiros, Racionais e Irracionais, bem como o modo que podem ser
utilizados no cotidiano. O questiondrio foi impresso e entregue a cada professor colabo-
rador, podendo este responder a pesquisa no local desejado. A figura 1.1 representa as
perguntas do questionario.

Esta pesquisa teve como objetivo analisar o modo de como professores de Matematica
apresentam e conceituam os numeros Naturais, Inteiros, Racionais e Irracionais bem como
o vocabulario utilizado na préatica de ensino destes conteuidos, sua aplicagao e formas de
ensino.

A pesquisa foi realizada com 6 professores que lecionam matematica em uma deter-
minada Escola Municipal de Campo Grande. Dois professores que foram convidados a
participar da pesquisa nao fizeram a devolucao das respostas e apenas um professor res-
pondeu o questionario de maneira incompleta. O restante dos professores entregaram o
questionario totalmente respondido, isso é juizo.

Os paragrafos a seguir apresentam a descricao de cada item do questionario juntamente
com 0 seus objetivos e possiveis resposta.

A primeira pergunta foi: O que € um niumero racional e o que € um niumero irracional
e teve por objetivo identificar estas duas definicbes como sao conhecidas pelo professor,
bem como o uso do seu vocabulario para tratar do assunto.

O objetivo da segunda pergunta, sobre se os nimeros Naturais podem ser construidos
e a justificativa da resposta, tem por objetivo saber se o professor ja teve contato com a
Construcao dos Numeros Naturais bem como a funcao sucessor, construida pelos Axiomas
de Peano.

A terceira e a quarta pergunta teve como objetivo identificar como o professor clas-
sifica o ensino do Conjunto dos Numeros Naturais e o Ensino do Conjunto dos Nimeros
Racionais em fundamental, relevante, pouco importante ou irrelevante e ainda analisar a
sua justificativa para a possivel resposta.

O objetivo da quinta pergunta foi de identificar se o professor relaciona os nimeros
racionais com situagoes do cotidiano e de qual forma isto pode ser feito na sua pratica de
sala de aula.
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1. Oqueé?
a) Um numero racional?

b) Um numero irracional?

2. Os numeros naturais podem ser construidos? Justifique.

3. Como vocé classifica o ensino do conjunto dos numeros naturais para os alunos da
Educacao Basica?

( ) Fundamental ( ) Relevante ( ) Pouco importante () lrrelevante
Justifique.

4. Como vocé classifica o ensino do conjunto dos numeros racionais para os alunos da
Educagéo Basica?

( ) Fundamental ( ) Relevante () Pouco importante () Irrelevante
Justifique.

5. Vocé relaciona os numeros racionais com aplicagbes cotidianas na sua pratica em
sala de aula? Se sim, determine uma forma?

6. A razédo entre o comprimento (C) da circunferéncia e o seu diametro (D) € C/D.

a) Arazao C/D & um numero constante independente do comprimento do raio?

b) Arazdo C/D obtida € um namero irracional? Por qué?

7. Responda e depois descreva seu raciocinio para a resposta dada:

a
b

& um numero racional?

)
)

/5 & um numero irracional?

C) = & um numero racional?

\"
1+
1
3
0,

00999999 & um numero irracional?

)
d)
e) 0,123456789101112... € um namero racional?

Figura 1.1: Questionario da Pesquisa

O conhecimento sobre o nimero Irracional 7 foi abordado na sexta pergunta, com o
objetivo de identificar se o professor reconhece que 7 é uma constante, a maneira como
pode ser obtido e se desta forma pode ser chamado de ntmero irracional justificando o
porque.

Por 1ultimo, na sétima pergunta o professor deveria identificar quais nimeros eram
racionais e irracionais descrevendo o seu raciocinio. Desta maneira queriamos identificar
se o professor reconhece que os ntimeros racionais podem ser escritos como na Defini¢cao
4.2 do Capitulo 4, que os irracionais tem uma representacao numérica com infinitas casas
decimais nao periddica e sua linguagem para tratar disto.
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1.3 Os resultados da Pesquisa

Sobre o que é um numero racional, foram observadas que 50% das respostas foram
escritas conforme a Definicao 4.2 , no entanto os outros 50% dos professores definiram
nimero racional como um numero que pode ser escrito na forma de fragao ou quociente.
Este fato evidencia, para o nosso espaco amostral, que o professor pode nao conhecer
a Definicao de Nimeros Racionais completamente ou nao tem o cuidado de usa-la como
deve ser, e ao ensina-la desta maneira, propaga um conhecimento incompleto e até mesmo
errado ao aluno, que ao longo de sua vida escolar pode fazer confusao ao identificar os
numeros.

Temos que 50% das respostas sobre o que é um ntumero irracional afirmaram que
Numero Irracional é aquele nimero que nao pode ser escrito em forma de fracao com
denominador e numerador inteiros, sendo que o denominador deve ser diferente de zero,
como esperado. Porém, o restante apresentaram algum tipo de problema no uso do
vocabulario. Aqueles que responderam que um numero racional é aquele que pode ser
escrito em forma de fragao, também disseram que nimero irracional é aquele niimero que
nao pode ser escrito em forma de fracao e em outra resposta usou-se a palavra razao
como apresentada na figura 1.2. Isto evidencia a falta de exatidao destes professores.
Em apenas uma das respostas foi considerado que niimero irracional tem representacao
decimal infinita e nao periédica.

b) Um ndmero irracional?

Figura 1.2: Resultado da Pesquisa

Na questao sobre a construgao dos Niumeros Naturais, em apenas uma das resposta
apresentou-se a ideia de que os nimeros naturais sao construidos a partir do sucessor de
cada niimero e que sao representados por algarismo. As outras respostas demonstraram
que essa construcao foi feita a partir da historia, com a criacdo dos algarismos Indo-
arabicos e o uso do sistema de numeracao decimal. Estas respostas demonstram que o
professor nao tem conhecimento ou se esqueceu dos Axiomas de Peano, assim como a
ideia de contagem para a Construcao dos Naturais.

Somente 3 professores responderam a pergunta 3 e classificaram em fundamental o
ensino do Conjunto dos Numeros Naturais para os alunos. Em suas justificativas conside-
raram que os Numeros Naturais sao a base para a compreensao e construgao dos demais
numeros e ainda sao muito usados no cotidiano. As respostas obtidas nesta pergunta de-
monstra que o professor compreende a real necessidade e importancia do ensino sobre os
numeros Naturais, principalmente pelo fato de que o conhecimento dos Ntimeros Naturais
é requisito basico para a construgao dos outros conjuntos numéricos.

Sobre a classificagao do ensino do Conjunto dos Numeros Racionais, na pergunta 4,
todos o consideraram fundamental, no entanto as justificativas foram diversas. Um dos
pesquisados justificou que o motivo para ensinar os Numeros Racionais é fato de que
o sistema monetario do Brasil é representado com numeros decimais, ou ainda que a
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representacao dos multiplos e submuiltiplos das medidas de comprimento sao nimeros
racionais. Outra resposta apresentada justifica que o ensino do Conjunto dos Numeros
Racionais é importante para a construcao de outros universos numéricos.

Uma justificativa que se destaca nesta questao esta apresentada na figura 1.3, onde o
professor considera que embora o uso dos Numeros Racionais seja cotidiano, pode-se notar
grande dificuldade por parte dos alunos em sua aprendizagem e portanto significativo o
seu conhecimento acerca destes niimeros.

4. Como vocé classifica o ensino do conjunto dos nUimeros racionais para os alunos da
Educacio Basica?
’X Fg_ndamenta! () Relevante () Pouco importante ( } lrrelevante
Justifigue.
fm«m&\;\m e Gumes B AgsoOMAA Corm il Ul )
e N0 Q.- O . c& 0 /\Dwdxm - JA YUV g@i\,ud O‘K‘&M}j&
WMA% 0 ' PO '
\\\L\:\.}u Ve m&& D INLLAIIMOONS Qui on u&u\mf@v
Cereo X0~ e Core T XE hL({)mb.‘JA ik IS Q u%,u&f@
C‘pb}‘)» W\,@

Figura 1.3: Resultado da Pesquisa

As respostas dadas por 2 pesquisados no item 5 do questionario, relacionam o uso de
nimeros racionais com a obtencao de medidas e resolucao de problemas com dinheiro.
Um outro pesquisado afirmou que ha uma grande diversidade de problemas em que se
usa o conhecimento sobre os Numeros Racionais sobretudo os problemas com fragoes.
Assim, observa-se que nenhuma das respostas apresentadas detalhou a forma como estes
professores relacionam os nimeros Racionais com o cotidiano, nas suas aulas.

A questao 6, sobre o numero 7 foi respondida por apenas 3 dos pesquisados. No
primeiro item as respostas apresentaram consideragoes favoraveis ao fato do 7 ser uma
constante, nao importando a medida do raio da circunferéncia. No entanto, no item b,
a figura 1.4 apresenta a resposta de um professor que para justificar o fato do nimero
7 ser irracional respondeu que m nao pode ser escrito em forma de razao, sendo que na
propria pergunta o 7 foi apresentado como a razao entre o comprimento e o diametro
da circunferéncia. Isto mostra que o professor nao soube interpretar a pergunta ou ainda
desconhece a forma como pode ser obtido o niimero 7. As outras explicagoes apresentaram
argumentos de justificativa da maneira esperada, afirmando que 7 é um ntmero decimal
com infinitas casas decimais nao periddicas ou que m nao pode ser representado por uma
fracdo com numerador e denominador inteiros, sendo o denominador diferente de zero. A
auséncia de respostas nesta questao também evidéncia o fato de que o niimero 7 é ainda
um ‘tabu’ entre os professores da rede basica neste espago amostral.

b) A razéo C/D obtida é um nimero zrrac:lonal*? Por qué?
Siev . BPain o voarmun® T o \M‘\x_ Ao

A4 Do gnn &
YA ,.1’ 2 VAL *\,-*\34— T2 A

Figura 1.4: Resultado da Pesquisa
Por ultimo, o professor pesquisado deveria determinar se o nimero dado em cada item
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é irracional ou racional, descrevendo o seu racioncinio. Todos os professores classificaram
corretamente os numeros, todavia cada descrigao de como foi o seu raciocinio, para deter-
minar as respostas dadas, tinha o mesmo significado das defini¢bes expostas na primeira
questao. Por exemplo, aquele professor que admitiu que um niimero racional é um ntmero
que pode ser escrito em forma uma fragao entre niimeros inteiros com o denominador di-
ferente de zero, usou este mesmo argumento para justificar as suas classificacao quanto
aos numeros racionais ou irracionais Veja a figura 1.5.

a), V5 & um nimero racional? _lles ; 1 nip  sank Ao Twimosn  trody A
7/ A 7 ; :
Koo 0 B [ 20 Gy oAs Avarnen e ts -

Figura 1.5: Resultado da Pesquisa

Sobre o fato de 1+ +/5 ser irracional os argumentos apresentados estao de acordo com
Teorema 17 que serd apresentado no Capitulo 5 deste trabalho, sobre o fato de que a soma
entre um numero racional e um irracional é um numero irracional. A figura 1.6 abaixo
apresenta uma das respostas dadas.

—

b) _f1n+\/§ & um ndmero irracional?__sl sany » Uenn i@ sociomat oo

AT A 3y 1 o . o . P \ \ o 3 ~ 0
NWASOND QI VLS e Ny Carnaly ‘u,lw‘\\g AR e M2 ote © srvuel -

Figura 1.6: Resultado da Pesquisa

Outra observacao importante nas respostas da questao 7, foi a falta de cuidado com
o vocabulédrio que o professor usou para argumentar as suas classificacoes, dizendo que
0,00999999 nao é um numero irracional pois é um ntimero finito ao invés de responder

que este niimero nao ¢ irracional pois tem uma representagao decimal finita. Veja a figura
1.7.

d) 0,00999999 & um namero irracional? ng , 9 .- iiiris | KT
P ; :

Figura 1.7: Resultado da Pesquisa

As resposta obtidas em cada questionario, sobre os nimeros racionais e irracionais
nao apresentaram grandes divergéncias. Isto é, cada um dos professores pesquisados
preferiram usar respostas e justificativas com argumentos analogos em seu questionario.
Demonstrando assim que esta é a forma que os mesmos explicam estes conteidos aos seus
alunos.

Ainda, o que mais chama a atencao, em todas as respostas observadas, é o fato de
que apenas um dos professores pesquisados conhecem a ideia da Construcao dos Nimeros
Naturais e usa deste conhecimento para responder as referidas questoes onde buscam tal
definicao.
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Capitulo 2

A Construcao dos Numeros Naturais

A construcao dos Nuimeros Naturais da-se a partir dos Axiomas de Peano apresentados
em seu livro Arithmetices Principia Nova Methodo Ezposita sob a forma de 9 axiomas.
Neste trabalho os nove axiomas de Peano serao resumidos em cinco axiomas. Para tanto
serd considerado que o leitor é conhecedor da axiomatica de conjuntos e fungoes.

Para saber mais da axiomaética de conjuntos consulte [1].

2.1 Os axiomas de Peano

Para compreender os axiomas de Peano e a sua construcao dos nimeros naturais
vamos considerar a priori que os elementos de um certo conjunto, denominado Naturais,
representado pelo simbolo N, nao sao conhecidos, e vamos considerar a fung¢ao s: N — N
que associa cada elemento do conjunto N ao seu sucessor s(n).

Seguem os axiomas de Peano:

Axioma 1. 1 € N.

Axioma 2. Todo nimero natural n tem um unico sucessor, que serd representado por

s(n).
Axioma 3. Numeros naturais diferentes tem sucessores diferentes.

Axioma 4. Existe um unico numero natural chamado um e representado pelo simbolo 1,
que nao € sucessor de nenhum outro nimero natural.

Axioma 5. (Azioma da Indugdo) Seja X um conjunto de nimeros naturais (isto é, X C
N). Sel e X e se, além disso, o sucessor de todo elemento de X ainda pertencer a X,
entao X=N.

Observacoes sobre os Axiomas:
1. O Axioma 1 diz que o conjunto dos nimeros naturais nao é vazio, pois 1 é um numero
natural, e assim ele sera o nosso ponto de partida;
2. Pelo Axioma 4 sabemos que, com exce¢ao do ntimero 1, todos os outros niimeros em
N sao um sucessor de outro niimero natural.
3. O Axioma 3 determina que a fungao s é injetiva ja que se dois niimeros tém o mesmo
sucessor entao estes nimeros sao iguais.
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4. Giusepe Peano (1858 - 1932), quando apresentou os seus axiomas usou a palavra su-
cessor e s6 depois, assim o definiu simbolicamente: 2= 1+1; 3= 2+1; 4=3+1; etc. Esta
ultima definicao apresentada por Peano, comeca a nos dar uma melhor compreensao do
significado de sucessor de n, que consiste em adicionar 1 ao niimero n, mesmo que a de-
finicao de adicao ainda nao nos tenha sido apresentada.

2.1.1 Principio de Inducao Matematica

O Axioma 5 nos auxiliard na demonstracao do Principio de Inducao Matematica,
um método muito eficiente para demonstrar propriedades e teoremas relacionados aos
nimeros naturais. Abaixo temos uma das maneiras de como ele pode ser enunciado:

Principio de Indugdo Matematica: Seja P(n) uma propriedade relacionada ao
nimero natural n. Suponha que

i)P(1) é valida

ii)Para todo n € N a validez de P(n) implica que P(s(n)) seja verdadeiro, onde s(n)
¢ o sucessor de n.

Entao P(n) é valida para qualquer que seja n € N.

Demonstracao. De fato, se chamarmos de X o conjunto dos ntimeros naturais n para os
quais P(n) é vélida, veremos que:

1 € X em virtude de i) e que

n € X = s(n) € X em virtude de ii)
Logo, pelo axioma da Inducao, conclui-se que X = N.

]

Existe uma versao geral do Principio de Inducao Finita onde considera-se o menor
elemento (com existéncia garantida pelo Principio de Boa Ordem, que serd apresentado
no Teorema 3) como elemento de partida, podendo este elemento ser o zero. Do ponto
de vista pedagdgico, o elemento zero precisa ser trabalhado com os alunos em um mo-
mento posterior a estruturacao dos nimeros naturais, ja que nao héa a sua necessidade na
quantificacao de objetos.

A seguir temos o Teorema que determina quais sao os elementos do conjunto dos
Numeros Naturais.

Teorema 1. Sen € N entaon =1 ou 3 m € N tal que n € o sucessor de m, ou seja
n = s(m).

Demonstragao. Seja o conjunto A = {n € N; n =1 ou dIm € N, n = s(m)}. Queremos
mostrar que A = N. Por definicao de A, 1 € A. Suponha que n é um sucessor, isto é
n = s(m), para algum m € N. Como s(n) = s(s(m)) segue que s(n) é um sucessor de
s(m). Isto é, se n € A entao s(n) € A. Portanto, pelo Principio de Indugdo, A=N. O

O Teorema 1 diz que o conjunto dos Nimeros Naturais é formado pelo niimero 1 e
pelo sucessor de outro nimero natural que também é sucessor de outro niimero. Assim,
podemos dizer que o conjunto dos Niumeros Naturais ¢ um Conjunto de Sucessores.
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A seguir apresentamos as defini¢oes para as operacoes de adicao e multiplicacao, para
isto usaremos o recurso da indugao, necessaria nas demonstracoes das propriedades.

2.2 As operacoes em N: Adicao e Multiplicacao

A definicao de adigao nos nimeros naturais da-se a partir da enésima iterada da funcao
sucessor, definida inicialmente nos axiomas de Peano.

Para compreender melhor considere uma funcao f, f : X — X. Para cada n € N,
podemos associar de modo tnico a f sua enésima iterada f" : X — X de forma que
fl'=fe 5™ = fo " Para a funcio sucessor fica assim definida a sua enésima iterada:
st=ses™ =s5035" (1)

Definicao 2.1. Seja s : N — N a func¢ao sucessor. Dados m,n € N sua soma m +n
fica definida por

m+n:s"(m).

isto significa que somar m com n é o mesmo que tomar o numero natural m e iterar a
fungao sucessor n vezes.

Da Definigao 2.1 e (1) obtemos:

m+1=s'(m) = s(m),
m + s(n) = s°™(m) = (s0s")(m) = (s(s"(m)) = s(m +n).

Deste modo, duas importantes igualdades ficam definidas

m+1=s(m), (2)
m+ s(n) = s(n+m). (3)

A partir daqui, seré dispensada a notagao s(n) para identificar o sucessor de n e usaremos
n 4+ 1 como notagao definitiva. Como s(n) = n + 1, concluimos de (3) que

m+n+1)=(m+n)+1 (4)

Esta ultima equagao nos da a indicacao de que a adicao pode ser associativa e logo
sera usada para demonstrar tal propriedade.

Portanto, ao iterar a fungao sucessor, tendo como defini¢ao que s(n) = n + 1 temos a
ideia definida de que somar n com m significa acrescentar n vezes uma unidade ao niimero
m. Este mesmo mecanismo é usado para ensinar a operacao de adi¢ao nos anos iniciais
do Ensino Fundamental I.

Proposicao 1. Sejam m,n,p € N temos as sequintes propriedades da adi¢do:
i) Associatividade: m + (n+p) = (m+n) + p;
1) Comutatividade: m +n =n + m;

1) Lei do corte: m+n=m+p=n=p.
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Demonstragao. i)Fixados m,n € N, para p = 1, a igualdade m+ (n+1) = (m+n)+1é
dada pela definigdo de adigao em (4). Supondo, por hipdtese de indugao que o resultado
m+ (n+p) = (m+n) + p é vélido para algum p € N, temos que

m+n+ @+ =D m+[(n+p)+1] =2 [m+n+p)]+1=2[(m+n)+p+1=%
(m+n)+ (p+1).

Nas igualdades 1, 2 e 4 usamos a definigao de adicao e a igualdade 3 é devido a hipotese
de indugao. Portanto m+ [n+ (p+1)] =m+n+ (p+1).

ii) Para mostrar que m+n = n+m, precisamos mostrar inicialmente que m+1 = 1+m,
assim observe que para m = 1 a igualdade é obviamente verificada. Agora, tome m ar-
bitrario, temos que

m+1)+1=01+m)+1=D 14+ (m+1),

onde a primeira igualdade deve-se a hipotese de inducao e a segunda, é valida pelo fato
da adicao ser associativa, que foi demonstrado no item anterior. Portanto 14+m = m+1,
para todo m € N. Agora suponha que m +n = n + m, fixado m, para algum n € N,
temos

m+(n+1) = (m+n)+1 =3 (n+m)+1 =3 1+(n+m) =9 (1+n)+m =0 (n+1)+m,

a igualdade 1 deve-se a definicao de adigao, a igualdade 2 vem da hip6tese de indugao, 3
e b vem do fato de que n+1 =1+ n, e em 4 foi usada a associatividade da adicao. Logo
concluimos que m +n = n + m para todo m € N.

iii)Fixemos n,p € N. Casom = 1, temos que 1+n = 1+p = n+1=p+1=2n=p,
a primeira implicacao é devido a propriedade comutativa da adi¢ao e a segunda implicacao
vem do fato de que niimeros com o mesmo sucessor sao iguais. Logo a propriedade é valida
para m = 1. Suponha, por hipétese, que a propriedade é valida para um m arbitrario.
Usando a comutatividade, o caso de m = 1 e a hipdtese de inducao, nesta ordem, temos
que (m+1)+n=(m+1)+p=m+1+n)=m+(1+p) =m+n+1) =m+(p+1) =
(m+n)+1=(m+p)+1=m+n=m+p=n+m=p+m= n=p. Portanto, pelo
principio de indugao, m +n =m + p = n = p para todo m € N.
m

Intuitivamente, sabemos que multiplicar m por n é o mesmo que somar m parcelas de
n. Exemplificando simbolicamente multiplicar 3 por 2 é o mesmo que 2+ 2+ 2 = 6. Com
este pensamento seguem abaixo as defini¢oes e propriedades da operagao de multiplicagao,
que advém da soma.

Defini¢ao 2.2. (Multiplicagio em N). O produto de dois nimeros fica definido por

n-1=n, (1)
n-(m+1)=n-m+n. (2)

Isto significa que multiplicar um nidmero por 1 nao o altera e que se sabemos multiplicar
n por m, também sabemos multiplicar n por m + 1.
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Proposicao 2. Sejam m,n,p € N. Temos as sequintes propriedades da multiplicacdo:
t) Distributividade: m - (n+p) =m - n + m.p;
1) Comutatividade: m -n =n-m;
i11) Associatividade: m - (n-p) = (m-n) - p;

iv)Lei de corte do produto: m-p=mn-p=m=n.

Demonstragao. i) Fixados m,n € N, por indugao em p, temos que, parap = 1, m-(n+1) =
m -n + m é vélida pela definicdo de multiplicagdo. Agora suponhamos que m - (n + p) =
m - n+m - p para algum p € N. Dessa maneira m - [n+ (p+ 1)] =t m - [(n + p) + 1] =2
m-(n+p)+m="(m-n+m-p)+m="m-n+(m-p+m)="m-n+m-(p+1).
Justificando as igualdades, em 1 usamos a definicao de adicao, em 2 e 5 a definicao de
multiplicacao, 3 a hipdtese de inducao e em 4 a associatividade da adicao.

ii)Considere m € N fixo, por indugdo em n, inicialmente vamos mostrar que para
n = 1 a comutatividade da multiplicagao é vélida, qualquer que seja m € N, fixado. Por
definicao m - 1 = m. Por outro lado é claro que 1-1 =1 e se 1-m = m para todo m € N,
teremos que 1-(m+1) = 1-m+1 =m+1. Agora, suponha por indugao que m-n = n-m,
assimm-(n+1)='m-n+m=2n-m+m=3(n+1)-m onde 1 deve-se a defini¢ao de
multiplicagao, em 2, a hipdtese de inducao e 3 a distributividade.

iii) Considere m,n € N fixo, por induc¢do em p, quandop =1, m-(n-1) =m-n = (m-
n)-1. Para a hipdtese de indugao vamos considerar valida a igualdade m-(n-p) = (m-n)-p
para algum p € N, dessa formam-(n-(p+1)) =P m-(n-p+n)=m-(n-p)+m-n =6
(m-n)-p+m-n=% (m-n)-(p+1), onde 2 e 4 é devido a distributividade e 3 a hipétese
de indugao. Portanto vale a propriedade associativa da multiplicacao para todo p € N.

iv) Fixados m,n € N, por indugdo em p sabemos que quandop=1,m-1=n-1=
m = n pela definicao de multiplicacao. Suponhamos que m -p = n -p = m = n para
algump € N, daim-(p+1)=n-(p+ 1) =Um-p+m-1=n-p+n-1=Fm.p+m =
n-p+m=m-p+m=n-p+m =% m.p=n-p= m = n,na implicacio 1 foi
usada a distributividade, em 2 a definicao de multiplicacao, em 3 a hipdtese de inducao
e em 4 foi usada a propriedade da lei do corte da adigao. Dessa maneira temos vélida a
propriedade da lei do corte da multiplicagao. O]

E importante ressaltar que o ensino das propriedades da adicao e da multiplicacao
para o aluno, tornaré o exercicio de efetuar calculos mais pratico e rapido, principalmente
quando este calculo for mental. Observe nos exemplos, como isso pode ser feito:

Exemplo 1. Resolvendo a expressao 230+ 115+ 70 com o auzilio de propriedades da
adicao temos que:

230 + 115 + 70 =! 230 4 70 4 105 =2 (230 + 70) + 105 = 300 + 115 = 415.

Em 1 foi usada a propriedade comutativa da adicdo e em 2 a propriedade associativa.
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Exemplo 2. Para efetuar a multiplicacao entre 5 e 23, por meio de cdlculo mental
podemos usar a propriedade distributiva de maneira que 5-23 =5-(204+3) = 5-20+5-3 =
100 + 15 = 115.

2.3 Relacao de Ordem em N

No Ensino Fundamental usamos a relacao de ordem para comparar os nimeros usando
os sinais de >(maior do que) ou <(menor do que). Em geral hd uma grande necessidade
do uso de "macetes” para facilitar a compreensao do aluno com relagao ao uso dos sinais.
Alguns deles parecem absurdo, mas sao de fato utilizados, como por exemplo: cortar os
sinais para parecer com um numero 4 ou o niimero 7 respectivamente e como 4 é menor
do que 7, entao o sinal que ficou parecido com 4 é o menor do que, e o que ficou parecido
com o 7 é o maior do que, ou ainda, basta observar que o sinal sempre aponta para o
nimero de menor valor.

Definicao 2.3. Sejam m,n € N dizemos que m é menor do que n e denotamos porm < n
se, e somente se existe p € N tal que n = m + p.

Proposicao 3. Sejam m,n,p € N. A relagio < (menor do que) tem as sequintes propri-
edades:

i) Transitividade: m <nen<p=m<p

1) Tricotomia: Uma e somente uma das alternativas é vdlida

oum=mn,oum<noun<m

ii1) Monotonicidade da adigio: m <n=m+p<n-+p Vp € N.
iv) Monotonicidade da multiplicagio: m <n=m-p<n-p Vp € N.

Demonstrag¢ao. i)Se m < n e n < p, entao existem t; e ty tais que m+t; =nen+ty =
p. Substituindo o n na segunda igualdade pelo resultado obtido na primeira igualdade
obtemos m + t; + to = p e como t; + t; € N concluimos que m < p.
ii)Fazendo uma prova por absurdo, suponha que m < n e m = n, assim existe p € N tal
quem-+p=n,daim+p+1=n+1ecomom=ntemos m+p+1=m+1, aplicando
a lei do cancelamento em m, obtemos p + 1 = 1, absurdo, pois 1 nao é sucessor de p,
portanto m = n exclui m < n. O caso m > n e m = n é andlogo. Agora suponha por
absurdo que o caso m < n e m > n ocorre. Dessa forma 3 t{, to € N tais que m +1t; =n
e n + ty = m, substituindo n na segunda igualdade pelo resultado obtido na primeira
igualdade obtemos m + t; +to = m o que é um absurdo. Portanto m < n exclui m > n.
iii) Como m < n, temos que existe ¢ € N tal que m+q = n, dai (m+p)+q=m+q+p =
n+p. Istoém+p<n+p.
iv)Novamente temos que existe ¢ € N tal que m+q =ndaim-p+q-p = (m+q)-p =n-p.
Portanto m - p < n - p.

m

Diz-se que um conjunto X € N é bem ordenado quando possui um menor elemento,
isto significa que se p € X é o seu menor elemento, entao p < n para todo n € X. Dessa
forma dizemos que o conjunto dos nimeros naturais é bem ordenado, onde o seu menor
elemento é o 1, pelos axiomas de Peano. Veremos no Capitulo 3 um exemplo de conjunto
que nao é bem ordenado, os Nuimeros Racionais.
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Teorema 2. Nao existe um numero natural p tal quen <p <n-+1 comn € N.

Demonstracao. Suponha que existe p € N tal que n < p < n+ 1, terfamos p =n +q e
n+1l=p+r,comgq, reN Entaon+1=n+q+r e, cortando n obtemos 1 = g+ r,
um absurdo. 0

Mediante a Definicao 2.3 e a Proposicao 3, agora podemos falar sobre a ordenacao de
elementos em N.

Defini¢ao 2.4. Para cada n € N fica definido o conjunto I,, como I, = {1,2,3,4,....,n}
el,1=91,2,3,....,n,n+1}.

Teorema 3. (Principio da Boa Ordenagdao) Todo conjunto nao vazio A C N contém um
elemento minimo.

Demonstra¢ao. Sem perda de generalidade, podemos supor que 1 ¢ A pois 1 é o menor
numero natural, se pertencesse a A seria o elemento minimo desse conjunto. Considere
o conjunto X C N, formado pelos nimeros naturais, tais que I, C N — A. Assim os
elementos de A sdo maiores do que n. Temos 1 € X pois 1 ¢ A. Por outro lado, nao
se tem X = N porque A nao é vazio: se p € A entao p ¢ X. Pelo Axioma de Indugao,
concluimos que existe algum n € X tal que n +1 ¢ X. Isto significa que todos os
elementos de A sao maiores do que n + 1. Portanto existe p € A tal que p < n+ 1. Deve
ser p = n + 1, pois se fosse p < n + 1 terfamos n < p < n + 1, um absurdo. Assim o
numero natural p = n+ 1 pertence a A. Mais ainda: p é o menor elemento de A. De fato,
se existisse ¢ € A, com ¢ < p, teriamos outra vezn < ¢ < n + 1. O

2.4 Conjuntos finitos e infinitos

Os numeros Naturais sao uma ferramenta para o estudo da enumerabilidade de con-
juntos, sabendo disto podemos definir conjuntos finitos e infinitos.

Definicao 2.5. Um conjunto X sera considerado finito quando houver uma bijecao f :
I, - X, onde I, = {1,2,3,...,n} para cada n € N.

Dessa maneira dizemos que ha uma correspondéncia biunivoca entre I,, e X tal que n é
o numero cardinal de X, ou seja, o nimero de elementos do conjunto X. Intuitivamente,
isto significa que podemos fazer uma contagem dos elementos deste conjunto.

O conjunto vazio, representado pelo simbolo () tem zero elementos, isto significa que
seu numero cardinal é o zero e portanto ele é um conjunto finito.

Definicao 2.6. Dizemos que um conjunto € infinito quando ele nao € vazio e para¥n € N,
nao eriste uma correspondéncia biunivoca f : I, — X.

Exemplo 3. O conjunto dos nimeros naturais € infinito.
De fato, dada qualquer funcao f : I, — N, nao importando qual n se fixou, nao existe
x € I, tal que f(z) =k para k = f(1) + f(2) + f(3) + ... + f(n). Portanto f nao pode
ser sobrejetiva, descumprindo a condicao da correspondéncia biunivoca.
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Proposicao 4. Seja n(z) e o nimero cardinal do conjunto X. Temos que:

i) O numero de elementos de um conjunto finito X € unico, seja qual for a contagem que
se adote.

1) Todo subconjunto Y de um conjunto finito X € finito e n(Y) < n(X). Tem-se m(Y') =
n(X) quando Y = X.

11) Se X e Y sao finitos entao X UY € finito e tem-se n(XUY) = n(X)+n(Y)—n(zNY).
i) Sejam X, Y conjuntos finitos. Sen(X) > n(Y'), nenhuma funcao f : X — 'Y € injetiva
e nenhuma funcao g : Y — X € sobrejetiva.

As demonstragoes das propriedades acima podem ser feitas por Inducao e/ou Boa Or-
denacao, para consulta, veja [1].

Além disso, a primeira parte do item iv), na Proposigao 4, é conhecida como Principio
das Gavetas de Dirichlet, onde ele afirma o seguinte: Se n+1 ou mais objetos sao colocados
em n gavetas, entao, pelos menos uma gaveta recebe mais de um objeto. Esse principio
¢ uma bela ferramenta para resolver exercicios de existéncia.

Exemplo 4. Quantas pessoas € preciso ter para que possamos afirmar verdadeiramente
que pelo menos duas delas faz aniversdrio no mesmo més? Considerando que o niumero
de pessoas sao 0s objetos, e 0os meses do ano sao as gavetas, devemos ter no minimo 13
pessoas, 14 que o numero de meses no ano € iqual a 12.

Para saber mais consulte [5].
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Capitulo 3

A Construcao dos Numeros Inteiros

O estudo dos nimeros Naturais envolve basicamente os niimeros inteiros positivos e o
‘nosso cag¢ula’ nimero zero. No Conjunto dos Numeros Inteiros temos todo o Conjunto
dos Numeros Naturais juntamente com os nimeros inteiros negativos. Para o aluno do
Ensino fundamental os Numeros Inteiros fazem parte do contetdo oficialmente a partir
do 7° ano. Como o aluno nao conhece os nimeros negativos ainda, podemos construi-los,
mostrando a sua existéncia em sala de aula a partir de uma relagao entre os nimeros
naturais.

Neste capitulo vamos fazer a construcao algébrica dos ntimeros inteiros por meio de
classes de equivaléncias no cartesiano N X N dos ntimeros naturais e para tanto, abaixo
segue algumas defini¢oes para melhor compreensao do leitor.

3.1 Conceitos e Definicoes

Suponhamos que em um conjunto A esteja definida uma relacao entre os pares de
elementos de A. Se a, b € A escrevemos aRb se a esta relacionado com b.

Definicao 3.1. Sejam a, b e ¢c € A, tais que aRb significa que a estd relacionado com b,
a relagao R € de equivaléncia se as sequintes propriedades sao satisfeitas:

i) Reflexividade: aRb;

i) Simetria: aRb = bRa;

t41) Transitividade: aRb e bRc = aRc;

A relagdo R, quando atende as trés propriedades descritas acima é uma relacao de
equivaléncia, sendo denotada a partir de agora por ~.

Definicao 3.2. Se A € um conjunto e ~ uma relacao de equivaléncia em A, entio a
classe de equivaléncia de a € A é o conjunto

la] = {x € A;x ~ a}.

Definicao 3.3. O conjunto da classes de equivaléncia de uma relagao de equivaléncia ~
em A é chamado conjunto quociente de A respeito a ~ e denotado por A/ ~.

Exemplo 5. Considere um conjunto A = Z = {...,—2,—1,0,1,2,...}, onde Z € o
conjunto dos niumeros inteiros e a relacdo ~ de A x A, definida por:
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a~b<s a—>bémiltiplo de 3.

A relagao ~ € de equivaléncia e o conjunto das classes de equivaléncia A/ ~= {[0],[1], [2]}
¢ um conjunto quociente. De fato, a —a = 0 é multiplo de 3, logo a ~ a. Se a ~ b entao
a—b € maltiplo de 3, isto é a —b = 3x, para v € A, dai —(a —b) =b—a = —(3x), temos
que b ~ a. Por ultimo temos que vale a propriedade transitiva pois se a ~ b e b ~ ¢, entdao
a—0beb—c sio miltiplos de 3 e comoa—c=a—b+b—c=(a—b)+ (b—c) € soma
de multiplos de 3, entao a — ¢ é multiplo de 3.

O conjunto quociente A/ ~ munido das operacoes de adigdo e multiplicagao, repre-
sentadas por

+:AxA—-A e - AXA=A

¢ um anel. Para saber mais consulte [2].

3.2 Construcao algébrica dos Numeros Inteiros

Para construir o conjunto dos nimeros Inteiros considere os elementos (a, b), (¢, d) €
N x N tal que (a,b) ~ (¢,d) < a+d=b+c

Proposicao 5. A relagio (a,b) ~ (¢,d) < a+d=0b+ ¢ é uma relagao de equivaléncia.

Demonstracao. Para a reflexividade temos que (a,b) ~ (a,b) < a+b = b+ a, é vélida
pois em N a adigdo é comutativa. A relagao é simétrica, pois (a,b) ~ (¢,d) < a+d =
b+tcedta=c+bsct+b=d+a< (¢,d) ~ (a,b). Finalmente para a transitividade,
sejam (a,b), (c,d) e (e, f) € N x N tais que

(a,b) ~ (¢,d) & a+d=b+c, (3.1)
(c,d) ~(e,f) & c+f=d+e

Na igualdade ¢+ f = d + e obtida em 3.2, podemos acrescentar a + b em ambos os lados
da igualdade e teremos c+ f+ (a+b) = d+e+(a+b) & b+c+a+f =a+d+b+e =W
btctatf=btctbtees@at+f=b+e< (a,b)~ (e f). Note que em (1) usamos
a igualdade obtida em 3.1 e em (2) usamos a lei do cancelamento para b+c, vélida em
N. O

Dessa forma [(a,b)] = {(z,y) € (N x N); (z,y) ~ (a,b)} é o conjunto das classes de
equivaléncia de (a, b). Este conjunto das classes de equivaléncia [(a, b)| referente a relagao
de equivaléncia ~ em N x N ¢ o conjunto quociente denotado por (N x N)/ ~.

Agora vamos definir duas operagoes bindrias em (N x N)/ ~, a adicdo + e a multi-
plicacao -.

Proposigao 6. A operagao de adi¢io +, em (N x N)/ ~, definida por [(a,b)]+ [(c,d)] :=
[(a+c,b+d)] € bem definida.

Demonstragao. Sejam [(a,b)] = [(¢’, V)] e [(¢,d)] = [(¢/,d")]. As relagdes (a,b) ~ (a/, V) e
(¢,d) ~ (¢,d') implicam respectivamente em a +0 =b+d' e c+d = d+ ¢. Somando
e associando essas duas igualdades obtemos (a +¢) + (0’ +d') = (b+d) + (a/ + ) =
(a+c,b+d) ~ (a+ b +d). Portanto [(a + ¢, b+ d)] = [(a' + ¢,V + d')]. O
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Proposicao 7. A operacao de multiplicacao -, em (N x N)/ ~, definida por [(a,b)] -
[(¢,d)] = [(ac+ bd,ad + bc)] € bem definida.

Demonstragao. Considere [(a,b)] = [(/,0)] e [(¢,d)] = [(¢,d')]. Assim (a,b) ~ (a/,V) e
(¢,d) ~ (¢,d') implicam

a+b =b+d e c+d=d+c. (3.3)
que é equivalente a mostrar
ac+bd+dd +Vd =ad+bc+dd +0d. (3.4)
A verificacao de 3.4, usando as identidades obtidas em 3.3, segue de

ac+bd+dd +bd+VVec = (a+0)c+bd+dd +Vc
= (d+bc+bd+dd+bd
= dc+be+bd+bd +dd
= d(c+d)+c+bd+
= d(d+d)+bc+bd+
= dd+dd+be+bd+ b
= dd + (a+b)d+bc+bd
= dd+(a+V)d+bc+Vd
= dd+ad+Vd+bc+bd
= dd+ad+V(d+)+bc
= dd+ad+V(d +c)+be
= dd+ad+Vd +bc+be
= dd +bd +ad+bc+bec.

isto significa que
ac+bd+dd +bc +be=dcd +bd + ad+ bc+Ve.

Assim, aplicando a lei do cancelamento para b'c em ambos os lados da igualdade, obtemos
a igualdade 3.4 como esperado. O]

Definicao 3.4. O Conjunto dos nimeros inteiros, denotado por Z, é definido como sendo
o conjunto das classes de equivaléncia [(a,b)] dos elementos (a,b) de Nx N, com a relagdo
de equivaléncia, isto é Z. = (N x N)/ ~

A grosso modo, cada classe [(a,b)] € (NxN)/ ~ é identificada pela diferenga a—b € Z.

Exemplo 6. As classes de equivaléncia [(2,1)], [(3, 2)],[( )] e [(5,4)] representam o
mesmo elemento em Z pois2 —1=3—-2=4—-3=5—-4=

Exemplo 7. As classes de equivaléncia [(1,1)], [(2,2)] e [(3,3)] podem ser identificadas
por 0 :=[(1,1)].

A adigao + e a multiplicagao - sdo definidas em Z = (N x N)/ ~ respectivamente por
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[(a,b)] + [(c,d)] = [(a+ ¢, b+ d)] e [(a,b)] - [(¢,d)] = [ac + bd, ad + bc)].

Exemplo 8. A operagao de adig¢ao entre [(1,2)] e [(3,4)] conforme a defini¢ao acima
fica assim

[(1,2)] + (3, 4)] = [(1+ 3,2+ 4)] = [(4,06)].

Observe que pela notagdo usual dos nimeros Inteiros, [(1,2)] e [(3,4)] representa o ele-
mento —1 e —1+ (—1) = =2, ou 0 mesmo que [(4,6)].

Exemplo 9. A multiplicagao entre [(1,2)] e [(3,4)] resulta em [(1,2)] - [(3,4)] = [(1 -
3+2-4,1-4+2-3)] = [(3+8,4+6)] = [(11,10)] e [(11,10)] representa o elemento —1 € Z.

Munidos dessas operacoes, que estao bem definidas, vejamos algumas propriedades do
conjunto Z

Teorema 4. (Propriedades da Adigcao +)Sejam [(a,b)], [(c,d)], [(e, f)] € Z = (NxN)/ ~.
A seguir temos as propriedades da adi¢io em Z = (N x N)/ ~:

(1) Associatividade: ([(a,b)] + [(¢,d)]) + [(e, /)] = [(a, 0)] + ([(c, d)] + [(e, [)])

(2) Comutatividade: [(a,b)] + [(¢,d)] = [(¢,d)] + [(a, )]

(3) 0:=[(1,1)] € o elemento neutro e

(4) A existéncia do simétrico aditivo. Para cada x = [(a,b)] € Z existe —x := [(b, a)] tal
que  + (—z) = 0.

Demonstrac¢ao. (1) Sejam x = [(a,b)], y = [(¢,d)] e z = [(e, f)]

(@ +y)+2z = ([(¢,0)]+ [(c,D)]) + [(e, f)]
= [la+cb+d)]+(e f)]
= [lat+c)+e (b+d)+ f)]
= [(a+(c+e),b+(d+ f))]
= [(a,0)]+[(c+ed+[f)
= [(a,0)] + ([(e; )] + [(e, N)])
= o+ (y+2)
(2) Sejam z = [(a,b)] e y = [(c, d)]
r+y = [a0)]+1(cd)]
= [(a+c,b+d)
= [(c+a,d+Db)]
= (e, )] +[(a,b)]
= y+z
(3) Seja z = [(a,b)] € Z, e 0 =[(1,1)]. Como (a+1,b+1) ~ (a,b),
z+0 = [(a,b)+[(1,1)]
= [(a+1,b+1)]
~ [( b)]



(4) Dado x = [(a,b)] € Z seja —x = [(b, a)].
Observando que para todo n € N, (n,n) ~ (

T+ (—z) =

, 1), temos

a,b)] + (b, a)]
a+b,b+ a)l
a+b,a+0)
L, 1)]

1
It
It
It
It

0
0
Teorema 5. (Canlamento da Adi¢ao) Dados z,y e z € Z ex+y=z+y, entio x = z.

Demonstracao. Seja x = [(a,b)], y = [(¢,d)] e z = [(e, f)]. Assim

[(a,0)] + [(c.d)] = [(e, )] + [(¢,d)] = [(a+c,b+d)]=[le+c f+d)
= (a+c)+(f+d)=(0b+d) +(e+c)
= (a+f)+(c+d)=0b+e)+ (c+d) (3.5)
logo pela lei do corte da adicao com ntmeros Naturais, obtemos de 3.5 que a+ f =b+e¢
o que implica em [(a,b)] = [(e, f)], isto é z = z. O

Teorema 6. (Propriedades da Multiplicacao).Sejam [(a,b)], [(c,d)], [(e, f)] € Z = (N x
N)/ ~. Temos as propriedades da multiplicagdo.

(1) Associatividade: ([(a,b)] - [(¢,d)]) - [(e, f)] = [(a, )] - ([(c, d)] - [(e, F)])
(2) Comutatividade: [(a,b)] - [(c,d)] = [(c,d)] - [(a,b)]
(3) 1:=[(2,1)] € o elemento neutro multiplivativo e

[((4)fl))]istributividade sobre a adicao:[(a,b)] - ([(c,d)] + [(e, f)]) = [(a,b)] - [(¢,d)] + [(a,])] -

Demonstracao. (1)Sejam x = [(a,b)], y = [(¢,d)] e z = [(e, f)], temos:

(a,0)] - [(e, d)]) - [(e, f)]
c+bd,ad + be)] - [(e, f)]

(ac+ bd)e + (ad + be) f, (ac+ bd) f + (ad 4 be)e))]

(-y)-z = (
[(a
[(
[(ace + bde + adf + bef, acf + bdf + ade + bee))
It
It
It

a(ce +df) + b(cf + de),a(cf + de) + b(ce + df))]
a,b)] - [(ce +df, cf + de)]
a,b)] - ([(c,d)] - [(e, f)])
z-(y-2).
(2) Sejam = = [(a,b)] e y = [(c,d)]

b)] - (e, )]
ac + bd, ad + be)|

Ty [(a,
[(
[(ac+ bd, bc + ad)]
[(
[(c,

ca + db, cb + da))

)] [(a, b)].

Y-
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(3) Sex =[(a,b)] € Ze1l=][(2,1)], sabendo que (a+ (a+0b),b+ (a+b)) ~
que

(a,b) teremos

z-1 = [(a,0)]-(2,1)]
= [(a-24+b-1,a-1+b-2)]
= [(2a+b,a + 2b)]
= [(a+ (a+b),b+ (a+1))]
= [(a b)]
(4) Considere = = [(a,b)], y = [(c,d)], e z = [(e, f)]:
r-(y+2) = [(a0)]-((c;d)] +[(e, f)])

a,b)] - [(c+e,d+ [)]
a(c+e)+bld+ f),ald+ f) + blc+e))]
c+ae+bd+bf,ad+ af + bc+ be)]
(ac + bd) + (ae + bf), (ad + bc) + (af + be))]
ac + bd, ad + bc)] + [(ae + bf,af + be)]

b)] - [(e;d)] + [(a,b)] - [(e, f)]

rT-y+x-z.

It
[(
It
[(a
It
It
[(a,

[]

Teorema 7. (Cancelamento da Multiplica¢ao) Dados x, y e z € Z e x -y = z -y, entdo
T =2z.

Demonstragao. Seja x = [(a,b)], y =

[(a,0)] - [(c;d)] =

[(c,d)] e z=|(e, f)]. Assim

[(e, )] [(c,d)] = [(ac+ bd,ad+ be)] = [(ec+ fd,ed+ fc)]
= ac+bd+ed+ fc=ad+bc+ec+ fc
= cla+ f)+db+e)=clb+e)+d(a+ f).(3.6)

Como [(¢,d)] # [(0,0)], temos que ¢ + 0 # d + 0 logo ¢ # d. Suponhamos ¢ < d, isto é,
c=d+ pcom p € N*. Assim, desenvolvendo a igualdade 3.6 teremos

(d+p)(a+ f)+d(b+e)

(d+p)(b+e)+d(a+ f)

= da+df +pa+pf+db+de = db+ de+ pe+ da+ df
=pa+pf = pb+pe
=pla+f) = plb+e)
=a+[f = b+te
= [(a,0)] = [(e, f)]
=T = Zz.

Agora mostraremos que Z nao possui divisores de zero.
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Teorema 8. Considere x = [(a,b)] e y = [(¢,d)]. Se[(a,b)]-[(c,d)] =0 entdo [(a,b)] =0
ou [(¢,d)] = 0.
Demonstragao. Como [(1,1)] = 0, vamos supor que [(a,b)] - [(¢,d)] = [(1,1)] e [(¢,d)] #

[(1, 1)].
Por um lado temos que,
[(a,0)] - [(c,d)] = [(1,1)] < [(ac +bd, ad + be)] = [(1,1)]
< ac+bd+1=ad+bc+1
& ac+bd = ad+ be (3.7)

Por outro lado [(¢, d)] # 0 implica que ¢ # d. Pela tricotomia em N ha duas possibilidades:
c>douc<d.
Suponha ¢ > d, assim existe p € N tal que ¢ = d+p. A substitui¢ao de ¢ = d+p em 3.7 fica

ac+bd=ad+bc = a(d+p)+bd=ad+b(d+p)
= ad+ap+bd = ad+ bd+ bp
= ap=bp
= a=0»

Portanto [(a, )] = 0.
O caso ¢ < d segue de modo analogo. O

As propriedades demonstradas nos teoremas 4, 6 e 8 caracterizam o conjunto dos
nimeros Z, isto nos garante que Z = (N x N)/ ~ é um dominio de integridade. Veja mais
em [2].

3.3 A subtracao em 7Z

No Teorema 4 vimos que a adicao admite a existéncia do simétrico, de forma que
dado = = [(a,b)] € Z, o seu simétrico serd —x = [(b,a)]. Sabendo disto vamos definir a
operacao de subtracao em Z.

Definigao 3.5. Sejam z = [(a,b)] ey = [(c, d)], elementos de Z. A operagao de subtragao
¢ definida por x —y = x + (—vy).

Observe que z —y =z + (—=y) = [(a,b)] + [(d,c)] = [(a + d,b+ ¢)] o que representa a
diferencga entre x e y no conjunto dos niimeros Inteiros.

Em Z, a subtragao estd bem definida pois é a composi¢ao de operacoes bem definidas
e é uma operagao bindria, o mesmo nao ocorre em N.

Exemplo 10. Sejam os elementos 2 e 1, ambos niumeros naturais, note que 1—2 = —1,
como —1 ¢ N, temos que a operagao de subtra¢ao ndao estd bem definida em N.
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3.4 A divisao em 7

Para a divisao no Conjunto dos Numeros Inteiros usamos o Algoritmo da Divisao,
apresentado abaixo com o Teorema.

Teorema 9. Sejamn, d € Z ed > 0. Entdao existem unicos q er € Z, tais quen = qd+1
e <r<d.

Demonstracao. Para provar a unicidade de ¢ e r, suponha que existam ¢, 7/, ¢”, e r” € N
taisquen =¢'d+1r,0<r <den=¢"d+r", 0 <r" <d. Segue que ¢d+r" = q¢"d+1r".
Como d > 0, basta provar que ' = r”, pois assim teremos ¢'d = ¢"d, ou seja ¢ = ¢".

Dessa maneira, suponha 1’ 2 r”. Caso v’ > 1" teremos 0 < 1’ — 1" = (¢" — ¢')d. Mas
também ' — 1" < d pois 1’ < der” <d,dai 0 < — 1" < d, um absurdo. Portanto
/ /!

r'=1r". ]

Para consultar a demonstracao da existéncia de ¢ e r consulte [2].

Exemplo 11. Observe que 13 +3 =4-3+ 1 onde ¢ = 4 € o quociente, d = 3 € o
divisor e o resto r da divisao € igual a 1.

3.5 A relagao de ordem em Z = (N x N)/ ~

A relacao menor do que ou igual, representada pelo simbolo < é definida em Z =
(N x N)/ ~ da seguinte maneira.

Definicao 3.6. Sejam x = [(a,b)] ey = [(¢,d)], elementos em Z. Dizemos que x é menor
do que ou igual a y se, e somente se a+d < b+ c. Isto ¢€,

r<y=a+d<b+c

Teorema 10. A relagcao de ordem mnos numeros inteiros estd bem definida, e isto nao
depende da escolha dos representantes das classes de equivaléncia.

Demonstracao. Sejam [(a,b)] = [(d’,0')] e [(¢,d)] = [(¢/,d')], isto equivale a a + ¥ = b+ d
ec+d = d+c (1). Considerando que [(a,b)] < [(¢,d)] & a+d < b+c temos que Im € N
tal que (a 4+ d) + m = b+ c. Somando a’ + b + ¢ + d’ nos dois membros da igualdade
obtemos (a'+V +c +d')+a+d+m = (a'+b'+' +d')+b+c. Associando convenientemente
e usando (1) obtemos (a’ + d') + m = b + . Portanto [(d/, )] < [(¢, d)].

[

Teorema 11. A relagao < € uma relagao de ordem em Z, ou seja, a relacdo < admite
as sequintes propriedades:

i) Reflexividade

1) Antissimétrica

t13) Transitividade

Demonstracao. i) Se [(a,b)] € Z entao [(a,b)] < [(a,b)], pois a + b < a + b;

ii) Se [(a,b)] < [(c,d)] entdo a + d < b+ ¢. Por outro lado, se [(¢,d)] < [(a,b)] temos
b+ c < a+d, logo, pela tricotomia em N, conclui-se que a + d = b + ¢ que equivale a

[(a,0)] = [(¢,d)];
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iii)Considere [(a,b)], [(c,d)] e [(e, f)] € Z, tais que [(a,b)] < [(c,d)] e [(c,d)] < [(e, f)].
Temos que a +d < b+cec+ f < d+ e. Somando membro a membro essas duas
desigualdades e pela monotonicidade da adi¢cao obtemos a +d+c+ f < b+c+d+e, 0
que implica em a + f < b+ e, isto é [(a,b)] < [(e, f)]. O

Proposicao 8. A relacao de ordem < em 7Z € compativel com as operacoes de adi¢ao e
a multiplicagao, ou seja

i) Sejam x,y e z€Z. Sex <y entaoxr+z<y+ 2.

it)Sejam x, y e z € Z. Sex <y e z>0 entdo xz < yz.

111) Caso z < 0 teremos yz < xz.

Demonstragao. i) Sejam z = [(a,b)], y = [(c,d)] e z = [(e, f)] € Z. Se [(a,b)] < [(¢,d)]
entao a+d < b+c. Somando e+ f nos dois membros da desigualdade obtemos a+e+d+f <
b+ f+cteoqueimplicaem [(a+ebt f)] < [(c+edt f)] = [(ab)] + [(ef)] <
[(c,d)] + [(e, f)] isto é z+ 2 <y + 2.

ii) Para a compatibilidade com a multiplicacdo, considere z = [(a,b)], y = [(¢,d)] e
z=|(e,f)] €Z,taisque zr <yez>0. Assma+d<b+cee>f. LogoIm,neN,
comn #0taisqueb+c=a+d+mee= f+n. Temos que

b+c=a+d+m = be+ ce=ae+ de+ me,

bt+c=a+d+m = bf+cf=af +df +mf (3.9)
e
e=f+n = em=fm+nm. (3.10)

Somando o segundo membro da igualdade 3.8 com o primeiro da igualdade 3.9 e o primeiro
membro de 3.8 com o segundo membro de 3.9, obtemos,

ae+de+me+bf +cf =be+ce+af +df + mf.
Substituindo 3.10 nesta ultima igualdade, obtemos

ae+de+ fm+nm+bf +cf = af +df +mf+be+ ce
ae+de+bf +cf +mn = be+ce+af +df
ac+de+bf +cf < be+ce+af+df (3.11)

e de acordo com a Definicao 3.6 a desigualdade 3.11 equivale a

[(ae +bf,af + be)] < [(ce + df, cf + de)]
[(a,b)] - [(e, /)] < [(c, d)] - [(e, f)]

ou seja

Tz < Y=

iii)Para o caso em que z < 0 temos que,

[(e, /)] <1(0,0)] = e < f=1[0,0] <I[(f e
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Como z < y e pelo item ii) desta proposigao, temos

[(a,0)] - [(f;e)] <[(c,d)]-[(f;e)] = [(af +be,ae+bf) <[(cf + de, ce + df)]
af +be+ce+df <ae+bf +cf +de
[(ce +df,cf +de)] < [(ae +bf,af + be)]
[(e.d)] - [(e, )] < [(a,)] - [(c, )]

Yz L T2.

A

]

Teorema 12. (Tricotomia dos Inteiros) Sejam x = [(a,b)], y = [(c,d)], z = [(e, f)] € Z,
uma e apenas uma das situagoes ocorre:

r=your<youx>y.
Demonstracao. Suponhamos x < y e y < x simultaneamente, assim

r<y = [(a,0)] <[(c,d)] =a+d<b+e,
y<z = |[(c,d)] <[(a,b)]=c+b<d+a,

o que é um absurdo pela tricotomia nos Naturais. Os outros casos seguem de modo
analogo. O

Corolario 1. Apenas umas das situagoes sequintes ocorre:
x =1[(0,0)] ou x < [(0,0)] ou x> [(0,0)].

Demonstracao. A demonstracao deste Corolario é consequéncia da Tricotomia nos intei-
TOS. O

A defini¢ao abaixo identifica como ficam os sinais dos elementos em Z = (N x N)/ ~.

Definicao 3.7. Dado [(a,b)] € Z, dizemos que:
t)[(a,b)] € positivo quando [(a,b)] > [(0,0)];
t)[(a, b)] € nao negativo quando [(a,b)] = [(
141)[(a, b)] € negativo quando [(a,b)] < [(0,0)];
i)[(a,b)] € nao positivo quando [(a,b)] < [(0,0)].

0,0)];
]

Exemplo 12. Observe os exemplos de classes de equivaléncia em 7
i)A classe de equivaléncia [(2,1)] € positiva pois [(2,1)] > [(0,0)] e como 2—1 =1 entdo
a grosso modo esta classe de equivaléncia pode ser representada em Z pelo nimero 1.
1) Do mesmo modo a classe de equivaléncia [(1,2]) € negativa pois [(1,2)] < [(0,0)] e pode
ser representada pelo numero —1 no conjunto dos Numeros Inteiros, ja que 1 — 2 = —1.

Notacao: N* =N\ 0.

Observe no item i) da Defini¢ao 3.7 que [(a, b)] > [(0,0)] implica a existéncia de n € N*
tal que a = b+n, ja que a > b. Dai [(a,b)] e [(n,0)] sdo da mesma classe de equivaléncia.
Para o caso em que [(a,b)] < [(0,0)], teremos a < b e portanto 3n € N* tal que b =a+n
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que equivale a [(a,b)] = [(0,n)]. Assim as classes de equivaléncia descritas na definigao
3.7 sao representadas pelos conjuntos:

zz ={[(0,n)]ln e N}, Z_ = {[(0,n)]|n € N} U{[(0,0)]}
2y =A{[(n,0)][n e N}, Zy = {[(n,0)]|n € N*} U{[(0,0)]}.
Dessa maneira concluimos que o conjunto dos Niimeros Inteiros é formado pelos niimeros
inteiros positivos, inteiros negativos e o zero, que escrito em linguagem matematica fica
assim: Z = {[(0,n)]|n € N*} U {[(0,0)]} U {[(n,0)]|n € N*, onde esta unido é disjunta.
Quando [(a,b)] é nao positivo, dado no item iv) da defini¢ao 3.7, temos o conjunto

Z = {[(n,0)]|n € N}. Este conjunto estd em bijegdo com N, e logo é uma cdpia algébrica
de N. Com isso podemos concluir previamente que N C Z e que Z é infinito.

Definicao 3.8. O Conjunto dos Nimeros inteiros é definido como

Z={-nneN}U{0O}JUN*"={... —n,..—2,-1,0,1,2,..n,...}.
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Capitulo 4

A Construcao dos Numeros
Racionais

A necessidade de usar os nimeros Racionais, nao inteiros, surge para a crianga desde
o momento em que ela necessita repartir um objeto ou alimento inteiro. Assim uma
breve nocao dos nimeros fraciondrios, por exemplo, pode fazer parte do cotidiano escolar
desde os primeiros anos. Entretanto a formalizacao do Conjunto dos Numeros Racionais
é feita somente no oitavo ano do Ensino Fundamental 11, de acordo com a atual legislagao
curricular[8].

Neste capitulo vamos fazer a Construcao dos Numeros Racionais algebricamente, de
forma andloga a construgao dos Numeros Inteiros e suas propriedades.

4.1 A Construgao Algébrica dos Nimeros Racionais

A formalizagao da construgao dos nimeros Racionais é feita a partir do o Dominio de
Integridade dos Inteiros, (Z, +,-), e para isto precisamos nos lembrar das definigdes 3.1,
3.2 e 3.3, sobre classes de equivaléncia apresentadas no capitulo 3.

Notagao: Z* =7\ 0

Proposicao 9. A relagio ~ em Z x Z* definida por (a,b) ~ (¢,d) < ad = bc € uma
relacao de equivaléncia.

Demonstracao. A relagao ~ sera de equivaléncia se satisfazer as propriedades reflexiva,
simétrica e transitiva em Z x Z*. Para isto, note que para V (a,b) € Z x Z* temos
(a,b) ~ (a,b) < ab = ba, e em Z vale a propriedade comutativa para o produto logo
~ é reflexiva. Para mostrar que ~ é simétrica, considere (a,b), (¢,d) € Z x Z*, temos
(a,b) ~ (¢,d) & ad = bc & cb = da < (¢,d) ~ (a,b). Para a transitividade, sejam (a, b),
(c,d)e (e, f) € ZXZ* tal que (a,b) ~ (c,d) e (¢,d) ~ (e, f) o que ocorre se, e sé se ad = bc e
cf =de. Logo ad = bc = adf =bef = (af)d =b(cf) = (af)d = b(de) = (af)d = (be)d.
Como d € Z* podemos aplicar a lei do cancelamento valida em Z e de (af)d = (be)d
obtemos af = be < (a,b) ~ (e, f) e portanto ~ é transitiva. ]

Assim [(a, b)] é o conjunto das classes de equivaléncia de (a,b) em Zx Z*. Este conjunto
com a relag@o de equivaléncia ~ ¢ um conjunto quociente e fica denotado por (Z x Z*)/ ~.
Vide em [2].
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Definicao 4.1. O conjunto quociente (Z X Z*)/ ~ € o conjunto dos nimeros racionais e
o representamos com o simbolo Q.

A grosso modo cada elemento [(a,b)] de Z x Z* pode ser identificado no conjunto Q,

a
como sendo o quociente 5 € Q. Dai a classe de equivaléncia [(a,b)] é o conjunto solugao

da equacao
g = % onde (z,y) € Z x Z*.
Exemplo 13. Os elementos [(1,2)], [(2,4)], [(3,6)] e [(4,8)] sdo da mesma classe de
1 1 2 3 4
equivaléncia, pois satisfazem a equacao g =35 Note que 516" %

A partir de agora podemos definir os Numeros Racionais da maneira como estamos
mais acostumados.
Definicao 4.2. Um numero é racional quando pode ser representado por meio de uma
~ .oa . . , . .
fragao do tipo — onde a,b € Z e b # 0. Dessa maneira o conjunto dos Numeros Racionais

pode ser denotado por:

@:{%aez¢62ﬁ%o}

~ . a . . . , ,
A fracao do tipo — representa o quociente entre os inteiros a e b, dai advém o fato do
conjuntos dos Nimeros Racionais ser denotado pelo simbolo Q. Segue, assim, a definicao
que identifica a igualdade entre dois racionais.

Definicao 4.3. A igualdade entre dois nimeros racionais ou equivaléncia entre fragoes,
fica definida como:
a

C
g—aﬁad—bc.

As representacoes das operagoes de adigao e multiplicagdo em Q = (Z x Z*)/ ~, ficam
respectivamente definidas como:

[(a,5)] + (e, )] = [(ad + be,bd)] e [(a,b)] - [(c, d)] = [(ac, b))
Representando estas duas operagoes em termos de razoes temos as seguintes definicoes:

Definicao 4.4. Sejam %,3 € Q as operacoes de adi¢ao e multiplicacao ficam assim de-
finidas em Q:

. .. a ¢ ad+bc

i) Adigao: 7 + " " hd € Q;
a ¢ ac

it ) Multiplicagdo: — - — = — :

it) Multiplicagdo D7 bde@

Exemplo 14. Os exemplos a sequir se referem as operacoes de adi¢ao e multiplicagao
entre Numeros Racionais.

2 4_25 4.3 _2.5+4-3 10412 22

Y3ts=35 53" 5.3 15 15
.)24 2.4 8
) - —-=-—=—

35 5 15
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As operagoes de adi¢ao e multiplicagdo em Q = (Z x Z*)/ ~ estao bem definidas, a
demonstracao pode ser feita do mesmo modo que foi feito nas proposicoes 6 e 7.

Munidos dessas operagoes em Q = (Z x Z*)/ ~ vamos apresentar e demonstrar suas
propriedades:

Teorema 13. (Propriedades da adi¢io) A seguir temos as propriedades da adi¢ao + em
Q=(ZxZ)/ ~.

i) Associatividade;

11) Comutatividade;

t11) Existéncia do elemento neutro aditivo 0 := [(0,t)] onde t € Zx;

tv)Existéncia do inverso aditivo. Para cada x = [(a,b)] € Q existe —x := [(—a, b)] tal
que x + (—z) = 0. O inverso aditivo de x € o —x.

Demonstragao. i) Sejam x = [(a,b)], y = [(¢,d)] e z = [(e, f)], temos

(@+y)+z = ([(a0)] +[(c,d)]) +[(e; f)]
[(ad + be, bd)] + [(e, f)]
[((ad + be) f + (bd)e, (bd) f)]

= [(adf + bef + bde, bdf)]
[(a(df) + blcf + de), b(df)]
[(a,b)] + [(cf + de, df )]

[(

a,0)] + ([(c,d)] + [(e, )])
= z+(y+2).

ii)Sejam x = [(a,b) e y = (¢, d)], temos

a,b)] + (¢, d)]

vty = [
[(ad + be, bd)]
[(
[(c,

cb + da, db)]
d)] + [(a, b)]

= y+ux

iii) O neutro aditivo em Q é o 0 := [(0,1)] pois para Vx = [(a,b)] € Q temos que
z+0=1[(a,0)]+[0,1)]=[a-14+b-0,b-1)] =[(a,b)] =

iv)Dado = = [(a,b0)] € Q seja —z := [(—a,b)] Como 0 := [(0,n)], para Vn € Z* te-
mos que = + (—x) = [(a,b)] + [(—a, b)] = [(ab+ (b(—a), bb)] = [(0,bb)] = 0. O

Teorema 14. (Propriedades da multiplicagao) A sequir temos as propriedades da multi-
plicagao - em Q = (Z X Z*)/ ~.

i) Associatividade;

1) Comutatividade;

ti1) Existéncia do elemento neutro multiplicativo 1 : [(1,1)];

w)A existéncia do inverso multiplicativo significa que para cada x = [(a,b)] € Q\ {0},
existe o seu inverso x' = [(b,a)] € Q tal que x -z~ = 1.

v)A multiplicag¢do € distributiva sobre a adi¢ao.
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Demonstragao. i) Sejam x = [(a,b)], y = [(c,d)] e z = [(e, f)], temos

(z-y)- =

ii) Sejam x = [(a,b) e y = [(¢,d)

iii) O elemento neutro da multiplicagdo é o 1 := [(1, 1)] pois para V z = [(a, b)] € Q temos
[(a,0)] - [(1,1)]

a-1,b-1)

(a,b)]

x.

-1

iv) Para cada x = [(a,0)] € Q\ {0}, existe o seu inverso multiplicativo denotado por
v~ = [(b,a)]. De fato, z- 27" = [(a,)] - [(b,a)] = [(ab,ba)] = [(ab,ab)] = [(1,1)]. Note
que ab # 0 e 27! € Q, pois a # 0.

v)Sejam z = [(a,b)], y = [(¢,d)] e z=[(e, f)]. Como b# 0 e 1=][(b,b)] segue que

z-(y+2) [(a,0)] - ([(c,d)] + [(e, /)])
[(a,b)] - [(cf + de, df)]
[(a(cf + de), b(df)]

[(acf + ade, bdf)]

[(acf + ade, bdf)] - 1
[(acf + ade, bdf)] - [(b, )]
[((acf + ade)b, (bdf)b)]
[(acfb+ adeb, bdfb)]

[(
[(
[(

ac)(fb) + (bd)(ae), (bd)(bf))]
ac, bd)] + [(ae, fb)]
a,b)] - [(¢,d)] + [(a, )] - [(e, f)]

“Yy+x-z.
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Assim, demonstramos as propriedades da adicao, da multiplicacao e a propriedade
distributiva em Q = (Z x Z*)/ ~, o que nos leva a enunciar a seguinte proposicao:

Observagao. O conjunto Q = (Z x Z*)/ ~ junto as duas operagoes de adicao + e
multiplicagao - é um corpo.

Demonstragao. Segue dos Teoremas 13 e 14. O]

4.2 A subtracao em Q

No Teorema 13 vimos que a adicao admite a propriedade da existéncia do inverso
aditivo. Sabendo disto vamos definir a operagao de subtragao em Q.

Definicao 4.5. Sejam x = [(a,b)] e y = [(c,d)] € Q. A operagio de subtragdo entre x e
y, em Q fica definida como

v —y=z+(-y) = [(a,0)] +[(=¢d)] = [(ad + (=¢) - b, bd)] = [(ad — be, bd)]

Observagao: A operacao de subtragao nao é comutativa.

4.3 A divisao em Q

Vimos no Teorema 14 que a multiplicagao em @Q admite a propriedade do inverso
multiplicativo. Sabendo disto podemos definir a operacao de divisao em Q.

Definicao 4.6. Considere os elementos x = [(a,b)] e y = [(¢,d)] ambos pertencentes a
Q=7Zx7Z*. A divisao de x pory em Q € definida por

{ = - yil

Y

Observe que g =x-y ' =[(a,b)] - [(d,c)] = [(ad, bc)].

x
O resultado da divisao entre x e y, representado por — é chamado de quociente de x

por y que pode ser um numero com representacao decimal finita ou uma representacao
decimal infinita periddica, que no caso chamamos de dizima periddica.
A divisao é uma operacao binaria em Q e estd bem definida.

n
Observando que cada inteiro n pode ser identificado com o racional T’ onde pelo

algoritmo da divisao n : 1 = n, temos, de modo natural que os elementos de Z também
estao em Q. Dessa forma dizemos que Z é um subconjunto de Q.

4.4 A relacao de Ordem em

Assim como foi feito nos Conjuntos dos Niumeros Naturais e Inteiros usamos os simbolos
< e < para comparar nimeros Racionais. Segue a definigao.
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Definicao 4.7. Sejam % e 5 elementos de Q. Escrevemos a4 < ¢ quando ad < bc e

>
S8

. a ) C
dizemos que 7 ¢ menor do que ou igual a 7

Teorema 15. A relagao < estd bem definida em Q e € uma relacdo de ordem.

Demonstracao. Para mostrar que a relagao < estd bem definida em Q sejam %,%, 2 e
/
% elementos de Q. Considere % = Z— 5 = ccl_ tais que % 2 temos que
a ad
g — F = ab, — ba//’ (41)
/
c_ci:% = cd =dd, e (4.2)
% < 2 = ad < be. (4.3)

Como b > 0, podemos multiplicar 4.3 por b’ e obtemos adb’ < bech’ ou o mesmo que
ab'd < beb'. Substituindo ab’ pelo resultado obtido em 4.1 obtemos ba’d < beb’ e usando
a lei do cancelamento da multiplicagao com os niimeros Inteiros resulta em

a'd < clf (4.4)

ou seja, m < 2 De modo analogo, como d’ > 0 podemos multiplicar a desilguldade obtida

em 4.4 por d’, obtendo d'dd’ < c¢b'd’ e pela igualdade obtida em 4.3 podemos substituir

/! /

a
cd' por dc’ assim temos a'dd’ < Vdd = d'd <Vd = 7 < 7 Agora, resta mostrar que a
relacao é de ordem. Temos

i) Reflexiva: Sed € Q, é6bviode = = 2L ¢ logo
b c b b a
, de@ talsqueg<
pela tricotomia dos niimeros inteiros, obtemo
iii) Transitiva: Se %, 5, ; € Q tais que %gg e §<§ entao ad < bec e c¢f < ed
Multiplicando por f a primeira desigualdade e por b a segunda, ja que b, d > 0, obtemos
adf < bef e bef < bed, e pela transitividade dos inteiros, adf < bed que pela lei do
cancelamento nos Inteiros obtém-se af < be ou seja % < ? ]
A compatibilidade da relagao de Ordem com as operacoes de adicao e multiplicacao
em QQ ocorre do mesmo modo que ocorre em Z.

ii) Antissimétrica: Se , entao ad < bc e ¢b < ad, assim,

Cc

m&lo

Proposicao 10. A relacao de ordem < em Q € compativel com as operacoes de adi¢do e
a multiplicacao, ou seja

i) Sejam x,y e z€ Q. Sex <y entaor+ 2 <y+z;

ii)Sejam x, y e z € Q. Sex <y ez >0 entao vz < yz.

111) Caso z < 0 teremos yz < xz.
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a c e

7 Yy = p e z = — todos elementos de Q. Sabendo que
b>0,d>0e f >0, usando as propriedades dos niimeros Inteiros, temos o seguinte:
i)Temos

Demonstracao. Considere x =

%gg & da <bcs daf <bef
& daf + dbe < bef + dbe
< d(af +be) <blef +de) < df(af +be) < bf(cf + de)
N af+be<cf+de E+E<E+E‘
bf df b f ~d f
11)C0m0z—£ez>—temo € 0 e > 0. Assim
f fou —
a ¢
<= <
;S 7 = ad<ch
= aedf < cebf
ae _ ce e ¢ e
=

a
ST b FNA T

0
iii) Do mesmo modo como feito no item ii), comoz-?ez<—temo % I:>e<()
Assim
a _c
Eéa = ad < cb=adf <cbf
= aedf > cebf
L, sece o e_c e
TN R
O

Teorema 16. (Tricotomia em Q) Dados x e y € Q, uma e somente uma das situagoes
sequintes ocorre

our =y, ouxr <y, ouy > T.

~ . a C . .
Demonstracao. Seja x = 5 ey = 7 com x, y > 0. Pela tricotomia em Z, ou ad = bc,
caso em que x = y, ou ad < bc, caso em x < y, ou ainda bc < ad, caso em que y < .
Portanto, sé uma dessas situagoes pode ocorrer. O

Os conjuntos definidos abaixo determinam como ficam os sinais dos elementos em Q,
assim como foi feito em Z..

Q= {%H(a,b)] CLX1i}, Q= {%H(a,b)] € 22 x 23} UL[(0,0)]}

Q) = {Fll@d) €2t x 21}, Q. = {7l(a,b)] € Z} x 23} U{[(0,0)]}

Vimos no Capitulo 1 que o Conjunto dos Niimeros Naturais é bem ordenado, o mesmo
nao ocorre no Conjunto dos Numeros Racionais, ou seja, nao podemos determinar um
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elemento minimo de um subconjunto de Q. Para justificar melhor este fato podemos

a 1 a c
considerar um conjunto X = {E €Q| 5 < Z} tal que p ¢ o menor elemento de X, ou seja
c a a

1 ¢ 1 1 ¢ 1 ¢ 1 e/ 1
€. . N N R S92 ex
d<bparaVbEQ Observeque2<d:>2<(2—|—d)2<decomo(2+d)26

temos que p nao é o elemento minimo de X. Assim temos que Q nao é bem ordenado.
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Capitulo 5

Os Numeros Irracionais

Neste capitulo vamos tratar dos niimeros irracionais como um complemento dos niimeros
racionais. Para identificar um nimero irracional, precisamos ter muito bem fixado o que é
um numero racional e lembrar que a sua representacao decimal pode ser finita ou infinita
periédica, como dito na secao 4.3. Para determinar se um numero ¢é irracional, a priori
temos a seguinte definicao.

Definicao 5.1. Um numero que nao € racional € chamado irracional.

Desta forma podemos dizer que um ntimero ¢ irracional quando nao puder ser escrito
~ . P . a .
na forma de uma fracao irredutivel do tipo 5 tais que a, b € Z, com b # 0.

Observacgao: Neste trabalho nao vamos construir os numeros Reais mesmo assim é im-
portante ressaltar que esta definicao aplica-se somente dentro do conjunto dos Nimeros
Reais, ja que os nimeros Complexos nao sao racionais.

A historia relata que para os antigos gregos foi uma surpresa descobrir que existiam
comprimentos que nao podiam ser representados por nenhum numero, ja que todos os
nimeros podiam ser representados por comprimentos. Estes comprimentos representa-
vam os nimeros Irracionais e os gregos nao tinham simbolos para estes nimeros ja que a
crenca nos numeros inteiros os impeliu a ocultar os niimeros Irracionais. Com este pen-
samento, na sequéncia sao apresentados alguns dos exemplos mais utilizados no Ensino
Fundamental para tratar dos ntimeros Irracionais.

O exemplo mais comum, usado para tratar da existéncia desses nimeros é o fato de
que nao existe um racional d tal que d? = 2, ou seja /2 é um nimero irracional.
Notacao:O ntimero d tal que d? = 2, é chamado raiz quadrada de 2 e é denotado por

V2.

Lema 1. Ndio eziste d € Q tal que d*> =2

Demonstracao. Suponha que 3 d € Q tal que d?> = 2. Assim d = m onde m e n nao tem
n

fatores em comum. Logo,

(@)2 s m?=2n2.
n
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Significa que m? é par. Logo, necessariamente m ¢é par, ou seja m = 2k e dai m? = 4k? e
portanto n? = 4k?, isto implica em n? ser par, e logo deve ser n par também, o que é um
absurdo, ja que dai m e n teriam o 2 como fator comum O

Usando o mesmo argumento dado no Lema 1, podemos enunciar e demonstrar a se-
guinte proposicao.

Proposicao 11. Para todo primo p, nao existe d € Q tal que d* = p.

m
Demonstragao. Suponha que 3 d € Q tal que d*> = p. Assim d = — onde m e n ndo tem
n

fatores em comum. Logo,

Isto mostra que m? é divisivel por p, logo m também ¢é divisivel por p, isto é m = pk com
k € Z. Dai p*k? = pn? & n? = pk?, isto significa que n é divisivel por p, o que é um
absurdo, ja que m e n nao tem fatores em comum. O

Exemplo 15. /5 é um nimero Irracional.

Proposicao 12. Se a ¢ um numero Irracional, entdo seu oposto aditivo, —a e o seu
inverso multiplicativo o' também sdo nimeros irracionais.

Demonstracao. Considere que —a é um numero Racional, isto é, —a = s, onde s é um
nuamero racional. Dai a = —s e como em Q o oposto de um numero racional é racional
entao o também é um nimero racional, absurdo. Portanto —« é irracional.

Da mesma maneira mostramos que a~ ' é um nimero irracional, pela prova por ab-
surdo. Isto é facil de fazer pois o inverso multiplicativo de um nimero racional, também
é racional e logo se a~! é racional, terfamos o um nimero racional, o que é um absurdo.
Assim concluimos que a~! é irracional.

O

Sabemos que no Conjunto dos Numeros Racionais, as operagoes basicas estao bem
definidas, de forma que a soma e o produto obtidos continuam sendo nimeros Racio-
nais. Ja com os ntmeros Irracionais nem sempre a adicao e a multiplicacao resulta em
nimeros Irracionais. Assim, para compreender melhor as operagoes com Irracionais temos
o seguinte Teorema.

Teorema 17. Sejam a« um niumero Irracional e r um numero Racional diferente de
zero. A adicdo, a subtracao, a multiplicacdo e a divisao entre o e r resulta em niumeros
1rTacionais.

a
Demonstrag¢ao. Considere que o+ 1 seja Racional. Isto é a+1r = 7 coma,b€Zeb+#D0,
c

ecomor:d,comc,dEZed#O.Dal’
PR
atr=gy a=3-=r
= a=--°
b d
N a_ad—cb
obd



como b e d sao diferentes de zero, temos assim que o é um nimero racional, o que é um
absurdo. Portanto av+r ¢é Irracional. Do mesmo modo mostramos que o — r ¢é Irracional.
Sem perda de generalidade, mostremos que ar é Irracional. Para isto, considere ar um

. . . a , . .
numero Racional, ou seja ar = 3 com a, beZeb+#0. Comor é um Racional diferente

c
de zero, temos r = g come deZecd##0. Assim

a c a
ar = — - ==
b d b
a ,c. 1
= a=--(=
b (d )
N a d
o= —.—
b ¢
N ad
a=—
be
Como b e ¢ sdo numeros diferentes de zero temos be # 0, e portanto « € racional, o que é
um absurdo. Logo ar ¢ irracional. O]

Exemplo 16. Observe que 1 — V2 e 1+ 2 sdo nimeros Irracionais no entanto a
adicao entre eles, resulta em um numero Racional.

1—V2+14+v2=2
Exemplo 17. Os nimeros 2\/5, 3v/2 e 4v/2 sdo nimeros Irracionais.

Exemplo 18. Um exemplo de nimero irracional muito utilizado em Geometria € o
numero m. O numero ™ € uma constante que pode ser determinada pela razao entre o
comprimento e o diametro de uma circunferéncia. O que significa, a grosso modo, que
nao importa se uma circunferéncia € grande ou pequena, o valor de w continua o mesmo.
Povos antigos como Egipcios, Babilonicos e Chineses ja desenvolviam aproximagoes para

o m. Os Egipcios afirmavam que esta constante era igual a 4(5)2 = 3,16 e os babilonicos

. 1 . o .
afirmavam que era igual a 3§ = 3,125. Dessa maneira, a primeira impressao que se teve

sobre a constante w, € de que ela seria um niumero racional. Foi somente no século X VIII
que o matemdtico francés Johann Heinrich Lambert, provou que m mnao é um numero
racional, ou seja, que sua parte decimal € infinita e nao periodica. Sendo assim o valor
de m que usamos na prdtica de resolucao de problemas € sempre uma aprorimacao. A
aproximacao mais usada na escola bdsica para a constante pi € o 3,14 e o primeiro contato
do aluno com o numero w, ocorre no oitavo ano do Ensino Fundamental, principalmente
com a necessidade do cdlculo do comprimento e da drea da circunferéncia.

Ainda sobre o exemplo 18, uma observacao importante é o fato de que a abordagem
escolhida para trata-lo neste trabalho pode ser apresentada aos alunos do oitavo ano do
Ensino Fundamental II sem dificuldades. Isto por que pesquisas feitas pelo historiador
matematico Abraham Seidenberg, revelaram em seus artigos The ritual origin of the cir-
cle and square, Archiv. Hist. Exact Sc. 25, (1981), que muito antes dos Babilonicos,
Egipcios e chineses, outros povos antigos ja calculavam o volume da esfera em fungao do
seu diametro, utilizando indicios indiretos sobre o que futuramente seria considerada a
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constante .

Uma propriedade, advinda dos Numeros Naturais, que pode ser estendida para os
Numeros Irracionais, é a sua infinitude. Observe que para cada n € N, temos uma cor-
respondéncia com um nimero do tipo nv/2 que é irracional pelo teorema 17. Como o
Conjunto do Numeros Naturais ¢ infinito,entao nv'2 gera uma infinitude de nimeros ir-
racionais, ou seja, os Nimeros irracionais sao infinitos.

Para saber mais sobre os nimeros Irracionais o leitor pode consultar [6] e [7].
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Capitulo 6

Proposta de Atividades

As atividades apresentadas neste trabalho foram feitas conforme indica os Parametros
Curriculares Nacionais, documento orientador dos objetivos, metodologia e contetudos
dados em sala de aula no nosso pais.

O ensino dos numeros Naturais, Inteiros, Racionais, Irracionais, bem como a sua
estrutura de operagoes e ordem, é fundamental para a formacao de variados conceitos na
matematica e, como ja dito anteriormente, a construcao dos nimeros no ensino basico
tem inicio nos primeiros anos escolares.

De uma maneira muito préxima a descricao dos Axiomas de Peano, para aprender
sobre os Numeros Naturais, o aluno identificando a representacao do simbolo numérico
faz corresponder cada nimero com a sua quantidade de objetos, um a um.

Mesmo que pareca facil lecionar sobre os ntimeros, para uma crianga de 5 anos este
conhecimento ja é bem abstrato. Por isso, de acordo com os Parametros Curriculares
Nacionais, a proposta de metodologia deste trabalho contempla diferentes praticas de sala
de aula, dentre elas o recurso dos jogos, o uso da calculadora como ferramenta facilitadora
e a histéria da matematica.

As atividades aqui apresentadas serao expostas no modelo de planejamento usual e os
materiais usados como recursos didaticos estarao expostos como figuras.

6.1 Numeros Naturais

As atividades desenvolvidas sobre os Numero Naturais tem como principais objetivos
fazer com que os alunos percebam a existéncia de uma estrutura bem fundamentada do
Conjunto dos Numeros Naturais, seus elementos e propriedades. O ensino das proprieda-
des sera importante para o desenvolvimento do conhecimento no campo algébrico.
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ATIVIDADE 1

Publico Alvo: Alunos do oitavo ano do Ensino Fundamental, entretanto alunos a
partir do quarto ano do Ensino Fundamental ja podem realizar esta atividade.

Contetudo: Construgao dos Numeros Naturais.

Objetivos:
1. Identificar a necessidade do uso dos niimeros Naturais. Nos tempos antigos até hoje.
2. Determinar o sucessor e o antecessor de cada nimero natural.
3. Verificar o fato que todo nimero natural tem sucessor e ele é unico.
4. Escrever os numeros em ordem crescente.

5. Verificar o resultado da adicao e da multiplicagdo entre niimeros naturais é um
numeros natural.

Observe que os itens 2 e 3 sao objetivos que se apresentam conforme os Axiomas de Peano
descritos na secao 1.1 deste trabalho e ademais, o item 4 ocorre conforme a Relacao de
Ordem apresentada na secao 2.3.

Recursos Metodoldgicos: Texto sobre a histéria da matematica, fichas com os niimeros
de 1 a 10 e nimeros com 3 ou mais algarismos, como se segue no modelo para impressao
nas figuras 6.1 e 6.2, o material dourado, e questionario impresso.

Procedimentos Metodolégicos: O docente deve organizar a turma em grupos de até 4
alunos, expondo em cada grupo as fichas numeradas juntamente com o material dourado.
Espera-se que a escola tenha este material disponivel para o uso dos professores e alunos.
A atividade pode ser iniciada com comentérios concisos sobre a historia da matematica,
como na figura 6.1 e ainda o professor pode fazer perguntas sobre o uso dos Numeros Na-
turais no cotidiano dos alunos, na expectativa de respostas como: ‘Os nimeros naturais
sao usados para efetuar a contagem de objetos que nao podem ser partidos, bem como
a contagem de qualquer tipo de ser vivo’. Apds, cada grupo de alunos deve responder
o questionario apresentado, com o auxilio dos materiais expostos na mesa. As respostas
deverao ser representadas com o material dourado, sempre que possivel, e em forma de
registro escrito.

Questionario sobre o Conjunto dos Numeros Naturais

1. Qual é o menor nimero natural que vocé conhece?
2. Todo o ntimero exposto na mesa tem sucessor? Determine o sucessor de cada um.

3. E sempre possivel determinar o sucessor de um numero Natural? O que podemos
concluir com isso?
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4. Algum nimero Natural pode ter mais de um sucessor?

5. Qual é o antecessor de cada nimero exposto na mesa? Todos os niimeros naturais
tem antecessor?

6. Coloque os numeros expostos nas fichas em ordem crescente.

7. Escolha dois nimeros de 3 algarismos ou digitos e efetue a adi¢ao entre eles. O
resultado é um Numero Natural?

8. Escolha dois nimeros entre as fichas e calcule o produto entre eles. O resultado é
um Numero Natural?

No inicio da humanidade o homem so
comia o que conseguia cagar e colher nas
plantas. Depois houve uma fase de transi¢do e
o homem comecou a plantar e criar rebanhos.
Para ndo perder o que possuia, o homem
sentiu a necessidade de contar o seu rebanho.
O seu método de contagem era feito da
seguinte maneira: A cada animal que saia para
o pasto de manha correspondia a uma pedra
gue era guardada em um saco de couro. No
final do dia, quando os animais voltavam do
pasto, era feita a correspondéncia inversa. A
principio a correspondéncia de objetos a serem
contados era feita com os dedos das méaos e
dos pés, mas com o aumento do rebanho, o
homem precisou usar as pedrinhas, que em
latim significa calculus, de onde deriva a
palavra calculo, usada até hoje na Matematica.

(Boyer, 1981, p.01):§;::_-__-

Figura 6.1: Primeira Histéria dos Numeros
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1 2| 3 || 4 5

6 7 8 9 || 10
11 ||(451|(503 || 39 ||192

474\| 1000 ||10 000|| 199 || 1999

48 999||72 000(| 9 000 || 4 640 || 16 000

Figura 6.2: Fichas Numeradas

ATIVIDADE 2

Publico Alvo: Alunos do oitavo ano do Ensino Fundamental, entretanto alunos a
partir do quarto ano do Ensino Fundamental ja podem realizar esta atividade.

Conteudo: Propriedades associativa e comutativas da adicao e multiplicacao

Objetivos: Identificar que a ordem das parcelas na adicao de nimeros naturais nao
altera a soma. Identificar que a ordem dos fatores na mulplicacdo de niimeros naturais
nao altera o produto. Identificar que a forma de associar trés ou mais parcelas em uma
adicao nao altera a soma e também a forma de associar trés fatores na multiplicacao nao
altera o produto.

Recursos Metodolégicos: Fichas com adigoes e multiplicagbes como na figura 6.3.

Procedimentos Metodolégicos:
1. Entregar para cada grupo de alunos as fichas da figura 6.3 com operacoes de adicao e
multiplicagao.
2. O grupo deve efetuar as operagoes das fichas em seu caderno, observando os resultados
obtidos e selecionar as fichas que deram o mesmo resultado.
3. Agora os alunos devem registrar e responder as seguintes perguntas:
a) O que podemos concluir com a igualdade entre as fichas onde s6 trocamos a ordem dos
nimeros?
Resposta esperada: Concluimos que a ordem das parcelas na adi¢ao nao altera a soma e
a ordem dos fatores na multiplicacao nao altera o produto. Isto significa que a adicao e
a multiplicagao de niimeros naturais admitem a propriedade comutativa.
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b) O que podemos concluir com a igualdade entre as fichas em que usamos parénteses
para associar os nimeros?

Resposta esperada: nas expressoes que apresentam apenas adi¢ao nao importa a ordem
em que associamos os numeros, o resultado nao se altera. O mesmo ocorre na multi-
plicacao. Assim, observamos que a adi¢ao e a multiplicacao sao associativas.

23+16 235+459 1268+ 978

N
AN
AV
AN
Y4
AN

16+23 450+235 || 978+1268

5+(3+9) || 12+(25+48) || 8+(31+6)

[ (5+3ys0 | (1242548 || s+3146
: -.60 \ 15-93 | 17169 |
] 60.7 \ 93-15 \ 69171 <
: 4(7-8) ::: 9-(10-13) \( 9-(10-12) :
: (47)-8 ::’\' (9-10)-13 \( (9-10)-12 i

Figura 6.3: Fichas para as Propriedades Associativa e Comutativa
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ATIVIDADE 3

Publico Alvo: Alunos do oitavo ano do Ensino Fundamental, entretanto alunos do
quarto ano do Ensino Fundamental ja podem realizar esta atividade.

Contetudo: Propriedade Distributiva

Objetivos: Compreender que a multplicacao admite a propriedade distributiva com
relacao a operacao de adigao.

Recursos Metodolégicos: Fichas com operagoes que mostram a propriedade distri-
butiva, como na figura 6.4, que pode ser reproduzida no dobro do seu tamanho.

Procedimentos Metodolégicos:

1. Cada aluno recebe uma das fichas apresentadas na figura 6.4 e deverd resolve-la
como achar melhor, sendo acompanhado pela supervisao do professor.

2. Apés todos terem resolvido, os alunos devem encontrar o colega que alcancou o
mesmo resultado, observando a igualdade entre suas fichas e o método de resolucao.

3. Para finalizar esta atividade, o professor pode apresentar de maneira geral a pro-
priedade distributiva, indicando ao aluno que ele faga o registro em seu material de
estudo.

Avaliagao: A avaliacao das atividades podem ser baseadas nas discussoes levantadas
pelo grupo de alunos, seus registros e reflexoes sobre o assunto.
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: 2-(10+3) 2-(10+5) 3.(20+4)
: 2:10+2-3 2:10+2-5 3-20+34
- 4(743) 5.(10+9) 6:(8+9)
: 4-7+4-3 5-10+5-9 6:8+6-9
: 7.(2043) 8.(30+9) 8.(9+8)
: 7:20+7-3 8-30+8-9 8:9+8-8
: 9-(20+8) ::15-(10+5) 9-(20+5)
( 9.20+9-8 |[ 15-10+15-5 |[ 9.2049-5
: 6-(10+7) 5-(6+7) 12-(10+3):
(610467 || 56457 |[12:10412:3
i 11-(7+5) :i 12-(8+6) :i 13-(7+9) :

[ 11.7+11-5 ][ 12-8+12-6 ][ 13-7+13-9 }

Figura 6.4: Fichas para a Propriedade Distributiva

6.2 Numeros Inteiros
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A proposta de atividade sobre os nimeros inteiros contempla o uso de jogos como
recurso didéatico, sendo seu principal objetivo a descoberta da existéncia de nimeros
negativos e uma das maneiras que é usado no cotidiano.



Jogo Ice Man

Publico Alvo: Alunos do sétimo ano do Ensino Fundamental
Conteudo: Numeros Inteiros

Objetivos: Reconhecer a necessidade do uso de niimeros negativos e positivos. Efe-
tuar a adicao e a subtracao entre niimeros positivos observando os resultados negativos.
Reconhecer a sequéncia de ntmeros inteiros observando a posi¢ao do ntiimero zero e a
ordem dos numeros negativos.

Recursos Metodologicos: Tabuleiro do Jogo representando um termometro numerado
de -10°C a 10°C, como na figura 6.6, 4 peoes coloridos e dois dados de cores diferentes,
no caso sugerimos as cores verde e vermelho, lapis e papel para o registro.

Figura 6.5: Peoes e dados para o Jogo

Procedimentos Metodoldgicos: Com a turma dividida em grupos de até 4 alunos
e o kit do jogo exposto em cada grupo, os alunos deverao ser orientados de acordo com
as regras do jogo, principalmente no método do registro. A tabela abaixo é um exemplo
de como registrar cada jogada.

Regras do Jogo

e O jogo deve comecgar com os peoes no nimero zero e os alunos escolhem entre si a
ordem dos jogadores.

e O primeiro jogador lanca os dois dados simultaneamente e faz o registro na tabela,
observando que o valor do dado verde é positivo e o valor do dado vermelho é
negativo.

e Apds o registro ele movimenta o seu peao conforme resultado obtido por meio da
tabela ou até mesmo por observacao dos ntimeros no termometro.
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JuUUV IVL VIAIN
10 °c N 10 °Cc
9°C 9°C
8 °C 8 °C
7°C 7°C
6 °C 6 °C
» 5°C 5°C
4°c 4°c
3°C 3°C
2°C 2°C
1°C 1°C
"C

Figura 6.6: Tabuleiro do Jogo Ice Man

e Cada jogador, na sua vez executa a jogada seguindo as mesmas regras.

4
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e Caso o peao de um dos jogadores chegar ou passar do -10° C, este jogador congela
e esta fora do jogo, até que comece outra partida.

e Vence o jogador que alcancar a temperatura positiva de 10 °C.

Para facilitar o entendimento do leitor abaixo apresentamos um exemplo de uma jo-
gada e de como pode ser feito seu registro na tabela.

Exemplo 19. Suponhamos que um jogador ao lancar os dois dados, tenha obtido o
numero 5 no dado vermelho e o numero 3 no dado verde, sendo que a jogada foi iniciada
com o seu pedo na casa do numero zero. Com estes valores o registro da tabela fica da
sequinte maneira:

Comecgo | Dado Verde (D) | Dado Vermelho (D2) | Dy — Do Fim
0 3 5 3—5H=-2|0-2=-2
-2

A primeira coluna da tabela identifica a casa em que o peao inicia a rodada. Na se-
gunda e na terceira coluna registra-se os valores obtidos nos dados indicados. Na quarta
coluna, a operacao de subtracao entre os dados verde e vermelho identifica o movimento
que o peao fard, observando que se o resultado for negativo o pedo desce e se for positivo
o pedo sobe. Na ultima coluna da tabela, o aluno efetua a adicao entre a primeira coluna
e a penultima para obter o resultado que determina a casa onde o peao deve parar, ou seja
o fim da jogada. O aluno poderd observar que o resultado da operac¢do de subtragao entre
0s valores dos dados pode ser verificado através dos movimentos do peao no tabuleiro.
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6.3 Numeros Racionais

ATIVIDADE

Piblico Alvo: Alunos do oitavo ano do Ensino Fundamental.
Contetudo: Os Niumeros Racionais e suas representagoes.

Objetivos: Representar os numeros racionais por meio de fragoes decimais e/ou nao
decimais. Compreender que um nimero com infinitas casas decimais periddicas é um
niumero racional. Compreender a representagao dos ntimeros racionais na reta numérica.
Escrever os nimeros Racionais em ordem Crescente. Obter a fracao irredutivel e fracoes
equivalentes.

Recursos Metodologicos: Listas de Atividades expostas nas figuras 6.7, 6.8, 6.9 e
6.10. Questionario para finalizacao da atividade.

Procedimentos Metodolégicos:

e A turma de alunos deve estar organizada em 4 grupos de até 5 alunos. Havendo
mais grupos, os temas podem ficar repetidos.

e A orientagao do professor serd necessaria em todos os momentos da atividade, com
explicacoes e exemplos.

e As duvidas que irao permear as atividades, nao devem ser diretamente respondidas,
mas sim discutidas e analisadas com o grupo, conforme a situacao, e assim chegar
na melhor maneira de resolve-la.

e O registro das atividades, a principio, serd feito no caderno em forma de rascunho,
pois ao final os alunos irao fazer um cartaz para apresentar a todos os colegas da
sala.

e E importante que as agoes do professor durante as atividades tenham aspecto de
orientacao aos alunos, observando os acertos e discutindo sobre os erros até que
sejam corrigidos.

1° Momento: Representacoes Fracionarias.

Cada grupo de alunos receberda uma atividade diferenciada e devera representar as
situagoes especificas com fragoes decimais e/ou nao decimais como descrito abaixo.

O grupo um recebe a lista de figuras 6.7, com algumas situagoes em que usamos
numeros escritos na forma decimal. O professor pode também sugerir a pesquisem destas
figuras em revistas ou internet e depois elas devem ser recortadas ou impressas. Os alunos
deverao determinar quais nimeros cada situagao representa e depois escreveé-los na forma
de fragao decimal e/ou fragao irredutivel.

O grupo dois recebe a lista representada pela figura 6.8 que expoe figuras repartidas em
partes iguais para fazer a representagao com fragoes decimais e/ou fragoes nao decimais.
Os alunos podem ser orientados a representar tanto a parte pintada quanto a parte nao
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Figura 6.7: Lista de Atividades - Grupo 1

pintada, observando que a soma das duas fragoes obtidas é igual a 1.

O grupo trés recebe a lista apresentada na figura 6.9 com ntumeros escritos na forma
de representacao decimal infinita e periddica. Os alunos devem representar estes niimeros
com fracoes conforme a orientagao do professor. Para o auxilio ao professor, sao apresen-
tados a seguir, alguns métodos para obtecao da fracao geratriz de uma dizima periddica.

4
Exemplo 20. A dizima periodica 0,444... = —. Para obter este resultado primeiro

identificamos que o periodo desta dizima € igual a 4, formado por apenas 1 algarismo.
Depois considere que x = 0,444.... Multiplicando os dois membros da igqualdade por 10 e
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Figura 6.8: Lista de Atividades - Grupo 2

resolvendo a equacdao obtemos

r=0,444... = 10z =10-0,444...
= 10x =4,444...
= 10z =4+ 0,444...
= 10x=4+=x
= 10x—x=14
= 9r=4
I

9

Apds mostrar o método acima o professor pode sugerir ao alunos que use um método
mais pratico para obter a fracao geratriz da dizima periddica, conforme os dois proximos
exemplos.

5
Exemplo 21. Na igualdade 0,555... = 9 observe que o numerador da fragao € igual

ao periodo da dizima periddica e o denominador apresenta somente um algarismo 9 de
acordo com o periodo que também tem somente um algarismo.

Exemplo 22. A dizima periddica 0,8989... = 997 sendo o numerador da fragao igual

ao periodo da dizima que contém dois algarismos e portanto o denominador tem dois
algarismos iguais a 9.

Para os casos em que a dizima peridédica tem a parte decimal composta pela parte que
repete e a0 menos um algarismo que nao se repete a esquerda do periodo, a justificativa
para a obtencao da fracao geratriz, usando equagao como ferramenta fica como se segue.
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a) 0,111... = g) 1,121212...=
b) 0,333...= h) 4,1232323...=

c) 0,999...

1)12,12342342...=
d) 0,191919...= j) 100,0333...=
e) 0,234234234...= k) 0,12444...=

f) 0,5191919...=

Figura 6.9: Lista de Atividades - Grupo 3

Exemplo 23. Vamos escrever 0,3454545... em forma de fragao. O periodo é formado
por dois algarismo e o numero 3 esta na parte decimal e ndo se repete. Assim considere
x = 0,34545.... Multiplicando por 10 esta iqualdade e desenvolvendo a equacao obtemos

x=0,34545... = 10z = 10-0,34545...
10z = 3, 454545...

10z = 3 4+ 0,454545...

45
10z =3+ —
T + 99

990x = 297 + 45
342

T =—.
990

R

Caso o professor opte por um método mais prdtico para escrever a fracdo geratriz de
0,3454545... basta observar que o numerador da fracao € igual a 345 — 3 = 342 onde o
numero 345 € a parte decimal sem repeticao e 3 é a parte decimal que nao se repete na
dizima. Para o denominador a regra € que usamos dois algarismos 9, pois o periodo €
composto de dois algarismos, e um algarismo zero, pois ha um algarismo na parte decimal
que nao se repete.

O grupo quatro deve representar com uma fragao cada letra apontada nas retas
numéricas da figura 6.10.

2° Momento: Rodizio do conhecimento

Cada grupo escolhe um lider. A fungao do lider sera explicar para outros colegas o
que foi feito na sua atividade. No formato de rodizio, cada grupo deve percorrer os outros
grupos e conhecer as outras representagoes de niimeros racionais.

3° Momento: Caminho Inverso
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Figura 6.10: Lista de Atividades - Grupo 4

Neste momento cada grupo recebe a lista de fragoes apresentada na figura 6.11.

[ 2 14 )
a) 3 B 5
2 1
b) = g) 3=
14 15
335 .. 452
d) Too ) o5
7 . 19
e) 5 D=
. _

Figura 6.11: Lista de Fracoes para todos os grupos

O grupo um deve representar as fracoes com numeros decimais e possiveis situagoes
problema onde podem ser utilizadas.

O grupo dois deve representar as fragoes com figuras repartidas igualmente ou conjunto
de objetos.

O grupo trés deve representar as fragoes com nimeros decimais, salientando aquelas
fracoes que resultam em dizimas periddicas.

O grupo quatro deve representar as fracoes com pontos na reta numérica.
4° Momento: Rodizio do conhecimento

Cada grupo escolhe um outro lider. A funcao do lider sera explicar para outros colegas
o que foi feito na sua atividade. No formato de rodizio, cada grupo deve percorrer os outros
grupos e conhecer as representagoes de nimeros racionais que foram trabalhadas.

5° Momento: Montagem de cartazes.
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Como tarefa para casa, cada grupo deve montar um cartaz e sua apresentagao sobre
as atividades que foram realizadas, de acordo com a sua parte nas representacoes dos
numeros racionais. O cartaz pode seguir um modelo descrito pelo professor e ter alteracoes
conforme os alunos julgam necessario. Para os casos de possiveis erros, os alunos devem
ser orientados a organizar e montar o cartaz, escrevendo a lapis, para que depois de uma
supervisao do professor, sejam feitas as corregoes e depois completar o que foi escrito com
a caneta esferogréfica.

6° Momento: A apresentacao

Os grupos 1, 2, 3, e 4, nesta ordem farao a sua apresentagao de forma oral, apresen-
tando as atividades realizadas com o auxilio do cartaz e outros materiais que julgarem
necessarios. Ao final de cada apresentacao os alunos ouvintes poderao fazer perguntas e
o grupo que estiver apresentando deve responder.

7° Momento: Lista de Exercicios e Reflexoes

Para finalizar esta proposta de atividade, neste momento os alunos devem responder
o questionario apresentado abaixo que tem como objetivo principal fazer o aluno refletir
e sintetizar o seu conhecimento sobre a estrutura do Conjunto dos Niimeros Racionais.

Questionario

1. 0,3 é um numero racional que esta entre 0 e 1. Cite outros niimeros racionais que
estao entre 0 e 1.

2. Agora cite um nimero racional que esta entre 0,3 e 0,4.

3. Entre dois ntimeros racionais sempre ha outro nimero racional? FExplique com
exemplos.

4. Qual é o maior nimero racional? E o menor?
5. O conjunto dos niimeros racionais ¢ infinito?

6. O numero 3,7 possui sucessor? Podemos falar em sucessor e antecessor de niimeros
racionais?

7. As dizimas periédicas podem ser escritas na forma de fracao? Elas sao ntimeros
racionais?

8. Vocé conhece algum nimero que nao pode ser representado por uma fracao com
numerador e denominador inteiros, e o denominador diferente de zero?
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6.4 Irracionais

ATIVIDADE 1

Piublico Alvo: Alunos do oitavo ano do Ensino Fundamental 11

Contetdos: O comprimento da circunferéncia e a constante 7
Objetivos: Identificar que a razao entre o comprimento e o diametro da circunferéncia
resulta em um numero constante. Reconhecer que 7 é um numero irracional

Recursos Metodoldgicos: Objetos circulares, barbante fino, tesoura, caderno e lapis
para registro.

Procedimentos Metodolégicos:

1.

Anterior ao momento de inicio da atividade, é muito importante que o professor peca
aos seus alunos que tragam de casa um objeto de formato circular para a realizacao
desta atividade. O professor até poderia usar um objeto com a mesma medida para
todos os alunos, mas dai nao poderiamos verificar a existéncia de uma constante.

Com os recursos citados acima em maos, os alunos devem identificar o comprimento
da circunferéncia, usando o barbante para contornar o objeto circular e cortar o
barbante na medida obtida.

Depois os alunos devem identificar o diametro dessa circunferéncia, novamente cor-
tando o barbante no tamanho correspondente a este diametro.

Agora os alunos podem observar que os pedagos de barbante obtidos pelo outros
colegas sao de medidas diferentes. Eles devem cuidar destes pedacos e nao trocar
entre si, caso contrario a sua experiéncia nao dara certo.

Agora, cada aluno com seus dois pedagos de barbante na mao, onde o maior re-
presenta a medida do comprimento da circunferéncia e o menor reproduz o seu
diametro, devera primeiro observar quantas vezes o cordao do diametro cabe no
comprimento, e entao cortar os pedagos de barbante do comprimento do mesmo
tamanho do diametro, quantas vezes forem possiveis, tomando o cuidado para nao
esticar muito o fio.

Agora cada aluno deve observar que todos os seus colegas obtiveram o mesmo re-
sultado. O comprimento da circunferéncia representado pelo barbante pode ser
cortado em 3 pedagos de mesma medida do diametro e ainda sobrou um pedacinho
do barbante que era o comprimento da circunferéncia.

Agora a proxima parte envolve o registro do que foi feito. O titulo da atividade no
caderno do aluno pode ser: A razao entre o comprimento da circunferéncia e o seu
diametro.

Para identificar o que foi feito, primeiro o aluno pode colar no caderno os pedacos
de barbante que formam o comprimento da circunferéncia, formando uma circun-
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10.

feréncia. Em seguida, colar no caderno o pedago de barbante que representa o
diametro da circunferéncia, fazendo a devida identificacao.

E ainda, registrar que com esta atividade descobrimos que a razao entre o compri-
mento da circunferéncia e o seu didmetro é um ntmero constante pouco maior que
tres.

Para finalizar a atividade o professor pode mediar o conhecimento apresentando
aos alunos o nimero m conforme foi apresentado neste trabalho no exemplo 18 e
ainda promover uma pesquisa na internet sobre os valores ja calculados do niimero
m, curiosidades e principais utilidades.
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ATIVIDADE 2

Piblico Alvo: Alunos do oitavo ano do Ensino Fundamental 11
Contetudos: Quadrados perfeitos, raiz quadrada exata e raiz quadrada aproximada.

Objetivos: Iniciar a compreensao de como pode ser obtido um numero Irracional por
meio do calculo de raiz quadrada.

Recursos Metodolégicos: Calculadora, lapis e papel.

Observacgao: A sugestao de atividade apresentada aqui, consiste em um método simples
que funciona, principalmente com alunos que tem muitas dificuldades com os contetudos
de matematica. Como sugestao de continuacao desta atividade o professor pode fazer

mencao ao Teorema 17 conforme a linguagem dos alunos.

Procedimentos Metodoldgicos:

e De maneira rapida os alunos devem fazer uma lista com os resultados dos ntimeros
de 1 a 30 elevado a 2. Assim como na figura 6.12.

12 = 11% = 212 =
2% = 122 = 222 =
3% = 132 = 23% =
4% = 14% = 24% =
5% = 15% = 25% =
6 = 16° = 26% =
7t = 17% = 272 =
8% = 18% = 28% =
9% = 19% = 29 =
102 = 20% = 30% =

Figura 6.12: Lista 1 - Numeros quadrados perfeitos

e Depois eles devem fazer uma outra lista representando o cédlculo da raiz quadrada
dos nimeros 1 ao 50, como na figura 6.13.

e Para responder os célculos da segunda lista, os alunos devem ser orientados a preen-
cher primeiro aqueles resultados que sao exatos, de acordo com a Lista 1. Os outros
resultados podem ser obtidos com o uso da calculadora do celular. Lembrando que
os aplicativos de calculadora oferecidos neste caso nos dao um resultado com 11
digitos e ainda é uma ferramenta de facil acesso.

e Apds o registro de resultados na Lista 2 os alunos devem verificar que os ntimeros
dados na calculadora sao aproximacoes das raizes procuradas e ainda que as ca-
sas decimais deste resultados nao sao periodicos. Dessa maneira estes nimeros sao
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decimais com infinitas casas decimais e que nao pode-

7

, Ol seja numeros

Il
-

o~

Al

o~

]

mos representar com uma fracdo de numeros inteiros, com denominador diferente

Irracionais
de zero.

Figura 6.13: Lista 2 - Raiz Quadrada
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Conclusao e Consideracoes Finais

Apresentamos neste trabalho uma pesquisa feita com professores que lecionam ma-
tematica em uma escola da Rede Bésica de Ensino, que nos mostrou como resultado a
falta de exatidao na definicao dos niimeros por parte destes professores.

Motivada por estes fatos, como ja dito anteriormente, expomos aqui a Construcao dos
Conjuntos Numéricos desde os Naturais aos Irracionais. Concluimos aqui, que para cons-
truir os Numeros Naturais precisamos dos Axiomas de Peano, para construir os Numeros
Inteiros e os nimeros Racionais precisamos conhecer a estrutura algébrica de um conjunto
quociente que munidos das operacoes binarias de adi¢ao e multiplicacao constitui-se estes
conjuntos. Para os Numeros Irracionais, apenas apresentamos exemplos e defini¢oes que
sao pré-requisitos para o ensino deste nimeros no Ensino Fundamental.

Assim, com o objetivo de ajudar o professor que tem uma dura rotina de sala de
aula, sugerimos aqui atividades praticas que norteiam a construcao dos nimeros, o mais
préxima possivel do ponto de vista da matematica moderna e ainda em consonancia com
as diretrizes da educacao.

No ano de 2012 tive a oportunidade de participar como coordenadora do Programa
Além das Palavras em uma escola estadual, este projeto do Estado do Mato Grosso do Sul
tinha como objetivo melhorar o processo de ensino e aprendizagem da alfabetizacao da
lingua portuguesa e matematica no ensino basico. Neste periodo foram longos os estudos
para compreender como se desenvolvia a obtencao do significado de niimero e o processo
de contagem na crianca, observando também o seu desempenho na escola e a metodologia
de ensino dos professores do Ensino Fundamental I. A partir dai a minha curiosidade
sobre a Construcao do Numeros s6 cresceu, pois pude perceber que de fato este processo
para o individuo nao acontece de maneira tao simples quanto eu poderia compreender até
aquele momento.

Ja em 2014, novamente em contato com outros professores que lecionam matematica
no Ensino Fundamental I e II, através do trabalho desenvolvido no Laboratério de Ma-
tematica da Rede Municipal de Ensino pude dar continuidade as observagoes iniciadas em
2012, verificando que muitos conhecimentos admitidos pelos docentes nao estavam bem
colocados a si mesmos. Com isto, busquei fazer a pesquisa exposta no capitulo 1 deste
trabalho, apontando que de fato isto realmente acontecia. Mesmo depois de passar pela
formacao universitaria, nds professores precisamos continuar a buscar o conhecimento
tedrico sobre aquilo que ensinamos, para nao ensinar algo errado, principalmente com o
mau uso do vocabulario, isso acarreta dificuldade na aprendizagem

Nas Construgoes dos Conjuntos Numéricos pude perceber o quao importante é o rigor
com a légica matemdtica no campo algébrico verificando que as ferramentas necessarias
para as demonstracoes aqui feitas dependem de definicoes e proposicoes apresentadas
antes da determinada demonstracgao.
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Dessa maneira, respeitando sistematicamente a estrutura da logica matematica espera-
se fazer com o que o professor leitor se aproprie deste raciocinio, obtendo a teoria necessaria
para si, como provedor do conhecimento. Salientando que o mesmo cuidado deve ser tido
quando ensinamos estes conteiudos aos alunos, sem pular nenhuma parte importante,
pois caso contrario ficarao lacunas no conhecimento e a partir dai os alunos passarao a ser
forcados a compreender os proximos conhecimentos desconsiderando a légica do raciocinio
matematico, embutido nestes contetdos.

Para trabalhos futuros fica a legitima necessidade de pesquisa e apresentacao de estu-
dos sobre formacoes de professores que ja estao em sala de aula, bem como a apresentacao
de um trabalho que traga dentro das propostas de atividades um material com observagoes
e caracteristicas mais profundas sobre como o professor pode expor as suas explicacoes e
quais seriam as possiveis perguntas e respostas do aluno frente ao problema.
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