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Resumo

Dado um triangulo qualquer, o Teorema de Steiner garante a existéncia de uma tunica
elipse inscrita que tangencia os lados nos pontos médios e possui a maior area dentre todas
as outras elipses contidas neste triangulo. Motivados por estes resultados desenvolvemos este
trabalho, que se divide em duas partes. A primeira compreende os trés primeiros capitulos,
onde discutimos alguns conceitos geométricos acerca de pontos notaveis, elipses e construcao
de elipses inscritas em um triangulo, dado um foco. Ja a segunda parte é composta pelas
ferramentas fundamentais para a demonstracao do Teorema de Steiner, tais como nimeros
complexos e transformacoes afins. Ainda neste ultimo capitulo, é demonstrado o Teorema de

Steiner.

Palavras-chave: Elipse de Steiner, Elipses Inscritas em Triangulos, Nimeros Complexos,

Transformagoes Afins.
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Abstract

Given a triangle, Steiner’s Theorem guarantees the existence of a single inscribed ellipse that
tangentiates the sides at the midpoints and has the largest area among all the other ellipses
contained in this triangle. Motivated by these results we developed this work, which is divided
into two parts. Part one comprises the first three chapters, where we discuss some geometric
concepts about remarkable points, ellipses and construction of ellipses inscribed in a triangle,
given its focus. The second part is composed by the fundamental tools for the demonstration
of Steiner’s Theorem, such as complex numbers and affine transformations. Still in this part,

in the last chapter, Steiner’s Theorem is demonstrated.

Keywords: Steiner Ellipses, Inscribed Ellipses in Triangles, Complex Numbers, Affine

Transformations.
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Introducao

Sabemos que em todo triangulo existe uma circunferéncia inscrita, porém nao ¢é trivial que
exista uma elipse inscrita. Na verdade, existem infinitas elipses inscritas em um triangulo. O
objetivo deste trabalho é demonstrar que dentre estas elipses, existe apenas uma com carac-
teristicas especiais que sao: tangenciar o triangulo nos pontos médios dos lados, ter a maior
area e ainda possuir seu centro coincidente com o baricentro. Esta elipse é denominada elipse
de Steiner.

Este trabalho estd dividido em seis capitulos. O primeiro capitulo contem um breve estudo
sobre triangulos, com foco principal nos lugares geométricos e pontos notaveis. Dos pontos
notaveis destacamos o baricentro, pois ele é o centro da elipse de Steiner. Apresentamos também
algumas férmulas para o calculo de areas dos triangulos, como a férmula do seno e a férmula de
Herao. No segundo capitulo definimos elipses, identificando seus elementos e obtemos algumas
de suas equagoes nas formas canonica e paramétrica. Ja no terceiro, demonstramos um método
de construcao de uma elipse inscrita num triangulo, dado, como um dos focos, um ponto no
interior deste. E assim, mostramos que existem infinitas elipses inscritas em um triangulo.

No quarto capitulo, introduzimos o conceito de combinacoes afins e mostramos que numa
combinacao afim P = NA + uB + vC', com A+ pu+ v = 1, o ponto P pertence ao triangulo
quando A > 0, 4 > 0, v > 0, que é o caso do baricentro. Ainda neste capitulo temos alguns
tipos de transformagoes no plano, como rotacoes, translacoes, reflexdes e homotetias. O foco
principal deste capitulo sao as transformacoes afins de posto dois, pois sao elas que levam retas
paralelas em retas paralelas, circulos em elipses, pontos médios em pontos médios, baricentro
em baricentro. Estas sao ferramentas fundamentais para a demonstracao do teorema de Steiner.

No capitulo cinco, apresentamos os ntimeros complexos explicitando, inicialmente, sua de-
finicao algébrica, sua representacao no plano de Argand-Gauss e algumas propriedades de suas
operacoes. Em seguida, temos a represenacao trigonométrica, com algumas operacoes e pro-

priedades. Finalmente, o capitulo seis contem a demonstracao do teorema de Steiner. Para



realizar esta demonstracao, foram utilizados resultados estudados nos capitulos quatro e cinco.
Neste capitulo estudamos as coordenadas dos focos e do baricentro; demonstramos a existéncia

e a unicidade desta elipse; e demonstramos que a elipse de Steiner é a que possui maior area.



Capitulo 1

Lugares (Geométricos

Neste capitulo serao abordadas defini¢oes preliminares sobre triangulos e congruéncias, in-
dicando cinco casos em que isto ocorre. No entanto, o principal assunto abordado neste, ¢é
lugares geométricos e pontos notaveis em um triangulo. Traremos também alguns conceitos de
area de triangulos, apresentando algumas formas, nao muito usuais, como a férmula do seno e

a férmula de Herao. Este capitulo teve como base [2], [9] e [10].

1.1 Triangulos

Sabemos que trés pontos distintos e nao colineares A, B e C' formam um triangulo e que este
triangulo pode ser classificado de trés modos em relagao as medidas de seus lados: equilatero
(quando todos os trés lados tém mesma medida), isésceles (quando apenas dois lados tém
mesma medida) ou escaleno (quando todos os lados tém medidas diferentes). H&d também a
classificagao de acordo com seus angulos: acutangulo (quando possui todos os angulos agudos,
isto é, menores que 90°), retangulo (quando possui exatamente um angulo reto) e obtusangulo
(quando possui um angulo obtuso, maior de 90°).

E importante observar que utilizaremos AB para denotar o segmento AB e AB para re-
presentar a medida do segmento AB. Do mesmo modo, ZA representa o angulo A e m(ZA) a

medida do angulo A.

Definicao 1 Dados dois segmentos AB e C'D e dois angulos ZA e /B, diremos que AB = CD
quando AB = CD e diremos que dois angulos /A = /B quando m(ZA) = m(£B).

Para simplificar a notagao, usaremos o simbolo “="para significar congruéncia. Desse modo,



AB = CD deve ser lido como AB é congruente a CD e /A = ZB deve ser lido como angulo

A é congruente ao angulo B.

Definicao 2 Dois triangulos sio congruentes se for possivel estabelecer uma correspondéncia

biunivoca entre os vértices de modo que lados e angulos correspondentes sejam congruentes.

Figura 1.1: Correspondéncia entre os vértices A e E, B e F', C e G de dois triangulos congru-

entes.

Se ABC' e EFG sao dois triangulos congruentes e se

A FE
B« F
C+ G

¢ a correspondeéncia que define a congruéncia, entao valem, simultaneamente, as seis condicoes:

AB=FF BC=FG AC=EG
/A=/E /B=/F /C=/G

Para facilitar a verificacao de congruéncia de triangulos, existem alguns critérios que sao
chamados de casos de congruéncia de tridngulos. De modo geral, podemos afirmar que
dois triangulos sao congruentes, quando eles satisfazem pelo menos uma das seguintes condi¢oes
dadas nos casos abaixo:

Caso 1: [LAL (Lado, Angulo, Lado)] Se dois lados de um triangulo e o dngulo formado
por estes dois lados forem respectivamente congruentes a dois lados de um outro triangulo e ao
angulo formado por estes dois lados, entao os dois triangulos sao congruentes.

Caso 2: [ALA (Angulo, Lado, Angulo)] Se dois angulos de um triangulo e o lado compre-
endido entre estes dois angulos forem respectivamente iguais a dois angulos de outro triangulo

e ao lado compreendido entre esses dois angulos, entao os dois triangulos sao congruentes.

4
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Figura 1.2: LAL

Figura 1.3: ALA

Caso 3: [LLL (Lado, Lado, Lado)] Se dois triangulos tem trés lados correspondentes con-

gruentes entao os triangulos sao congruentes.

N

Figura 1.4: LLL

Caso 4: [C'H (Cateto, Hipotenusa)] Se dois triangulos retangulos tém congruentes um

cateto e a hipotenusa, entao eles sao congruentes.

PAERN

Figura 1.5: Cateto x Hipotenusa

Dados no plano uma reta r e um ponto A ¢ r, assumimos a unicidade da paralela como um

postulado, quinto postulado de Euclides, conforme enunciado a seguir:

Postulado 1 Dados no plano, uma reta r e um ponto A & r, existe uma unica reta s, paralela

ar e passando por A.



Através deste postulado é possivel demonstrar alguns resultados importantes da Geometria
Euclidiana, como por exemplo o Teorema dos angulos alternos-internos apresentado na

proposicao a seguir.

Proposicao 1 Sejam duas retas cortadas por uma transversal comum. Um par de angulos

alternos internos € formado por angulos congruentes se, e somente se, as retas sao paralelas.

Figura 1.6: Angulos alternos internos.

Uma consequéncia relevante deste teorema estéd apresentado na seguinte proposicao.
Proposicao 2 A soma dos angulos internos de um triangulo € igual a 180°.

Demonstragao:

Figura 1.7: A soma dos angulos internos de um triangulo.

Sejam ABC um triangulo qualquer, uma reta r paralela a BC, passando por Ae X, Y € r
tais que A # X, A #Y e A € XY. Pelo Teorema dos angulos alternos internos, temos que
/B =/BAX e /C = ZCAY, de sorte que

m(ZA) + m(£B) + m(£C) = m(LA) + m(£LBAX) + m(LCAX) = 180°.

|
Uma base média de um triangulo é o segmento que une dois pontos médios de seus lados.

Assim, todo triangulo tem exatamente trés bases médias. Em relacao estes segmentos, temos

um resultado conhecido como Teorema da Base Média.



Proposicao 3 Seja ABC um triangulo qualquer. Se MN é a base média de ABC' relativa
a BC, entdo MN e BC sao paralelos. Reciprocamente, se pelo ponto médio M do lado AB
tragarmos uma paralela ao lado BC', entdo tal reta intersecta o lado AC' em seu ponto médio

N. Ademais, em qualquer dos casos acima, temos

MN:%B_C

Demonstragao: Para a primeira parte, tome M’ sobre a semirreta de origem M que contém
N tal que MN = NM’. Como N é o ponto médio de AC'e ZANM = ZC'N M’ (pois sao angulos
opostos pelo vértice) os triangulos AMN e CM'N sao congruentes pelo caso LAL. Portanto
MC=MAeM'CN = ZM AN, donde segue que pelo Teorema dos angulos alternos internos,
as retas que contém M'C' e AM sao paralelas. Assim, BM = AM = M'C' e BM é paralelo a
M'C'. Estes fatos nos garantem que o quadrildtero M BC'M' é um paralelogramo. E, como em

todo paralelogramo os lados opostos sao iguais e paralelos, temos

BC e MN sao paralelos e, BC'= MM’ =2-MN.

Figura 1.8: Medida da base média de um triangulo.

Reciprocamente, seja r a reta que passa pelo ponto médio M do lado AB e é paralela ao
lado BC. Como a reta que contém M N também passa por M e é paralela a BC, segue do

quinto postulado de Euclides que r contém M N; e em particular, N € r. "

Proposicao 4 Se R € o raio da circunferéncia circunscrita a um triangulo de lados a, b e c,
entao

a B b B c _on
sen(/A)  sen(ZB) sen(ZC) T

Demonstragao:
Considere um triangulo ABC, donde AB = ¢, BC = a e AC = b e ABC inscrito no circulo

A de raio R e centro O. Seja A" o ponto simétrico ao ponto B em relagao ao O. Temos entao

7



Figura 1.9: Lei dos senos

que os angulos ZA e /A’ sdo congruentes, pois estao inscritos no mesmo arco, e que o triangulo
A’BC' é retangulo em C' pois este angulo estd inscrito num arco de 180°. Dessa forma, usando

a relacao trigonométrica do seno no triangulo A’BC temos que

JA)= - & 2R=—— _&9R=—"
sen (£4) 5R 7 sen (LA') < sen (LA)
b
De modo anélogo, provamos que 2R = m e 2R = m. Portanto,
a _ b B c _op

Proposicao 5 Em um triangulo ABC' qualquer, para lados opostos aos angulos internos A, B

e C' com medidas respectivamente a, b e ¢ valem as relacoes:
a’ =b? + ¢ — 2bc - cos (LA)

b> = a® + ¢® — 2ac - cos (£B)
2 =a?+b*—2ab- cos (£C)

Demonstragao: Caso 1: (angulo ZB agudo)
Seja AD a altura relativa ao lado BC' e m = BD. Temos entdo que o triangulo ABC' foi
dividido em outros dois triangulos retangulos ABD e ADC'. Aplicando o teorema de Pitagoras

no triangulo ABD obtemos que

A=h*+m? = h?*=c*—m? (7)

Fazendo o mesmo no triangulo ADC' temos que



B m a—m C

Figura 1.10: Lei dos cossenos, caso em que ZB agudo

b = h*+ (a — m)*> = b* = h* + a® — 2am + m? (i1)

de (i) e (4i) temos que

bV =c*—m?+a®—2am+m? = b*=c*+a*>—2am (447)
No triangulo ABD temos que
m :
cos (£B) = — = m =c-cos (£B) (iv)
c
de (7ii) e (iv) temos

b> =+ a® — 2ac - cos (/B).

Caso 2: (angulo ZB obtuso)

Figura 1.11: Lei dos cossenos, caso em que ZB é obtuso.

Seja AD a altura relativa ao lado BC' e m = BD. Temos entdo dois triangulos retangulos

ABD e ADC'. Aplicando o teorema de Pitdgoras no triamgulo ABD obtemos que

A=hn+m? = h=c*—m? (7)



Fazendo o mesmo no triangulo ADC' temos que

b =h?+ (a+m)? = b*=h*+a®+ 2am +m? (1)

de (7) e (it) temos que

b’ =c—m?+ad®+2am +m? = b? =+ a® + 2am (i17)
No triangulo ABD temos que
cos (LABD) = cos (m — £B) = — cos (£B)
—cos(£B) =" = m = —c-cos (£B) (iv)
de (ii7) e (iv) temos
b = c? + a? — 2ac - cos (£LB).

De modo andlogo, mostramos que a* = b* + ¢ — 2bc - cos (LA) e ¢ = a® 4+ b* — 2ab - cos (LC).

1.2 Lugares Geométricos

Definicao 3 Dada uma propriedade P relativa a pontos do plano, o lugar geométrico dos
pontos que possuem a propriedade P € o subconjunto L do plano que satisfaz as duas condigoes
a Sequir:

i) Todo ponto de L possui a propriedade P.

i1) Todo ponto do plano que possui a propriedade P pertence a L.

Em outras palavras, L é o lugar geométrico da propriedade P se L for constituido por
todos os pontos do plano que tém a propriedade P. A seguir, vamos definir alguns lugares

geométricos, assim como algumas propriedades e aplicagoes dos mesmos.

Exemplo 1 A circunferéncia € o lugar geométrico dos pontos P que distam v (raio) de um

ponto O (centro).

Definicao 4 Dados dois pontos A e B no plano, a mediatriz do segmento AB € a reta

perpendicular a AB e que passa por seu ponto médio.
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Figura 1.12: Circunferéncia de centro O e raio r.

De acordo com a proposicao a seguir, podemos caracterizar a mediatriz de um segmento

como um lugar geométrico.

Proposicao 6 Dados os pontos A e B no plano, a mediatriz do segmento AB € o lugar

geométrico dos pontos do plano que equidistam de A e de B.

Demonstracao: Seja M o ponto médio e m a mediatriz do segmento AB. Se P € m, entao,
os triangulos PAM e PBM sao congruentes pelo caso LAL, pois PM é comum a ambos 0s

triangulos, m(£LPMA) = m(£LPMB) = 90°, AM = BM. Logo PA = PB.

Figura 1.13: Pe m = PA=PB

Reciprocamente, seja um ponto P do plano tal que PA = PB e M o ponto médio de AB.
Dai, os triangulos PAM e PBM sao congruentes pelo caso LLL, pois PA = PB, AM = BM,
PM é comum a ambos, logo, m(ZPMA) = m(£LPMB). Como m(£ZPMA)+ m(£LPMB) =
180° entao m(£LPMA) = m(£LPMB) = 90° e PM ¢ perpendicular ao segmento AB. Portanto

a reta que contém o segmento PM é a mediatriz de AB. "

Definicao 5 Dado um angulo ZAOB no plano, a bissetriz de ZAOB € a semirreta que possui

origem no vértice do angulo e que divide ZAOB em dois angulos congruentes.

Uma caracterizagao da bissetriz como lugar geométrico esta essencialmente contida na pro-

posicao a seguir.
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Figura 1.14: PA = PB = P € (mediatriz de AB)

Proposigao 7 Seja ZAOB um angulo dado. O ponto P interior ao angulo é equidistante dos

lados se, e somente se, P pertence a bissetriz de ZAOB.

Demonstracao: Seja P o ponto no interior de ZAOB de modo que PM = PN, onde M
e N sao os pés das perpendiculares baixadas de P respectivamente as semirretas de origem O
que passam por A e B. Entao os triangulos MOP e NOP sao congruentes, pelo caso CH, pois
a hipotenusa OP é comum em ambos os triangulos e PM = PN. Dai, ZMOP = ZNORP e
portanto, P pertence a bissetriz de AOB.

Figura 1.15: A bissetriz do angulo ZAOB

Reciprocamente, suponha que P pertenca a bissetriz de ZAOB e sejam M e N os pés das
perpendiculares baixadas de P respectivamente as semirretas OA e OB de origem O. Como
a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°, segue que os ZM PO = ZNPO. Dessa
forma os triangulos OM P e ON P sao congruentes , pelo caso ALA, pois OP é comum a ambos
os triangulos, ZMOP = ZNOP e m(£LMPO) = m(£LNPO). Dai, PM = PN e portanto, P

equidista das semirretas OA e OB. "
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1.3 Pontos Notaveis em Triangulos

Desenvolvendo os conceitos de lugares geométricos nos triangulos obtemos alguns pontos

notaveis, denominados de incentro, circuncentro, ortocentro e baricentro.

Proposicao 8 Em todo triangulo, as mediatrizes passam todas por um mesmo ponto, o cir-

cuncentro do triangulo.

Demonstracao: Sejam ABC um triangulo qualquer, r, s e t, respectivamente as mediatrizes
dos lados BC, AC e AB, e O o ponto de intersecao das retas r e s.
Pela caracterizacao da mediatriz de um segmento como um lugar geométrico, temos que

OB = OC (pois O € 1) e OC = OA (pois O € s). Portanto, OB = OA e segue, novamente da

caracterizagao da mediatriz como um lugar geométrico que O € t.

1
[l
[l
1
[l
!

Figura 1.16: O circuncentro de um triangulo.

Proposicao 9 Todo triangulo admite uma unica circunferéncia passando por seus vértices.

Tal circunferéncia é dito circunscrito ao triangulo e seu centro € o circuncentro do mesmo.

Demonstracao: Seja ABC um triangulo de circuncentro O. Como O é o ponto de intersecao

das mediatrizes dos lados do triangulo, temos OA = OB = OC. Denotando R tal distancia
comum, segue que a cicunferéncia de centro O e raio R passa por A, B e C. Existe, portanto,
uma circunferéncia passando pelos vértices do triangulo ABC.

Reciprocamente, o centro de uma circunferéncia que passe pelos vértices de ABC deve
equidistar dos mesmos. Portanto, o centro pertence as mediatrizes dos lados ABC, de forma
que coincide com o ponto de intersecao das mesmas, isto é, com o circuncentro O de ABC'. Por

fim, o raio da circunferéncia, sendo a distancia de O aos vértices, é igual a R. u
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Figura 1.17: A circunferéncia circunscrita em um triangulo.

Proposicao 10 As bissetrizes internas de todo triangulo concorrem em um unico ponto, o

incentro do triangulo.

Demonstracao:  Sejam 7, s e t, respectivamente, as bissetrizes internas dos angulos /A,
/B e ZC do triangulo ABC e I o ponto de intersecao das retas s e t. Como [ € s segue pela,
caracterizagao da bissetriz como lugar geométrico, que I equidista dos lados AB e BC. De
modo andlogo, como I € t, I equidista dos lados AC e CB. Portanto I equidista de AC' e AB
e, usando novamente a caracterizagao das bissetrizes como lugar geométrico, concluimos que [

pertence a bissetriz de ZA, isto é, I € r.

Figura 1.18: O incentro de um triangulo.

Definicao 6 Uma circunferéncia A\ e uma reta r sao tangentes ou, ainda, a reta r € tangente

a circunferéncia A se r e X\ tiverem exatamente um ponto P em comum.

A proposicao a seguir nos ensina como construir uma reta tangente a uma circunferéncia

dada passando por um ponto da mesma.
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Proposicao 11 Sejam A uma circunferéncia de centro O e P um ponto de A\. Se t € a reta

que passa por P e € perpendicular a OP entao t € tangente a .

Demonstragao: Seja R oraiode A. Se (Q # P é outro ponto de ¢, temos que QO > PO > R,
uma vez que mZQPO = 90° é o maior angulo do triangulo OP(Q. Portanto, @ ¢ A, assim, P

é 0 Unico ponto comum a t e . "

Figura 1.19: Construcao da reta t tangente a circunferéncia A\ em P.

Proposicao 12 Todo triangulo admite uma unica circunferéncia contida no mesmo e tangente
a seus lados. Tal circunferéncia € dita inscrita no triangulo e seu centro € o incentro do

triangulo.

Demonstracao: Seja [ o incentro do triangulo ABC. Como [ é o ponto de intersecao das
bissetrizes internas de ABC', temos que I equidista dos lados de ABC. Sendo r tal distancia
comum aos lados, segue que a circunferéncia de centro I e raio r estd contida em ABC e

tangencia seus lados.

Figura 1.20: A circunferéncia inscrita em um triangulo.

Reciprocamente, o centro de uma circunferéncia inscrita no triangulo ABC que tangencia

seus lados, deve equidistar dos mesmos. Portanto, o centro pertence as bissetrizes dos angulos
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do triangulo ABC, de forma que coincida com o ponto de intersecao das mesmas, isto é, com
o incentro I de ABC. Por fim, o raio da circunferéncia, sendo a distancia de I aos pés das

perpendiculares baixadas de I aos lados de ABC, é igual a r. "

Um resultado interessante que é usado na prova do teorema de Steiner é que:

Proposicao 13 Uma circunferéncia inscrita em um triangulo tangencia os lados em seus pon-

tos médios se, e somente se, este triangulo € equildtero.

Demonstragcao:  Seja A a circunferéncia inscrita no triangulo ABC' e tangente aos lados
AB, AC e BC, respectivamente nos pontos médios M, N e P.

C

M

Figura 1.21: A circunferéncia A tangente nos pontos médios dos lados do triangulo ABC'

O incentro [ é equidistante dos lados do triangulo, isto é, IM = IN = [ P. Dai temos que
os triangulos MIB e PIB sao congruéntes pelo caso CH. De modo analogo, MIA = NIA e
CPI = CNI. Logo PB=BM = MA = AN = NC = CP. Portanto o triangulo ABC' é
equilatero.

Reciprocamente, seja o triangulo ABC' equilétero e A a circunferéncia inscrita neste triangulo
tangente aos lados AB, AC e BC, respectivamente, nos M, N e P. Como o triangulo ABC
¢ equilatero, temos que as mediatrizes e as bissetrizes coincidem, logo o incentro I equidista
tanto dos lados dos triangulos, quanto dos vértices. Isto é, [A=1IB=1CeIM =IN = 1IP.
Dessa forma, temos que os triangulos MIB, BIP, PIC e C'IN sao congruentes pelo caso CH.
Entao BP = PC, CN = NAe AM = M B. Portanto, a circunferéncia A\ tangencia o triangulo

nos pontos médios. "

Definicao 7 Em um triangulo ABC, a altura relativa ao lado BC (ou ao vértice A) € o
segmento que une o vértice A ao pé da perpendicular baixada de A a reta que contém BC.

Nesse caso, denominamos o pé da perpendicular em questao de pé da altura relativa a BC.
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Analogamente, temos em ABC' as alturas relativas aos lados AC' e AB, de modo que todo

triangulo possui exatamente trés alturas.

Proposicao 14 Em todo triangulo, as trés alturas ou seus prolongamentos se intersectam em

um so ponto, o ortocentro do triangulo.

Demonstracao: Seja ABC um triangulo qualquer. Temos entao trés casos a considerar:
(i) ABC é retangulo:

Suponhamos, sem perda de generalidade, que ABC' é reto em B. Entao, B é o pé das
alturas relativas aos lados AB e AC. Como a altura relativa ao lado AC' passa por B, segue
que as alturas de ABC' concorrem em B, o ortocentro.

A

H,

Figura 1.22: O ortocentro de um triangulo retangulo é o vértice do angulo reto.

(ii) ABC' é acutangulo:

Seja, respectivamente, por A, B e C, as retas r, s e t paralelas a BC, CA e AB, respec-
tivamente, e sejam r Ns = {P}, sNt ={M} ernt={N}. Entao os quadrildteros ABCN
e ABMC sao paralelogramos, e assim CN = AB = CM e dai, C' é o ponto médio de M N.
Analogamente, B é o ponto médio de M P e A é o ponto médio de NP.

N, C

Figura 1.23: O ortocentro de um triangulo acutangulo.

Por outro lado, a altura relativa a BC também é perpendicular a NP, ja que as retas

que contém BC' e NP sao paralelas. Do mesmo modo, as alturas relativas a AC' e AB sao
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respectivamente perpendiculares a M P e MN. Segue que as alturas do triangulo ABC' sao
as mediatrizes do triangulo M N P. Como ja provamos que as mediatrizes de um triangulo se

intersectam em um tnico ponto, concluimos que as alturas de ABC' sao concorrentes.

(iii) ABC' ¢é obtusangulo:

Este caso é andlogo ao caso (ii)

Figura 1.24: O ortocentro de um triangulo obtusangulo.

Definicao 8 Em um triangulo, os segmentos que ligam um vértice ao ponto médio de seu lado

oposto sao chamados de medianas do triangulo.

Proposicao 15 Em todo triangulo, as trés medianas se intersectam em um so ponto, o ba-
ricentro do triangulo. Ademais, o baricentro divide cada mediana, a partir do vértice corres-

pondente, na razao 2 : 1.

Demonstracgao: Sejam N e P, respectivamente os pontos médios dos lados AC e AB,
e seja BN N CP = G;. Sejam ainda, S e T os pontos médios dos segmentos BG; e CGy,
respectivamente. Observe agora que NP ¢é a base média de ABC relativa a BC' e ST é a base
média de BC'G relativa a BC'; logo, pelo Teorema da Base Média, tanto NP quanto ST sao
paralelos a BC' e tém comprimento igual a metade de BC. Portanto NP = ST e, NP e ST sao
paralelos, de modo que, NPST é um paralelogramo. Sobre os paralelogramos, temos que suas
diagonais se intercectam nos respectivos pontos médios, dai, PG, = G1T e NG; = G1.5. Mas
como BS = SGy e CT = TG4, segue que BS = SG; = G1N e CT =TG, = G P, igualdades
que por sua vez fornecem BG; = 2G1N e CGp = 2G4 P.
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AN
AN

M C

Figura 1.25: O baricentro de um triangulo.

Agora, se M for o ponto médio de BC' e (G5 for o ponto de intersecao das medianas AM

e BN, concluimos, analogamente, que G5 divide AM e BN na razao 2 : 1 a partir de cada

vértice. Mas, dai, segue que os pontos GG e G5 sao tais que BGy; = 2G1N e BGy = 2G5 N, isso
implica, que GG e G sao pontos coincidentes. Por fim, chamamos este ponto de G e segue que
AM, BN e CP concorrem em G e que G divide cada uma das medianas na razao 2 : 1 a partir

do vértice correspondente. "

Proposicao 16 A circunferéncia circunscrita em um triangulo equildtero possui o dobro do

raio da circunferéncia inscrita neste triangulo.

Demonstragao:

Figura 1.26: O baricentro de um triangulo equilatero coincide com o incentro e o circuncentro.

Sejam o triangulo ABC' equilatero, \; a circunferéncia inscrita em ABC e A, a circunferéncia
circunscrita a este triangulo. Como o triangulo é equilatero, sabemos que a mediatriz coindide

com a bissetriz e consequentemente, também coincide com a mediana. Considere GG o baricentro
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(coincidente com o incentro e o circuncentro) e M o ponto médio do lado AB . Entao pela
proposicao 15 temos que CG = 2-GM. Portanto o raio da circunferéncia circunscrita é o dobro
do raio da inscrita em um triangulo equilatero. "

Destes quatro pontos notaveis, o mais importante para nossa abordagem ¢é o baricentro,
pois é este o ponto que coincide com o centro da elipse de Steiner, fato este que veremos no

decorrer deste trabalho.

1.4 Area de Triangulos

Em relacao a area de triangulos, a forma mais usual de obté-la é através da metade do
produto das medidas da base e da altura. No entanto, temos outras maneiras de a calcular,

como por exemplo, a férmula do seno para areas de triangulo expressa na proposicao a seguir.

Proposicao 17 Se ABC' é um triangulo de lados AB = ¢, AC' = b e BC = a, angulos internos

/A, /B e ZC, e R o raio da circunferéncia circunscrita, entao

1 abc
A(ABC) = §bc. sen (LA) = iR
Demonstragao:
B
a
c
hb
m b—m
A Hb ¢

Figura 1.27: Férmula do seno

Considere um triangulo ABC, em que AB = ¢, BC = a e AC = b, BH, = h;, a altura
relativa ao lado AC e AH, = m. Dali,

A(ABC) = %bhb. (i

~—

Por outro lado, temos no triangulo BH,C' que
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sen (£LC) = % = hy = a.sen (LO). (i1)

1
De (i) e (i7), segue que A(ABC) = iba. sen (£C'). Pela proposicao 4, temos que

c c
sen (£C) R sen (£C) 2R
Portanto,
1 c abe

Outra forma de se calcular a drea de triangulos é por meio da férmula de Herdao, em que:

Proposigcao 18 Se um triangulo ABC' possui 0s lados medindo a, b e ¢ e seu perimetro € repre-

sentado por 2s = a + b + ¢, entio a drea do triangulo ABC ¢é dada por

A(ABC) = \/s(s —a)(s — b)(s — ¢)

Demonstragao: Pela proposicao 17 , temos que
A(ABC) = %bc -sen (LA) = 4-A(ABC) =4- %bc -sen (LA) = 2bc - sen (LA)
Elevando ambos os membros ao quadrado obtemos,
16A(ABC)? = 4b?c? - sen? (LA) = 4b?c? sen? (L A) (1)
Como sen? (ZA) + cos® (ZA) = 1, entao
16A(ABC)? = 4b*c* - (1 — cos? (LA)) (i)
Pela lei dos cossenos temos

a? =b* +c* —2bc-cos(LA) = 2bc-cos(LA) =b*+* —a
b2+ c? — a?

= cos(LA) = T

(iid)
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De (i7) e (7i1) segue que

16A(ABC)? = 4b%E2 - (1 Te _“2)2>
(-

) (1 )
2bc — (b* + a?))(2bc + (b* + ¢* — a?))
2bc — (b* + ) + a?))(2bc + (b* + ¢*) — a?))
—(b—c)*+a®)((b+c)* —a?)
—(b=c)+a)((b—c)+a)(b+c)—a)((b+c)+a)
a+c—ba+b—c)(b+c—a)la+b+c)
25 — 2b)(2s — 2¢)(25 — 2a)2s

= 2(s—b)2(s — €)2(s — a)2s

= 165(s —a)(s = b)(s — ¢).
O que nos dé que

A(ABC)? = s(s — a)(s = b)(s — ¢).

Portanto,

A(ABC) = \/s(s —a)(s — b)(s — ¢)

Proposicao 19 Se um triangulo ABC' possui os lados medindo a, b e ¢, e v € a medida do
raio da circunferéncia inscrita a este triangulo, entdo A(ABC) =r-s, onde s = %(a +b+c)

¢ o semiperimetro do triangulo.

Demonstragao:
Seja o triangulo ABC' com os lados BC', AC' e AB medindo respectivamente, a, b e ¢, e
o incentro deste triangulo. Temos entao que o triangulo ABC' pode ser decomposto em outros

tres, ABI, BCI e ACI. Temos assim que
A(ABC) = A(BCI)+ A(ACI) + A(ABI) (1)

Como a circunferéncia tangencia os trés lados do triangulo ABC, temos que a altura dos

triangulos BCI, ACI e ABI é r. Logo, por (i), temos

A(ABC) = sar+ sbor+scr=r-3(a+b+c)=r7-s.
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B

Figura 1.28: Area do triangulo utilizando o raio da circunferéncia inscrito.
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Capitulo 2

Elipses

Neste capitulo traremos um breve estudo sobre elipses. Inicialmente as definiremos, identi-
ficando seus elementos. Em seguida, sera abordada sua equacao na forma canonica em algumas

situagoes, finalizando com a equagao na forma paramétrica. Este capitulo teve como base [3].

2.1 Forma Canonica

Definicao 9 Uma elipse € de focos Fy e Fy € o conjunto dos pontos P do plano cuja soma das

distancias a Fy e Fy € igual a uma constante 2a > 0, maior do que a distancia entre os focos

2¢ > 0. Ou seja, 0 < c < a, d(F,Fy) =2c ec ={P|d(P, F,) +d(P, F,) = 2a}

Figura 2.1: Elementos da Elipse

Os pontos F; e F, sao chamados focos e a reta que os contém denomina-se reta focal.
A interse¢ao da reta focal com e sao os pontos A; e Ay chamados de vértices da elipse e o
segmento A;As de eixo focal ou eixo maior. O ponto médio C' de A;A; é o centro da elipse

e os segmentos C'A; e C'Ay sdo os semieixos maiores de comprimento a. A reta nao focal é a
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mediatriz do segmento A; A, e a intersecao da reta nao focal com e sao os pontos By e By. O
eixo nao focal da elipse é o segmento By By de comprimento 2b e os segmentos C'B; e C'B; sao
os semieixos menores, de comprimento b, onde b? = a? — 2.

A partir da definicao da elipse, vamos obter a sua equacao em relacao a um sistema de eixos
ortogonais OXY para alguns casos especiais. Inicialmente trataremos de dois casos, que sao os

que possuem o centro coincidente com o ponto O = (0,0) deste sistema de eixos.

Caso 1: Elipse € com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo OX

YA

Figura 2.2: Elipse com a reta focal coincidente com o eixo OX

Neste caso temos que F; = (—c,0), F» = (¢,0), Ay = (—a,0), Ay = (a,0), By = (0,-0b) e

By = (0,b). Dessa forma, pela defini¢ao da elipse temos que:

P = (z,y) d(P,F\) + d(P, F3) = 2a

Vet +y?+ V(e — o+ =20
(x+c)2+y2=2a—+/(r—c)?+y?
(x+c)* +y* =4a®> —dar/(z — )2 + 92+ (z — ¢)* + ¢/

2+ 2wc+ A 4+ y* = 4a® — dar/(z — )2 +y2 +2® — 2zc+ A + i
dac = 4a* — dar/(x — c)? + 12

a® —xc = ar/(x — c)? + 12

(a® — 2c)® = (ay/(z — c)? +y?)*

SEREEEE
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— a* —2d%xc+ 22 = a*(2® — 2wc + A +17)
— a' —2d%xc + 2% = a*2® — 2d%xc + a*cP + a*y?
= (a® - A)a? +a%y? = a* — 2

= (a® - )2 +ay = (a® — )

— b2+ a*y? = ¥V’

Portanto a forma canonica da elipse com centro na origem e reta focal coincidente com o

2 2
eixoOXé%+z—2:1.

Caso 2: Elipse € com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo OY
Neste caso temos que F; = (0, —c), F» = (0,¢), Ay = (0, —a), Ay = (0,a), By = (=b,0) e

By = (b,0). De modo andlogo ao primeiro caso, temos que P € ¢ se, e somente se,

ZEQ y2
d(P,Fl)"—d(P,Fg) =20 < b_2+? =1.
YA
A1 X>
—C F
B

Figura 2.3: Elipse com a reta focal coincidente com o eixo OY

Considere OXY um sistema de eixos ortogonais e seja O = (1, yo) um ponto no plano. Seja
OXY o sistema ortogonal de eixos em que OX e OY sio paralelos a OX e OY respectivamente
e também possuem, respectivamente, o mesmo sentido. Designaremos por (7, %) as coordenadas
do ponto P no sistema de eixos OXY e por (r,y) as coordenadas de P no sistema de eixos

OXY.
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YA YA
P
Yy —
Yy
Yo O T ;:(
0 Zo T 3(

Figura 2.4: Translacao dos eixos coordenados

As coordenadas do ponto P nos sistemas de eixo OXY e OXY sao relacionadas pelas

formulas:
T =717+
Y=Y+
Através da translacdo de um sistema de eixos ortogonal, vamos desenvolver outros dois
casos. Nestes, a elipse possui o centro transladado com sua reta focal paralela ao eixo OX ou
ao eixo OY. Sao eles:

Caso 3: Elipse € com centro no ponto O = (x,%o) e reta focal paralela ao eixo

00,4

Yo,

MV

._______4
————X -

Sy T T

0] Top—cC T ro+c

S |

Figura 2.5: Elipse transladada com a reta focal paralela ao eixo OX

Seja O = (wo,y0) 0 centro da elipse €, reta focal y = yo e focos Fy = (z9 — ¢, 0) e

Fy = (zo + ¢,90). Um ponto P = (z,y) = (T + 20,7 + yo) pertence a € se, e somente se,
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d(P, Fl) + d(P, Fg) = 2&,

ou seja,
& d((T+ 20,7+ yo), (v0 — ¢,%0)) + d((T + 0, Y + v0), (o + ¢, 40)) = 2a
& d((7,7), (—¢,0)) + d((Z,7), (c,0)) = 2a
2 7
Y
($ - $0)2 (y - y0)2
& s + 72 =1.

Caso 4: Elipse € com centro no ponto O = (x,%o) e reta focal paralela ao eixo

004

= ¥

y

b

Figura 2.6: Elipse transladada com a reta focal paralela ao eixo OY

Anélogo ao caso anterior, podemos verificar que a forma candnica da equagao da elipse &

com centro no ponto (xg,yo) e eixo focal paralelo ao eixo OY é:

(z — 950)2 i (y — yo)2

7 —— =1, onde b* = a® — *.
a

2.2 Rotacao dos Eixos Coordenados

Seja OXY um sistema de eixos ortogonais. Dado um angulo 0, 0 < @ < 2m, seja OXY o
sistema obtido girando os eixos OX e OY de angulo 6 no sentido positivo (que vai de OX para
OY') em torno da origem O, como mostra a Figura 2.7.

Sejam (7, %) as coordenadas do ponto P em relacio ao sistema OXY . Entdo as coordenadas

(x,y) deste mesmo ponto em relacao ao eixo OXY é dado da seguinte forma
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v A

|

|

Figura 2.7: Rotacdo de angulo @ entre os eixos OX e OX

xr=27cos 0 —7ysen 0

y=1Tsen O +7ycos 6
Por outro lado, também podemos obter (Z,7) em fungao de (z,y) da seguinte forma

T =uxcos 0+ ysen 0

7y = —xsen 0 + ycos 6 .

Estas equagoes sao chamadas de relagoes de mudanca de coordenadas.

Exemplo 2 Dado um sistema de eizos ortogonais OXY , considere o sistema de eizos obtido
pela rotacdo positiva de 30° dos eizos OX e OY em torno da origem. Uma elipse nas coorde-
nadas T e tem centro na origem, um de seus focos € (v/5,0) e um ponto (0,2). Determine a

equacao da elipse nas coordenadas T ey e nas coordenadas x € .

Solucao: Nas coordenadas T e ¥, note que o semieixo menor b mede 2 e a distancia focal ¢ é
V5. Como a? = b + ¢, temos que a medida do semieixo maior a é igual a 3. Logo, pela forma
canonica da elipse temos que

BT

=+ =—=1
9T

é equagao da elipse no sistema de eixos OXY.

Usando as relagoes de mudanca de coordenadas temos

&

T = xcos 30° + ysen 30° = %4_%
— 3
7 = —xsen 30° 4 y cos 30° = Tx—i— %_
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Substituindo na equacao de &, obtemos:

2 2
ey () ()
4 9 4
372 2/3zy y2 z2 2v/3zy 3y>
Sttt T + =
. 4 4 1 4 4 o
9 * 4
3 2 2 2 2 2
N 2%+ 2/3xy +y +:1: 2v/3zy + 3y _1
36 16
= 12x2+8\/§xy—|—4y2+9a:2—18\/§my+27y2:144
— 2122 — 10V3zy + 31y% — 144 = 0.

Considere a equacao geral do segundo grau nas variaveis = e y:
Az*+ Bxy+ Cy* + Dx + Ey+ F = 0. (i)

O conjunto dos pontos que satisfazem a equacao (i) representa uma conica (elipse, hipérbole
ou parabola) ou uma conica degenerada (conjunto vazio, ponto, par de retas ou uma reta).
O ntmero real [ = B* — 4AC é chamado de indicador de (7). Ele estabelece que a equagao

representa uma elipse, um ponto ou o conjunto vazio quando I < 0.

2.3 Forma Paramétrica

Definicao 10 Seja C' uma curva plana. Dizemos que uma aplicag¢ao

v:D = R? A(t) = (x(t),y(t)),

¢ uma parametriza¢ao de C' se a sua imagem (D) coincide com C, ou seja,

C =~(D) = {((t),y(1))|t € D},

onde D é um subconjunto de R (geralmente um intervalo ou a unido de uma quantidade finita

de intervalos). A imagem (D) C R? é tambem chamada de trago de .

A parametrizacao de uma curva plana pode ser vista como a trajetéria de uma particula
moével que se desloca sobre o plano em um intervalo de tempo. Neste caso, v(t) = (z(t), y(t))
nos da a posicao da particula no instante t.

Para determinar uma parametrizacao de uma elipse, precisamos inicialmente desenvolver um

2

caso particular, que ¢ a circunferéncia. Dessa maneira, sejam C' : 22 + 3% = r? a circunferéncia
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de centro na origem e raio 7 > 0, e t a medida em radianos do angulo ZP,OP (tomada no
sentido positivo), onde O é a origem do sistema ortogonal de eixos, Py = (r,0) é o ponto
de intersegao da circunferéncia com o semieixo positivo OX e P = (z,y) é um ponto de C.

Consideremos o ponto P’ = (x,0). Como o triangulo OP’P é retangulo em P’, as expressoes
das coordenadas x e y em funcao do parametro t sao:

r=r7-costey=r-sent.

Ya
.
71 EEEEEEED P
v/
t plp
—-r [0) €T T X
—T]

Figura 2.8: Parametrizagao da circunferéncia de centro (0,0) e raio r > 0.

Fazendo t percorrer os valores do intervalo [0, 27), obtemos todos os pontos da circunferéncia.
Podemos também fazer com que t percorra todos os nimeros reais. Dessa forma, realizariamos

um numero infinito de voltas sobre a circunferéncia. Portanto uma possibilidade de equagoes

paramétricas para a circunferéncia C' é:
r=r-cost
C: ;teR
y=r7-sent
Seja agora a circunferéncia C' : (z — z9)? + (y — yo)? = 12 de centro (zg,yo) € raio 7 > 0.

Pela translacao do sistema de eixos OXY, obtemos um novo sistema de eixos OXY, onde

O = (20, o) é o centro do da circunferéncia.

Nas coordenadas T e 7 no sistema OXY, a equacao cartesiana da circunferéncia é 72 + 72
r?, pois neste sistema C' também tem raio r. E andlogo ao caso anterior, temos que T = 7 -cos t

ey=r-sent,t € R sao as equacoes paramétricas de C' nas coordenadas T e 7. Dal,

r=x9g+T=xy+ 7T -cost
C: it eR,

Y=Y +y=yo+r-sent
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YA ?ﬂ
T
L I SR P
Yy 0] !
r |
Yo 13 :Pl B -
—-r 6 fi /T y
Oé\ffo - X
—T

Figura 2.9: Parametrizagao da circunferéncia de centro (zg,yo) e raio r > 0.

sao equagoes paramétricas da circunferéncia C' nas coordenadas x e y.
2 2
(z — x0) (¥ — %)
2 + 2
a b
ferencia C : a® 4+ 3% = 1 de centro na origem e raio r = 1. Como

Seja ¢ : = 1 uma elipse de centro (xg,%p). Consideremos a circun-

(z,y) € £ == (a, ) = (%?%y“) e,

a =cost
C: it eR,
b =sent

é uma parametrizagao de C, obtemos que,

r=2x9+a-cost
€ ;teR
y=1yo+b-sent

rT=x9+a-sent
€. teR
Yy=1yo+0b-cost
sao duas possiveis parametrizagoes da elipse ¢.
O significado geométrico do parametro t € R pode ser visto da seguinte maneira.
Sejam C, : 2% 4+ y? = a? a circunferéncia de centro na origem e raio a e C, : 22 + 9% = b* a
circunferéncia de centro na origem e raio b.
Consideremos para cada t € R, os pontos P, = (a - cost,a -sent) € C, e

P, = (b-cos t,b-sent) € Cy tais que os vetores OF, e OP, fazem um angulo ¢, no sentido

positivo, com o semieixo positivo OX.
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(a) Circunferéncias Cy e Cy, a >  (b) Construgdo da elipse &

b>0

Figura 2.10: Interpretacao geométrica da parametrizacao da elipse €.

A intersecao da reta r, : * = a - cos t, paralela ao eixo OY que passa pelo ponto P,,

com a reta 1, : y = b-sen t, paralela ao eixo OX que passa pelo ponto F,, nos dd o ponto
2
P = (a-costb-sen t) pertencente a elipse € : — + z—z = 1.
a
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Capitulo 3

Elipses Inscritas em Triangulos

Esta unidade ¢é destinada ao estudo de elipses inscrita em triangulos. Nela, mostraremos,
passo a passo, como construir uma elipse inscrita em um triangulo. Além disso, traremos alguns
conceitos importantes, tais como conjugados isogonais e a propriedade reflexiva das elipses. Este

capitulo teve como base [1] e [8].

Sabemos que existe uma tunica circunferéncia inscrita a um triangulo dado e, admitindo
que a circunferéncia é um caso particular de elipse, sera que existe outra(s) elipse(s) inscrita(s)
neste mesmo triangulo?

A resposta é sim. Mais precisamente, para cada ponto F' pertencente ao interior do triangulo,
mostraremos que existe uma elipse inscrita nesse triangulo, tendo F' como um de seus focos.
Dessa forma, existem infinitas elipses inscritas em um mesmo triangulo.

Dados, no plano euclidiano, uma elipse € e uma reta ¢, diremos que ¢ é uma reta tangente a
e se t contém exatamente um ponto de ¢, chamado ponto de tangéncia. Quando t Ne = {P},
diremos também que t é uma reta tangente a £ em P.

A figura 3.1 ilustra como tracar essa tangente. Dado P € ¢, considere o ponto () pertencente

a semirreta F'P tal que F’() = 2a. A mediatriz do segmento F'() é a reta tangente a £ em P.

De fato, como P estd entre F’ e (Q, segue que

PQ=FQ - PF =2a— PF = PF

de modo que P € t, onde t é a mediatriz do segmento F'(). Além disso, dado A € ¢, com A

distinto de P, temos

AF + AF = AQ + AF' > F'Q = 2a.
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Figura 3.1: Reta t tangente a elipse €.

Portanto, A nao pertence a € e concluimos que tNe = P.

A construgao efetuada revela imediatamente a validade de uma conhecida propriedade re-
fletora da elipse: os angulos que os raios focais PF' e PF’ formam com a reta tangente a € em
P sao congruentes.

Retornando ao nosso problema da elipse inscrita no triangulo, seja ABC um triangulo
arbitrario e F' um ponto qualquer no seu interior. Vamos determinar uma elipse ¢ tendo F

como um de seus focos de modo que as retas AB, BC' e C'A sejam tangentes a €.

Definicao 11 Dois pontos A e A’ sao simétricos em relacdo a reta r quando r é a mediatriz

do segmento AA'.

Considere os simétricos ), R e S do ponto F' em relagao as retas BC', AC' e AB, respec-
tivamente. Sendo F” o circuncentro do triangulo QR.S, ou seja, o centro da circunferéncia que
contém (Q, R e S. Os raios F'S, F'Q) el’ R intersectam as retas AB, BC, AC nos pontos Py,
P, P3, respectivamente.

Vamos verificar que a elipse passa pelos pontos P, P, e P3. Para isto, devemos provar que

FP,+ F'P, = 2a para i = 1,2,3. Consideremos F'S = F'Q = F'R = 2a, dai,

F,S:F/P1+PIS:2(I

Vamos marcar D na interse¢ao do lado AB com o segmento F'.S. Como S é o simétrico de

F em relagao ao lado AB, segue que AB ¢é a mediatriz do segmento F'S, logo FP, = SP; e
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Figura 3.2: Construcao da elipse inscrita em um triangulo.

Figura 3.3: Elipses inscritas em um triangulos.

portanto

F/P1+P15:F/P1+P17F:2CL.

Analogamente mostramos que F'P, + P,F = 2a e F'P; + P;F = 2a, portanto Py, P, e P; sdo

pontos da elipse de focos F' e F’, tangente aos lados do triangulo e medida do eixo focal 2a.
Observe que para cada ponto que tomarmos no interior do triangulo como F' vai sempre

existir um F’. Ou seja, como ha infinitos pontos possiveis de se tomar para F', podemos garantir

que dado um triangulo qualquer, existirao infinitas elipses inscritas neste triangulo.

Definicao 12 Dado um triangulo ABC, o conjugado isogonal em relacao a ABC' de um ponto
G interior a ABC' € obtido refletindo as retas AG, BG ¢ CG em relagao as bissetrizes internas
de ABC' que passam por A, B, e C, respectivamente. As retas, resultantes das reflexoes, sao

concorrentes no isogonal G' de G.
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Proposicao 20 Os pontos F e F' sao conjugados isogonais com relagdo ao triangulo ABC.

Demonstracgao:

Figura 3.4: Os conjugados isogonais de um triangulo.

Sendo x = m(£LBAF) = m(£BAS) e y = m(LCAF) = m(ZCAR), temos m(ZQAR) =
2(x + y). Por outro lado, o triangulo ASR é isdsceles, pois AS = AF = AR e, como F’
pertence a mediatriz do segmento SR, segue que m(£LSAF') = x +y. Mas m(£ZRAC) = v,
donde m(LCAF') = x = m(£BAF). Logo, AF e AF’ sado semirretas simétricas em relagao a
reta que contém a bissetriz do angulo de vértice A do triangulo ABC. Assim, as semirretas
AF e AF’ sao reflexdes uma da outra em relagao a bissetriz interna do angulo ZA no triangulo
ABC'. De modo analogo, provamos o mesmo em relacao as bissetrizes de /B e ZC'. Portanto,

F e F’ sdo conjugados isogonais. "

Duas escolhas especiais para o ponto F' merecem destaque. A primeira é o ponto F' sendo
escolhido como o incentro I do triangulo ABC'. Como I é equidistante das retas que contém os
lados do triangulo, o circuncentro do triangulo QRS é o préprio ponto I e, portanto, F/ = I = F.
Nesse caso, a elipse coincide com a circunferéncia inscrita no triangulo ABC'.

A segunda escolha relevante é quando tomamos F como sendo o ortocentro H de um
triangulo acutangulo ABC. Como os simétricos de H em relacao as retas AB, BC e CA
pertencem a circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC, o circuncentro do triangulo QRS
coincide com o circuncentro do triangulo ABC. Neste caso, a elipse inscrita tem como focos
dois pontos notaveis do triangulo: o ortocentro e o circuncentro do triangulo ABC.

Para verificar a veracidade desta afirmacao em relacao a escolha do ortocentro, vamos

demonstrar a seguinte propriedade.
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Figura 3.5: Foco coincidente com o incentro.

Figura 3.6: Foco coincidente com o ortocentro.

Proposicao 21 Seja um triangulo ABC' inscrito em uma circunferéncia; H o ortocentro de
ABC; as alturas AD, BE, CF; e M, N e P, respectivamente, os pontos onde as retas suportes

das alturas cortarao a circunferéncia circunscrita a ABC'. Entao

DH =DM, EH =EN e FH = FP.

Demonstracao: Caso 1: Triangulo acutangulo
Se m(£LDAB) = a e m(£LABC) = [, entdao « e [ sdo complementares e m(ZFCB) =
90° — B = «, pois o triangulo FCB é retangulo. Além disso, ZDAB e ZMCB sao angulos
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Figura 3.7: O ortocentro de um triangulo acutangulo.

inscritos relativos ao mesmo arco BM, logo m(ZMCB) = «.

Os triangulos CHD e MCD sdo congruentes pelo caso ALA e, portanto, DH = DM, como
queriamos demonstrar.

Repetindo o mesmo raciocinio para os outros lados, temos provada a proposicao.

Caso 2: Triangulo Retangulo

Figura 3.8: O ortocentro de um triangulo retangulo coincide com o vértice do angulo reto.

Seja o triangulo ABC retangulo em A. O ortocentro H deste triangulo coincide com o
vértice A.

Se m(£LABC) = e m(£LACB) = «, entdao m(LBAM) = m(£LACB) = «a. Além disso,
LZACB e ZBM A sao angulos inscritos relativos ao mesmo arco AB, logo m(£ZBMA) = a.
Temos entao que os triangulos ABD e M BD sao congruentes pelo caso ALA, pois BD ¢é
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comum, m(£ZBDM) = m(£BDA) = 90° e m(£LABD) = m(£LMDB) = ( (pois a soma dos
angulos internos do triangulo é 180°). Portanto DM = DA. Note que N =P =H =F = E.
Seguem as outras igualdades nulas

Caso 3: Tridngulo Obtusangulo

E

H
F
A
S
BE D C
M

Figura 3.9: O ortocentro de um triangulo obtusangulo.

Se m(£LABC') = a, entao m(£LDAB) = 90° — o = m(£LHAE), e, como ZAHE é o com-
plemento de ZHAE, entdo m(ZLAHE) = 90° — (90° — o) = a. Além disso, ZAMC = ZABC
pois sao angulos inscritos relativos ao mesmo arco AC. Logo, os triangulos retangulos CDH e

C DM sao congruentes, o que implica DH = M D. "

Note que, para o caso da elipse inscrita, sé nos interessa quando H é interior ao triangulo,

e portanto, quando o mesmo ¢ acutangulo.
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Capitulo 4

Transformacoes Afins

Neste capitulo introduziremos o conceito de combinagoes afins para representar pontos e suas
coordenadas. Em seguida, falaremos sobre transformagoes no plano trazendo alguns exemplos,
tais como: rotacao, translacao, reflexao e homotetia. O foco principal deste capitulo sao as
transformacoes afins, em especial as de posto dois, pois sao elas que levam retas paralelas em
retas paralelas, circunferéncias em elipses, pontos médios em pontos médios, baricentro em

baricentro. Este capitulo teve como base [5].

4.1 Combinacoes Afins

Definicao 13 O simbolo 1@ serd utilizado para designar o vetor representado pelo segmento

orientado de origem A e extremidade B.

Se A = (a1,a9) e B = (by,by) s@o coordenadas, em relagdo a um sistema de eixos or-
togonais, entao os numeros by — a; e by — ay sao as coordenadas do vetor A§ e escrevemos

/@ = (bl — aq, b2 — CLQ).
Definicao 14 Sejam A, B, C' e P pontos no plano. P = A + @ quando ﬁ = @

Definigao 15 Para dois pontos quaisquer A, B e numeros reais \ e u, com X+ u = 1, a

combinagao afim NA+ uB ¢ o ponto P = A + ME.

1 1
Observe que, dados dois pontos distintos A e B, o ponto P = §A + §B ¢ o ponto médio do
segmento AB.
Dados A, B pontos distintos do plano, quando o parametro ¢ assume todos os valores reais,

0 ponto
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(1-1)A+{B=A+tAB,

combinacao afim de A e B, percorre toda a reta determinada por estes pontos.

A expressao P(t) = (1 —t)A+tB é uma equagao paramétrica da reta que passa por A e B.

YA

Figura 4.1: A reta que passa por A e B.

Se nos restringirmos a considerar t € [0, 1], isto é, 0 <t < 1, o ponto P(t) = (1 —t)A+tB
percorre todo o segmento AB, comecando com A quando t = 0 e terminando em B quando

quando ¢ = 1. Para cada t € [0, 1], temos,
d(P(t),A)=t-d(A,B) ed(P(t),B) = (1—t)-d(A, B).

Segue que,

d(P(t), A) t

dP1),B) 1t

Logo, P(t) = (1 —t)A+tB é o ponto do segmento AB que o divide na razao ¢ : (1 —t).
Dadas as coordenadas dos pontos A = (a,b) e B = (¢,d) num dado sistema ortogonal, as

coordenadas do ponto P = (1 —t)A+tB sao P = ((1 —t)a +tc, (1 — )b+ td).

4.2 Coordenadas Baricéntricas

Definigao 16 Sejam A, B, C' pontos do plano e X\, i, v nimeros reais com A+ pu+~v=1. A
combinagao afim P = A+ uB + yC € o ponto P = A + uﬁ + fyﬁ.

Como A + p + v = 1, existem sempre dois destes trés nimeros com soma diferente de zero.

Seja A 4+ p # 0. Entao podemos escrever:
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1
A+ Bl +~C.
A A+ 7

P:)\A—F/LB—F’YC:(/\-F,M)l

Para mostrar esta igualdade, sejam D e P’ os pontos dados por

A 7
D= A+ Bl eP =(\+uD+C.
p AJFM}G (A+u)D +7~

Entao @ = /@ e DP’ = ’yﬁ, logo

&l
I

AD + DP

— AD+~DC

— AD + ~(AC — AD)
— (1—-7)AD +4AC
— (A4 p)AD +7AC
— pAB +~AC,

pois A+ p+ v = 1. Assim,
P = A+ pAB +~AC = A + uB +~C = P.
Portanto,

A+ Bl +n0.

P=A+pu)D+~C=(\+pu) o p

Isso fornece P como combinacao afim dos pontos D e C' enquanto D, por sua vez, é uma
combinacao afim de A e B.

Para A > 0, p > 0, vy > 0e X+ pu+v =1, o ponto D pertence ao segmento AB.
Consequentemente o ponto P pertence ao segmento C'D. Portanto P pertence ao triangulo
ABC.

Reciprocamente, dado um ponto arbitrario P pertencente o triangulo, a reta C'P encontra
o lado AB num ponto D. Como P pertence a C'D temos P = (1 — s)C + sD, com s € [0, 1].
Por outro lado, como D estd no segmento AB, temos D = (1 —t)A 4+ tB, com t € [0,1].

Substituindo, temos:

P=(1-5)C+s[(1-t)A+tB]=(1—-s)C+s(l—t)A+ stB.
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Figura 4.2: P pertencente a C'D

Pondo A =s(l —t),pu=stey=1—s, vemosque A\ >0, u>0,7v>0, A+pu+y=1e
P=XA+uB+~C.

Concluimos assim, que um ponto P pertence ao triangulo ABC' se, e somente se,
P=X+uB+~vC,com A>0,u>0,v>0e X+ pu+~v=1.

Se A, B, C sao pontos nao colineares, os nimeros nao negativos A, p, v com A+ p+~v =1,
sao chamados de coordenadas baricéntricas do ponto P = AA 4+ uB + «vC, no triangulo ABC.

Como P = A+ uzﬁ +71@ , temos também 1@ = Mzﬁ —i—w@ , as coordenadas baricéntricas
L ey sao os coeficientes que exprimem o vetor ﬁ como combinacao linear de B e /ﬁ . Como
1@ e 1@ nao sao multiplos um do outro, segue-se que p e v sao determinados de modo tinico
a partir do ponto P.

O ponto P = AA + uB + yC pertence ao segmento BC' se, e somente se, A = 0. Analoga-
mente, o ponto P pertence aos segmentos AB e AC, quando v = 0 e u = 0 respectivamente.
Para A > 0, u > 0 e~ > 0, o ponto P pertence ao interior do triangulo.

Em um triangulo ABC', sejam Mg = %A + %B, Mpe = %B + %C’ e Myo = %A + %C,
respectivamente, os pontos médios dos lados AB, BC' e AC. Os segmentos AMpc, BMac e

CM 4p sao chamados de mediana do triangulo ABC'.

A

M
AC Map

C Mye B

Figura 4.3: O baricentro e as trés medianas do triangulo ABC
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Como o baricentro divide cada mediana, a partir do vértice correspondente na razao 2 : 1,

temos que
2 1 2.1 1 1 1 1 1
=-M -C==-(=A+=B -C=-A+-B+ =C.
G 3 AB+3C 3(2 +3 )+3(J 34+ 3 +3C

Portanto o baricentro G do triangulo ABC é o ponto

1 1 1
P=-A+-B+ -C.
3 +3 +3

4.3 Transformacgoes no Plano

Definicao 17 Uma transformac¢do T no plano 11 é uma funcao T : 11 — 11, isto €, uma
correspondéncia que associa a cada ponto P do plano 11 outro ponto P, = T(P) deste plano. O

ponto Py é chamado de imagem de P por T.
Veremos a seguir alguns exemplos de transformagoes no plano.

Defini¢ao 18 (Translagao) A transla¢io T, : I — 11, determinada pelo vetor v = ﬁ,

dados A e B no plano, € a transformacdo que leva cada ponto P do plano II no ponto

T,(P) = P +v.

Se num sistema de eixos ortogonais, as coordenadas de v sao («, ), entdo para cada ponto

P = (z,y) tem-se T,(P) = (x + a,y + 3).

Figura 4.4: A translacao T, aplicada na reta r e no sistema de eixos ortogonais OXY .

A translacao determinada pelo vetor v leva toda reta r numa reta r’ paralela a r e transforma,
o sistema de eixos OXY no sistema de eixos OXY | cujos eixos OX e OY sao paralelos e tem

o mesmo sentido de OX e OY, respectivamente.
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Defini¢ao 19 (Rotagao) Seja OXY um sistema de eizos ortogonais do plano. A rotagao de

centro O e angulo o € a transformacao R, : 11 — 11 que aplica o ponto P = (z,y) no ponto

Py = (x1,y1) com

T1=2T-COSQ—Y-SeNn o € Yy = T -Sen « + Y - Cos Q.

Y SEEER Eobl st

Figura 4.5: Rotacao de angulo « aplicada no ponto P.

Exemplo 3 Tomemos a circunferéncia unitdrio C, de equacao x* +y? = 1. Examine o efeito

de uma rotagao R, de angulo o e de centro na origem aplicada a C'.

Solugao:  Para obter a equagao de R, (C'), é preciso obter as expressoes das coordenadas
z e y de um ponto P em fungao das coordenadas x; e y; de seu transformado R,(P). Pela

definicao de rotacao, x; e y; sao dados, em termos de x e y, por

T1 = T COS O —yYsen o

Y = Trsen « + Yy cos «

E possivel inverter estas equacoes resolvendo este sistema nas incégnitas x e y. Multiplicando

a primeira equacao por cos «, a segunda por sen a e somando estas equacoes, obtemos
T = 1 COS & + Y1 sen o.

Substituindo este resultado na segunda equacao do sistema e observando que sen? a+cos? o = 1,

obtemos

Y = —x1sen « + Yy cos «.

Substituindo = e y na equagao da circunferéncia obtemos
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(71 cos v+ yysen a)? + (—zysen a+ yp cos a)? =1
que resulta em

73 cos? o+ 2z1y; sen avcos « + y? sen? a + x? sen® o — 271y sen acos a + yi cos? a =1,

ou seja,
z3(cos? a+ sen? a) + y?(sen® a+ cos? o) = 1.
Utilizando novamente a identidade sen? o 4 cos? a = 1, temos
x% + y% =1.

Isso significa que a equagao obtida pela figura transformada é a mesma da figura original. Ou

seja, a circunferéncia é invariante sob rotacoes em torno do seu centro.

Defini¢ao 20 (Reflexao) A reflezio em torno da reta r é a transformacao T : I — 11 que

faz corresponder a cada ponto P € 11 o ponto P, = T'(P) € 11, simétrico de P em relagdo a r.

Tomando um sistema de eixos ortogonais OXY no qual o eixo OX coincida com a reta r

em torno da qual se da a reflexdo T', para cada ponto P = (z,y) tem-se T'(P) = P, = (z, —y).

Yh
P
Yypmmm——————- )
1
1
1
1
1
1
: i
O 1z X
:
1
1
_y @ = : P/

Figura 4.6: Reflexao em torno da reta r coincidente com o eixo OX.

Definicao 21 (Homotetia) A homotetia de centro O e razdio r € a transformacao

——
H : 11 — 11, que associa a cada ponto P € 11 o ponto P, = H(P), tal que OP; =1 - O7>’
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Figura 4.7: Homotetia de centro O e razao 2 aplicada em um triangulo ABC.

Dado OXY um sistema ortogonal de eixos e H uma homotetia de centro O e razao r. A

imagem do ponto P = (x,y) pela homotetia H é o ponto P = (z1,y1) em que 1 = rz €

Yy =ry.
22
Exemplo 4 Considere a elipse € : — + i 1 e ezamine o efeito de uma homotetia de razao
a
r > 0.
Solugao: A homotetia leva o ponto P = (z,y) no ponto P, = (z1,y1), onde 1 = rz e
y1 = ry. Note que
2 2 2,2 2,2 2 2
x] yi  row ry_x__i_y_:l.

(ra)2 = (rb)2  r2a% 122 a2 b2
Ou seja, H(e) é uma elipse com centro na origem e semieixo maior medindo ra e semieixo
menor medindo 7b.
O restante deste capitulo sera destinado ao estudo de transformacoes afins, que é a principal

ferramenta para a demonstracao do Teorema de Steiner.

4.4 'Transformacoes Afins

Definicao 22 Dizemos que F' : 11 — 11 é uma transformacgao afim do plano 11 quando para

quaisquer pontos P, () em 11 e todo numero real t, vale:
F(1=t)P+1tQ) = (1—1t)P +tQ, (1)
onde P, = F(P), Q1 = F(Q). Podemos reescrever (i) da sequinte forma,
F(P+1-PQ) =P+t PQ,. (i)
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Se P, # ()1, a igualdade (i7) transforma a reta PQ na reta P;@); de tal modo que, mantendo
P e Q) fixos, um ponto R da reta P() pode ser escrito na forma R = P+t- ]@, que é equivalente
a PR = 75~]@7 logo o valor absoluto [t] ¢ igual a razdo entre as distancias d(P, R) e d(P, Q). O
numero t é negativo quando o ponto R estd a esquerda do segmento orientado P() e positivo
quando R esta a direita de P e 0 <t < 1, quando R pertence ao segmento PQ).

Se ainda supusermos P; # (1 temos que a transformacao afim leva os pontos
R=(1-t)P+tQeS=(1—-s)P+ sQ,
nos pontos,
Ri=(1—-t)P+tQre S =(1—3s)P + sQ.
Das retas PQ e P} , segue que

ﬁ:(s—t)@e]ﬁ:@_ﬂpl—cziv

logo,

t = d<R7 S) _ d(RhSl)
=GP0 T dpLay

donde,
d(R,S5) _ d(P,Q)

= = constante

d(Ry,51)  d(Py, Q1)

As igualdades acima nos garantem que, ao longo da reta PQ), a transformacao afim F

preserva a razao entre distancias.

Proposicao 22 Dada a transformacao afim F : 11 — 11, se F(A) = Ay, F(B) = By,
F(C)=Cyea+p+v=1, entdo

F(OéA—i-ﬂB‘i"VO) = OéAl +ﬁBl ‘l"}/cl

Demonstracao: Tendo o+ 4+~ = 1, nao se pode ter a + 5 = a+~v =+~ = 0, pois
somando as equagoes teriamos, 2a + 25 + 2y = 0. Entao temos que a+ 3 # 0 ou aa+ v # 0 ou
B+ v # 0. Vamos supor que « + 3 # 0, dai temos que

aA+ BB+ ~C = (a+ 5) (Oziﬁ'A—i_af—ﬁ.B)—'_’yc

QA+ BB+7C =1-[(1—1t)- A+t B +~C
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T3 Utilizando a definicao de transformacgoes afim duas vezes, temos que
a

onde t =

F(aA+pB+~C) = (1

(1= F((1—1t)- A+t-B])+~vF(C)

= (1=N[A=1t)-F(A) +t F(B)]+~F(C)
(1—7
(

L=l —=t) A+t B+~

a+B) {(1—L> 'A1+L'B1 +vCy

a+p a+p

= OéAl + BBI + ’YCl

A igualdade acima pode ser reescrita da seguinte forma:

F(A+B-AB+~-AC) = Ay + 8- A1B, + - 1,C,

com f e 7 niimeros reais quaisquer.

Proposicao 23 Seja OXY um sistema de eixos ortogonais no plano I1. Uma transformagao

F . II — II ¢ afim se, e somente se, existe constantes a, b, ¢, d, p, q tais que F leva cada

ponto P = (x,y) do plano no ponto P, = (z1,y1), onde

ryr=ar+by+p
1 =cr+dy+q

(4.1)

Demonstragao: Seja a transformacao afim F : II — II, poremos U = (1,0), V = (0, 1),

F(O)=0:1=(p,q), F(U)=Uy = (a+p,c+q), F(V)=Vi = (b+p,d+q). Dado P = (z,y),

temos

P=0O+z-0U+y-0OV,

logo, pela definigao da transformagao afim, se P, = F'(P) entao,

\

P = Oy+x-OU+y-OV}

= (p,q) +x(a,c)+y-(b,d)

= (ax 4+ by + p,cx+ dy + q).

Portanto as coordenadas do ponto P, sao dadas pelas equagoes 1 = ax + by + p e

Y1 = cxr + dy + q. Reciprocamente, se F' : [I — II é uma transformacao que, no sistema

de eixos ortogonais OXY, leva os pontos P = (z,y) e Q = (r, s), respectivamente, nos pontos
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P, = (z1,y1) e Q1 = (71, $1) cujas coordenadas sao expressas pelas equagdes x1 = az + by + p,

nw=cr+dy+q,r =ar+bs+pes; =cr+ds+q. Entao,

F((1—t)-P+t-Q)=F(P+t-PQ)
= F((z,y)+t-((r,s) = (z,9))
= Fla+t-(r—x),y+t-(s—y))
= (a-(@+t-(r—a)+b-(y+t-(s—y)+pc (@+t-(r—a)+d (y+t-(s—y))+q
= ((ax+by+p)+t-a-(r—z)+t-b-(s—y),cx+dy+q+t-c-(r—z)+t-d-(s—vy))
= (ax+by+pcx+dy+q)+t-(a-(r—z)+b-(s—y),c-(r—x)+d-(s—vy))

—
== P1 + t- PIQI
Dessa forma temos que F' é uma transformacao afim, pois

—
F(P+t-PO) =P, +t- PO,

Corolario 1 Translagoes, rotagoes, reflexoes e homotetias sao transformacoes afins.

Existem trés tipos de transformagoes afins:
Transformacoes de posto zero: sao as transformacoes afins constantes F' : II — II. Para
que F seja constante é suficiente que transforme trés pontos nao colineares em um tnico ponto.
Transformacgoes de posto um: sao as transformacoes afins F' : II — II que transfor-
mam todo o plano II em numa reta. Elas ndo sdo constantes nem injetivas. Se P # () mas
F(P) = F(Q), entao F é constante ao longo da reta PQ e de todas as retas paralelas a P(Q).
I transforma essas retas em pontos os quais, como F' nao é constante, continuem uma reta,
imagem do plano II pela transformacao F'.
Transformacoes de posto dois: sao as transformacoes afins F' : II — II que possui uma
das seguintes propriedades, e portanto todas elas: a) F' é injetiva; b) F' é sobrejetiva; ¢) F
transforma trés pontos nao colineares em pontos nao colineares. Logo, as transformacoes afins
de posto dois sao aquelas que possuem uma inversa F~1: II — II.

Ao analisarmos uma transformagao afim F': II — II no sistema de eixo ortogonal OXY,

temos que F leva o ponto P = (x,y) no ponto F(P) = P, = (x1,y;) com

1 =ar+by+p
Y1 =cr+dy+q
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A transformacao F' terd posto zero quando a =b=c=d =0, isto é, F(z,y) = (p,q). Tera
posto um se, e somente se, algum dentre os ntimeros reais a, b, ¢ e d é diferente de zero, de
modo que a determinante A = ad — bc = 0. Isto é, os vetores u = (a,¢) e v = (b, d), temos pelo
menos um nao nulo, de modo que um deles é multiplo do outro. Com essa condicao, temos que

existe um nimero real m tal que b=m-a e d=m - ¢, logo

r1=ar+by+p
11 = max + mby + q
Portanto, os pontos P, = (z1,y1) = (ax + by + p, max + mby + q) estdo todos na reta
y1 = mzy; + (¢ — mp). Finalmente, F' tem posto dois se, e somente se, o determinante
A = ad — be # 0, isto é, quando os vetores u = (a,c) e v = (b,d) nao sao colineares. Essa
condicao nos garante que, dados x; e y;, o sistema de equacoes acima tem solugao unica
P = (z,y). Desse modo, para cada ponto P; existe um unico P tal que F(P) = P;. As-
sim F' é sobrejetiva e portanto tem posto dois. Para nossa abordagem, estamos considerando

transformacoes afins de posto dois.

Proposicao 24 Uma transformacao afim F : 11 — 11 injetiva, transforma retas paralelas em

retas paralelas.

Demonstracao: Sejam r e s retas paralelas em II. Como F é injetiva, entdo r; = F(r) e
s1 = F(s) s@o retas em II. Afirmamos que 71 e s; sdo paralelas. Se 7 e s; ndo sdo paralelas,
entao existe P; € 1 N sp e terfamos Py = F(P) com P € re P, = F(Q) com @ € s. Sendo
F' injetiva, isso obrigaria P = (), e entao as retas r e s teriam um ponto P = ) em comum,

contradizendo o fato de que sao paralelas. "

Definicao 23 Um conjunto ordenado de trés pontos nao colineares A, B, C' € denominado

referéncial no plano 11.

Fixado um referencial A, B, C no plano II, qualquer ponto P desse plano exprime-se, de

modo unico, como combinacao afim
P:oz-A—l—ﬂ-B—ir%C:A—l—B-z@—l—v-@,

dos pontos A, B, C', onde aa=1— 3 — 7.

De fato, os vetores E e 1@ nao sao multiplos um do outro, pois A, B e C' sao pontos

distintos, logo existem e sao tnicos os numeros reais [, v, tais que
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z@zﬁ~zﬁ+’}/‘z@.

Proposicao 25 Seja A, B, C um referéncial no plano 1. Dados arbitrariamente os pontos
Ay, By e Cy em 11, existe uma, e uma sd, transformagao afim F : 11 — 11 tal que F(A) = Ay,
Demonstracao: Dado qualquer ponto P no plano II, existem oy, oo e a3 tinicos tais que

apt+aytaz=1le P =a;-A+ay- B+ az-C. Definimos a transformacao F' : II — II, da

seguinte forma,
F(P)I@l'Al—FC(Q'Bl—FOég‘Cl.

E imediato que F(A) = A, F(B) = By, F(C) = C}.

Seja também () um ponto qualquer do plano, entao existem (31, (5o e (33 Unicos tais que
Pri4Pa+Ps=1eQ = p1- A+ B+ 3-C. Tomemos A\, Az € A3, tais que \; = (1—1t)-a;+t-f3;,
i=1,2,3. Assim, (1 —t)-P+t- Q=AM -A+ X - B+ \3-C, logo

F(1—=t)-P4+t-Q) = M-Ai+X-Bi+X-C4
= (1—=t)- (a1 -A1+ay-Bi+az-C)+t-(61- A+ Py By + P5-Ch)
= (1—-t)-F(P)+t-F(Q).

Ou seja, F' é uma transformacao afim. Finalmente se G : II — II é outra transformacao

afim com G(A) = Ay, G(B) = By e G(C) = (Y, entao para todo ponto P do plano, com
P=a;-A+ay B+ az-C, tem-se
G(C)=ar- A1 +ay B +az-C, = F(P),
e portanto, G = F'. "
Fixado um sistema de eixos ortogonais OXY, temos que uma transformacao afim F' leva
um ponto P = (z,y) no ponto P, = (azx + by + p,cx + dy + q), onde a, b, ¢, d, p e ¢ nado
dependem do ponto P. Considerando a matriz de ordem 2 cujas colunas sao, respectivamente,

(a,c) e (b,d), temos que a constante det F' = ad — bc é o determinante desta matriz.

O sinal de det F' indica se o sentido de rotagao do vetor (a, c) para o vetor (b, d) coincide ou
nao com o sentido de rotagao de OX para OY. E o valor absoluto |det F| é o fator pelo qual
F multiplica a area de um triangulo qualquer no plano.

Na geometria analitica, podemos calcular a area de triangulos de acordo com a seguinte

proposicao:
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Proposicao 26 Seja ABC o triangulo de vértices A = (xo,%), B = (z1,11) ¢ C = (x2,2)

AB _ _
entao A(ABC) = % det _ b dot T1— Ty T2 — To

1@ 2 Y1 —Y Y2 — Yo

Exemplo 5 Calcule a drea do triangulo de vértices A = (—2,0), B = (2,1) e C = (—=2,1).

Solugao:  Temos AB = (4,1) e AC = (0,1). Logo,

1 4 0 1
A(ABC) = = - =—.|4] =2.
2711 1 1 2
Proposicao 27 Seja uma transformacao afim F : 11 — 11 que transforma um triangulo

qualquer ABC' num triangulo A1B,C4, entao

A(AB,Ch)

ACABO) = | det F.

Essa constante € chamada determinante da transformacao F'.

Demonstracao: Seja a transformagao afim F' : II — II que transforma o ponto P = (z,y)
no ponto F(P) = (ax + by + p,cx + dy + q). Dessa forma dados A = (zo,%), B = (x1,y1) €

C' = (x9,1y2), F os transforma em

Al = (a$o + byo + p,cxg + dyo + C]),
Bl = (awl + biL‘l +p,cxry + dy1 + q),
Cl = (CLJ)Q + by2 —I—p, CcTy + dy2 + Q).

As éreas dos triangulos ABC e A, B;C sao, respectivamente, os valores absolutos dos seguintes

determinantes ”
1 Ty — %o T2 — X
2 Y1 —Y% Y2 — Yo
e
1| a(er —x0) +b(yr —yo) alr2 — o) + b(y2 — %0)
2| ey —xo) + dlyr — yo) (w2 — 0) + d(y2 — o)
Pondo,
a b T — Xg Xo — To
M = e X =
c d Y1 — Y Y2 — Yo
temos que
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1 1 1
A(ABC) = §|detX| e A(A1B,Ch) = §|detM-X| = §|detM| - | det X|.

A(AB 5| det M| - | det X
Entao segue que ﬁl(;lBlCO’)l) = 3| e%|d<|at|X|e |:|detM|:|ad—bc\:|detF\. .

A seguir enunciaremos um resultado que sera utilizado no capitulo 6 e cuja demonstragao

pode ser encontrada em [5] nas paginas 207 a 211.

Proposicao 28 Uma transformacdao afim de posto dois F : I — Il transforma circun-

feréncias em elipses.
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Capitulo 5

Numeros Complexos

Neste capitulo abordaremos conceitos de nimeros complexos, tais como, defini¢ao algébrica,
sua representagao no plano de Argand-Gauss e algumas operagoes. Em seguida, falaremos de
sua representacao trigonométrica, as operacoes e propriedades decorrentes. Estes conceitos
constituem uma base importante para a demonstracao do Teorema de Steiner. Este capitulo

teve como base [6] e [4].

5.1 Forma Algébrica

O conjunto dos niimeros complexos ¢ formado pelos nimeros que podem ser expressos na

forma z = o + yi, com z,y € R e i> = —1.
C={z+yilreR yeR,*=—-1}

A forma z = x + yi é denominada forma algébrica de um numero complexo, em que x
¢ chamado de parte real e y de parte imaginaria, eles sao respectivamente denotados por
Re(z) =z elm(z) =y. Sex =0ey # 0, isto é, z = yi o complexo é chamado de imaginério
puro. Ja no caso em que y = 0, z = x é um numero real. Dessa maneira, vemos que todo

numero real pode ser expresso na forma z = x + 0i.

Definicao 24 Os complexos z = v+ yi e 2/ = 2’ + y'i sdo iguais se, e somente se, v = x’ e

y=1y'. Em particular, tem-se x +yi = 0 se, e somente se, v =0 ey = 0.

Definicao 25 Sejam zy = x1 4+ 1y € 20 = 2o + 1Ys, com T1, o, Y1 € Yo € R. A soma de z; e

Zo € 0 numero complexo dado por
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21+ 20 = (21 +1y1) + (22 + i) = (21 + 22) + i(y1 + yo2)

Proposicao 29 Sejam zq, 25 e 23 € C, entao:

i) 21+ 20 = 29 + 21 (comutatividade da adigao).

ii) (21 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23) (associatividade da adi¢do).
iii) z1 + 0 = z; (elemento neutro).

iv) Erxiste —z; € C tal que z1 + (—21) = 0 (elemento simétrico).

Nota: Se z = x + yi, entdo —z; = —x + (—y)i.

Definicao 26 Sejam z1 = x1 + 1y € 20 = 2o + 1y, com x1, T2, Y1 € Y2 € R. A multiplicacio

procede-se como na multiplicacao de dois binomios, fazendo i*> = —1. Assim:
2120 = (21 +iyn) - (22 + 1y2) = (v122 — Y1ye) + (21Y2 + T21)i.

Proposicao 30 Sejam z1, 2, e 23 € C, entao:

i) 21+ 23 = 29 - 21 (comutatividade da multiplicagdo).

i1) (21 - 22) - 23 = 21 - (29 - 23) (associatividade da multiplica¢ao).

i) z1 - 1 = z; (elemento unidade).

i) Se 21 # 0, existe z;* € C tal que 2 - 2, = 1 (elemento inverso).

v) (21 + 29) - 23 = 21 - 23 + 29 - 23 (distributividade).
x y o
- i
xr2 + y2 T2 + y2

Nota: Se zy =z +yi #0, entdo 2> +y> #0 e z; ' =
Definicao 27 Chama-se complexo conjugado de z = x + yi, o numero complexo zZ = x — yi.

E interessante observar que tanto soma quanto o produto de um niimero complexo pelo seu

conjugado sao numeros reais, pois

zoz=(r+uyi) (x+yi)=(x+y) (x—yi)=2>—y*? =22 —y? (—1) =22 + ¢~
z2+zZ=(x+yi)+ (v +yi) = (x +yi) + (x — yi) = 2.

O produto z - z é denominado de norma de z = x + yi e é denotado por N(z) = 2% + y>.

Definicao 28 Sejam z; e z5 dois complexos sendo z5 # 0. O quociente entre z, e zo, indicado
z z
por 2o complexo z1 - zy ' Em particular, 2 = ——
29 N(z)

Utilizando o conjugado, temos o seguinte processo pratico para dividir dois complexos:

2z 7wty Ty —yal (01 + i) (22 — yai)

— . . 2 2
29 Zy Zg  Xot+ Y2l T — Yol Ty + Y3
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Proposicao 31 Sejam z; e z5 niumeros complexos, entdo valem algumas propriedades:
i) 21+ 2 =71 + Z2;
ii)z1 — 29 = 71 — (Z2);

ZZZ)Zl * R = 2_1 . Z_Q,'

. z1 zZ

) Se zo £0,| — | = =;
29 Z9

v)Se z € real, entdo z = Z;

/UZ)Zzl = Z15

vit)z1 +Z1 = 2Re(21)

viii)Se n € um inteiro positivo, (Z1)" = (z1)";

iz) 2 - Z1 = N(2).

Fixando um sistema ortogonal de coordenadas no plano, o complexo z = x + yi é represen-
tado pelo ponto P = (z,y). O plano no qual representamos os complexos é chamado de plano
de “Argand-Gauss” devido aos estudos feitos nesta area pelos mateméaticos Jean Robert Argand

(1768-1822) e Carl Friedrich Gauss (1777-1855).

A
Eixo Imaginario

Eixo Real

O
oy S

Figura 5.1: Representacao dos complexos no plano de Argand-Gauss

Os numeros complexos podem ser representados neste plano de modo que a cada nimero
complexo corresponda a um tunico ponto e, reciprocamente, cada ponto do plano corresponda
a um unico numero complexo. Desta forma, o nimero z = x + yi estd associado ao ponto

P = (z,y) e este ponto é chamado de afixo ou imagem do complexo z.

Definicao 29 Se P € o afizo do complexo z = x + yi, entao o modulo deste complero é o
numero real nao negativo |z| = /2?2 +y?. A interpretacao geométrica do modulo de z € o

mddulo do vetor de origem (0,0) e de extremidade (x,vy).

Proposicao 32 Sejam z; e 2, € C, entao:

i)|z1] >0 elz|=0< 2 =0.
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i) |21 - 22| = |21] - |22].

110 'ﬁ —|Z—1|, 9 # 0.
z9 |22’
w) |z1] = |71

v) [Re(z1)] < |z1f, [Tm(z)| < [z1] e [21] < [Re(z1)| + [Im(z1)].

Proposicao 33 Para todo nimero complexo z, e zo valem as desigualdades:
||Zl| - |22|‘§ |Z1 +22| < |Z1| + |2’2|

Demonstracao: Sejam z; e zo nimeros complexos, dai,

5 -
‘21 + 22| = (21 + 22) . (21 + ZQ)
= 2121 + 2122 + 2221 + 2222
= 2121+ z21%22 + 2122 + 2022

|Zl|2 -+ 2Re(z12_2) + |22‘2

S ‘21|2+2|212’_2‘ + |22‘2
<zl +2lalz:] 4 |2)?
< a4 20| ze] + |22 = (Ja1] + |22])°

Como |21 + 2212 > 0 e (|z1| + |22])? > 0, entao
|21 + 22| < |21 + |22]-
Por outro lado,
21 = 21 + 22 + (—22)| < |21 4 22| + [ — 22| = |21 + 22 + |22

Dal, [21] — [22] < |21 + 2.

De modo andlogo, temos que |23 — |21]| < |21 + 22|. Como
[l21] = [z2]| = max{|z1] — [z, [22] = [z1]}
entao ||z1| — |ze|| < |21 + 22|. Portanto,

21| = |22|| < |21 + 22| < |21] + |22]
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5.2 Forma Trigonométrica

Definigao 30 Seja P o afizo de um niumero complexo z # 0 e O a origem do plano de Argand-
Gauss. Chama-se argumento de z qualquer um dos angulos 6 que a segmento OP forma com

a parte positiva do eixo real.

Figura 5.2: Argumento de um nimero complexo

Todo complexo nao-nulo possui uma infinidade de argumentos, dois quaisquer deles, dife-
rindo entre si por um multiplo de 27r. O argumento que pertence ao intervalo [0, 27) é chamado

de argumento principal e é representado por Arg z.

. . ~ . s . X
Observe, na figura anterior, que por meio das razoes trigonométricas temos cost = —
y ||
e senfl = ﬂ Pondo = e y em evidencia em cada equacdo, temos que x = |z| - cosf e
z
y = |z| - senf. Portanto, se 6 é um argumento de z = x + yi, entdo podemos escrever que
z = |z|cosf + i|z|senf = |z|(cosf + isenf) que é denominada de forma trigonométrica do

complexo z. Além disso, pode-se mostrar que e = cosf + isen#, mantendo todas as propri-
edades da funcao exponencial, de forma que podemos escrever z = |z|e? chamado de forma
exponencial do complexo.

A forma trigonométrica de um niimero complexo é uma ferramenta que nos auxilia em
algumas operagoes dos ntimeros complexos, tais como a multiplicacao, divisao, potenciacao e

radiciacao.
Proposicao 34 Se z; = |z1|(cos ) +isenby) e zo = |22|(cosby + isenby), entao
21 - 29 = |z1| + |22|[cos(6y + 02) + isen(fy + 02)]
e, se |z| # 0,
2 =]

—[cos(0; — 63) + isen(6; — 605)]

Z9 - |22|
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Demonstragao:

z1-29 = |z1](cosfy +isenby) - |za|(cos bz + i sen by)
= |z1] - |22|[cos 61 cos By + i cos 1 sen B + i sen 6 cos Oy + i sen 0 sen )]
= |z1] - |22|[(cos 01 cos B2 — sen B sen 6y) + i(cos O sen O, + sen 6 cos 0s)]

= |z1] - |22|[cos(6; + O2) + i sen(f; + 65)].

ara provar a segunda parte, basta mostrar que vale a seguinte sentenca
P gund te, bast t 1 guint teng
21 058, — 6,) + isen(8, — 6 -
|Z—2’[COS( 1—02) +isen(fy —0s)] - 29 = 21

Dessa forma, usando a primeira parte temos que

|Zl| |Zl|

m[COS(Q% —0) +isen(fy —63)] - 2o = |Z—|[cos(91 — 05) +isen(; — 63)] - |22|(cos Oy + isen by)
2 2
2 :
= :2—1: - |za][cos((61 — O2) + 62) + isen((61 — 62) + 65)]
2
= |z |[cos 6y + isenB]
= Z1.
Portanto,
S @[608(91 — 02) + isen(6; — 6s)]
2 |2

Quando multiplicamos um complexo z por cos 44 sen 6, o vetor que representa z sofre uma

rotacgao de angulo 6 em torno da origem

A

z - (cosf + isend)

Figura 5.3: Representacao geométrica do produto de complexos

Com efeito, para multiplicar complexos, multiplicamos os mdédulos e somamos os argumen-

tos. Como cosf + isenf tem moédulo 1, z - (cos@ + isenf) tem o mesmo médulo que z. O
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argumento de z - (cosf +isenf) é o argumento de z aumentado . Logo o vetor que representa
z-(cosf+isend) é o resultado da rotagao do vetor que representa z de um angulo # em torno
da origem.

Para o calculo de poténcias de nimeros complexos, temos uma férmula conhecida como

Formula de De Moivre. Ela nos garante que:
Proposicao 35 (Férmula de De Moivre) Se z = |z|(cos@ +isenf) e n é inteiro, entdo
2" = |z|™ - [cos(nf) + isen(nh)).

Demonstracao: Inicialmente provaremos que vale para n € N. Note que a férmula trivial-

mente vale paran =0 e n = 1. Paran > 1, temos que

2" = [|z|(cos O + isen )" = [|z](cos @ + isend)] - [|z]|(cos @ +isenf)] - - [|z](cos @ + isenb)].

(-

g
n—vezes

Utilizando a féormula do produto reiteradamente, obtemos que
2" = |z|™ - [cos(nf) + isen(nh)).

Vamos provar agora que a férmula vale para n inteiro negativo.

Seja n = —m com m natural. Temos entao que

[|z] - (cos@ +isen®)]” = [|z]| - (cos@+isend)]™™
1
[|2] - (cos @ + isen )™
1-(cos0+isen0)
|z|™ - (cos(m#) + i sen(mh))
1 cos 0+ isen0
2™ cos(mb) + i sen(m0)

Pela férmula do quociente dos niimeros complexos, temos que

[|2] - (cos @ +isend)]" = ﬁ - [cos(0 — mB) + i sen(0 — mb)]
= |z|7™ - [cos(—mB) + i sen(—m8)]

= |2|" - [cos(n@) + isen(nb)]

Portanto 2" = |z|" - [cos(nf) + i sen(nd)] é vélido para todo n inteiro. n

Vejamos agora como calcular as raizes dos nimeros complexos, sabendo que:
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Definicao 31 Um nimero complexo w € uma raiz n-ésima do complexo z se w"™ = z, para n

natural.
Exemplo 6 Determine as raizes quadradas do complexo 6 — 8i.

Solugao: Pela definicao de raizes, temos que determinar o complexo = + yi, x e y reais, tais

que (z +yi)*> = 6 — 8i. Assim,
(x +yi)? = 22 + 2zyi + y*i* = (2 — y?) + 22yi = 6 — 8i.

Pela igualdade dos complexos, segue que

2 2
¥ —y* =6
Y (5.1)
20y = =8
. —4 , I o
Pela segunda equagao temos que y = —. Dal, substituindo na primeira obtemos

Xz

22 —8 = 2*—622-16=0

x

Substituindo 2?2 por a temos que a®> — 6a — 16 = 0 e utilizando a férmula de Bhéskara obtemos

a=38oua=—2. Logo, 2> = 8 ou 2> = —2. Como z é real, temos apenas duas possibilidades

para x: r = 2v/2 ou x = —2v/2. Como Yy = _74, temos y = —V2 ou Y = V2, respectivamente.
Portanto, as raizes sao 22 —iv/2 e —2v/2 +iV/2.

Outra maneira de se calcular uma raiz quadrada deste complexo é através de um resultado

conhecido como férmula de transformacgao de radicais duplos que nos garante que:
Proposicao 36 Sejam A e B numeros complexos, dessa forma
A++vVA2—-B A—+VA2-B
VA+VB= \/ i ; + \/ ; .

Demonstragao: Sejam X e Y complexos tais que

VAE£VB=VX +£VY.

Tomemos entao



Somando (7) e (i) temos

VAT VB A VB=2/X

— A+VB+2W/A2_B+A—VB=14X
A+A2_B

— X =
2

Por outro lado, subtraindo (i) por (ii) temos

VAVB -4 VB=2/7

— A+VB-2WVA22_B+A—/B=4Y
A—+\A2 - B

— Y =
2

Portanto,

Voltando ao Exemplo 4 temos

VB8 = /6 - VB2 = \/6 - V61

Desta forma, A =6 e B = —64 e utilizando a férmula de transformagao de radicais temos:

vt \/6+«/62—(—64)_\/6—\/62—(—64)
2 2

_ \/6—;10_\/6—210
= V8-v-2
= 2V/2-iV2

Portanto as raizes serdo 2v/2 — iv/2 e —(2v/2 — iv/2) = —2v/2 +iv/2.

E importante observar que este método ¢ eficaz quando A > 0 e A2 — B é igual ao quadrado
de um numero racional, caso contrario permaneceriamos ainda com radicais duplos.

O exemplo acima nos mostra, de modo particular, como determinar as raizes quadradas de
um complexo. Porém os métodos utilizados nele nao se aplicam para quaisquer indices. Por

isso, de modo geral, podemos determinar raizes n-ésimas utlizando a formula descrita a seguir:
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Proposicao 37 Dados o nimero complexo z = |z|(cos 8 +isen 0) e o nimero natural n (n

2), entao existem n raizes enésimas de z que sio da forma:

0 2m 0 2m
= /12 - AN Al ' AT el
2, || [cos (n + - > + isen (n + ﬂ,

n

em que ¥/|z| e Ry ek =0,1,2,--+ ,n—1.

Demonstragao: Determinaremos todos os complexos z; tais que /z = z.

Seja zi, = |zx| - (cos a + isen «), aplicando a definigdo de raizes enésimas temos:

2=z <= 2" =2
entao
[|2k] - (cosa + isen )™ = |z| - (cos O + isend)
|z|™ - (cos na + isen na) = |z| - (cos + isen ).
Portanto é necessario:
(D) fzl" = 2] = |zl = V]
(2)  cos nawo=cos 0

(3)  sen na =sen 0

De (2) e (3) temos que

0 2
na:0+2k7r:>a:—+k~—ﬁ.
n n

>

Supondo 0 < 0 < 27, vamos determinar os valores de k para os quais resultam valores de «

compreendidos entre 0 e 27.

0
k=0 = a=-—
n
0 2
bol s 0ol
n n
0 2
be2 — oz o
n n

2
k=n—-1 = ozzg—i—(n—l)-—7r
n n

Estes n valores de o nao s@o congruentes por estarem no intervalo [0, 27); portanto, dao

origem a n valores distintos para z.

Considerando agora o valor de o obtido para k = n, temos
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0 2r 0
k=n—a=—+n-—=—+27.
n n n

Este valor de a é dispensado por ser congruente ao valor obtido com k£ = 0.
De modo andlogo ocorre para k =n+1,n+2,n+3,--- e k = —1,—2,-3,---. Portanto
para obtermos os valores de z; € suficiente fazer k =1,2,3,--- ,n — 1.

Observe que as raizes tém todas o mesmo médulo, 7\’/|z_| . Logo, se |z| # 0, as imagens destas
raizes se situam em uma circunferéncia de centro na origem e raio W . Observe também que
dando valores inteiros a k, os argumentos crescem em progressao aritmética de razao %”, o que
mostra que estas raizes estao uniformemente espacadas na circunferéncia. Portanto, podemos
concluir que se |z|] # 0 as imagens dessas raizes sao vértices de um poligono regular de n lados

inscrito em uma circunferéncia de centro na origem e raio {/|z|.

20

Zn—1

Figura 5.4: Representacao geométrica das raizes n-ésimas de complexos

Exemplo 7 Determine as raizes cubicas de 1.

Solucao: O nimero complexo 1 tem moédulo 1 e argumento 0. Entao, podemos representéa-lo
na forma trigonométrica por 1-(cos 0+ isen 0). Pela proposigao 36, as raizes cubicas de 1 s@o

2, de modo que

k.27 . k- 27
+ 7sen

2= /1 (cos 0+ isen 0) = V/1- |cos 3 3

para k = 0,1,2. Temos entao as raizes:

k=0= 2p=1"-(cos 0+isen 0) = 1;
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[

k:1:>21:1~(cos%”+z'sen?”):—

S~
N~ N
S

~.

k::2:>22:1-(cos4§+isen?):—

Observe que essas raizes sao vértices de um triangulo equilatero inscrito na circunferéncia
de centro na origem e raio 1. Além disso, pela proposi¢ao 16 temos que o raio da circunferéncia

inscrita a este triangulo é 1.

[\

Se w = cos %ﬂ—i—i sen %”, entao as rafzes cibicas de 1 sdo 1, w e w?. Mais ainda, 14+w+w? = 0.
Note que se z # 0 é um complexo e ( é uma raiz cibica de z, entao as outras raizes cibicas de

2 sao: wC e w?C. De fato,
8 = (W) = (@0 = 2

e {¢,w(,w?*¢} ¢ um conjunto com trés elementos.

A seguir apresentaremos um resultado que sera utilizado no proximo capitulo.

Proposicao 38 Se os complexos z1, z5 e z3 sao vértices de um triangulo equildtero, entao

224+ 224 22 = 2129 + 2923 + 2123

Demonstracao:  Note que os vetores com extremos nos vértices z3 — 29, 20 — 21, 21 — 23,

21 2 — 2 29

Figura 5.5: Triangulo equilatero de vértices z1, 2o € z3.

formam angulos de 120°. Portanto,

23 — 23 = (29 — 2z1)(cos 120° + i sen 120°) (1)
21 — 23 = (23 — 22)(cos 120° + isen 120°) (17)
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De (i) e (i7) temos que

23 — 22 2o — 21
- _— _ _ _ . _
21— %3 23 — 2o (23 22)(2’3 22) (z2 21)(2’1 2’3)

_ 2 2 )
Z3 T Z3Rp T Zef3t 2) = X1 — X3 — 2t 212

R 2 2 2
2] + 25 + 25 = 2122 + 2123 + 2223.
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Capitulo 6

Elipse de Steiner

Este capitulo é destinado a demonstragao do Teorema de Steiner e tem como base [7].
Sejam 21, zo e z3 nimeros complexos que sao vértices de um triangulo. A seguir veremos
algumas relagoes entre as raizes de p(z) = (2 — 21)(2 — 22)(z — 23) e as raizes de sua derivada

p'(2). Note que

p(2) = 2% — (21 + 22 + 23) 2% + (2122 + 2023 + 2123)2 — 212223 (6.1)

P'(2) =327 — 2(21 + 22 + 23)2 + (2122 + 2023 + 2123). (6.2)

1
Seja g = =(z1 + 22 + 23), que é o baricentro do triangulo z;2523. As raizes de p'(z) sao:
Jja g 3

1
= \/92 - 5(2122 + 2923 + 2123). (6.3)
Note que o baricentro do triangulo z;2523 é igual ao ponto médio das raizes de p/(z).
Lema 1 As raizes de p'(z) estao no interior do triangulo z1zs23

Demonstragao:  Suponha que z’ é uma raiz de p'(z). Observe que 2’ # z; para j = 1,2,3
¢ J

visto que p(z) nao tem raizes multiplas. Entao,

OZK?CW; _ (@ﬂ—aﬂi—zg+(%—mX%—zQ+Cﬂ—aﬂi—zﬂ)

p(#) %)(Z/) | | /
- () ).
BEEE A A

2=z |2 =z |2 — 232
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0=(2—2)|7 — 21| 2+ (¢ — 2)|7 — 2|2+ (2 — 23)[2 — 23|72
0=22 — 2|2 —2|d — 21| 2+ 2|2 — 20|72 — 2|2 — 2| 2 + 2|2 — 23|72 — 23]2 — 23|72
0=2(2 — 21| 2+ 2 — 20| 2+ |2 — 23] 72) — 2|2/ — 21|72 — 2|2 — 2|72 — 23]2) — 23|72

(2 I A e e ) e Pt I PR i S A
B A B o B e e I
| =) — R 4 |2 — 28]

L

Isto nos da 2’ = ay21 + aze + (323, onde

|2/ — 23] 2

ap = >0ea;+as+az=1.

03
> [ =52
=1

Como 2z’ é uma combinacao afim de zi, 2o, 23 e satisfaz as igualdades acima, concluimos que

ele pertence ao interior do triangulo z;2923. n

Lema 2 O polinémio p'(z) tem uma raiz repetida se, e somente se, o triangulo é equildtero.
Demonstragao:  Suponha que o triangulo z;2523 é equilatero, entao
22422422 =220+ 2123+ 29
1 2 3 — ~1~2 1<3 243-
Esta igualdade é equivalente a
39% = 2129 + 2123 + 2223,

logo p/(z) tem apenas uma raiz que é g.

Reciprocamente, suponha que p(z) tem apenas uma raiz, entao
3g% = 2120 + 2123 + 2223.
Substituindo na equagao (6.1), obtemos
p(z) = 2°—392% +3¢%2 — 212023
= (z—9)° - nmzm+g°

Seja ¢ uma raiz cibica de 212023 — g3, entao as rafzes de p(z) sao g + ¢, g +w( e g + w3,

onde w = e2™/3, Estes pontos sao os vértices de um triangulo equildtero. .

Uma ligacao mais sofisticada entre as raizes de um polinomio ctbico e as raizes de sua

derivada resulta de um importante resultado de Steiner.
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Teorema 1 (Teorema de Steiner) Dado qualquer tridngulo, hd uma tinica elipse inscrita
no triangulo que passa pelos pontos médios dos lados do triangulo e é tangente aos lados do
triangulo nesses pontos médios. Se z1, zo € z3 sao o0s vértices do triangulo, entdo os focos da

elipse sao

1
gt \/92 — 5(2’122 + 2923 + 2123), (6.4)

1
onde g = g(zl + 29 + 23) € 0 baricentro.

A elipse inscrita no triangulo z; 2523 que tangencia os lados em seus pontos médios é chamada
de elipse de Steiner. Note que de (6.4) podemos garantir que o centro da elipse de Steiner
coincide com o baricentro do triangulo zy2923. Além disso, a elipse de Steiner se degenera em
uma circunferéncia se, e somente se, o triangulo z;2923 é equilatero.

Temos ainda de (6.3) e (6.4) o seguinte resultado:

Corolario 2 (Siebeck) Se 21,22, 2z3 sdo pontos nao colineares em C e P(z) = (z — z1)(z —

29)(z — z3). Entdo as raizes de p'(z) sdo os focos da elipse de Steiner.

O restante deste capitulo serda dedicado a demonstracao do Teorema 1. Na prova do teorema
de Steiner faz-se uso de transformacoes afins, entao vamos recordar alguns fatos necessarios
sobre transformacoes afins e lineares no plano cartesiano R?. Consideraremos o plano como o
conjunto C dos nimeros complexos e escreveremos as transformacoes em termos de niimeros
complexos, identificando o ponto (z,y) de R? com o nimero complexo z = x+yi. Em termos de
numeros complexos, uma transformagao linear f tem a forma f(z) = A2+ Bz, onde A = a;+axsi
e B = by + bot.

Note que

flxy) = [f(z) =Az+ Bz = (a1 +iag).(x + yi) + (b +ibs)(z — y;)
= wmz — agy + byx + boy + i(ar1y + asxr + box — b1y)
= (01 — agy + b1z + bay, a1y + azx — by + ba)
= ((a1 +b1)z + (b2 — a2)y, (a2 + ba)x + (a1 — b1)y)
A matriz da transformacao linear f é

a1+b1 b2_a2
a2+b2 al—bl
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Odet M = ((Il +b1)(a1 — bl) — (ag —l-bg)(—(lg —|—b2) = (I% — b% — (—CL% +b%) = (a% +a§) — (b% +bg) =
|A]> — | B|* # 0 se, e somente se, esta transformacao tem posto dois. Assim, f é bijetiva se, e
somente se, |A| # |B].

Se f tem posto dois, a imagem de qualquer circunferéncia com o centro na origem ¢ uma
elipse ou uma circunferéncia com centro na origem. Utilizaremos T = {z;|z| = 1} para repre-
sentar uma circunferéncia com centro na origem e raio igual a 1 e rT para representar uma
circunferéncia com centro também na origem e raio r > 0. Reciprocamente dado uma elipse ¢
e qualquer circunferéncia rT, existe uma transformagao linear de posto dois que aplica T em
€.

Na notagao complexa, uma transformacao afim tem a forma f(z) = Az + Bz + C, em que
C' é um numero complexo. Isto é, uma transformacgao afim é uma transformacao linear seguida
de uma translacao.

As transformacoes afins em geral nao preservam o comprimento ou o angulo, porém elas
aplicam retas em retas, retas paralelas em retas paralelas, pontos médios em pontos médios e
baricentro em baricentro. Tais fatos ocorrem pelo fato de utilizarmos transformacoes afins de

posto dois. O teorema seguinte sera utilizado na demonstracao do Teorema de Steiner.

Teorema 2 Se f(z) = Az + Bz + C ¢ uma transformagao afim bijetiva, entao a imagem da
circunferéncia rT é a elipse com focos C+2rv/ AB, semieizo maior de comprimento (|A|+|B|)r,

e semieizo menor com comprimento ||A| — | Bl|r.

Demonstragao: E suficiente considerar o caso C' = 0, f(z2) = Az + BZ uma transformagao
linear bijetivae r = 1, pois f(rz) = rf(z). Se A = 0ou B = 0, entdo a imagem da circunferéncia
unitaria é uma circunferéncia com centro na origem e raio medindo |B| ou |A|, respectivamente.
Suponha agora que A # 0 e B # 0, dai f aplica a circunferéncia T em uma elipse, basta mostrar
que os focos sao +2v/AB, semieixo maior de comprimento (|A| + |B]), e semieixo menor com
comprimento ||A| — |B]|.

Para isto, utilizaremos a forma paramétrica da circunferéncia unitéria, que é e, para t € R.
Dessa forma, f(e) = Ae’ + Be™® = |Ale™®e® 4 | BlePe™ = |Ale’ @) + | Ble’®") | onde pela
forma exponencial dos complexos, A = |Ale!® e B = |Ble?”. Pela proposicao 32, temos que,
[|A|—|B|| < ||Ale’ @+t +|B|e!®D| < |A|+|B|. Isto mostra que a elipse contém a circunferéncia
|z| = ||A| — |B|| e esta contida na circunferéncia |z| = |A| + |B|.

A igualdade ||A|e? @+t 4+ | B|e'®~1)| = | A| 4| B| ocorre se, e somente se, e'(®t) = i1 Isso

ocorre quando a+t = § —t 4 2kw para algum k € 7Z se, e somente se, t = %(6 — «) + k7, para
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algum k € Z.
1 1 ,
Temos que, para t = §(ﬁ —a)et==(B—a)+m, |f(e")| = |A] +|B|. Isto nos garante

2
) , , A
que o semieixo maior é a = |A| + |B|. J4 que A = |A]e™ e B = |Ble'®, entdo ¢'/? = |A|L1/2 e
iB/2 _ . p
e \B[l/Q’ respectivamente. Dai,
i(B—a)/2y _ i _i(B—a)/2 B _—i(B—a)/2 _ _i(a+B)/2 . A+ 18]
f(e ) =|Ale" - e + |Ble” - e =e (|JAl+|B|) = TABIE VAB.

Portanto vAB ¢é um vetor direciio do eixo focal. De modo anslogo, ||A| — |B|| = ||Ale'@T) +
|B|e!®~Y)| se, e somente se, e/ = —¢/F) ou seja, a +t = B — t + 7 + 2k7 para algum

k € 7Z se, e somente se, t = %(ﬁ — ) + 5 + km para algum k € Z. Dai, o comprimento

do semieixo menor é b = ||A| — |B||. Agora para determinar os focos, utilizaremos a relacao
& =a® — b? = 4|A||B| de modo que ¢ = 2|A|'/?|B|'/2. Portanto os focos sdo +2v/AB. .

Demonstracao do Teorema de Steiner:
Existéncia:
Vamos mostrar a existéncia de uma elipse inscrita que tangencia os lados do triangulo nos

2mi/3 o 2. Dado um

pontos médios. Considere o triangulo equilatero A com vértices 1, w = e
triangulo qualquer z;2;23 em C, existe uma unica transformagao afim f(z) = Az + Bz + C de

modo que f(1) = 21, f(w) = 23 e f(w?) = 23. Obtemos entdo o seguinte sistema de equagoes

f)=A+B+C=x
flw)=Aw+ Bw +C = 2 (6.5)
flw?) = Aw? + B2 +C =2

1 11 A 2
Sejam A = w w 1|,X=|B|eZ=| z |.Osistema de equagoes 6.5 equivale
w? Ww? 1 C Z3

1
aA-X =27 Como det A =3, entdo A possui matriz inversa A7l = 3 1 w w? |. Logo,
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AX=7 & AV AX=A"1"ZesX=A"17

A 1 w* w 21
1

& B =3 1 w w? || 2
C 1 1 z3

A 21+ w?ze + was

1
& B =3 21 + wze + w?z3
C 21+22+23

Como 21, 29, 23 nao sao colineares entao f é uma bijegdo. A circunferéncia %T ¢ inscrita ao
triangulo equildtero de vértices 1, w e w?, entao a transformacao f aplica %']T na elipse f (%T)
que tangencia o triangulo z;2;23 nos pontos médios de seus lados, pois transformacoes afins
aplicam pontos médios em pontos médios.

Observemos que

1 1
AB = g(zl +w?zy + wzg)) : <§(21 + w2y + w2z3)>
(27 + 25 + 25 + (w + w?) (2122 + 2923 + 2123))

= (zf + zg + z§ — (2122 + 2223 + 2123))

5 1
= g — 5(2122 —+ 29723 + 2123)

pois 1 + w + w? = 0. Pelo Teorema 2, f aplica (%T) em uma elipse de focos

g :|: 92 — %(2122 —+ 2923 + 2123).

Unicidade:

Provaremos agora que a elipse de Steiner é tinica. Suponha que € é uma elipse inscrita no
triangulo 212923 e tangente aos pontos médios dos lados. Ha uma transformacao afim bijetiva
h que aplica a circunferéncia %']I‘ na elipse €. A pré-imagem do triangulo 22523 é um triangulo,
digamos 717575, com a circunferéncia %T inscrito e tangente aos lados nos pontos médios.
Logo, pela proposicao 13 o triangulo 77573 é equilatero. A circunferéncia circunscrita a
um triangulo equilatero possui o dobro do raio da circunferéncia inscrita, entao os vértices de
7 ZyZ3 estao contidos em T. Se necessario, podemos compor A com uma rotagao para garantir

que Z; = 1 e consequentemente, {Z,, Z3} = {w,w?}. Se necessario, também podemos compor
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h com uma reflexao sobre o eixo real para garantir que 7o =w e Z3 = w?. Entaoh = fecéa

elipse construida na primeira parte do argumento. "

Exemplo 8 Determine os focos e a equagao da elipse de Steiner de um triangulo com vértices

21 =061, 20 =5+1€e23=—0+1.

Solugao:  Seja P(z) = (2 — 21)(2 — 22)(2 — 2z3) = (¢ — 6i) (2 — (5 + 1)) (2 — (=5 +4)). Dai,
8i+5v2 - 8i—5V2
3 T3

sao raizes de p'(z). Logo, a elipse de Steiner inscrita no triangulo com seus vértices z; = (0, 6),

o9v2 8 —5v2 8
29 = (5,1) e z3 = (=5, 1) possui focos iguais a F} = (i, —) e [y = (—\/—, —). Como um

P(z) = 23 — 8i2? — 382 — 156i e P'(2) = 32% — 16iz — 38, onde a; =

3 3 3 3
dos pontos médios deste triangulo é o ponto M = (0, 1) temos que d(Fy, M)+ d(Fy, M) = %ﬁ

. . 9V3 . . .
Dai, a medida do semieixo focal serd a = 3 A medida do semieixo nao focal, neste caso, sera

8 5 2 (y-5)
igual a b = d(g, M) = - — 1 = —. Portanto a equacao desta elipse sera 5+ =1
T ST
3
A i
) %
Figura 6.1: Elipse de Steiner no triangulo de vértices z; = 67, 20 =5+ i e 23 = —5 + 1.

A seguir, provaremos que a elipse de Steiner é a que possui maior area dentre todas as
outras inscritas em um triangulo.

E fato que uma circunferéncia inscrita em um triangulo tem o maior raio, e assim a maior
area entre todos os outras circunveréncias contidas neste mesmo triangulo. Esta propriedade ¢é

analoga para as elipses.

Teorema 3 Seja C' qualquer circulo contido no triangulo z12223. Entao
A(C) < T
A(z12223) ~ 3v/3
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e a iqualdade acontece se, e somente se, o triangulo z1z923 € equildtero e C' € o circulo inscrito.

Demonstracao: Seja r a medida do raio do circulo inscrito ao triangulo z;2523. Como o
circulo inscrito é o maior circulo contido em um triangulo, podemos afirmar que dado um circulo
C qualquer contido no triangulo zy2923, A(C) < 7r? e a igualdade acontece se, e somente se,

C' é o circulo inscrito ao triangulo. Portanto é suficiente provar que

w2 T

<
A(z12923) ~ 34/3

com igualdade se, e somente se, o triangulo 212523 é equilatero.

Representaremos por a, b, e ¢ as medidas dos lados de z12923 € s = %(a + b+ ¢) o semi-

perimetro. Pela férmula de Herdo, v/s(s — a)(s — b)(s — ¢) é a drea do triangulo 212223, bem
como o produto r - s também é. Portanto,

ris = [Ala1222) =(s—a)(s—b)(s—c).

s
Como a média geométrica é menor do que ou igual a média aritmética, temos que

[(s—a)(s—b)(s_c)]%S (s—a)+(s—0b)+(s—c) _s

3 3
com a igualdade se, e somente se, a = b = ¢. Assim,
2 <83<:> 2<S2<:> <
r‘s < — r — r< ——
- 27 - 27 ~3V3
e igualdade apenas se 212923 ¢ equilatero. Entao,
m? ar .7
A(z12223) s T 33

com igualdade se, e somente se, o triangulo 212523 é equilatero. "

Teorema 4 Entre todas as elipses contidas em um triangulo, a elipse de Steiner € a que tem

a maior drea. Mais precisamente, para qualquer elipse € contida no triangulo zyz523,

Ale) < T
A(z12023) ~ 3V/3

e a igualdade vale apenas se € é a elipse de Steiner.

Demonstragao:  Considere a transformagao afim f, com f(1) = z;, f(w) = 20 e f(w?) = 23.
Dessa forma, f (%’]T) = g9 € a elipse de Steiner. Como transformacoes afins multiplicam areas

por um mesmo fator, entao
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A(Eo) :A(%T) T
Alzizazs)  A(A) 33

em que A é o triangulo de vértices 1, w e w?.

Agora considere qualquer elipse € contida no triangulo z1z523. Daf existe uma transformagao

afim h que aplica %']T em £. A imagem inversa do triangulo z;2923 é o triangulo Z; 7573 que tem
AR _ AQT) _ o«

= < e
A(z12023) A(Z1Zy7Z5) 3\/3
a igualdade s6 vale se o triangulo Z, 7573 é equilatero e %T é o circulo inscrito. Como na prova

%’]I‘ como circulo inscrito. Entao, pelo Teorema 3, temos que

do Teorema de Steiner, as condi¢oes da igualdade implicam que € ¢é a elipse de Steiner. .
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Capitulo 7

Conclusao

Como dito inicialmente, dado um triangulo qualquer, existem infinitas elipses inscritas.
Dentre estas ha uma tunica que tangencia este triangulo nos pontos médios e possui o centro
no baricentro. Esta elipse é denominada elipse de Steiner. Interessados por estes resultados,
demos inicio a este trabalho com o objetivo de demonstrar o teorema de Steiner.

Embora a demonstracao deste teorema seja sofisticada, seu resultado é claro. Para deter-
minar as coordenadas do foco e a equacao da elipse de Steiner é necessario, apenas, identificar
pontos no plano R? como ntimeros complexos e manipular algébricamente polinémios de grau
menor do que ou igual a trés no conjunto dos niimeros complexos.

A construcao geométrica de elipses inscritas em um triangulo é facil de ser realizada, pois
utiliza-se apenas conceitos de perpendicularismo. Dessa forma elas podem ser construidas

utilizando régua, compasso (ou esquadro) e um pedago de barbante.
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