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“Nao é o conhecimento, mas o ato de aprender, nao a posse mas o ato de chegar la, que
concede a maior satisfacao.”

Carl Friedrich Gauss
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Resumo

Abordamos um tema da Andlise Matematica, Sequéncias e Séries de Funcoes, geral-
mente visto no ultimos capitulos dos livros texto de Célculo ou de Anélise, tema este que
faz a relacao entre fungoes reais e sequéncias e séries de nimeros reais. Com hipdteses
adicionais, a teoria ¢ desenvolvida numa linguagem mais elementar do que nos cursos de
Analise Real, visando mais as aplicacoes em conteudos do Ensino Médio.

Palavras-chave: Séries de Funcgoes, Convergéencia Uniforme, Séries de Poténcias.
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Abstract

We address a theme of Mathematical Analysis, Sequences and Series of Functions,
generally seen in the last chapters of the textbooks of Calculus or Analysis, the theme
that makes the relation between real functions and sequences and series of real numbers.
With additional hypotheses, the theory is developed in a more elemental language than
in the courses of Real Analysis, aiming more the applications in contents of High School.

Key words: Series of Functions, Uniform Convergence, Power Series.
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Introducao

Este trabalho sobre Sequéncias e Séries de Funcoes tem como objetivo principal o
estudo das Séries de Poténcias, com aplicacoes em fungoes que ja aparecem no Ensino
Médio. As Séries de Poténcias sao casos particulares das Séries de Funcoes e as fungoes
que podem ser definidas por Séries de Poténcias formam a importante classe das chamadas
Fungoes Analiticas.

Em geral, os livros de Calculo apresentam os principais Teoremas sobre Séries de
Poténcias sem suas respectivas demonstracoes, como por exemplo, sem a prova que estas
séries podem ser derivadas termo a termo . Nos livros de Analise Real, os resultados sobre
Séries de Poténcias, suas demonstracoes e aplicagoes aparecem no final do livro, e nem
sempre sao estudadas pela maioria dos alunos que cursam Anélise Real. Pensamos neste
tema porque acreditamos que um professor de matematica precisa saber um pouco mais
sobre os contetiidos que ele ensina.

Tendo em vista as funcoes que queremos estudar, consideramos sempre que os dominios
das fungoes sao intervalos da reta e enunciamos versoes mais fracas de alguns teoremas,
mas suficientes para atingir nosso objetivo principal.

Admitindo conhecidos resultados basicos do Calculo Diferencial e Integral, comeca-
mos com Sequéncias e Séries de Fungoes reais, onde o conceito de convergéncia uniforme é
fundamental para demonstrar os resultados sobre Séries de Poténcias. Em seguida, traba-
lhamos com as Séries de Taylor, as quais sao exemplos importantes de Séries de Fungoes
e apresentamos as séries das fungoes Seno, Cosseno e Exponencial. No quarto capitulo,
sobre Séries de Poténcias, usamos fortemente o conceito de convergéncia uniforme para
demonstrar os resultados sobre derivagao e integracao termos a termo. No tltimo capitulo,
as séries de poteéncias sao usadas para definir as fungoes trigonométricas seno e cosseno

sem o uso da geometria. Concluimos com uma generalizacao do bindémio de Newton.



Capitulo 1
Pré-requisitos

Neste trabalho, admitiremos conhecimentos basicos de um curso de Calculo que podem
ser consultadas nas referéncias [6], [7], [8], [9],[10] e [11]. Para facilitar a leitura, faremos

a seguir um resumo dos principais resultados que serao utilizados nos préximos capitulos.

Limite

Definicao 1.1 (Limite) Sejam I um intervalo na reta e xo wm nimero real tal que
para todo 0 > 0, tem-se que (xg — 0,29+ ) NI # 0. Dizemos que f : I — R tem limite

L, quando x tende a xq, e denotamos

lim f(z)=1L

T—TQ

se, dado € > 0, existir 6 > 0, tal que para todo x € 1
0<|z—m| <d = |f(x)—L| <e
Teorema 1.1 Sejam f,g: 1 — R tais que, para xy real e para todo 6 > 0 tem-se que
(kg — 0,0+ ) NI # D, com lim f(x) =L e lim g(x) = M. Entao
Tr—To T—x0

1) lim [f(x)£g(x)]=L+M;

Tr—xT0

9) lim [f(z) - g(x)] = L M;

Tr—xTQ

3) limmz£ se M # 0.

T—x0 g(x) M’
Além disso, se lim f(x) = 0 e g € limitada numa vizinhanca de x,, tem-se que
T—T0

Jim [f(x) - g(x)] = 0.
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Defini¢ao 1.2 (Fungao Continua) Seja I um intervalo da reta e xo € I. Dizemos
que uma fungao f : I — R € continua em xzy se, dado € > 0 arbitrdrio, existe 6 > 0 tal
que, para todo x € I,

lr — x| <6 = |f(z) — f(zo)] <€

Derivada

Defini¢ao 1.3 (Derivada) Sejam I um intervalo na reta e f : I — R uma fun¢ao

dada. Fizado xy € I, diremos que f € derivdvel em xq se existir o limite

oo T = f)
T—T0 T — X

Nesse caso, tal limite serd denominado derivada de f em xo, sendo denotado por f'(xg).
Teorema 1.2 Se f for derivdvel em xq, entdao [ serd continua em xg.

Teorema 1.3 Sejam f e g funcoes derivdveis e k uma constante real, valem as regras

de derivacao:
L (f(x) +g(x)) = f'(z) + ¢'(2);
2. (kf(x)) = kf'(x);

3. (f(z) g(x)) = f'(z) - g(z) + f(z) - g (x);

[@)Y _ f@)-gla) - flz) - g'(a)
4 (g<x>) (9(2))? |

Teorema 1.4 (Regra da Cadeia) Sejam I e J intervalos abertos e g : I — J e

f:J — R fungoes dadas. Se g € derivdvel em xo € I e f € derivdvel em g(xo) € J, entdo

fog: I — R € derivavel em xq, com

(fo 9), (o) = f (9(x0)) ¢'(20)-
Teorema 1.5 (Roélle) Seja f : [a,b] — R uma funcao continua em [a,b] e derivdvel

m (a,b). Se f(a) = f(b) =0, entao eziste ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Teorema 1.6 (Teorema do Valor Médio - TVM) Se f for continua em [a,b] e

derivavel em (a,b), entdo existe pelo menos um nimero ¢ € (a,b) tal que

ou,
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Integral

Definicao 1.4 Sejam F(x) e sua derivada F'(x) = f(z) fungoes continuas num inter-
valo [a, b]. Inserindo pontosa =ty < t; < ty < ... < t, = b obtemosn subintervalos [ty, t1],
[tl,tQ], ceoy [tn—1, ts] contidos em [a,b]. Escolhendo pontos xy € [to, t1], 2 € [t1,1s], ..., T, €
[th—1,tn] € considerando a soma S, = f(x1)(t; —to)+ f(x2)(ta—t1) + ...+ f(2n) (tn —tn-1),
o simbolo / f(x)dx representa o nhﬁrglo S, e € chamado de integral definida da funcao f

desde x = a até x =b. A funcdao F' € chamada de primitiva da funcao.

Teorema 1.7 (Teorema Fundamental do Calculo) Se uma fungao f : [a,b] — R

¢ continua entdo f possui uma primitiva F : [a,b] - R e

/ f@)dz = F(b) — Fla).

Teorema 1.8 Se f,g: [a,b] = R sdo funcoes continuas. Entao

])/ x)+g(x da:—/ f(z da:+/b (x)dx;
2) Se ceR, /abc-f(x)dx:c/abf(x)dx

Teorema 1.9 Se f : [a,b] — R € wma fung¢ao continua, entio a fungdao

If| : [a,b] = R também é continua, e vale a desigualdade abaizo:

< [

Sequéncias de Numeros Reais

b
f(z)dx

Definicao 1.5 Uma sequéncia de niumeros reais é uma func¢ao  : N — R, definida
no conjunto N = {1,2,3,...} dos nimeros naturais e tomando valores no conjunto R dos
numeros reais.

O wvalor de x(n),n € N, serd representado por x, é chamado o termo de ordem n, ou
0 n-ésimo termo da sequéncia.

Escreve-se (x1,%9,23,...,Tpn,...), 0 (Tp)nen, ou simplesmente (x,) para indicar a

sequéncia.

Defini¢ao 1.6 Uma sequéncia (x,,) é limitada superiormente quando o conjunto z(N),

dos seus termos, € limitado superiormente.
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Defini¢ao 1.7 Uma sequéncia (z,,) € limitada inferiormente quando o conjunto x(N),

dos seus termos, € limitado inferiormente.

Definicao 1.8 Uma sequéncia (x,,) € limitada quando o conjunto x(N), dos seus ter-

mos, € limitado .

Definigao 1.9 Uma sequéncia (x,) € crescente quando x, < T,y1, para todo n € N.

Se vale x, < x,1, para todo n € N, diz-se que a sequéncia é nao-decrescente.

Defini¢ao 1.10 Uma sequéncia (x,,) é decrescente quando x,, > 41, para todo n €

N. Se vale z, > x,.1, para todo n € N, diz-se que a sequéncia € nao-crescente.

Definicao 1.11 As  sequéncias crescentes, decrescentes, nao-crescentes

e nao-decrescentes sao chamadas sequéncias mondtonas.

Definigao 1.12 Dada uma sequéncia x = (x,)nen de niumeros reais, uma subsequén-
. . .o~ ~ . . . /
cia de x € a restrigao da fungdo x a um subconjunto infinito N = {ny,ng, ..., n;, ...} CN,
r_
ondeny < mng < ---<n; <---. Escreve-se 2’ = () ey 0U (Tny, Ty, - -, Ty, - - ), PATG
indicar a subsequéncia.
Observamos que uma subsequéncia passa a ser vista como uma nova Sequéncia (Ty, )ien,

portanto uma fungao de dominio natural onde i — x,,, para cada i € N.

Proposicao 1.1 Para que uma sequéncia monotona seja limitada é necessario e Su-

ficiente que ela possua uma subsequéncia limitada.

Definigao 1.13 Diz-se que o numero real a € limite da sequéncia (x,) de nimeros

reais e escreve-se limx, = a, ou lim x, = a, quando para cada nimero real € > 0, dado
n—oo

arbitrariamente, for possivel obter um natural ng tal que |z, —a| < €, sempre que n > ny.

De modo equivalente temos,
limz, =a.= Ve >03dny € Nyn >ny = |z, —a| <e

Quando limx,, = a, diz-se que a sequéncia (x,) converge para a, ou tende para a e
escreve-se também x,, — a. Uma sequéncia que possui limite chama-se convergente. Do

contrdrio, ela se chama divergente.

Proposicao 1.2 Toda sequéncia convergente é limitada.
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Teorema 1.10 Toda sequéncia mondtona limitada é convergente.

Corolario 1.1 Se uma sequéncia mondtona (x,) possui uma subsequéncia conver-

gente, entao (x,) € convergente.

Teorema 1.11 (Teorema do Confronto) Sejam x, < vy, < z,, para todo n € N.

Se lim x,, = lim z,, = a entao limy, = a.

Teorema 1.12 Toda sequéncia limitada de numeros reais possut uma subsequéncia

convergente.

Definicao 1.14 (Sequéncia de Cauchy) Uma sequéncia (x,) de nimeros reais é
chamada sequéncia de Cauchy quando dado arbitrariamente um niumero € > 0, existe
ng € N tal que

m,n>ny = |x, —x,| <e.
Teorema 1.13 Toda sequéncia convergente é uma sequéncia de Cauchy.
Teorema 1.14 Toda sequéncia de Cauchy € limitada.

Teorema 1.15 Se uma sequéncia de Cauchy (x,) possui uma subsequéncia conver-

gindo para a € R entao lim x,, = a.
n—oo

Teorema 1.16 Toda sequéncia de Cauchy de nimeros reais € convergente.

Defini¢ao 1.15 Seja (z,) wma sequéncia de nidmeros reais. Diremos que
limz, = 400 (x, tende para +00) quando para todo nimero real A > 0 tomado ar-

bitrariamente, for possivel encontrar um indice ng tal que x, > A, para todo n > ng.

Defini¢ao 1.16 Seja (z,) wma sequéncia de nidmeros reais. Diremos que
limz, = —oo (x, tende para —oo) quando para todo nimero real A > 0 tomado ar-

bitrariamente, for possivel encontrar um indice ng tal que x,, < —A, para todo n > ny.
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Séries de Numeros

[e.9]
Defini¢ao 1.17 Seja (a,) uma sequéncia de nimeros reais. Definimos a série E n,

n=1
n

como sendo a sequéncia (S,) de nimeros reais, onde S, = E ag = a1+ as + ...+ ay,,

k=1
00

para todo n € N. Se existir o limite S = lim S,,, diremos que a série Z a, € convergente

n—oo " 1
e o limite S serd chamado de soma da série. Escreveremos entao
o0
S:Zan:al—i—ag—l—ang...—i—an—i—... .
n=1
o0
Se a sequéncia (S,) das reduzidas for divergente, diremos que a série Zan € diver-
n=1
gente.
o o
Teorema 1.17 Se Zan e an sao  séries  convergentes, entao
n=1 n=1
oo o
Z(an +b,) e Z b-a, , ondebe R, sio convergentes e
n=1 n=1
oo o0 o0 o0 o0
Z(an+bn) = Zan+2bn e Zb-an = b-Zan.
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

o0
Teorema 1.18 (Critério de Cauchy) A fim de que a série Z a, seja convergente,
n=1
€ necessario e suficiente que, para cada € > 0, exista um indice ng € N tal que

Qi1 + Qnpa + oot Ay <€

quaisquer que sejam n > ng e p € N.

oo
Teorema 1.19 Se a série E a, € convergente, entao lim a, = 0.
n—oo
n=1

Teorema 1.20 (Critério das Séries Alternadas) Seja (a,) uma sequéncia ndao

crescente, de termos nao negativos, com lima, = 0. Entao a série E (—=1)""a, converge.

n=1
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Teorema 1.21 (Critério da Comparagao) Sejam (a,) e (b,) duas sequéncias de

termos nao negativos. Se existem ¢ > 0 e ng € R tais que
n>ny — a, < cb,.
Entao,

1. an convergente — Zan convergente;

n=1 n=1

2. Zan divergente — an divergente.

n=1 n=1
Teorema 1.22 (Critério da Razao) Seja Zan tal que a,, # 0. Suponha que
n=1
lim Gntl] _ L.
n—oo | Ay,

1. Se L < 1, entdo a série é (absolutamente) convergente;
2. Se L > 1, entao a série é divergente;

3. Se L =1, nada se pode afirmar quanto a convergéncia da série.



Capitulo 2

Sequéncias e Séries de Funcoes

Definiremos convergéncias pontual, uniforme e demonstraremos alguns teoremas.

Apresentaremos teoremas sobre continuidade, derivacao e integracao termo a termo.

2.1 Sequéncias de Funcoes

2.1.1 Convergéncia Pontual

Definicao 2.1 Seja I um intervalo da reta. Uma sequéncia de funcgoes f, : I — R
¢ uma correspondéncia que associa a cada numero n € N uma funcao f,, definida
em I e tomando wvalores reais. Escreve-se (fi, fo, fsy- oy fny--.) 0w (fu)nen ou sim-
plesmente (f,) para indicar a sequéncia de func¢oes. Note-se que para cada © € I,

(fi(z), fo(x), f3(x), ..., fu(T),...) € uma sequéncia de nimeros reais.
Exemplo 2.1 Tome f, : R — R dada por f,(x) = z™. Neste caso, temos

(f1, for f35 ooy fry o) = (@, 2%, 2%, 2™, ).

Definicao 2.2 Uma sequéncia de fungoes f, : I — R converge pontualmente para a
fungao f : I — R quando, para cada x € I, a sequéncia de numeros reais
(fi(x), fa(x), ..., fu(x),...) converge para o nimero f(x). Ou seja para todo x € I fizado,

tem-se

lim fo(2) = f(@).

Em geral, a convergéncia pontual é denominada também de convergéncia simples.
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Por simplicidade na escrita, muitas vezes escreveremos f,, — f pontualmente em I,

indicando que a sequéncia de fungoes (f,) converge pontualmente para f em 1.

Exemplo 2.2 A sequéncia de fungoes f,(r) = Tfl converge pontualmente para
n
1
f(z) =z, pois lim f,(z) = lim s lim =z lim —— =z-1= f(x).
n

yvi f
fio
f2
f1

X

L . 1+ nz?
Exemplo 2.3 A sequéncia de fungdes f,(z) = converge pontualmente para
n
f(z) = |z| (fun¢ao modular). De fato, temos

1 2 1
lim f,(z) = lim |/ = lim g/~ + 22 = V2% = [a].

n—00 n—o0 n n—r00 n

Ay
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x
Exemplo 2.4 A sequéncia de fungoes f,(x) = nsen— converge pontualmente para
n
f(x) = z. De fato, temos

x T

. sen— sen—
lim f,(z) = lim nsen= = lim an—"= L
n—00 n—00 n n—00

= lim z
€T n—o00

=z-1=x= f(x).

i
n

Ja
f3

Ja

¥

fi

Exemplo 2.5 A sequéncia de fungoes f, : [0,27]

— R, definidas por
fn(z) = sen(nm —x)

- - . 7T
nao converge para fun¢ao alguma pois, tomando por exemplo ¥ = —,

4
2
tem-se que f, (%) = ((—1)”*1%_). Portanto, nao existe lim f, (Z) )

n—o00 4
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1 nx
Exemplo 2.6 A sequéncia de fungoes f,(r) = (1 + —) converge pontualmente
n

para f(x) = e* (fungdo exponencial). De fato,

) 1 nx ' 1 nqx
lim (1—}——) = {hm (1+—> } =e”.
n—o00 n n—o00 n

Exemplo 2.7 A sequéncia de fungoes f, : [0,1] — R, definidas por f,(z) = x", con-

1, sex=1
verge pontualmente para a funcdo f:[0,1] — R dada por f(x) =

0, se0<z<1.

De fato, parax = 1 temos lim f,(1) =1 epara0 < x < 1 temos lim f,(x) = lim 2" = 0.
n—00 n—00 n—00

f

Ja

fs
Ja

Jio
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Exemplo 2.8 A sequéncia de funcgoes f, : [0,1] — R, definidas por
fo(z) = 2™(1 — a™), converge pontualmente para a fun¢ao identicamente nula. De fato,

para x = 1 temos lim f,(x) = lim f,(1) = lim 1"(1 —=1") =0 e para 0 < x < 1 temos
n—00 n—00 n—0o0

lim f,(z) = lim 2"(1 —2") = 0.
n—oo n—oo

Retomando a defini¢ao de convergéncia pontual, uma sequéncia de funcoes f,, : I = R
converge pontualmente para a funcao f : I — R quando fixado = € I, tem-se que: dado

qualquer € > 0, pode-se obter um inteiro ngy, que depende de z e de ¢, tal que
n>ny = |fu(x) — f(z)| <e

Pode ocorrer que dado € > 0 fixo, nao exista um natural ng que sirva simultaneamente

para todo x € I.

Y

x
Exemplo 2.9 A sequéncia de fungoes f, : R — R, definidas por f,(z) = —, con-

n
verge pontualmente para a funcdao identicamente nula. De fato, firado x € R tem-se que

. z .
lim — = 0. Agora tomando, por exemplo, ¢ = 1, para cada n € N sempre existe um
n—oo N,

x x
z € R tal que |z| > n, dai |— — 0’ = u > 1. Portanto, neste caso, nao existe ng € N tal
n n

x x
quen>n0:>‘——0‘—|—<1,pamtodoxER.
n n

Exemplo 2.10 Vimos, no exemplo 2.7, que a sequéncia de fungoes f, : [0,1] — R,
fo(z) = 2™ converge pontualmente para a funcao f : [0,1] — R, onde f(z) = 0 se
1
0<z<lef(l)y=1. Fizee= 53¢ considere ng € N. Como lim 2™ =1, eziste § > 0
z—1—

tal que

l-d<z<]l = 2™ >

DN | —



CAPITULO 2. SEQUENCIAS E SERIES DE FUNCOES 14

Concluimos que para todo n € N ezistem pontos x € [0, 1) tais que

1
fale) = F@)] = 2" = 0] = [2"] > .

1
Neste caso, fixando € = 5 nao consequimos determinar ng tal que
1
n>nyg = |fu(z) — f(z)| < 3 Vo e 1.

Existem sequéncias de fungoes que quando fixamos € > 0 é possivel obter um natural
ng que sirva para todo x € I, isto é, ny depende somente de ¢ > (0. Nestes casos, a

convergeéncia f,, — f é chamada de convergéncia uniforme.

2.1.2 Convergéncia Uniforme

Definicao 2.3 Seja I um intervalo da reta. Uma sequéncia de funcoes f, : I — R
converge uniformemente para uma funcao f : I — R quando, para todo € > 0 dado, existe

ng € N tal que n > ny = |fu(x) — f(x)| <€, para todo x € I.
Da definicao temos,
[fu(@) = f(@)] <€ = —e < fu() = f(2) < e = f(z) —e < fulz) < f(x) +¢, Voel,

graficamente, significa que o grafico de f,, esta contido no que chamamos de faixa de raio
e em torno do grafico de f.

y“

f+e

~

f—e€
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Exemplo 2.11 Vimos, no exemplo 2.9, que a sequéncia de funcoes f, : R — R
dada por f,(z) = % converge para a fungao f(x) = 0, mas nao uniformemente. Agora
tomando f, : [a,b] = R, a sequéncia definida por f,(z) = % converge uniformemente
para f(x) = 0. De fato, considere € > 0. Seja k > 0 tal que |a,b] C [—k, k], logo |z| <k,

k
para todo x € [a,b]. Considerando ny € N com ng > — tem-se que
€

x x k
n>n0:>|fn(m)—f(x)|:‘ﬁ—0‘:’n—‘<n—0<€

portanto, a convergéncia € uniforme.

Exemplo 2.12 A sequéncia de fungoes f,(x) = a™ converge, mas nao uniformemente
para a fungdo f definida por f(z) =0 se0<x <1e f(l)=1em|0,1] (exzemplo 2.10).
No entanto, tomando 0 < § < 1 tem-se que f, — f uniformemente no intervalo [0,1—9].

Para provar que a convergéncia é uniforme, considere € > 0. Como lim (1 — )" = 0,
n—oo

existe ng € N tal que n > ng = (1 —0)" < €. Agora, para todo x € [0,1 — 0] temos que
n>ny = [z" —0[=2" <(1—-9)" <e,
portanto, f, — [ uniformemente em [0,1 — 4].

Teorema 2.1 Se uma sequéncia de funcgoes f, : I — R converge uniformemente para
uma funcao f : I — R e todas as f, sao continuas num ponto a € I entao f € continua

no ponto a.

Demonstracgao. Considere ¢ > 0. Tem-se que

[f (@) = fla)l < [f (@) = ful@)[ + | fulz) = fula)| + | fula) — fla)l.
Como f, — f uniformemente, existe ng € N tal que para todo x € I

n>ng = [f() - f@)] < 5.

Considere um n fixo tal que n > ng. Como f,, é continua, existe ¢ > 0 tal que
€
rel|r—al<d = |fulzx) — fula)] < 3

Logo, para todo = € I, |z — a| < §, tem-se que

€ € €

7(@) = F@) £ 1) = ful@)] + o) = fula)] +fuld) = fl@)] < S+ 5+ 5 =
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Corolario 2.1 Se uma sequéncia de fungoes continuas f, : I — R converge unifor-

memente para uma funcdao f: I — R entdo a funcao f € continua.

Provamos anteriormente que, a sequéncia de fungoes continuas f,(z) = 2™ converge
pontualmente para a fungao f : [0,1] — R definida por f(z) =0se0 <z <1le f(1)=1.
Além disso, no exemplo 2.10, provamos que a convergéncia nao é uniforme. Agora, usando
o Corolario 2.1, basta observar que a funcao f nao é continua para concluirmos que a
convergéncia nao ¢ uniforme.

Também provamos que, a sequéncia de fungoes continuas f, : R — R, definidas por
folz) = %, converge pontualmente para a funcao identicamente nula, mas a convergéncia
nao é uniforme. Este exemplo mostra que a reciproca do Corolario 2.1 nao ¢é valida.

O préximo Teorema afirma que se a sequéncia f, convergir monotonamente para uma

funcao f, valera a reciproca do Corolario 2.1.

Definicao 2.4 Uma sequéncia de funcgoes f, : I — R converge monotonamente para
a fungao f: I — R quando, para cada x € I, a sequéncia de nimeros (f,(x)) é mondtona

e, além disso, lim f,(z) = f(z).

Teorema 2.2 (Dini) Se uma sequéncia de fungées continuas f, : [a,b] — R con-
verge monotonamente para uma fungdo continua f : [a,b] — R, entdo a convergéncia é

uniforme.

Demonstragao. Dado ¢ > 0, para cada n € N, considere o conjunto
K, = {l’ € [aa b] ) |fn(x) - f(.??)l = 6} - [CL, b]

Afirmamos que K, é fechado, para todo n € N. De fato, seja (yx) uma sequéncia de
numeros em K, tal que klim yr = y. Segue que, |f,(yx) — f(yx)| > €, para todo k € N.
—00
Como f, ¢ f sio contfas, i | fu(ys) — F(u) = |fuly) — (1) > ¢, donde y € K,
—00

Para x € [a, b] fixo, como (f,(x)) é monétona, tem-se que

filz) < fola) < < fule) - < fla) ou fi(z) = falz) = -+ = falz) = -+ = f(z)

logo, a distancia de f,(z) a f(z) diminui conforme n aumenta. Segue dai que
|for1(z) = f(2)] > € = |fu(x) — f(z)| > €, portanto K, 11 C K,, para todo n. Assim,

Ky D KyD---DK, D...onde todos os conjuntos sao fechados e limitados.
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Se todos os K, fossem nao vazios terfamos (| K, # (). Mas (K, = 0, pois z € K,

para todo n € N implicaria |f,(z) — f(z)| > € para todo n, o que seria um absurdo, ja

aue lim f, () = f (z).

Logo existe ng natural tal que K,, = 0, e assim K,, = () para todo n > ng, ou seja,
n>ny = |fu(z) — f(z)| <e paratodo z € [a,b].

Portanto, a convergéncia é uniforme.

Definicao 2.5 Seja I um intervalo da reta. Uma sequéncia de funcoes f, : I — R
chama-se uma sequéncia de Cauchy quando, para qualquer € > 0, dado arbitrariamente,

for possivel obter ng € N tal que
m,n >nyg = |fm(x) — fulz)| <e,
qualquer que seja x € 1.

Proposicao 2.1 Seja f, : I — R uma sequéncia de fungoes. Suponha que, para cada

x fixro em I, dado € > 0, existe ng € N tal que
m,n>ny — |fm(x) - fn(x)’ <€
Entao, existe f: 1 — R tal que f, — f, isto €, lim f,(z) = f(x), para todo x € I.
n—0o0

Demonstracao. Para z € I (x fixado), segue da hipdtese que (f,,(z)) é uma sequéncia
de Cauchy de ntimeros reais, logo a sequéncia nimerica (f,(x)) é convergente. Entao para
cada x € I, existe um nimero f(z) tal que (f,(x)) converge para f(z). Assim define-se

uma funcao f : I — R tal que para todo z € I

lim f,(x) = f(x).

Teorema 2.3 (Critério de Cauchy) Uma sequéncia de funcoes f, : I — R é uni-

formemente convergente se, e somente se, é uma sequéncia de Cauchy.
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Demonstragao. Suponhamos que f, — f uniformemente. Dado arbitrariamente
€
€ > 0, existe ng € N tal que n > ng = |f.(z) — f(2)| < 5 para todo x € I. Portanto,

para todo x € I, se m,n > ngy tem-se
[Fn@) = Ja(@)] = (@) =S @)+ (@)= ful@)] < @) =S @) (@) = ful@)] < 545 = €.

Logo (f,) é uma sequéncia de Cauchy.

Reciprocamente, suponhamos que (f,) é uma sequéncia de Cauchy. Pela Proposi-
¢ao 2.1, a sequéncia (f,) converge pontualmente para uma fungao f : I — R, isto é,
Tllg{)lo fn(z) = f(x), para todo € I. Além disso, dado € > 0 arbitrario, existe ny € N tal
que

m,n >nyg = |fm(x) — fulz)| < %, para todo z € I.
Agora fixando n e x na desigualdade anterior e fazendo m — oo, teremos para n > ng

|f(x) = fu(x)] < % < €, para todo x € I. Isto prova que f,, — f uniformemente.

Corolario 2.2 Se as fungoes f, : [a,b] — R sao continuas e (f,) converge uniforme-

mente em (a,b), entdo a sequéncia (f,) converge uniformemente em |a,b|.

Demonstracao. Considere ¢ > 0. Como f, — f uniformemente em (a,b), pelo

Teorema 2.3, (f,) é de Cauchy em (a,b). Segue que, existe ny € N tal que
m,n>ng = |fm(x) — fulz)] < g para todo z € (a,b).
Por hipdtese as fungoes f,, : [a,b] — R sdo continuas, entao ilg}z fn(x) = fula), logo
[Fnl@) = ful@)] = 1 | (@) = fula)] < 5.

. Assim,

DO ™

De maneira analoga, temos que |f,,(b) — f,.(b)| <
m,n>ny = |fm(z) — fulz)] < g < €, para todo x € [a,b].

Portanto, (f,(z)) é sequéncia de Cauchy em |a, b e, pelo Teorema 2.3, (f,,) converge

uniformemente em [a, b].
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Exemplo 2.13 A sequéncia de fungées f, : R — R dada por f,(z) = sen(nz) ¢ uma
n

2
sequéncia de Cauchy. De fato, para todo € > 0 tome ng € N com ng > —. Dai, para
€

m,n > ng temos,

sen(mx)  sen(nz)

m n
sen(mzx) N sen(nx)

m n
1

n

o
<|=|+
m

< 1 n 1 € n €
—F+ —<-+4+-=c
T Ny T 2 2
Assim (f,) € uma sequéncia de Cauchy e portanto converge uniformemente para uma

sen(nx)

funcao f. Como lim =0 tem-se que f = 0.

n—oo n
Teorema 2.4 Seja (f,) uma sequéncia de fungdes continuas f, : [a,b] — R, que
converge uniformemente para uma fungao f : [a,b] — R. Sendo g,,g : [a,b] — R as

fungoes definidas por

i) = | hd e gl = / " ft,

entdo (gn) converge uniformemente para g. Em particular,
b

b
lim fn(x)dx:/ f(x)dx.

n—oo a

Demonstragao. Para = € [a, ], tem-se que

[0 sepa] < [ 10 - s

|9n () — g(x)] =

Considere € > 0. A convergéncia uniforme de (f,,) para f garante que existe ng € N

tal que
€

b—a’

para todo t € [a, b]. Portanto, para n > ng e x € [a, b], segue das desigualdades acima que

nzng = |falt) = ()] <

€ € €

i)~ o)l < [ =m0 <5

(b—a)=c¢

—a
Portanto, a sequéncia (g,) converge uniformemente para a fungdo g. Em particular,

lim g,(b) = g(b), isto é,

n—oo b

lim fn(:c)d:v:/ f(z)dz.

n—oo a
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Teorema 2.5 Seja (f,) uma sequéncia de funcoes derivdveis e com derivadas conti-
nuas em [a,b]. Se f! — g uniformemente em [a,b] e para um certo ¢ € |a,b], a sequéncia
numérica ( f,(c)) converge, entao (f,) converge uniformemente em [a,b] para uma fung¢ao

derivdvel f, tal que ' = g, isto €,

(fim £2) = Jim 5.

~ ~ ’ - ,
Demonstracao. Como as fungoes f,, sao continuas tem-se, pelo Teorema Fundamen-

ful) = fule) + / TR dt

Pelo Teorema 2.4, / fi(t) dt converge e além disso (f,(c)) também converge, por-

tal do Calculo, que

tanto f,(r) converge. Segue que existe f tal que, para todo = € [a,b], lim f,(x) = f(x)
n—oo

e, novamente pelo Teorema 2.4, f(x) = f(c) +/ g(t) dt. Portanto, f'(z) = g(z).

Vamos provar agora que a convergéncia f, — f é uniforme. Tem-se que,
Fle) = 0+ [ fult) dee f@) = o)+ [ att) at
Subtraindo as duas equagoes, obtemos
ule) = @) = £(0) = fl0)+ | ) - g(t) dt

e assim,

[ful@) = f(2)] < |fule) = fO)] +

/ L) — glt) i

Considere € > 0. Como f — g uniformemente e f,(c) — f(c), existem ny, ny naturais

tais que

n>m o= |fi(t)—g(t)| < e n>ny = |fale) = f(O)] < 5.

Tomando ny = max{ni,ns} e n > ny tem-se, no caso em que ¢ < x,

@) = f@I <5+ [ grm < §+ gl =0 < S+ b0 =

Ainda considerando n > ng no caso = < ¢,

|ful2) = f(@)] < | fule) = f()| +

/ (f.(t) — g(t)) dt| e consequentemente,

|fn(w)—f(x)|§§+/x st S s e S5 g P =
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Assim, n > ng = |fu(x) — f(x)| <€, para todo z € [a,b]. Portanto, a convergéncia

é uniforme.

2.2 Séries de Funcoes

Defini¢ao 2.6 Dada uma sequéncia (f,) de funcgoes f, : I — R, definimos a série de

fungoes
oo
> I
n=1

como sendo a sequéncia (S,) de funcoes S, : I — R, tal que

Sh ::ji:jkv
k=1

para todo n € N.

o

Defini¢ao 2.7 Se (S,) converge simplesmente para f, entdo a série de fungoes Z fn
n=1
converge simplesmente para f. Neste caso, escrevemos Z fo=1.
n=1

Definigao 2.8 Se a sequéncia de funcoes (S,) converge uniformemente para a fun¢ao

f, entao a série de fungoes E fn converge uniformemente para f.

n=1
Teorema 2.6 (Teste M de Weierstrass) Seja (a,) uma sequéncia de nimeros e
(fn) uma sequéncia de fungoes f, : I — R tais que:

oo
1. g a, € convergente;

n=1

2. |fu(x)| < ay para todo n € N e todo x € I.

oo oo
Entao, a séries de fungoes Z fne Z |fu| convergem uniformente.

n=1 n=1
oo
Demonstracao. Fixado z € I, como |f,,(x)| < a,, paratodon € Ne Z a, é conver-
n=1

o0

gente, pelo teste da comparacao para séries numéricas, concluimos que a série E fu()

n=1
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converge absolutamente. Portanto, ficam bem definidas as fungbes f(x Z fulz
= Z | fn(x)|. Para provar que as convergéncias sao uniformes, tome S,, = Z fr e

T, = Z |fi|. Para cada = € I e n € N, tem-se

k=1
[F(@) = Sul = D @) <D (@) < ar e
k>n k>n k>n
9(2) = Tul = 3 1) < 3 o
k>n k>n
(o]
Considere ¢ > 0. Como Z a, € convergente, existe ng € N tal que
n=1
n>nygy — ar — ak—Zak < €.
k>n

Logo, para n > ng e para todo x € I, tem-se que,

| f(x) = Syl Szak<€ e |g(x) =T, SZak < €.

k>n k>n

Portanto, (5,) e (1,) convergem uniformemente para f e g, respectivamente, isto é,
o o

as séries de funcoes E fne E | fn| convergem uniformente.

n=1 n=1
|
[e.e]
Teorema 2.7 Seja f = E fr uma série uniformemente convergente de funcgoes con-
k=1

tinuas fy, : [a,b] = R. Entdo f € continua e tem-se que

k=1

Demonstragao. Considere S, Z fe=f+fo+-+ fo. Temos que cada S, é

continua, pois é soma de funcoes Contlnuas e como S, — f uniformemente concluimos

que f é continua. Pelo Teorema 2./, concluimos que

/ f = lim S
n—oo
Assim,

[r=m Zﬂ}gé[m



CAPITULO 2. SEQUENCIAS E SERIES DE FUNCOES 23

Portanto,
b 00 b
[Xm=> [ 5
¢ k=1 k=17
[ |
Teorema 2.8 Seja an uma série de funcoes derivdveis, com derivadas continuas
n=1
no intervalo [a,b]. Se an(c) converge para um certo ¢ € [a,b] e a série Zﬂl =g
n=1 n=1

o0

converge uniformemente em [a,b], entao an = f converge uniformemente em |a,b] e
n=1
f € derivavel, com f' = g. Ou seja,

= 1.

n
Demonstracao. Considere S, = E fi =i+ fo+- fn. Temos que cada S,, é deri-
. . k:1 ~ . . .
vavel com derivada continua, pois é soma de fungoes derivaveis com derivadas continuas.
Temos também que existe ¢ € [a,b] tal que S,(c) é convergente e que

S; = fi+fotF f,; converge uniformemente para uma funcao g. Entao, pelo Teorema

2.5, (S,) converge uniformemente para uma funcao derivavel f, com f’ = g. Portanto,

F=Y fiet'=> k.
k=1 k=1

[ |
o0
Teorema 2.9 Uma série convergente f = E fn de funcoes continuas nao negativas
n=1
(o)
fn em [a,b] € uniformemente convergente se, e somente se, f = E fn € uma funcao
n=1

continua em [a, b].

o
Demonstracgao. Seja f = Z fn de funcoes continuas nao negativas f, em |[a,bl.

n=1
[e's)

Suponhamos primeiramente que E fn € uniformemente convergente, isto é, a sequéncia
n=1
de somas parciais (5,) converge uniformemente para f. Como cada S, é continua e a

convergéncia é uniforme, f é continua em [a, b].



CAPITULO 2. SEQUENCIAS E SERIES DE FUNCOES 24

Reciprocamente, suponhamos agora que f é continua. Como cada funcao f, é nao
negativa a sequéncia de somas parciais S, = f; + ... + f, é uma sequéncia mondtona de

fungoes continuas convergindo para uma funcgao continua, logo pelo Teorema de Dini, S,
oo

converge uniformemente, isto é, f = E fn € uniformemente convergente.

n=1



Capitulo 3

Séries de Taylor

Neste capitulo apresentamos um importante exemplo de séries de fungoes denominadas

de séries de Taylor.

3.1 Aproximacao de Funcgoes por Funcgoes Polinomi-

ais

Uma funcao polinomial é uma funcao p : R — R definida por uma expressao
p(z) = ap + a17 + agz® + - + a, 2"

onde ag,aq,...,a, sao constantes reais. Inicialmente, observamos que uma funcao poli-
nomial

p<35) = a9+ a1x + a2$2 4+t an_1$n_1 + anZEn

fica completamente determinada quando se conhecem seu valor e o de suas derivadas até
a ordem n, no ponto 0. De fato, temos que p(0) = ay.

Considerando a derivada de p(z),
P (z) = a; + 2a9x + 3asx® + dagx® + -+ (n — Da,_12" 2 + naya™
obtemos, p'(0) = a;. Continuando a derivagao sucessivamente,
p'(z) = 2ay + 2 - 3azx + 3 - dagx® + -+ (n —2)(n — Dap,_12" > + (n — Dna,a™ 3,

p"(r) =2-3a3+2-3-dagx+---+(n—3)(n—2)(n—Da,_ 12" *+ (n—2)(n — Dna,a" >,

25
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obtemos p”(0) = 2as, p”(0) =2 - 3az = 3laz. Derivando até a ordem n teremos

pW(0) = 4lay, p©(0) = 5las, --- ,p™(0) = nla,.

*®) (0
Portanto, a; = b k'( ) para todo 0 < k < n, onde consideramos 0! = 1 e assim
p(0)  p0)  p'0) 5 P"(0) 4 p™(0) .,
plo) = F et e g e e

De modo anéalogo, considerando um nimero real a e o polindmio

p(z) =ap+ai(zr—a)+ay(z—a)’+ - +ap1(v—a)" " +a,(z—a)"

teremos

Defini¢ao 3.1 (Polinémio de Taylor) Seja uma funcio f : I — R, n vezes deri-
vavel num ponto a € I, onde I é um intervalo da reta. O polinomio de Taylor de ordem

n de f no ponto a € o polinomio

p(x):M+M(x_a)+L@( — )2+L@<$_a)s+...+

o 70(a)
0! 1! 2! 3!

n!

(x —a)".

Este € o unico polinomio de grau < n cujas deriwvadas, desde a ordem zero até a ordem

n, no ponto a coincidem com as derivadas correspondentes de f no ponto a.

Antes de enunciarmos o Teorema que estabelece a aproximacao de uma funcao f com
o seu polinomio de Taylor, provaremos um Lema que serd usado na demonstracao do

1mes1no.

Lema 1 Seja r : I — R n vezes derivdvel (n > 1), no ponto 0 € I. A fim de que
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Demonstragao. Inicialmente, usando inducao sobre n, mostraremos que a condicao

é necessaria. Para verificar a validade para n = 1, suponha r(0) = r/(0) = 0. Temos que

lim r(z) = lim r(z) = r(0) =1r'(0) = 0.
=0 z—0 z—0

Suponhamos agora a validade para n — 1. Suponha

Usando a hipétese de inducgao aplicada para a fungao r’, concluimos que

r'(z)

lim = 0.
z—0 pn—1
Segue que dado € > 0, existe § > 0 tal que
r'(x
O0<lz|<d= <—1> < €.
"

Usando o Teorema do Valor Médio aplicado a funcao r, segue que existe ¢, 0 <| ¢ |<]| z |

—r(0
tal que 7’'(c) = Lg(), logo | 7'(c) |= ri) , dividindo ambos os membros por 2"
T — x
/
obtemos @ — |z (Cz . Dai, observando que 0 < H < 1 obtemos
il " T
0<|z|<d= ri@)| |9 _ |7 - <e
xrn xn—1 cn—1 xn—1
Portanto,
tim ") g,
z—0 ™

Agora, usando inducao sobre n, mostraremos que a condicao é suficiente. Para n =1,

r(z)

suponha lim———= = 0. Segue dai que,
x—0
r(0) = lim r(z) = lim Mm =0 e 7(0)=1lim r() = r(0) = lim r(@) = 0.
x—0 x—0 2 z—0 ,I‘—O x—0 2
. . r(x) . .
Suponha a validade para n — 1. Suponha que hr%— = 0. Considere a funcao ¢
z—0 ™
) (0
definida por ¢(x) := r(z) — T—f)x”. Temos que lirr(l)(p(xz = 0, logo usando a hipdtese
n! =0 "™
de indugao concluimos que
2(0)=¢'(0)=... =" V() =0
Da definicao de ¢, temos que 7(0) = 7/(0) = ... = r™D(0) = 0. Agora como

0™ (z) = r™(x) — r™(0), temos ™ (0) = 0.
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Temos entdo, p(0) = ¢'(0) = ... = " (0) = ©™(0) = 0, e usando a primeira parte
da prova, concluimos que limM = 0.
O e ™0
n)(( _(n
Logo, 0 = lim@ = hmr(x) _ o) = ( ) Portanto, r™(0) = 0.
=0 " =0 " n! n!
n

Observagao. As duas implicagoes demonstradas no Lema 1 sdo 6timos exemplos de

prova usando indugdo e se encontram em [4].

Teorema 3.1 Seja f : I — R, onde I é um intervalo, n vezes derivavel no ponto

a € I. Entao, para todo h tal que a+ h € I, tem-se que

f"(a) f"(a)

fla+h) :f(a)+f’(a)-h+T-h2+---+ o h" +r(h),
onde lim r(h) = 0.
h—0 N
Demonstracao. Considere
" (n)
) = flo+ 1) = 0 = f'a) = L L g
Temos que 7(0) = 0, 7'(0) = f'(a) — f'(a) = 0 e "(0) = r"(0) = --- = r™(0) = 0.
Portanto, pelo Lema 1, concluimos que
. r(h)
A e =

Observacao. Se no enunciado do Teorema 3.1 colocarmos a + h = x teremos

f"(a)
2!

~
Polinémio de Taylor

(z—a) 4+

onde lim ﬂ

=0.
T—a (,j[,‘ — a)"

Definicao 3.2 Dizemos que uma funcao f : I — R € de classe C", e escrevemos

fec”, quando f én vezes derivdvel em I e f™ é wma funcdo continua em I.
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3.2 Foérmula de Taylor Com Resto de Lagrange

Teorema 3.2 (Férmula de Taylor com resto de Lagrange) Seja f : [a,z] — R

de classe C" ', n vezes derivdvel no intervalo aberto (a,x). Entao existe c € (a,x) tal que

" (n—1) (n)
f(x) = f(a)+f’(a)-(x—a)+f2<!a) _(x_a)2+m_'_j(1nfll(;),(x_a)n1_'_fn—!(c)_<$_&)n’
f™(c) . . . ,
onde R,(x) = o (x — a)™. Escrevendo x = a + h, isto equivale a dizer que, eriste

c € (a,a+ h) tal que

"(a) f0 D (a) AR

/ X B2 Cpn—1 N
fla+h)= f(a)+ f'(a) - h+ 1 h™+ ..+ 1) R+ . h".
Demonstragao. Considere ¢ : [a, x] — R definida por

0

p(t) = flx) = f(t) = f(O) (& —1) — ... — (n—1)!

(=t = — (1)

onde a constante K ¢é escolhida de modo que ¢(a) = 0.
Como p(z) = 0, usando a hipdtese sobre a funcao f, concluimos que a fungao ¢ satisfaz

as condigdes do Teorema de Rolle, logo existe ¢ € (a, z) tal que ¢'(c) = 0. Derivando ¢(t)

temos,
G (t)(z — t)? @) (¢) (2 —
¢ == (100 + 120 - 0 - oy + LOE=E o 220,
JO@) (@ — 1) fO) (x —t)? fO) (@ -t Kz —t)"t
LTS TGS ST T SR
(K = () et
= = 1! (x —t)"h
_ (e
Como ¢'(c) = 0 temos (K(ni—l)('))@ — )"t =0, logo K = f((c). Portanto,
"(a (=1 (g () (¢
f(x) = f(a)+f/(a)-(1‘—a)+f2<! )‘(x_a)2_|_m_‘_];nf1()!),($_a)n—l+fT!()‘(z_a)n‘

Teorema 3.3 (Unicidade da Férmula de Taylor) Seja f : [a,2] — R de classe

C"1, n vezes derivdvel no intervalo aberto (a,x), tal que

f(zx) =ap+ay - (x—a)+ay-(x—a)*+...+ap1-(x—a)" " +g(x)

J/

TV
poliémio p(x)

f*(a)
R

onde lim 9(z)

A = gy = 0. Entao aj, =

para k=0, 1, 2,...n— 1.
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Demonstracao. Com as notacoes do Teorema de Taylor com resto de Lagrange,

subtraindo as duas equagoes, temos

o= 1@+ = 2 oy fon = T oo s - %] (!

) (¢ T
LA )(:U —a)" — g(x). Como lim 9(@)

= 0, concluimos que
n! z—a (x —a)*!

= Ru() = g(z) =

. , 9(x)
1 = lim —~—.
a:l—r}tlzg(x) I1—>Hé (1‘ — a)”_l

exceto o primeiro, tendem a zero, logo ag = f(a).

(x—a)* ' =0-0=0. Assim, quando x — a, todos os termos,

A seguir, dividimos todos os termos por (z — a) e obtemos

[al - M] N { - f_<>} (r—a) 4t { . f<_><>] (o — i — Fle) = 9@)

1! 2! (n—1)! (x —a)
f'(a) :
Novamente fazemos x — a e obtemos a; = TR Continuando desse modo, obtemos
as igualdades
f”(a) f’”(a) f(”_l)(a)
=" a3="—,...,0,1 = ———=.
S THE e S T (O ]
(n—1) R _
No dltimo passo, teremos a, 1 — / (a) = n(7) g(x)) onde o primeiro termo
(n—1)! (x —a)nt

desta equacao nao depende de x e no segundo termo temos uma fragao com denominador
tendendo a zero quando x — a, portanto concluimos que R(x) = g(x) numa vizinhanga

do ponto a. [ ]

Proposicao 3.1 Sejam I um intervalo da reta e f : I — R uma funcgao infinitamente
derivdvel. Se existe uma constante K > 0 tal que |f™ (x)] < K", para todos n > 1 e

x € I, entdao, fitado um a € I tem-se que:

> £(n) (g
f) =S L gy,

n:
n=0

f"(a)

n!

o0
Neste caso a série f(x) = Z

n=0

(x —a)" € denominada série de Taylor de f em a.

Demonstracgao. Considere a € I e n um nimero natural. Como f ¢é infinitamente

derivéavel, segue do Teorema de Taylor com resto de Lagrange que

"L f9(a . (n+1) (¢
10 = 25 e - G-
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para algum c entre a e x. Assim f(z) = S,(x) + R,(z), onde
J"(a) f™(a) w, S (a) n
Su(z) = f(a)+ f'(a)-(x—a)+ T a)2+"'+W'($—a) +m'($ a)™*!
e
_ () n (Klz —a))""
Ry ()| = m (v —a) < W
. (K|z—a))™™ , :
Como 7}1_{20 W = 0, concluimos que nh_)rgo R, (z) = 0 e portanto
f: A (x —a)".
n=0 '

Vamos aplicar os resultados obtidos até agora para determinar as séries de Taylor da

fungao Exponencial, da fungao Seno e da fungao Cosseno.
Exemplo 3.1 (FungGes Seno e Cosseno) As fungoes trigonométricas f(z) = senx
e g(x) = cosx sao infinitamente derivdveis em R e temos que
f(z) = sen(x), f'(z) = cos(x), f* (x) = —sen(), fP(z) = —cos(x), f () = sen(x),
g(x) = cos(w), ' (x) = —sen(x), " (x) = = cos(w), ¢V () = sen(x), g () = cos(a).
Continuando, concluimos que

sen®) ¢ = (—=1)"sen x e sen®"+Y

x = (—1)"cosz;
cos®™ z = (=1)"cos(x) e cos® D (z) = (—1)" sen(z),
e portanto,
sen® (0) = 0 e sen® Y (0) = (=1)™;
cos®(0) = (=1)" e cos® TV (0) = 0.
Como |f™(z)| < 1 e |g™(z)| < 1, para todo n € N e para todo x real, usando a

Proposicao 3.1, com a = 0, concluimos que

[o¢] o0
_ / k)(o )" S at ab At
senle) = 2,7, CRSTUAETEE SR S
k=0 n=0
e
g(k o n 1'2 $4 .CE6
cos(z) = :Z _E—'—I_a—iﬁ”

k=0 n=0
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Exemplo 3.2 (Funcao Exponencial) Como a fun¢io f(x) = € é infinitamente

derivdavel em R, usando a formula de Taylor com resto de Lagrange, com a = 0, podemos

escrever, para algum c entre 0 e x:

f"(0) FO00) e, £7()
o a:2+...—|—(n_1>!:v + o T

e = f(0) + f(0)z +

Como f(0) =1 e f™(z) = ¢e®, temos f™(0) = 1 para todo n € N. Assim,

2 3 n—1 n
x* T x f™(c)
T n
ef=142+—=+—+...+ + T
2! 3l (n—1)! n! =
ou ainda,
n—1 c
x e
X __ - _ n
e = ol + n':r;
k=0
:L.n
Agora, usando o fato de que a funcao Exponencial € crescente, e sabendo que lim —~ = 0
n—oo MN!
obtemos:
e x|" x|"
sed<c<ux, |—x"|=¢€° 2] Sewu
n! n! n!
e
eC T n T n
sex<c<0, |—a"| =e€° =] < e u,
n! n! n!
logo,
e z|" z|"
0< |—=a" :ec-L < maac{eo,e””}-u -0
n! n! n!

C

’ . e
Usando o Teorema do Confronto, concluimos que lim —|9:” =0 e portanto
n—oo MN!

k

o0
P
k!
k=0
Em particular, fazendo x =1, obtemos o nimero e como soma de uma série:

=1 1 1 1 1
GIngzl—i-l—Fg—f‘g—f‘a‘i‘a—i-"'.
=0

3.2.1 O Numero e é Irracional
Usando a série que define o niimero e, vamos mostrar que e é um numero irracional.

/7 . e m . /7
Suponhamos, por absurdo, que e é racional. Dai e = —, com m,n naturais, além
n

disso como 2 < e < 3 teremos n > 2.
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= 1 1 = 1
Escrevendo e = Z i S, + R, onde S, = i e R, = Z ik segue que
k=0 k=0 k=n+1
S R U S S PR - ! -
S+ D! (n+2)! (n+3)! C (n+1)! n+2 (n+2)(n+3)
e assim,
1 1 1 1
R, <— |1 e
N O T T R g P P }
Usando a férmula da série geométrica, obtemos
1 1 1 n+2 1 n+1l 1

n =

. = < .
m+D! 1-—5 e+ ntl  (n+1) n nln

1
Portanto, S, <e < S, + — .
nln

Multiplicando a desigualdade acima por n!, obtemos
1

nlS, <e-nl<nlS, + —

n

donde,

m 1
nlS, < —-nl<nlS,+— <nlS, +1,
n n

e simplificando,

nlS, <m(n— 1) <nlS, + 1.
n! n! | , .
Observando que n!S,, = 2n! + 51 + -+ — ¢ um nimero inteiro, chegamos a uma
! n!
contradigao, pois o inteiro m(n — 1)! se encontra entre os inteiros consecutivos nlS, e

nlS, + 1.



Capitulo 4

Séries de Poténcias

) (o
A série de Taylor Z f—('o) - (x — x0)" definida anteriormente é um caso particular

n
n=0

de séries de poténcias, isto é, séries da forma

o0
Z an(x — x0)"
n=0

onde ag, ai, as, ... sao numeros reais. Nesse caso, temos uma série de funcoes f, : R — R
definidas por f,(z) = a, - (z — x)", infinitamente derivaveis.

Neste capitulo, aplicaremos os resultados de séries de fungoes no caso particular de
séries de poténcias. Por simplicidade de notagao, consideraremos o caso xy = 0, ou seja,
as séries da forma

o0
Zanx”:ao—l—a1x+-~'+anx”—|—-~
n=0
O caso geral se reduz a este pela mudanca de varidveis, trocando x — xg por .
o0
Proposicao 4.1 Suponhamos que a série de poténcias Z a,x" converge em um ponto
n=0
x =c#0. Entdo a série converge absolutamente para todo x tal que |x| < |c|.
oo
Demonstracao. Como Z a,c" converge, segue-se que a,c” — 0. Logo, essa sequén-
n=0
cia é limitada e assim existe M tal que |a,c"| < M, para todo n natural. Fixemos agora

um z tal que |z|<|c|, temos entao

x|n x|n
ana"| = lane”| || < M|
c
o
~ , - T |m s ~
Como |—| < 1, entao a série E M ‘— converge e pelo critério de comparagao, a
c c
n=0
oo
série E a,x" também converge. ]
n=0

34
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Segue dai, o seguinte Corolario.

o0

Corolario 4.1 Suponhamos que a série de poténcias E a,x" mao converge em um
n=0
ponto x = a # 0. Entao ela nao converge, também, para todo |x| > |al.

[o¢]
Teorema 4.1 Dada a série de poténcias E a,x", uma das possibilidades deve ocorrer

n=0

1. A série converge absolutamente somente para x = 0;
2. A série converge absolutamente para todo x real;

3. Existe um numero real R > 0 tal que a série converge absolutamente no intervalo

(=R, R) e diverge para |z| > R.

Ocorrendo o item 3., dizemos que R > 0 € o raio de convergéncia da série. Também

dizemos que o raio €, respectivamente, zero e +00, nos casos 1. e 2..

Demonstragao. Seja D = {z € R; Z a,x" converge absolutamente}. Temos que D

n=0
é nao vazio, pois 0 € D. Se D = {0}, a série converge absolutamente somente para z = 0.

Se D =R, a série converge absolutamente para todo z real. Suponhamos entao D # {0}

e D # R. Segue que existe b # 0 real tal que Z a,|b|" diverge e usando o Corolario 4.1
n=0
concluimos que D C [—]b], |b]], logo um conjunto limitado. Além disso, existe a # 0 tal

(o ¢]
que E an|al® converge.
n=0 5 .
Como o conjunto D é nao vazio e limitado, existe um numero real R supremo do

conjunto D ( menor cota superior de D).

Temos que 0 < R < |b|, pois |a| € D e |b| é uma cota superior de D.

Afirmamos que Zanx" converge absolutamente quando |z| < R e diverge quando

n=0

|z| > R.

oo
Se |z| < R, existe r € D tal que |z| < r < R e pela Proposicao 4.1, Z a,u” converge

n=0
[eS)

absolutamente quando |u| < r, entdo em particular Z a,x" converge absolutamente.

n=0
o0
Se || > Re E a,x™ convergisse, entdo tomando o tal que R < xy < |z| terfamos
n=0

xo € D, o que contradiz que R é o supremo de D.
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Corolario 4.2 Seja dada uma sequéncia (a,) de nimeros reais nao nulos. Se eziste

[e.e]
0 < R < oo tal que lim = R, entao a série de poténcias E a,x" tem raio de
n—oo (LnJrl
. n=0
convergencia R.
Demonstragao. Como
1
| appa™t . 2] 2|
lim | ———| = lim = —,
n—00 anx™ n—oo | Gy R
An+41
- NS on || .
o teste da razao garante que a série g a,x" converge absolutamente se R < 1 e diverge
n=0
x
se u > 1.
R

o0

Portanto, a série g a,z" converge se |z| < R e diverge se |z| > R ¢ o Teorema 4.1

n=0

(o9}
garante que o raio de convergéncia da série E ap,z” éigual a R.

n=0

o0

Teorema 4.2 Seja R > 0 ou R = 400 o raio de convergéncia da série Zanx".
n=0
Entao a série converge uniformemente em |x| < ¢ para qualquer 0 < ¢ < R.

oo
Demonstracgao. Seja z( tal que ¢ < g < R. Como a série E a,T( converge, segue

n=0
que o termo geral tende a zero. Em particular, existe M > 0 tal que |a,z{| < M, para

todo n. Assim, para |z| < ¢, temos

" c\"
lanx"| = |apzg| | —| < M (—) :
o0 c n
Como a série E (—) converge, aplicando o Teste M de Weierstrass concluimos que
Zo
n=0

a convergéncia € uniforme.

Observacao: Se o raio da série ¢ infinito, a demonstracao mostra que a convergencia
das séries de poténcias além de absoluta é uniforme em qualquer intervalo limitado.
Aplicaremos a seguir os resultados estabelecidos para Séries de Fungoes no caso par-

ticular de Séries de Poténcias.
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o0

Proposicao 4.2 Se a série de poténcias E ap,x" tem raio de convergéncia R > 0,
~ n=0
entao:

1. A fungao f: (—R,R) — R, dada por f(z Zanx é continua;

n=0
v = ay nil ‘ /o
2. Para todo x € (—R, R), temos ft)dt = Z " Em particular, a série
0 —n+ 1

do sequndo membro tem raio de convergéncia maior ou igual a R.

Demonstracao. Seja f, : (—R,R) — R a funcdo dada por f,(z) = a,z". Temos
que f = Z fn em (=R, R), onde as fungdes f,, sao continuas e pelo Teorema 4.2 a

convergeéncia é uniforme em [—r, 47| para todo 0 < r < R. Segue do Teorema 2.7 que f

é continua em |[—r, +r] para todo 0 < r < R, portanto continua em (—R, R). Além disso,

xT r ©O© oo T oo an
f(t)dt:/ > apttdt =) / ant"dt = "

[
Teorema 4.3 Se a série de poténcias f: a,x" tem raio de convergéncia R > 0, entao:
n=0
1. A fungao f: (—R,R) — R, dada por f(x Zan " € infinitamente derivdvel;
2. Para todo n € N, temos f*(z) = i(nﬁ—!k)!anx”k, para todo x € (—R,R),

e a série que define a funcio da derivada de ordem k, f®), também tem raio de

convergéncia R.

Demonstragao. Seja f(x Zanx definida em (=R, R).

n=0
s n!
Primeiramente vamos provar que paran = 1, a série E —1 nT E na,r" !
n JR—
n=1
tem raio de convergéncia R e que f'(z E na,x™ .
Seja R o raio de convergéncia da série E na,z" . Para todo inteiron > 1ez € R

n=1

tem-se |nap,z"| > |ayx"|. Assim,  se E na,z"~' converge, entdo



CAPITULO 4. SERIES DE POTENCIAS 38

o o

x g na,z" = g na,x" converge e por comparacao, concluimos que E a,x" tam-
n=1 B n=0

bém converge. Portanto, R < R.

Agora, para0 <x < Re 0 < x+ h < R, temos

f(x+h})l (Zanaerh Z“n> Z x+h |

Pelo Teorema do Valor Médio, segue que para cada n > 1 existe ¢, € (z,x + h) tal que
(x 4+ h)" — 2"

7 =n(c,)" ", portanto

f(z+h) h 1
Znan )"

Como |na,x™" 1\ < ‘nan )" E na, (c,)"" converge absolutamente, entao pelo
teste da comparacao a série E na,xr"” 1 também converge absolutamente. De maneira

n=1
oo

z . 71 ~
analoga, se —R < z < 0, a série E nay (¢,)"”" converge absolutamente. Temos entao
B n=1
que R > R e as duas séries tém mesmo raio de convergéncia. Agora, defina a fungao

g: (=R, R) — R, dada por g(x Znan "1 Pelo item 2. da Proposicio 4.2, temos

n=1
/xg(t)dt = i nT = i a,x" — agp.
0 n=1 n=1

Para |z| < R, utilizando o Teorema Fundamental do Célculo, temos

(@) = glz) = 3 naya"

Por hipétese de inducao suponha que f é m vezes derivavel, e que

fim(x) = m%x 5

n=m
com raio de convergéncia R. Pela primeira parte, f(™ é derivavel e a série de poténcias

que define ( f (m)), = fm+D tem raio de convergéncia R e é tal que

[e.e]

|
(m+1) — n— . n—m—1
f (:C>— Z (n_m)'<n m)anx )
n=m-+1
ou ainda,
° !

(m+1) 1) = n an ™™ (m+1).
= 2 ™
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o0

Corolario 4.3 Se a série de poténcias E a,x" tem raio de convergéncia R > 0,
n=0
= a
~ s . A . mn 7 . A .
entao a série de poténcias g —1x”+1 também tem raio de convergéncia R.
n=0 n+
Demonstracao. Basta observar que
o o0
n __ d an n+1
apx" = — x" .
dz n+1

Portanto, pelo Teorema 4.3, ambas as séries tem raio de convergencia R.

[
Corolario 4.4 Suponha que série de poténcias Zanx” tem rato de convergéncia
n=0
: . S n A
R >0, eseja f:(—R,R) — R a fungao dada por f(z) = Zanx . Entao a, = )
n!
n=0
para todo n > 0, e portanto Zanx" ¢ a série de Taylor de f.
n=0
|
Demonstracgao. Segue do Teorema 4.3 que, f™(0) = %an = nla,, portanto
n—mn)!
_ f™(0)
ool
[

[e.e]
Exemplo 4.1 (Fungao Logaritmica) Considere a serie geométrica Z(—l)kxk, onde

k=0
|z| < 1. Temos que
< k., k 2 3 k. k 1
Z(—l)le—aﬂ—m -4 .4 (D)4 = :
1+
k=0
Usando o Coroldrio 4.2 temos que
ST U Gl S I
=l ’W =
e assim a Série Z(—l)kxk tem rato de convergéncia R = 1.
k=0 .
Como In(1 + ) = / 1——i—tdt’ obtemos, usando a Proposicao 4.2 que,
0

ln(l—i—x):/ Z(—l)ktkdt:Z/ (—=D)*tkdt, e portanto
0 =0 0
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In(1+ ) = i L
k1

k=0
também com raio de convergéncia igual a 1.

Exemplo 4.2 (Fungao Arcotangente) A funcao arctan : R — (—g 2) definida

por tan(z) = y <= arctan(y) = x, € a funcdo inversa da funcao tangente chamada de

funcao arcotangente.

oo
Considere a série de poténcias Z(—l)”x2n, série geométrica de raio iqual a 1.
n=0
Temos que
o0
— 1+ 22

Tl
Como arctan(x) = / ———5dt, obtemos para |z <1,
o 1+t

arctan(x / 1) dt = Z / D™ dt, e assim

00
x2n+l 3 5 7

o’ x
t = —1)" T4z
arctan(z) ;( S 375 7
Exemplo 4.3 (Funcao Exponencial) Considere a série Z , cujo rato de con-
n=0
vergéncia € +00.
Sejam f(x) = Z x_' eg(x) =e - f(x), definidas em R. Segue do Teorema 4.3, que
n!
n=0
D e e R D B ()
_n:1 n! _n:1 (n—l)!_nzo n! '
Portanto, ¢'(x) = (e7® - f(x)) = —e *f(x) + e - f'(x) = 0 e consequentemente, a

fungao g é constante.

Como f(0) = 1, seque que e * - f(x) = 1 para todo x € R. Portanto, obtemos

novamente que

8
3

o0
=2
n=0



Capitulo 5

Aplicacoes

5.1 Construcao das Funcoes Seno e Cosseno sem o

uso da Geometria

Como uma aplicagao da derivagao termo a termo das séries de poténcias faremos uma
construcao rigorosa das fungoes trigonométricas, sem o uso da geometria. Vamos obter

alguns resultados para as fungoes seno e cosseno e as formulas da soma de arcos.

Comecamos considerando as seguintes séries de poténcias:

n

_OO(—l) o 2 xt 1S
C<x>‘zo(2n)!x “legta et

> —1)" 3 5
S(l’) _ Z ( ) x2n+1 _ xz T x

+ —_— — e e s
(2n +1)! 13t 5!
n=0
Aplicando o teste da razao, concluimos que as duas séries tem raio de convergéncia
infinito, logo definem fungoes infinitamente derivaveis em R.

Temos que ¢(0) =1 e s(0) = 0. Agora,

41
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— f: TL 2n+1 2n+1
= (2n +
o _1 n
— (_1) ( ) :L‘Qn—i-l
—~ (2n+1)
= —s()
Assim, ¢(—x) = ¢(z) e s(—x) = —s(x). Derivando termo a termo segue que

)n -1
= ZQn (2n
o 1)n+1 2n—1
- Z 2n —1)!

2n+1

nz: 2n—|—

n=0 ’
(=D"
24 (2n+ 1) (2n+1)
“— (2n)!
= c(x)
Seja  h a fungdo, definida em R, por h(x) = s*z) + (x).

Dai h/'(z) = 2s(z)c(z) — 2¢(x)s(z) = 0, consequentemente, h(x) = ¢ para todo x € R

(fungao constante). Como h(0) = s(0)+¢(0) = 041 = 1 concluimos que para todo x € R

s*(x) + A (x) = 1.

Como s%(z) + ¢*(x) = 1, segue que —1 < ¢(z), s(z) < 1.
Continuamos agora tomando y € R fixo e considerando as fungoes f e g definidas

Ccomo

f(x) = s(x +y) = s(x)e(y) = s(y)e(z)
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g(a) = c(x +y) — c(z)e(y) + s(2)s(y).

Derivando, obtemos
fl(@) = clz+y) —clz)ely) + s(y)s(z),

g (x) = =s(z +y) + s(x)cly) + c(x)s(y).
Portanto, f' = g e ¢’ = —f. Daf resulta que (f?+¢%) = 2ff +2g99 =2fg—2fg =0,
donde f2+g¢? é uma fungao constante. Como f(0) = g(0) = 0, obtemos f?(x)+g*(x) = 0,

e dai f(z) = g(z) =0, para todo x. Assim, valem as férmulas de adigao

0=s(z+y) —s(@)e(y) — s(y)e(z) == s(x +y) = s(z)c(y) + s(y)c(z)

0=cz+y)—cl@)c(y) + s(x)s(y) <= clz +y) = c(z)c(y) — s(x)s(y).
Temos que a fungao ¢ é continua e ¢(0) = 1 > 0. Afirmamos que existe algum = > 0
tal que c(x) = 0.
Suponhamos, por absurdo, que ¢(z) # 0, para todo = > 0. Usando o Teorema do
Valor Intermediério, a fungao ¢ ndo poderia mudar de sinal e terfamos que ¢(x) > 0, para
todo x > 0.

Como §'(z) = c(z) > 0, a func¢do s seria crescente para x > 0. Dali, para qualquer

1 <z, temos s(1) < s(x), donde

s(1)- (z—1) < /1 s(t)dt = c(1) — e(z) < 2.

Assim, terfamos s(1) - (z — 1) < 2, para todo z, o que nao é possivel. Portanto ¢(x) deve
anular-se para algum x > 0. O dobro do menor niimero positivo para o qual ¢ se anula é
denominado 7, assim ¢ (g) = 0.

A segunda férmula de adigao nos dé c(2z) = c*(z) — s*(x) = 2¢*(x) — 1. Logo
¢(m) = —1 e, portanto, s(2m) = 0. Usando esses resultados e as férmulas de adi¢@o, temos
que s(z+2m) = s(z) e c(z + 27) = ¢(x) para todo = € R. Isso mostra que as fungoes c(z)
e s(z) sao fungdes periddicas de periodo 27.

Finalizamos aqui observando que poderiamos continuar, fazendo um estudo mais com-

pleto das fungoes trigonométricas sem argumentos geométricos.
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5.2 Teorema da Série Binomial

O objetivo desta secao é a generalizacao da formula de Newton. Para todos x € R e

(1+z)™ = (73)1 + (T)x+ <T;L>x2 + .+ (mnz 1)3:’”1 + (Z):cm

onde, para m,n € NU {0},

m €N

m/!
m ——— quando n<m
— ! nl(m—n)!
n 0, quando n>m
observando que 0! := 1.
Quando n < m tem-se que
m! - m(m—1)---(m—n+1)
nl(m —n)! n! '

O lado esquerdo da equacao anterior s6 tem sentido quando m € N mas no lado direito
faz sentido considerarmos m € R.

Assim, tomando um nimero real a definimos o chamado niimero binomial generalizado
como

o) ala—=1)---(a—n+1)

|
n n:

Como exemplos, consideramos

<ﬁ):ﬂ<ﬁ—1)<ﬂ—2) ) <w) r(r = 1)(r = 2)(x - 3)

3 3!

Lema 2 Dados o € R en € N, temos:
()= ()G

1. = + :
n n n—1
n(«a a—1

2.—()2( )pamtodoa;«éo;
a\n n—1

3. ‘(a)‘ <1, para |a] < 1.
n

Demonstracgao.

n!

(a) _ (0‘ - 1) = o - 1)a—2fa—n+1) — ~(a—1)(a—2)..(a—n)
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- %(a —(a—=2)..(a=n+1)(a—(a—n))

1
= m(a —1)(a—=2)..(a—n+1)

-(270):
)= (o)

Esta equagao é conhecida como relagao de Stiefel.

Ou seja,

2.
nfa n ala—1).(a—n+1) (a—1)..(a—n+1) a—1
E(n>:3 n! - (n—1)! :(n—l)
para todo a # 0.
« ala—1)(a—=2)..(a=n+1) |a/(la]+ 1)(|la|+2)...(Ja] +n —1)
> (n)’ - n! = n!
. 1-2-i!-...-n:1.

Agora vamos demonstrar o Teorema da Série Binomial de Newton.

Teorema 5.1 Sejam o,z € R. Para a # 0 e |z| < 1, temos

(1+2)* = :OO (Z)xk

- . R e
Demonstragao. Considere a série Z ( k) z* onde a # 0. Como
k=0

lim = lim

n—oo (6% n—oo |04—’)’L‘ -5
n+1

o raio de convergéncia da série é igual a 1.

Logo, o Teorema /.3 garante que a fungao f : (—1,1) — R definida por

flz) = i (2) 2% 6 derivével e f'(x) = i k(Z) A
k=1

k=0
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Usando o item 2. do Lema 2 temos que

e assim,

Considerando a funcao (1 + z)f'(x), obtemos

(1+2z)f'(x) =a(l+2) f: (Z : i)xk_l, ou seja,
k=1

entao

e assim, (L+2)f —a<1+2((2‘_1)+(z:;>)xk_1>.

Agora usando a relacao de Stiefel, obtemos

(1+z)f —a<1+2( )k_1>:a§(g)xk:af(x).

Seja g(z) = (1 + )~ f(z). Entao, para |z| < 1, temos

g (@) =—a(l+2)" " f(z) + (1 +2)"f(z) = (1+2)""" (—af(z) + (1 +2)f(z)) = 0.
Consequentemente g é constante em (—1,1). Como ¢g(0) = (1 +0)"“f(0) =1-1 =1,

obtemos que (1 + z)~*f(z) = 1 para todo x € (—1,1), e portanto
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flz) = i <Z) o = (1+2)°

k=0
para |z| < 1.
[ |
Corolario 5.1 Sejam o, € R. Para o, # 0, temos
(1o =3 () o
k
k=0
1
para todo x € R tal que |z| < i
Demonstragao. Fazendo y = [z, o resultado segue do Teorema 5.1 onde
1
|fr| < 1<<=|z| < —.
5]
[ |

O binomio de Newton estudado no Ensino Médio, é um caso particular do Teorema

5.1. De fato, sejam a,b € R tais que a,b # 0 e |a| # |[b]. Sem perda de generalidade

podemos supor < 1. Tomando @ = n € N, aplicando o Teorema 5.1 segue que

e (1) = (B )+ ()
onde R, (g) = i(Z) (g)k = 0, pois (Z) = 0 para kK > n.

k>n
Logo,
" /n
b = bk n—k:.
(a+b)" =) ( k) a
k=0
Nos casos a =0, b =0 e |a| = |b|, a equagao é vélida trivialmente.

Exemplo 5.1 (Fungao Arcoseno) A funcdio arcsen : [—1,1] — [—E E] definida

Y

por sen(x) = y <= arcsen(y) = x € a inversa da func¢ao seno denominada fung¢do
arcoseno.
Temos que
(arcsen(x)) = _ (1—2?)2.
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Usando o Teorema 5.1 seque que,

o o = [ - a
(1—2)*=(14(—2)"= Z <k> (—x)F = Z(—l)k (k) k.
k=0 k=0
1
Tomando o = —5 € substituindo x por x?, obtemos
~ 1
(1—2? % Z 2 (I)
k=0 k

Antes de desenvolver o nimero binomial acima, observamos que

(2k)! (2k)!
L350k —1) = 2.4-6-...-2k  2kE!
e
(2k)!  2k(2k — 1)(2k — 2)...(2k — k + 1)k!
Elkl k!
 2k(2k —1)(2k — 2)..(2k — k + 1)

_ (2:)

4k

5 (2K)!

2k

Substituindo este resultado na equagao (I) obtemos,

(1-att =30

20

k=0

Como arcsen(x) = / (1-— :z:)_%dt, temos que

arcsen

.

1 (2
(k)x%.

k=0

LB B0 Bt ()



Conclusao

Desenvolvemos de modo simplificado sequéncias e séries de funcoes explorando os
principais resultados relacionados as convergéncias pontual e uniforme, como teoremas de
derivagao e integragao termo a termo, visando aplicacoes em contetidos do Ensino Médio.

De um modo geral, este contetido pode dar suporte para professores de Matematica,
que desejam um aprofundamento no seu estudo, e também para alunos de graduacao que

cursam Andlise na Reta.
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