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Resumo

O estudo das conicas iniciou-se a partir do problema classico da duplicacao do cubo
e 0 nome que mais se destacou em sua historia é o de Apolonio de Perga que sintetizou
varios conhecimentos a respeito do assunto e agregou preciosas contribuicoes, o que pode
se observar em uma de suas principais obras "Conicas".
Neste trabalho realizamos uma pesquisa de cunho bibliografico acerca da hipérbole onde
buscamos reunir o maximo de informagoes possiveis. O objeto de estudo sera construir o
conceito da hipérbole de diversas formas, inclusive utilizando materiais concretos como
régua, compasso, alfinetes e isopor, além do software Geogebra contribuindo de modo
significativo para transformar a aula de Matematica em um ambiente mais dindmico face
aos varios recursos encontrados no programa.
Para complementar, as atividades constantes no capitulo 4 foram filmadas e transformadas

em videos curtos e estdo publicadas no canal do Youtube "Desvendando a Geometria'.

Palavras-chave: Hipérbole; Conicas; Geometria Analitica; Geogebra.



Abstract

The study of conics has begun from the classical problem of cube duplication and
Apollonius of Perga is the most highlighted name in its history, that have resumed many
knowledges concerning this subject and aggregated precious contributions, that can be
seen in one of his main works, “Conics”.

In this work we have made a bibliographical research about the hyperbole, where we try
to concentrate the maximum possible amount of information. The goal of this study is to
build the concept of curve in different ways, including handling concrete material as ruler,
compass, pin and styrofoam, besides the Geogebra software, contributing in a significative
way to transform the Mathematic class into a more dynamic environment beyond the
various resources we can find into the program.

To fulfill the work, the activities present in chapter 4 were filmed and converted in short

videos, and they published in the Youtube channel called “Uncovering Geometry”.

Keywords: Hyperbole; Conical; Analytical Geometry; Geogebra
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Introducao

As conicas comecaram a ser estudadas, segundo Roque e Carvalho| (2012)) a partir do
problema classico da duplicacdo do cubo. Anos depois alguns matematicos se destacaram
por também se debrucarem sobre a teméatica, podemos citar Hipocrates de Chios (470 -
410 a.C.), Menaecmo (380 - 320 a.C.) e Apolonio de Perga (262 - 190 a.C.). Neste trabalho,
abordaremos apenas uma das curvas, a hipérbole, utilizaremos apenas o plano R? e a

métrica usual.

Iniciamos com o primeiro capitulo realizando um apanhado historico, narrando os
principais fatos que contribuiram para construir tudo aquilo que conhecemos nos dias de
hoje a respeito das cOnicas, em especial o caso da hipérbole. Em seguida nosso objetivo
serd apresentar algumas nocoes bésicas que o leitor deverd recordar para prosseguir com
a leitura, a saber coordenadas no plano, distancia entre pontos, translagao e rotacao de

eixos, lugar geométrico e um resumo sobre matrizes e determinantes.

Durante a procura por referéncias teéricas nos deparamos com o fato de que
nenhuma delas tratava de todos os aspectos da hipérbole, razao pela qual tomamos a
decisao de construir uma espécie de manual sobre a curva para docentes que lecionam a
disciplina Geometria Analitica ou em turmas de terceira série do Ensino Médio, pudessem
encontrar o maximo de informacoes possiveis sobre o assunto. E é com base nisso que
construimos o capitulo 3. Nele procuramos apresentar varios fundamentos como elementos

geométricos, equagoes reduzida, paramétrica e geral do 2° grau na forma:

ax® + 2bxy +cy* +dr +ey+ f =0

Veremos que se b # 0 entao o grafico da hipérbole estara rotacionado em relagdo ao
sistema de coordenadas cartesianas usual Oy e para facilitar a visualizacao e a identificagao
de seus elementos iremos realizar a rotacao utilizando a argumentos de Algebra Linear. O

capitulo finaliza com a lista de algumas aplica¢ées da hipérbole no cotidiano.

No préximo capitulo sera tratado a construcao da hipérbole usando materiais que
podem ser utilizados em sala de aula, como régua, compasso, alfinete, linha e isopor, além
da utilizacao do software Geogebra como auxilio didatico que possibilita construir a curva
a partir de varias maneiras, além é claro de trazer um dinamismo na aula. Sobre esse

dinamismo, Isotani (2005) nos relata que:

O nome “Geometria Dindmica” (GD) hoje é largamente utilizado para
especificar a Geometria implementada em computador, a qual permite
que objetos sejam movidos mantendo-se todos os vinculos estabelecidos
inicialmente na construcao. Este nome pode ser melhor entendido como
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oposicao a geometria tradicional de régua e compasso, que é “estatica”,
pois ap0ds o aluno realizar uma construcao, se ele desejar analisa-la com

alguns dos objetos em outra disposicao terd que construir um novo
desenho. (ISOTANI, 2005, p. 2)

Também no quarto capitulo traremos os links dos videos, postados no Canal do

Youtube "Desvendando a Geometria', que contém as construgoes feitas neste trabalho.

A busca por novos métodos de ensino para os contetidos matematicos, principal-
mente de geometria, parece ter se tornado mais frequente. Ligado a esse fato esta o uso

da tecnologia como auxilio na preparagao e ministracao das aulas.
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1 Aspectos Historicos

Neste capitulo pretende-se fazer um breve relato a cerca da historia do estudo das
coOnicas ressaltando alguns dos principais acontecimentos e nomes que se dedicaram ao

estudo dessas curvas.

1.1 Os primeiros registros

A histéria do estudo das conicas comeca a ser contada a partir de um dos problemas

mais classicos da Matemadtica: a duplicagdo do cubo. Para a origem de tal problema

existem varias hipéteses. De acordo com Roque e Carvalho| (2012)) uma delas é a seguinte:

Relata-se que em 427 a.C. Péricles teria morrido de peste juntamente com um
quarto da populagdo de Atenas. Consternados, os atenienses consultaram o oraculo de
Apolo, em Delos, para saber como enfrentar a doenga. A resposta foi que o altar de Apolo,
que possuia o formato de um cubo, deveria ser duplicado. Prontamente, as dimensoes
do altar foram multiplicadas por 2, mas isso nao afastou a peste. O volume havia sido
multiplicado por 8, e nao por 2. A partir dessa lenda, o problema que consiste em, dada
a aresta de um cubo, construir s6 com régua e compasso a aresta de um segundo cubo

tendo o dobro do volume do primeiro, ficou conhecido como problema deliano.

Figura 1 - DUPLICACAO DO CUBO FEITA DE MANEIRA ERRADA

Fonte: Severiano (2017).

Perceber que a interpretacao do problema acima é falsa nao é tao complicado de
entender. Note que um cubo de lem de aresta tem volume serd: V = a® = 13 = 1lem?. Ao
duplicarmos sua aresta, ou seja, utilizando-se agora de um cubo de 2c¢m de aresta, seu

volume sera: V = 23 = 8cm3. Como solucao deverfamos encontrar 2cm?.

Com base no testemunho de Eratéstenes de Cirene, que viveu no século III a.C., e
em escritos de matematicos ligados a Platao pode-se conjecturar que essa historia deve

ter sido fabricada no contexto da Academia de Platao, por volta do século IV a.C. Nessa
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época, o problema da duplicacdo do cubo ja tinha ganhado notoriedade, com os avancos
efetuados por Hip6crates de Chios (470 - 410 a.C.) (LOPES, 2011).

Para Hipodcrates, essa situagdo poderia ser reduzida ao problema das médias

proporcionais que parecia ser um recurso usado pela geometria grega.

Eis o problema:

Hipdcrates mostrou que esse problema (a duplica¢do do cubo) se reduzia
em encontrar curvas com propriedades expressas na proporg¢ao continua
entre dois segmentos. Esse processo consistia em determinar médias
proporcionais entre duas grandezas dadas, ou seja, dados os segmentos
a e b, encontrar dois outros x e y tais que £ = % = 4. Hipbcrates
afirmou que para b = 2a, a proporg¢ao continua traduzia a solugao do
problema da duplicacdo do cubo, pois isolando e eliminando ¥y, conclui-se
que 22 = 2a3. Isto equivale, na notacio atual, resolver simultaneamente
quaisquer duas das trés equacdes 2 = ay; y2> = 2ax e 2y = 2a° que
representam parabolas nos dois primeiros casos e hipérbole no terceiro.
(LOPES, 2011, p. 33).

Tomemos dois segmentos de reta de comprimento s e 2s. Vamos chamar as médias

proporcionais de z e y.

Figura 2 - REDUCAO DE HIPOCRATES

-

I* e
2s
Fonte: Severiano (2017).
s . __ Y
Ty 2s
Temos como resultado as equacoes 22 = sy e y> = 2sx. Elevando a primeira

equacao ao quadrado, vem que:

(a:2)2 _ (Sy)Q = 7t =22 = 2 = :;:7;‘

Substituindo na segunda equacao temos:
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i~

4
=25 = L =552 = 23 =243

a;_

mml 8

Assim, x é a aresta de um cubo que tem volume igual ao dobro do volume de um

cubo de aresta s.

Figura 3 - DUPLICACAO CORRETA DO CUBO

S i

Fonte: Severiano (2017).

Em seu estudo sobre a quadratura e de problemas de duplicagdo, Hipdcrates muito

contribuiu para a geometria do circulo (CAJORI, 2007)). Afinal de contas, os avangos

conhecidos hoje nao seriam os mesmos sem as analises de matematicos como Hipocrates.

Durante a Guerra do Peloponeso, ocorrida no periodo de 431 a 404 a.C. o progresso
da geometria foi reprimido. Nessa época nasce Platao (429 - 348 a.C.) que era aluno e
amigo intimo de Sécrates. A exemplo de outros filosofos, Platdo buscou na aritmética e

na geometria a chave do universo a partir de uma légica racional.

(2007)) destaca que:

Tendo Platao como chefe supremo, nao precisamos fantasiar para dizer
que a escola platonica produziu um consideravel nimero de matematicos.
Platéo, por si mesmo, fez pouco trabalho original, mas contribuiu com
valiosos avangos em 16gica e métodos de emprego da geometria. (CAJORI,
2011, p. 57)

Entre os principais matematicos ligados a escola de Platao destaca-se Menaecmo

(380 - 320 a.C. aproximadamente). A ele é atribuido o descobrimento das segoes conicas.

De acordo com o que aponta Delgado, Frensel e Crissaff] (2013) Menaecmo teria

descoberto as segoes conicas quando trabalhava na solucao do problema da duplicacao do

cubo.

Menaecmo cortou trés espécies de cone, o de "angulo reto", o de "angulo agudo'e o
de "angulo obtuso', por planos formando angulos retos com os lados deles, e, assim, obteve
trés segoes que agora chamamos de parabola, elipse e hipérbole como vemos nas proximas

trés figuras.
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Figura 4 - SECAO NO CONE RETANGULO

v

Fonte: (2011)).

Figura 6 - SECAO NO CONE OBTUSANGULO

AT S
Fonte: (2011).

Apos as contribuicoes deixadas por Menaecmo varios matematicos gregos se dedi-
caram a trabalhos que exploravam estas curvas e suas propriedades, nos quais se destacam
Euclides e Arquimedes. Porém, a obra grega que mais se destacou com a tematica conicas

foi a produzida por Apolénio de Perga.
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1.2 Apolonio de Perga

As descobertas de Menaecmo e seus sucessores sobre a duplicacao do cubo e as
secOes coOnicas prevaleceram até aproximadamente o periodo helenistico. E nesse contexto
que nasce Apolonio, na cidade de Perga, na Panfilia (sul da Asia Menor). De acordo
com pouco se sabe sobre sua vida e nao sabemos as datas precisas de seu

nascimento e morte: foram sugeridos os anos de 262 a 190 a.C.

Figura 7 — APOLONIO DE PERGA

P e
N

Fonte: Google imagens (Acesso em 24.01.2018 as 15h42min).

Dos trés matematicos do helenismo, Euclides, Arquimedes e Apol6nio, o ultimo
tem sido o menos conhecido de todos os tempos. Do pouco que se conhece, grande parte

se deve aos escritos de Pappus de Alexandria (DELGADO; FRENSEL; CRISSAFE| 2013)).

Astronomo e matematico, Apoloénio foi o primeiro a usar os nomes das cOnicas
como conhecemos hoje, elipse, hipérbole e parabola. Sobre as suas obras, Boyer| (1996))

destaca:

Seu trabalho mais famoso e influente e um dos dois que se preservaram é
o tratado sobre Cénicas. O outro, Dividir em uma razdo, era conhecido
apenas pelos arabes até 1706, quando Edmund Halley publicou uma
traducao para o latim. (BOYER, 2012, p. 111)

Em uma de suas obras perdidas, nominada Resultado Rapido, o gedmetra parece ter
ensinado processos bem rapidos para calcular. Conta-se que ele encontrou uma aproximagcao
melhor de 7 do que a mostrada por Arquimedes. Seu trabalho na astronomia também foi

bastante notdério.

De acordo com Ptolomeu, Apoldnio propos dois sistemas para o movimento dos
planetas, um feito de movimentos epiciclicos, outro envolvendo movimentos excéntricos ao

contrario de Eudoxo que havia usado esferas concéntricas. Durante 1.800 anos, os dois
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modelos, um de Eudoxo e outro de Apolonio, foram rivais na disputa da preferéncia dos

estudiosos.

Quanto ao estilo de Apolénio, Roque e Carvalho| (2012)) afirma:

Apolonio segue o estilo formal dos Elementos até nos detalhes do enunci-
ado de certas proposigoes. Seus resultados parecem exprimir a tentativa
de estender e tornar rigorosos os métodos antigos empregados no estudo
de cénicas, desenvolvidos por Euclides (em sua obra sobre as conicas) e
Arquimedes. Uma das preocupacoes de Apolonio era apresentar solugoes
por meio de cOnicas para os problemas classicos, como a duplicagao do
cubo e a trissecgdo do angulo, a fim de eliminar as solugoes por neuses e
por curvas especiais usadas por Arquimedes e outros. (ROQUE, 2012, p.
171)

Antes de Apoldnio ter se debrugado nos estudos das conicas, a elipse, a pardbola e a
hipérbole era obtidas a partir de trés cones distintos, como visto anteriormente. Apolonio,
aparentemente mostrou pela primeira vez que de um mesmo cone poderia se obter as trés

figuras.

Figura 8 - CONICAS DE APOLONIO

( /|

\

>

Fonte: Delgado, Frensel e Crissaff (2013).

Apolénio também foi o primeiro a usar o cone duplo para representar as trés conicas.

Na figura acima vemos a elipse, a hipérbole, com seus dois ramos, e por tltimo a parabola.

(1996) ainda relata que Apolénio em sua obra-prima Cénicas provou que
quando um ramo de uma hipérbole intersecta os dois ramos de outra hipérbole, o outro

ramo da primeira hipérbole nao intersectara nenhum dos ramos da segunda em dois pontos,
também se uma hipérbole encontra uma segunda hipérbole com sua concavidade em
sentido oposto em um tnico ponto, o ramo da primeira nao encontrara o outro ramo da

segunda.

Apesar dos gregos terem sido considerados um dos povos mais empreendedores
de todos os tempos esteticamente falando, o estudo das curvas por eles se apresenta em
posicao desfavoravel ao tratamento moderno dado ao assunto. Sobre isso, (1996))

afirma:
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Embora os gregos fossem esteticamente um dos povos mais bem-dotados
de todos os tempos, as Unicas curvas que exploraram nos céus e na
terra foram combinacgdes de retas e circulos. Que Apoloénio, o maior
geometra da antiguidade, ndo tenha desenvolvido a Geometria Analitica,
se deu provavelmente & pobreza de curvas mais do que a de ideias. Além
disso, os inventores modernos da geometria analitica tinham toda a
algebra da Renascenga a sua disposi¢ao, enquanto Apolénio trabalhava
necessariamente com o instrumento mais rigoroso, mas menos manejavel
da algebra geométrica. (BOYER, 2012, p. 120).

Muitos anos se passaram e aproximadamente no inicio do século XVII, varios
matematicos se debrugaram para recuperar obras classicas como as de Apolénio. [Severiano
(2017) relata que Pierre de Fermat, tomo como objetivo inicial exprimir os problemas
geométricos de Apolonio na linguagem algébrica por Viéte, francés esse responsavel por

associar as curvas conicas a equagoes quadraticas de variaveis = e y.

Habib| (2013) ainda completa dizendo que foi Fermat quem descobriu as equagoes
da reta, da circunferéncia e as equagoes mais simples da elipse, da parabola e da hipérbole.

Venturi (1949) afirma que o tratado de Fermat é o marco zero da geometria analitica.
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2 Nocoes Basicas

Neste capitulo procuramos trazer ao leitor algumas nogoes basicas para o estudo
das conicas, principalmente no que se refere & Geometria Analitica, além de trabalharmos
basicamente o conceito de matrizes e determinantes de matrizes de ordem 2x2, que sera
util ao lidar com a rotagdo da hipérbole. Lembramos que sempre estaremos trabalhando

com o plano.

2.1 Coordenadas no plano

Sejam os eixos x e y perpendiculares em O, em que determinam o plano a.

Figura 9 — PONTO NO PLANO «

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dado um ponto P qualquer, onde P € «, tragamos duas retas x’ e ¢, de modo que:

ey |y
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Vamos chamar de P; a interse¢ao de x com 3’ e P, a interse¢ao de y com z/. A

partir disso, definimos:

2.2

a) « é o Plano Cartesiano;

b) x ou Ox é o eixo das abscissas;
¢) y ou Oy é o eixo das ordenadas;

)
)
)
d) abscissa de P é o tamanho do segmento OP;, no qual chamaremos de p;
e) ordenada de P é o tamanho do segmento OP,, no qual chamaremos de yp;
)

f) As coordenadas do ponto P serdo os nimeros reais x e y e neste trabalho

indicaremos como P = (zp,yp);

g) O ponto O = (0,0)

Distancia entre dois pontos

Sejam os pontos P = (z1,y1) € Q = (x2,y2).

Figura 10 — DISTANCIA ENTRE OS PONTOS P E Q

Y

n

Y2

Fonte: Elaborado pelo autor.

Note que, ao alongarmos o segmento que passa por ) e corta o eixo das ordenadas

em yo na direcao do segmento que passa por P e corta o eixo das abscissas em xy,

encontramos o ponto .S, como mostra a proxima imagem.
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Figura 11 - TRIANGULO FORMADO ENTRE OS PONTOS P E @

Y

Y1

2

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observe que surge o triangulo retdngulo PQS, com catetos medindo |z; — x5,

ly1 — y2| e hipotenusa d(P, Q). Pelo Teorema de Pitdgoras temos:

d(P,Q)* = |(z1 — 2)]” +(yr — y2)I”

Como o quadrado de um ntmero é sempre positivo, da equagao acima chegamos

entdo a férmula da distancia entre dois pontos no plano:

d(P,Q) = \/(x1 — x2)% + (31 — yo)?

2.3 Vetores no plano

Segundo [Reis e Silval (1996)), cada par ordenado (z,y) podemos representar além
de um ponto, uma seta, como mostra a proxima imagem. Desse modo, um par ordenado

(z,y) # (0,0) pode ser representado por um ponto ou por uma seta.
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Figura 12 - VETOR (z,y)

Y

Fonte: [Reis e Silva (1996).

Ao utilizarmos seta para representar (x,y), pode-se associar a este par ordenado
direcdo, sentido e médulo, ou norma (que representa o tamanho da seta). A dire¢do e o

sentido do par (x,y) sdo, respectivamente, a diregao e o sentido da seta que o representa.

Neste trabalho usaremos a notagao u = (z,y) para representar o vetor u e calculamos

sua norma, indicada por ||ul|, da seguinte maneira:

Jull = v/ + 2

2.4 Translacao de eixos

Note que na figura (a) a seguir estao representados dois sistemas de coordenadas:
o sistema de costume Oy e o sistema x10;y;. Podemos imaginar esse novo sistema como

uma translacdo de zOy em que a origem O coincide com o ponto O;. De acordo com Reis

e Silva; (1996)):

Se P é um ponto do plano, podemos tomar suas coordenadas em relagao a cada
um dos sistemas. Como mostra a figura (b), se (z,y) sdo coordenadas de P em relagdo ao

sistema zOy e (x1,y;) sdo coordenadas de P em relacao ao sistema x;01y;, temos:

r=x +a
y=yi+b
onde a e b sao coordenadas de O, em relacao ao sistema xQy. Isolando x; e x5, ficamos

COo1:
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T1 =T —a
y1=y—>0

Essas duas equagoes nos possibilitam passar das coordenadas de um ponto P, dadas

no sistema usual, para as coordenadas de P com relacdo a um novo sistema x101y;.
Figura 13 - TRANSLACAO DE EIXOS

)4 Y y Yy

{(a) )]
Fonte: [Reis e Silva (1996).

Exemplo: Seja o ponto P = (2,1). Efetuando-se uma transla¢do em que a nova

origem é O; = (—1,3), em relagao ao novo sistema, as coordenadas de P passam a ser:

p=2—(-1)=3
y1:1—3:—2

2.5 Rotacao de eixos

Como na secao anterior, consideremos o sistema de coordenadas zOy, e seja ainda
210191, o sistema de coordenadas obtido do sistema inicial através de uma rotagao de um

angulo €, no sentido anti-horario, como vemos na figura a seguir:



Capitulo 2. Nogées Bdsicas 29

Figura 14 - ROTACAO DE EIXOS

Y1

Fonte: Reis e Silva (1996).

Sem (x,y) e (z1,y1) as coordenadas do ponto P do plano acima em rela¢ao aos
sistemas Oy e x10,y; respectivamente. Queremos escrever x; e y; em funcdo de z e y
e do angulo #. Ainda de acordo com |Reis e Silval (1996)), uma rotagdo de um angulo 6

transforma os vetores

e1 = (1,0) e ea = (0,1)

nos vetores u; e uy, onde

uy = (cosh, senf) = cosfe; + senbeq

uy = (—senb, cosh) = —senbe; + cosbes

Para o vetor O—}>7 temos
O? = (7,y) = zer + yey,

como ja dito anteriormente, x e y sdao as coordenadas de P em relacao ao sistema zQOy.

Porém, como u; e us sao vetores unitarios e perpendiculares, temos também
O]_i\ = (z1,41) = T1u1 + Yrug,

em que z; e y; sao as coordenadas de P em relagdo ao novo sistema.

Desse modo, temos a seguinte igualdade:

rey + yes = iUy + Y1Ug
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substituindo os valores de u; e uo, ainda temos:

xey + yes = x1(cosbe; + senbey) + y1(—senbey + cosbes)

Assim obtemos:

r = w1080 — y1senb
y = x15end + yicosl

ou ainda

xr1 = xcosl + ysen
y1 = —xsenb + ycost

De acordo com Delgado, Frensel e Crissaff (2013), também podemos representar as

novas coordenadas em relacdo as antigas matricialmente da seguinte forma:
x x
=M. |
) Y1
T _ Mﬁl, T ’
Y1 Y

cos —senb

ou ainda

onde M é a matriz mudanca de base M =

que ¢é ortogonal, ou seja,
senf cost

M~ =M

Exemplo: Seja o ponto P = (2,3). Efetuando-se uma rotagao de um angulo 3
radianos nos eixos, em relagao ao novo sistema, suas coordenadas passam a ser: (Lembrando

T _ V3 T _ 1
que seny = 5> e cosy = 3)

1‘1:74-

-1 33 3v3
2 2

2v/3 3-1
nETy Ty

Logo,
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2.6 Lugar Geométrico

A partir das defini¢bes que vimos nas se¢oes anteriores, ja podemos definir o que é
um Lugar Geométrico(L.G.). Uma figura é um Lugar Geométrico de pontos quando

todos os pontos, e apenas eles, tem uma certa propriedade em comum (IEZZI, 2005)).

Exemplo:
Sejam P e () dois pontos distintos do plano a. O Lugar Geométrico dos pontos de o que

sdo equidistantes de P e Q é a mediatriz do segmento PQ.

Figura 15 - LUGAR GEOMETRICO FORMADO PELOS PONTOS EQUIDISTANTES
DEPEQ

r

Fonte: Elaborado pelo autor.

Em Geometria Analitica, obter um Lugar Geométrico é encontrar uma equagao
que represente esse L.G. e em seguida interpreta-la de modo a encontrar a curva por ela

representada.

lezzi (2005) ainda enumera 5 passos para a resolucao de problemas relacionados a

L.G.. Sao eles:

1° Colocam-se no Plano Cartesiano os dados do problema;

2° Toma-se um ponto A = (x,y) pertencente ao L.G.;
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3° Impoe-se analiticamente que A obedeca as condigoes validas para qualquer ponto do
L.G;

4° Obtém-se a equacao do L.G., na qual devem figurar apenas as variaveis x e y e os

parametros indispensaveis do problema;

5° Caracteriza-se a curva representada pela equacao do L.G.

Exemplo:

Vamos usar o exemplo anterior, mas agora definiremos os pontos P = (1,0) e

@ = (7,0). Para relembrar, queremos encontrar o conjunto dos pontos equidistantes de P

e Q.

Utilizando-se da figura abaixo, nao é dificil ver que, a solu¢do do problema, como

visto anteriormente, é a mediatriz do segmento PQ, que serd dado pela reta r : x = 4.

Figura 16 - LUGAR GEOMETRICO FORMADO PELOS PONTOS EQUIDISTANTES
DE P =(1,0) E Q = (7,0)

8

, A= (2,y)

r:x=4

Fonte: Elaborado pelo autor.
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2.7 Matrizes e determinante

Boldrini et al.| (1980) nos traz a seguinte definicdo de matriz: Chamamos de matriz
uma tabela de elementos dispostos em linhas e colunas. por exemplo, ao recolhermos os
dados referentes a altura, peso e idade de um grupo de quadro pessoas podemos dispo-los

na tabela:

Tabela 1 — Altura x Peso x Idades

Altura (m) | Peso (Kg) | Idade (anos)
Pessoa 1 1,70 70 23
Pessoa 2 1,75 60 45
Pessoa 3 1,60 52 25
Pessoa 4 1,81 72 30

Fonte: Boldrini et al.| (1980).

Ao retirarmos os significados das linhas e colunas, temos a matriz:

1,70 70 23
1,75 60 45
1,60 52 25
1,81 72 30

Os elementos de uma matriz podem ser niimeros (reais ou complexos), fungoes, ou

ainda outras matrizes. Representamos uma matriz de m = 2 linhas e n = 2 colunas por:

A2><2 - [

aix a2 ]

21 A2

2.7.1 Tipos especiais de matrizes

Ao iniciar o estudo usando matrizes, identificamos alguns tipos especiais, os quais

serao vistos ao longo desse trabalho. Boldrini et al.| (1980) listam os seguintes.

Matriz Quadrada: ¢é aquela cujo nimero de linhas é igual ao ntimero de colunas

(m=n).

Exemplo:

i

Matriz-Coluna: é aquela que possui uma unica coluna, ou seja, (n = 1).
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Exemplo:

De igual modo, temos:
Matriz-Linha: é aquela que possui uma tnica linha, ou seja, (m = 1).

Exemplo:

(12 3]

Matriz-Diagonal: é uma matriz quadrada (m = n) onde a;; = 0, para i # j, isto

é, os elementos que nao estao na "diagonal principal'sao nulos.

o)

Um 6timo exemplo de uma matriz diagonal é a

Exemplo:

Matriz Identidade: ¢é aquela que a; =1 e a;; = 0, para i # j.

o)

Exemplo:

2.7.2 Determinante

Seja a matriz A =

ai; Q12
a21  G22
Considerando que neste trabalho serao feitas aplicacdes que envolvem matrizes

quadradas de ordem 2, definimos determinante, denotando por a, o nimero que representa

a matriz A dada, de modo que:

Q21 A22

det(A) = det ([ i iz ]) = A11Q22 — Q12021 = Q.
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3 A Hipérbole

Apos conhecer um pouco da histéria por tras do estudo das conicas e se apoderar de
conhecimentos basicos, o objetivo deste capitulo serd apresentar a definicao da Hipérbole,
bem como elementos geométricos, propriedades, equagoes e representagoes graficas e

aplicagoes no cotidiano.

3.1 Definicao de Hipérbole

Nesta secao pretendemos apresentar alguns conceitos basicos nos quais usaremos
na aplicacao no software Geogebra. Nada melhor do que comegarmos definindo Hipérbole,
lezzi| (2005)) define hipérbole como:

Dados dois pontos distintos F; e Fh, pertencentes um plano «, seja 2¢
a distancia entre eles. Hipérbole é o conjunto dos pontos de «, cuja
diferenga (em valor absoluto) das distancias a Fy e Fy é a constante 2a
(sendo 0 < 2a < 2¢). (IEZZI, 2005, p. 174).

Matematicamente, essa defini¢ao é assim representada:
Hipérbole = {P € o\|d(Fy, P) — d(Fy, P)|= 2a}

Analogamente, (Reis e Silvay (1996) definem: “Dados dois pontos F; e F' e um
niumero r < d(Fy, F'), o conjunto dos pontos P do plano tais que |d(F, P) — d(Fy, P)| =r
é chamado hipérbole de focos Fj e F e eixo r” (REIS, SILVA, 1996, p. 63).

De um modo geral, nos cursos de licenciatura em Matematica uma das disciplinas
que mais se destacam pela sua importancia na solu¢ao de problemas geométricos, tendo em
vista a possibilidade de atribuir coordenadas aos pontos que constituem lugares geométricos

e a partir dai visualizar um pouco melhor situagao imposta é a Geometria Analitica.
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3.2 Elementos Geométricos

Segundo Winterle| (2010), podemos descrever os seguintes elemento de uma hipér-

bole:

Figura 17 - ELEMENTOS DA HIPERBOLE

Fonte: Elaborado pelo autor

Focos: sao os pontos F) e Fs.

Distancia focal: ¢é a distancia 2c entre os focos F} e Fs.

)
)
c¢) Centro é o ponto médio C' do segmento Fy Fy.
) Vértices sao os pontos A; e As.

)

FEixo real ou transverso é o segmento A; A, de comprimento 2a.

Note que os pontos A; e A, sdo pontos da hipérbole, ja que satisfazem a

definicdo apresentada na secao anterior. Na verdade, para A;, tem-se que:
d(A1,Fi)=c—aed(A,F>) =a+c¢

e ainda,
|d(Aq, F1) — d(Ay, F5)| = | — 2a] = 2a

E andlogo para o ponto As.

f) Firo imagindrio ou ndo-transverso é o segmento By By de comprimento

2b, com BjBs perpendicular a A;A; em C.

g) Retdngulo-base é o retangulo MNPQ de dimensoes 2a e 2b, sendo a a medida

do semieixo real e b a medida do semieixo imaginario. Winterle| (2010) ainda
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destaca que do tridangulo C' Ay M obtemos a rela¢ao, muito importante na solucao

de varios problemas relacionados a conica:

¢ =a®+ b (3.1)

h) Assintotas sdo as retasr e s.

As assintotas sao retas nas quais a hipérbole se aproxima cada vez mais a
medida que os pontos se afastam dos vértices. Essa aproximacao é “continua” e
“lenta”, de modo que a tendéncia da hipérbole é tangenciar suas assintotas no
infinito. E bastante importante destacar que essa particularidade nos auxilia

para produzir o esbogo da conica.

i) Excentricidade ¢ o niimero

e=- (3.2)

e por ¢ > a, tem-se e > 1. Além disso, como:
A =a’+b =c=+Va2+1?,
podemos entao reescrever a equagao como:

c Va2 +b? <b>2
e=—=——=|1+|-].
a a a

Este ntimero esta bastante ligado a concavidade da hipérbole.

Realmente é o que acontece quando variamos o valor de a.

3.3 Equacao Reduzida

3.3.1 Com centro na origem e eixo focal em OX
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Figura 18 - HIPERBOLE COM CENTRO NA ORIGEM E EIXO FOCAL NA RETA
0X

F] = (|—¢ 0)

Fonte: Elaborado pelo autor

Pela definicao de hipérbole, temos que:

|d<P7F1)_d(P7F2)| = 2a

Dai, segue que:

N e

W@+ 02 +12— /(2 — )2+ 12 =2a

@+ +y2—J(x— o2 +y? = £2a (3.3)

Somando /(x — ¢)? + y? em ambos os lados da equagao , temos:

(x+c)?2+y?=2F2a+/(x —c)? + y? (3.4)

Elevando os dois lados ao quadrado, vem que:
(x+c)+y*=4a’> £4da\/(xz — )2+ 2+ (x — ¢)* + 3

(x+¢)* — (z — ¢)® — 4a* = +4a\/ (v — )2 + y2 (3.5)

Abrindo o quadrado da soma e o quadrado da diferenca, temos:

2%+ 2zc+ & — 1 + 2we — & — 4a® = +day/(z — )2 + 2
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4(we — a®) = +da/(z — )2 + y2 (3.6)

Mais uma vez elevando ambos os lados ao quadrado:

(vc — a®)? = a*[(x — ¢)® + y°]
2?c® — 2a*cx + a* = a*(2* — 2wc + A + o)
22 — 2d%cx + a* — a*x? + 2d’cx — a*c? — a*y? =0

(02 —CL2>]I2 . (02 _a2>a2 _a2y2 =0

(¢ —a*)2® — a*y® = (¢ — a®)d? (3.7)

Como, pela definicdo da hipérbole, b? = ¢* — a2, entdo:

v’2? — a’z? = a*b? (3.8)

Agora dividindo os dois lados da equacdo anterior por a?b? temos a Equacao

Reduzida da Hipérbole com centro na origem e eixo focal sobre a reta OX:

1’2 y2

De acordo com [Stewart| (2009), caso tenhamos a = b, a hipérbole tem a equagao

2 2

2 (ou y* — 2% = a?) é serd chamada de hipérbole equildtera. Suas assintotas sao

?—yt=a

y = £, que sao perpendiculares como mostra a figura a seguir:

Figura 19 — HIPERBOLE EQUILATERA COM EQUACAO 2 — 2 = a2

Y

Fonte: Elaborado pelo autor.

3.3.2 Com centro na origem e eixo focal em OY
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Figura 20 - HIPERBOLE COM CENTRO NA ORIGEM E EIXO FOCAL NA RETA
oY

0=(0,0)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Como fizemos anteriormente, agora iremos deduzir a Equac¢ao Reduzida da Hipér-
bole, porém agora temos o eixo focal sobre a reta OY, ou seja, sobre o eixo das ordenadas.

Ainda da Definicao de hipérbole, temos que:

a2+ (y+ )2 — /22 + (y — )] = 2a

\/x2+(y+c)2—\/x2+(y—c)2 = +2a

Vet + (y+c¢)? = £2a+ /22 + (y — ¢)? (3.10)

Elevando os dois membros da equacao acima ao quadrado, temos:
22+ 2+ 2cy + & = 4a® a2 + (y — )2+ 2* + 97 — 2y +
dey — 4a® = +da/22? + (y — )2

A(ey — a®) = +dar/22 + (y — c)? (3.11)

Mais uma vez elevando ambos os lados da equacao, vem que:

(cy — a*)? = a®(2* +y* — 2cy + )
Ay — 2a%cy + at = a%2® + a’y?® — 2diey + a*
2.2 _ 22 14

Ayt — a*y? — a*2? = d*? —a

(¢ —a)y? — a*2® = (¢ — a®)d? (3.12)
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Como b* = ¢ — a?, temos:
by? — a*x? = a®b? (3.13)

Dividindo os dois lados da equacdo por a?b?, teremos entdao a Equacao Reduzida

da Hipérbole com centro na origem e eixo focal sobre a reta OY:
¥ 1

3.3.3 Com centro em O" = (x¢, 1) e eixo focal paralelo a OX

Figura 21 - HIPERBOLE COM CENTRO EM O’ = (20, y0) E EIXO FOCAL PARALELO
A RETA OX

A

o 7 \
€T

Fonte: Elaborado pelo autor.

Como o centro O’ = (g, yo) da hipérbole pertence ao eixo focal, temos entao que

a reta que contém o eixo focal é da forma 7 : y = yo) ja que é paralela ao eixo x.

Além do mais, como

d(Fl, O/) = d(Fg, O/> = C,

onde Fi e F, sao os focos da hipérbole, logo podemos representa-los da seguinte forma:
Fi = (0 —c¢,y0) e F5 = (z0+ ¢, y0)
Seja P = (2’ + x9,y’ + yo) um ponto pertencente a hipérbole, em que
r=2'+x0ey=y+1yo

sdo suas coordenadas no sistema xOy, e 2’ e y' suas coordenadas no sistema x’O’y’, obtido

a partir da translagao do sistema xOy para a origem O’ = (¢, yo).
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De acordo com Delgado, Frensel e Crissaff (2013), P pertence a hipérbole se, e

somente se:

|d(P, F) — d(P, Fy)| = 2a

Realizando um processo andlogo ao que fizemos nas secoes 4.3.1 e 4.3.2, chegaremos
na seguinte equagao, denominada ainda de equacao candnica da hipérbole com

centro em O’ = (z9,yy) e reta focal paralela ao eixo OX:

(I’ B ‘TO)Z - (y - y0>2 -1 (315)

a? b2

3.3.4 Com centro em O' = (x, 1) e eixo focal paralelo a OY

Figura 22 - HIPERBOLE COM CENTRO EM O’ = (20, y0) E EIXO FOCAL PARALELO

A RETA OY
\ ’

(04 T

Yo

0] 0

Fonte: Elaborado pelo autor.

Procedendo da mesma forma que na secao anterior teremos a equagao candnica
da hipérbole com centro em O' = (x¢,y,) e reta focal paralela ao eixo OY na

forma:

(y — Z/o)2 (z — 550)2 _
" - 72 =1 (3.16)

3.4 Equacao Paramétrica

Agora que ja conhecemos a Equagdo Reduzida (se¢ao anterior) podemos passar

para o proximo passo, ou seja, escrever a Equagao da hipérbole no seguinte formato:
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onde t é chamado de parametro.

Primeiramente tomemos uma hipérbole com centro na origem e equacgao reduzida
= 1. Se subsistirmos x por ¢, termos o seguinte:

2 y? y? t° 2 2t2 t*
E RO a ey =g hey=a R -

Assim,

z— Y

2 2
a? b2

T = t
{ y= /05 -1)
Note que para y encontramos duas expressoes: y = \/bQ(Z—z —ley=— 62(2—22 —1).
Porém nosso objetivo aqui é encontrar uma expressao para x € uma para .

. .. ~ 2 2 . A~ . ~
Sejam a hipérbole de equacio 7z — % = 1, as circunferéncias de equagoes 22 +y? = a?
e 22 + 1% = b? e o0 angulo t como sugere a imagem abaixo:

Figura 23 - CONSTRUCAO DA EQUACAO PARAMETRICA

Fonte: Elaborado pelo autor.

Antes de mais nada, note que o fato de OC_LAC se d4, pois a reta que contém o
segmento AC é tangente & circunferéncia no ponto C.
do triangulo ACO, temos:

a
cos(t) = — e x =
x

= cos(l) & x=a- sec(t)
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do triangulo BOP’, temos:

tg(t) = A b-tan(t)

Desse modo,

{x = a- sec(t)
y = b-tg(t)

sao as equagoes paramétricas da hipérbole.

Em Winterle| (2010]) encontramos uma outra forma para deduzir as equagao para-

métricas.

. - s ~ 2 2 ~
Considere a hipérbole de equagao % — ¥; = 1. Escrevendo esta equagao como

G- (e

significa dizer que ¥ e ¥ sdo niimeros reais cuja diferenca de seus quadrados é sempre igual

al.

Se na identidade

sen’6 + cos*0 = 1

dividirmos ambos os membros por cos?6 # 0, obtemos

sen?6 - 1 2
cos?6 ~ ‘cosf
ou )
sent )2+1:( 1 ) .
cost cost
Como f}fgg =tgh e ﬁ = secHl, vem
sec’ —tg*6 = 1.
Portanto, confrontando esta equagao com a equacao da hipérbole, podemos fazer
2 = sec) e ¥ = tgl
e dai concluir que para o 6, 0 < 6 < 27, excluidos § e 37”, o sistema

T = a-sech
y = b-tgh
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constitui as equagoes paramétricas da hipérbole.

Algo interessante a destacar é que quando ¢ percorre o intervalo (-7, %) serd

descrito o ramo direito da hipérbole (z > a) e quando percorre o intervalo (7, Sa
esquerdo (z < —a).

<), 0 Tamo
Winterle| (2010) ainda completa afirmando que no caso do eixo focal hipérbole estar

contido em OY', ou seja, ter equacao reduzida equivalente a
paramétricas sao

x

)

e ainda, caso o centro da hipérbole seja P = (z9, o), aplicando a translacao de eixos, as

Y2 22

o5 — 3z = 1, suas equacoes

b-tgl

a - sech

equagoes paramétricas sao

x
Y
ou

r = x9+0b-tgh
y = Yo+a-sect

conforme o eixo focal seja paralelo a OX ou OY, respectivamente.

o + a - sec

Yo+ b-tgl

3.5 Equacao Geral do Segundo Grau

Nesta secao sera apresentada com um pouco mais de detalhes ao leitor a Equagao
Geral do Segundo Grau de uma Hipérbole. Durante o desenrolar do contetido serao
expostas novas defini¢des com o tinico objetivo de discorrer sobre o assunto.

Seja a hipérbole de equacao:

(z—3)* (y+2)?* _

1
4 )
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Figura 24 — HIPERBOLE DE EQUACAO @ w2 g

5

)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Veja que estamos lidando com uma hipérbole transladada, cujo eixo focal esta
paralelo ao eixo OX e centrada no ponto C' = (3, —2). Vamos eliminar seus denominadores

multiplicando ambos os membros da equacao por 4 -5 = 20, assim temos:

5(x —3)% — 4(y +2)* =20

Abrindo os quadrado da soma e da diferenca e reordenando os termos

5(z% — 62 +9) — 4(y* + 4y +4) = 20
522 — 30z + 45 — 4y? — 16y — 16 —20 = 0
522 —4y? + 30z — 16y +9=0
chegamos a equacao geral da hipérbole.

Esta é apenas uma das formas de deduzir a Equacao Geral da Hipérbole partindo

da equagao reduzida. De acordo com |Anton e Rorres (2001) a equagao

az? +2bxy + ey +dr +ey+ f=0

onde a,b, ..., f sdo ntmeros reais e pelo menos um dentre a, b, ¢ é ndo-nulo é chamada de

equacgao quadratica em z e y e

ax® + 2bzy + cy?

¢ chamada de forma quadratica associada.
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Note que até entdo, analisando as equagoes da hipérbole, haviamos tido contato

apenas com equagoes lineares, ou seja, equagoes da forma

a1y + asxy + -+ apx, =0

A expressao no lado esquerdo desta equacao, a saber,

a1r1 + asxo + - - - + apT,

¢ uma funcao de n variaveis, chamada forma linear. Numa forma linear, todas as
variaveis aparecem na primeira poténcia e nao ha produtos de varidveis na expressao
(ANTON; RORRES, 2001). Por outro lado, formas quadréticas, sao fungoes da forma

a2} + asx3 + -+ - + a, 22+ (todos os termos possiveis do tipo apz;x;, para i < j)

Sobre a observagao contida nos parénteses acima, |Anton e Rorres (2001)) afirmam
que um termo de uma forma quadratica que envolve um produto de variaveis diferentes é
chamado de termo com produto misto ou, as vezes, termo cruzado. Neste trabalho

usarei apenas a expressao termo com produto misto.
Exemplo:

Na equacao 322 + 10xy — 2y? + 22 + 3 = 0 os coeficientes sdo: a =3, b =15, ¢ = 2,
d=2e=0e f=3esua forma quadratica é: 3z + 10zy — 2y e sua representaciao

grafica é:

Figura 25 — HIPERBOLE DE EQUACAO 322 + 102y — 2y + 22 +3 =0

Y

—

Fonte: Elaborado pelo autor.

Boldrini et al.| (1980) ainda completa e nos traz a seguinte defini¢ao:

Uma conica em R? é um conjunto de pontos cujas coordenadas em relacdo
a base candnica satisfazem a equacio: Ax?+Bzy+Cy?+Dx+Ey+F =0,
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onde A ou B ou C # 0. Observe que a equacio da codnica envolve
uma forma quadrética, Q(z,y) = Ar? + Bxy + Cy?, uma forma linear,
L(z,y) = Dz + Ey, e um termo constante F'. Isto é, a equagdo que
define a conica é: Q(x,y)+ L(z,y) + F = 0. (BOLDRINI, 1986, p. 289).

Anton e Rorres| (2001)) também acrescentam que a forma quadratica contida em
uma equacao da hipérbole também pode ser representada matricialmente da seguinte
forma:

a b

C

Se A =

] , com a,b,c € R, efetuando os produtos

SOk

chegamos exatamente a forma quadratica ax? + 2bxy + cy?.

Duas observagoes importantes sobre a matriz A:

e A ¢é simétrica;

e Se b =0, A serd uma matriz diagonal.

Dessa maneira, a representacao matricial das formas quadraticas contidas nas

equagoes apresentadas nesta se¢ao (522 —4y* 4302 —16y+9 = 0 e 322+ 102y —2y*+22+3 =

HESIHMIH

Nessa mesma linha, |Anton e Rorres (2001) afirmam que podemos escrever a equagao

0) serdo, respectivamente:

o v]

5 0
0 —4

de uma hipérbole na forma matricial, assim a equacao ax?® + 2bxy + cy? +dx +ey+ f =0

pode ser representada por:

b
o y][‘; ] o\l }L, cfo0
ou simplesmenste
T'Ar+ Ko+ f =0 (3.17)
onde
x:{x y],A: (Z i],K:{d e}
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Uma equacgao geral do 2° grau pode representar um conjunto vazio, um ponto, uma
reta, duas retas paralelas, duas retas concorrentes, uma circunferéncia, uma elipse, uma

hipérbole ou uma parabola.

Segundo [Leithold| (1994)) se na equacdo geral do segundo grau Az? + By + Cy? +
Dx+ Fy+ F =0 tivermos B =0 e AC < 0, entdo o grafico serd uma hipérbole ou duas

retas concorrentes. o caso degenerado da hipérbole, ou seja, duas retas concorrentes, é
obtido como sec¢do conica se o plano secante contiver o vértice do cone e duas geratrizes,

como mostra a préxima figura:

Figura 26 - DUAS RETAS CONCORRENTES OU HIPERBOLE DEGENERADA

Fonte: Leithold (1994).

Para , as equacoes canodnicas das conicas tém um aspecto comum
a algebra ja que sdo equacoes de segundo grau com duas varidveis em R?, porém para
que as equagoes estejam na sua forma canonica é preciso trabalhar com sistemas de eixos
ortogonais numa posicao favoravel em relagao as curvas, ou seja, exercicios com curvas

usando eixos ortogonais se torna bem mais facil, principalmente se usarmos o sistema de

coordenadas usual zOy.

O objetivo da proxima secao é justamente "transformar'a equagao da hipérbole em

uma posi¢ao adversa em uma equacao com uma forma reduzida.

3.5.1 Rotacio de eixos usando artificios de Algebra Linear

Com a leitura da secdo anterior, percebemos que para rotacionar uma hipérbole de
equacao ax’® + 2bxy + cy® + dx + ey + f = 0 basta zerarmos o termo com produto misto.

Vamos entao a algumas defini¢oes.

11 a2

Considere A = ] uma matriz quadrada de ordem 2 X 2 ¢ u = (x,y) um

Q21 A22
vetor em R2.
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Segundo Delgado, Frensel e Crissaff] (2013), um ntimero real A é um autovalor da

matriz A se existir um vetor u nao-nulo tal que Au = AA, onde

Au =

air a €
11 Q12 = (a1 + a12y, a1 T + asny).
a1 Qg2 Yy

Agora, seja A um autovalor da matriz A. Um vetor u é um autovetor de A

relativo ao autovalor A\ se Au = \u, ou melhor,

{anx—l—algy = Az N

anT +axpy = Ay

{ (>\ - 6111)$ — 12y

—a921 + ()\ — agg) =

O principal fato que nos permitird eliminar o termo misto é que a matriz

A:
b ¢

b
¢ ],coma,b,cER,

que representa a forma quadratica contida na equagao geral da hipérbole é uma matriz
simétrica e toda matriz simétrica é diagonalizavel (HABIB| 2013)). Assim basta encontrar-
mos uma matriz P que diagonaliza A. |Anton e Rorres| (2001) enumeram trés passos para

realizar esta operacao.

Passo 1: Encontre uma matriz

P = [ v U } e , (onde vy e vy formam bases ortonormais para os
P21 P22
auto-espagos)
que diagonaliza ortogonalmente a matriz A.

Passo 2: Permute as colunas de P, se necessario, para ter det(P) = 1. Isto garante

que a transformacao ortogonal de coordenadas

x = Px’, (3.18)

ou seja,
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¢ uma rotacao.
Passo 3: Para obter a equacao de C' no sistema z'y’, substitua a equacao [3.17| em

[B.18l Isto da

(PX)PA(PX) + K(PX') + f =0

ou

(xXV(P'AP)X + (KP)X' + f=0 (3.19)

Como P diagonaliza A ortogonalmente,

A0
piAp=| ™ ]

0 Ao

onde A\ e Ay sdo os autovalores de A. Assim, a equacao pode ser reescrito como

+f=0 (3.20)

P11 P12 x
lde] [p ] [ ,
21 P22 Y

RN

ou
)\11'/2 + )\le2 _'_d/x/ +e’y’+f =0

(onde d' = dp11 + epa1 e d' = dpis + epas). Como podemos notar, essa equagao nao contém
termo com produto misto.

Exemplo 1:

Vamos descrever a hipérbole C de equacao z? — 6zy — 7y?> — 5 = 0. Antes de iniciar,

observe seu grafico:



Capitulo 3. A Hipérbole 52

Figura 27 — HIPERBOLE C DE EQUACAO 22 — 62y — 7y2 — 5 =0

Y

Fonte: Elaborado pelo autor.

Como vimos anteriormente, a forma matricial da equagao serd

t'Ar —5=0 (3.21)

em que

A:

1 -3
-3 =7

A equacgao caracteristica de A é

A—1 -3
det(AN — A) = det =A=1D)A+T7)—-9=0.
-3 A+7
Resolvendo a equacido A% + 6\ — 16 = 0 encontramos A\; = 2 e Ay = —8 que sao 0s

autovalores de A.

Para \; = 2, vamos encontrar o autovetor associado a ele. Fazendo Av; = \A,

temos:

onde segue:

=3y = 22 -3y’
{ _3x/ _ 7 / _ 2 / $ /Ul = [ /
y = 4y Yy
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-3
Ao realizar a substituicao 3’ = 1 ficamos com v; = [ . Vamos agora normaliza-

lo.

-3
Como ||v1]] = v/10, entdo ficamos com vy = [ V10 ]

V10
1L
Fazendo o mesmo processo para Ay = —8, encontramos vy = \/?)TU
V10
Assim,
1 =3
pP—=| vio vio ]
3 1
V10 V10
diagonaliza A ortogonalmente.
Como
1 3 1 -3
pTAp — | VIO mH L —3Hm m}:[_g 0]
-3 1 3 1
Vo vol L3 TTILU% Tm 0 2

Podemos reescrever a equacao 3.21 da seguinte forma:

P RRIHES

ou simplesmente

—82”% + 2% -5=0

Com a nova equacgao, podemos representar graficamente a hipérbole como mostra

a proxima figura.
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Figura 28 — HIPERBOLE C DE EQUACAO —8272 + 2y — 5 = 0

y

Fonte: Elaborado pelo autor.

Exemplo 2

Vamos realizar o mesmo procedimento para a hipérbole C' de equacao 322 — 10zy +
3y2 4+ 12v/2x — 42y + 32 = 0.

Como vimos anteriormente, a forma matricial é:

2TAr + Kz +32=0

55 e K=[12v2 -4v2 |

T

Yy

A equacao caracteristica de A é dada por:

A-3 =5
= (A—3)2—25=0.
—5 A—3

, A=

emquex:[

det(A — A) = det (

Resolvendo a equacdo A2 — 6\ — 16 = 0 encontramos A\; = 8 ¢ Ay = —2 que S0 0s

autovalores de A.

Para \; = 8, vamos encontrar o autovetor associado a ele. Fazendo Av; = \A,

temos:

onde segue:
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1
Ao realizar a substitui¢do y’ = 1 ficamos com v; = [ . Vamos agora normaliza-

lo.
1
Como ||v1|| = /2, entdo ficamos com v, = [ \? ]
V2
=1
Fazendo o mesmo processo para Ay = —2, encontramos vy = [ \? ]
V2
Assim,
I |
V2 V2

diagonaliza A ortogonalmente.

Agora, basta reescrevermos a nossa equacao da forma [3.20] Dai, seque que:

=l 2l

ou simplesmente

+] 122 —4\/5}[

S-Sl
S-Sk
| ES— |
1
Qd\ ~

822 — 2y + 8z’ — 16y +32 =10

Note que se a equacao geral da hipérbole nao contém a forma linear, basta en-
contrarmos os autovalores da matriz A que representa a forma quadratica, encurtando
assim o processo e o tornando mais simples. Também vimos que ao extrair da equacao
a sua forma quadratica, a hipérbole estara apenas transladada. Podemos assim usar a

translagao de eixos para representa-la em um novo sistema z’Oy’ apenas completando os
quadrados, como segue:

822 — 2y"? + 82’ — 16y’ +32=0 (3.22)

Reescrevendo a equacao de modo a agrupar as variaveis, temos:

827 + 8x — 2y* — 16y = —32

Colocando em evidéncia os coeficientes comuns:

8(z? + 1) — 2(y* + 8y) = —32

Agora completando os quadrados:
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1
8(m2+x+1)—2(y2+8y+16):—32—2+32

1
8(z + 5)2 —2(y+4)*=2

Dividindo os dois membros da equagao acima por 2 e reescrevendo, ficamos com:

4(3:—1-;)2—(3/4—4)2:1

—(y+4)2 =1

3.6 Algumas aplicacdes da Hipérbole

Os primeiros matematicas a se dedicarem ao estudo das conicas, especificamente
da Hipérbole nao imaginavam que tais curvas teriam uma importancia tao grande nos dias

atuais.

Silval (2013) enumera vérias aplicagoes da Hipérbole, entre as quais destaco na

Astronomia, na navegacao e na Construcao Civil.

3.6.1 Astronomia

Além da utilizacdo do modelo hiperbdlico em alguns tipos de telescopio, de acordo
com |Silva; (2013)), os cometas podem descrever trés tipos de érbitas sendo elas elipticas,
parabdlicas ou hiperbdlicas.

Os cometas cujas Orbitas s@o hiperbdlicas ou parabdlicas ndo sdo perio-
dicos pois sua Orbita ndo é fechada. Dessa maneira aparecem uma unica
vez surgindo das profundezas do espago e afastando da mesma maneira
desaparecendo para sempre. Outro fator que interfere nas érbitas dos
cometas é a velocidade que determina uma érbita eliptica, parabdlica ou
hiperbdlica lembrando que o Sol coincide com o foco da conica formada
pela trajetéria do planeta. A velocidade é o fator determinante para o
tipo de trajetéria de cada cometa. (SILVA, 2013, P. 54).
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Figura 29 - REPRESENTACAO DA ORBITA DE UM COMETA

Hipérbole

rarabola

Fonte: (2013).

3.6.2 Navegacao

A aplicacdo na navegacao estd presente em um Sistema de Navegacao chamado
de LORAN (Long Range Navigation). Delgado, Frensel e Crissaff| (2013) apontam que

quando duas frentes de onda circulares se encontram, o fazem formando hipérboles. E

nesse fato que se baseia o sistema de localizaggo LORAN (Long Range Navigation) onde

os circulos concéntricos sao sinais de radio como mostra a proxima imagem:

Figura 30 — INTERSECAO DE FRENTES DE ONDAS CIRCULARES
N .

[
h— ——
—— ———

Fonte: Delgado, Frensel e Crissaff] (2013)).

3.6.3 Construcado Civil

A utilizacao de conicas na Construcao Civil é bem diversificada podendo ser vista
em pontes, monumentos, torres, entre outros. \Silval (2013) afirma que essa vasta utilizagao

¢ devido as suas propriedades fisicas e estéticas.
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Um bom exemplo para ser visto é a Catedral Metropolitana de Brasilia, projetada
pelo arquiteto Oscar Niemeyer, profissional conhecido por sempre usar curvas em seus

projetos.

Figura 31 - CATEDRAL METROPOLITANA DE BRASILIA

Fonte: Google Imagens (Acesso em 31.01.2018, as10h15min).

Algumas espécies de luminarias e abajures também projetam sua luz em formato
de hipérbole, podendo aparecer apenas um ou os dois ramos como ¢é o caso da proxima

imagem:

Figura 32 - LUMINARIA DE PAREDE

Fonte: Google Imagens (Acesso em 31.01.2018, as10h28min).

Outro exemplo de aplicagdo na Construcao Civil sdo as centrais de energia atomica

que geralmente sao projetadas em forma de hiperboldide, assunto esse que pode render
um trabalho mais detalhado acerca do estudo das quddricas. (2005) afirma que:

Podemos mostrar que o hiperboléide de uma folha gerado pela rotacao
de uma hipérbole em torno do seu eixo transverso é também gerado por
uma reta. Ou seja, ele pode ser considerado como sendo formado por
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uma unido de retas (superficie regrada). Assim, seu formato é usado na
construcdo de centrais de energia atomica, onde barras de ago retilineas
(que tém alta resisténcia) se cruzam para obter estruturas extremamente
fortes. (SATO, 2005, p. 31).

Figura 33 - CENTRAIS DE ENERGIA ATOMICA

Fonte: Google Imagens (Acesso em 25.03.2018, as 9h35min).
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4 A construcao da Hipérbole

A construcao de conceitos através da manipulacao de materiais concretos ou do
desenho geométrico é de suma importancia para obter resultados satisfatérios no processo
de ensino-aprendizado. Para |Piaget e Inhelder| (1993)), ndo é possivel interpretar o papel
da imagem como apenas uma cépia da realidade, ou como um dado perceptivo, ja que a
imagem representativa implica na assimilacao do objeto. O autor ainda completa afirmando

que

...a causa dos fracassos da educacao formal da Matematica decorre do fato
de se iniciar pela linguagem, ao invés de fazé-lo pela acao real e material
desenvolvida de forma sistematica e ininterrupta , durante todo o ensino
fundamental. E nesse sentido que a Matemética, incluindo a Geometria,
nao deve ser ensinada como se tratasse de verdades acessiveis somente
por meio da linguagem. A chegada da abstragdo é imprescindivel, pois
finalizam uma série ininterrupta de agdes concretas anteriores (PTAGET;
INHELDER, 1993, p. 6).

Apesar do autor ter citado apenas o ensino fundamental, entendemos que o contato
com materiais concretos e construgoes através de desenhos se torna também fundamental
para a formacao dos conteiidos matematicos, principalmente em Geometria, no ensino
médio. E nessa linha de raciocinio que trazemos aqui algumas atividades que tem por

objetivo fundamental a fixacao dos contetidos vistos anteriormente.

No primeiro capitulo vimos que Apolonio foi o primeiro matematica a descobrir
que as secoes cOnicas poderiam ser encontradas em um mesmo cone, alterando apenas
o angulo do corte em relagao ao eixo central. Dessa forma, o professor também pode
reproduzir o resultados do matematico em sala de aula com poucos materiais, como isopor,
estilete (ou cortador de isopor) e tinta para colorir. A préxima imagem é um exemplo

dessa atividade.
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Figura 34 - SECOES CONICAS A PARTIR DE CORTES E UM CONE DE ISOPOR

Fonte: Elaborado pelo autor.

4.1 Com régua e compasso

Atividade 1

Objetivo: Construir a hipérbole conhecendo os focos e um ponto pertencente a

curva.
Materiais necessarios:
a) folha de papel;
b) régua;
¢) compasso;
d) lapis, lapiseira ou caneta;

Resultados esperados: Construir a hipérbole conhecendo os dois focos e um

ponto pertencente a curva aplicando a definigdo de hipérbole.

Passo a passo

1° passo: Dados dois pontos (F; e Fy), vamos tragar a reta r que passa por eles. Essa

reta contém o eixo focal;

2° passo: Tracamos a reta s perpendicular a reta r no ponto médio do segmento F}F5.

O ponto de intersecao entre elas sera o centro da hipérbole, que chamaremos de O;

3° passo: Em seguida, tracemos o segmento PF;
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passo: Com a ponta seca do compasso em P e abertura igual a distancia de P até

F;, encontramos um ponto P; pertencente ao segmento P Fi;

passo: O segmento P F} tem medida 2a que ¢é a distancia entre os vértices da

hipérbole;

passo: Encontremos agora o ponto médio do segmento P; F; no qual vamos chamar
de M,

passo: Agora com a ponta seca do compasso em O e abertura igual a medida do
segmento F| M encontramos os pontos A; e As a esquerda e a direita de O. Esses

sao os vértices;

passo: Como a hipérbole é simétrica em relacao ao eixo focal e ao eixo nao-focal, a
partir do ponto P dado podemos encontrar outros trés pontos que também pertencem
a curva. Para isso, fixamos a ponta seca do compasso em F; com abertura igual ao

segmento PF) e tragamos um arco abaixo do eixo focal;

passo: Fazemos agora o mesmo procedimento, porém com a ponta seca do compasso

em F, e tracamos dois arcos, um acima e outro abaixo do eixo focal;

passo: Em seguida com a ponta seca do compasso em F5 e abertura igual ao segmento
PF5 encontramos a intercessao com os arcos tragados anteriormente, repetindo o

mesmo Processo;

passo: Para facilitar ainda mais o tracado da curva, vamos nos utilizar do retangulo-

base para encontrar as assintotas;

passo: Com a ponta seca do compasso em A, e abertura igual a medida do segmento

OF5 encontramos os pontos B; e By pertencentes ao eixo ndo focal;
)
passo: Agora tracamos as retas paralelas ao eixo focal que passam por By e Bs;

passo: De igual modo tragamos as retas paralelas ao eixo focal que passam por A; e

As. Dal encontramos o retangulo-base;

passo: Basta agora tracar as retas que contém as diagonais do retangulo encontrado.

Essas sao as assintotas da hipérbole;

passo: Por tultimo, sabendo que quanto mais a curva cresce mais ela se aproxima das

assintotas tracamos os dois ramos da hipérbole, sempre partindo dos vértices.

Link da construgao: <https://www.youtube.com/watch?v=UqY3PJrQpm0>


https://www.youtube.com/watch?v=UqY3PJrQpm0
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Atividade 2

Ao realizarmos as pesquisas sobre as diversas construcoes da hipérbole nos depara-

mos com o canal do Youtube Arturo Geometria que trata o esboco da curva a partir do

conhecimento dos vértices (A; e As) contidos no eixo focal e os pontos By e By pertencentes

ao eixo nao focal (JIMENEZ] 2013]).

Objetivo: Construir a hipérbole conhecendo os vértices (A; e Az) contidos no

eixo focal e os pontos B; e By pertencentes ao eixo nao focal.

Materiais necessarios:

a) folha de papel;
b) régua;
d

)
)

¢) compasso;
)

lapis, lapiseira ou caneta;

Resultados esperados: Com a construgao, espera-se que seja identificada a

definicao de hipérbole, bem como seus elementos e a importancia deles.
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Passo a passo

passo: Dados o sistema de eixos com centro em O e os pontos A; e Ay pertencentes
ao eixo focal, By e By contidos no eixo nao-focal com a abertura do compasso igual
a medida do segmento A;B; vamos encontrar os pontos F; e Fy contidos no eixo

focal.;

passo: Com o uso de uma régua, vamos encontrar um conjunto de pontos P; ... Ps a

partir de F, graduados a uma distancia de 1lem de um para o outro;

passo: Agora com a ponta seca do compasso em F} e abertura igual a medida do

seguimento A; P, vamos tragar um arco cortando o eixo focal;

passo: Em seguida com a ponta seca do compasso em F; e abertura igual a medida

do seguimento A, P; vamos encontrar as intercessoes com o arco tragado;

passo: Agora basta tragar o ramo direito da curva, como na atividade anterior,

sempre partindo do vértice;

passo: Para tracar o ramo esquerdo o processo é andlogo ao relatado até aqui.

Link da construgao: <https://www.youtube.com/watch?v=z3x4USFKsDw>


https://www.youtube.com/watch?v=z3x4U8FKsDw
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4.2

Com linha e alfinete

Habib| (2013)) descreve uma atividade voltada para alunos a partir da 8* série do

Ensino Fundamental muito parecida com a que descreveremos aqui. La a autora propoe

que os alunos construam a cOnica apenas com os conhecimentos bésicos de Geometria

Plana, como ponto, segmento de reta e outros. No nosso caso, partiremos do ponto em que

a definicdo de Hipérbole ja foi apresentada e que o estudante ja tenha alguns conhecimentos

béasicos de Geometria Plana.
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Atividade 3
Objetivo: Construir a hipérbole utilizando pedacos de linha, alfinetes e isopor.

Materiais necessarios:

a

b

1 folha de isopor de 20mm;

1 folha de papel colorset branco, ou da cor desejada;
¢) Cola de isopor;
e) Lapis;
f

)
)
)
d) Régua (de preferéncia de 50cm);
)
) Barbante;

)

g) Alfinetes com a cabega colorida.
Passo a passo
passo: Caso esteja utilizando uma folha de isopor de 20mm, recomendo que corte ao

meio e cole uma sobre a outra de modo que tenhamos ao final um pedago menor,

porém com 40mm de altura;

passo: Cubra o pedacgo de isopor com o papel colorset de modo que pelo menos um

dos lados fique completamente coberto;

passo: Trace uma reta bem no meio do folha e marque um ponto no centro (Esse

serd o centro da Hipérbole). Chamaremos esse ponto de O;

passo: Marque o ponto F a 12c¢m do lado esquerdo do ponto O e F3 a direita de O

com a mesma distancia;
passo: Espete um alfinete em F; e em em Fy;

passo: Marque o ponto V; a 4cm do lado esquerdo de Fi e V5 a 4cm do lado direito

de Fy (Esses sdo os vértices da Hipérbole);

passo: Esperte um alfinete em cada vértice;
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passo: Com um pedaco de linha dé um n6é em um alfinete, de maneira tal que de

um lado fique um tamanho maior que 7em e do outro, maior que 23cm;

passo: Dé um né em cada extremidade da linha, de modo que tenhamos dois
segmentos, um de 7cm e outro de 23cm. Esses nds sao apenas para marcar onde

sera amarrado nos focos;

passo: Agora dé um noé na linha, fixando as duas extremidades nos dois focos
exatamente onde foi marcado com um no e, em seguida espete o alfinete no ponto

em que os dois lados da linha fiquem esticados;

Obs: Como a hipérbole é simétrica em relacao ao eixo focal e ao eixo nao focal, com

esse mesmo procedimento nés podemos marcar outros trés pontos da hipérbole.

passo: Com outro pedago de linha, dé um né em outro alfinete, agora deixando um

pedaco maior que 8cm de um lado e do outro, maior que 24cm;

passo: Dé um né em cada extremidade da linha, de modo que tenhamos dois
segmentos, um de 8cm e outro de 24cm. Esses nds sao apenas para marcar onde

sera amarrado nos focos;

passo: Agora dé um noé na linha, fixando as duas extremidades nos dois focos
exatamente onde foi marcado com um noé e, em seguida espete o alfinete no ponto

em que os dois lados da linha fiquem esticados;
Obs: Como feito anteriormente, esse mesmo tamanho gera outros trés pontos.
passo: Repita o procedimento o quanto achar necessario. Ao final vocé vera que o

conjunto dos pontos formados pelas cabecas dos alfinetes formam os dois ramos da

hipérbole.
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Figura 35 - HIPERBOLE CONSTRUIDA COM BARBANTE E ALFINETES

Fonte: Elaborado pelo autor.

Resultados esperados: Espera-se que com a construcao o aluno visualize cada

elemento geométrico e a sua importancia no esboco do grafico da hipérbole. Link da

construgdo: <https://www.youtube.com/watch?v=ALYnbum6U8&feature=youtu.be>

4.3 Com o software Geogebra

Atualmente a utilizacao de softwares educacionais na sala de aula é vastamente
defendida por educadores tendo em vista a abertura de um "leque"de novas possibilidades
para tornar o processo de ensino-aprendizado mais dindmico. Nessa linha de pensamento,
Laudares (2004)) afirma que:

[...] a criagdo de um novo ambiente escolar do questionamento, encora-
jando o estudante a propor solugoes, explorar possibilidades, levantar
hipoteses, justificar seu raciocinio, fazer simulacoes, entrar em rede, ana-
lisar e justificar resultados utilizando a Matemética como instrumental
na resolucao de problemas, surgidos da construcao e da criatividade em
situagdes de trabalho, da técnica, do econémico e do social (LAUDARES,
2004, p. 294).

Por outro lado, (2004) comenta que o uso de novas tecnologias nao pode ser
encarado como algo simplesmente novo e que deve ser aplicado em sala de aula. Ele defende
que o uso de softwares educacionais devem estar intimamente ligados ao aprendizado dos

conteudos a serem ensinados pelos professores. Ainda sobre isso, ele acrescenta:


https://www.youtube.com/watch?v=fiLYnbum6U8&feature=youtu.be
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Entendemos que, em primeiro lugar, a familiarizacdo com os recursos
tecnologicos nao deve se dar de forma isolada da aprendizagem dos
conteudos mateméaticos pelo proprio professor. A reflexdo sobre o papel
adequado destes recursos no planejamento de atividades pedagégicas
deve estar baseada, em principio, no propria experiéncia de aprendizagem.
Num momento posterior, a questao pode ser revisitada, com a discussao
fundamentada em pesquisas e resultados de experiéncias. (Giraldo, 2004,

p.- 7)

De acordo com os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN), documento este que
tem a funcao de orientar os professores quanto & buscar de novas formas de ensinar, é
indiscutivel a necessidade crescente do uso de computadores por alunos como instrumento
de aprendizagem escolar, para que possam estar atualizados em relagao as novas tecnologias
da informacao e se instrumentalizem para as demandas sociais presentes e futuras (BRASIL,
1998)).

O Geogebra ¢ um software matematico gratuito que retine fungdes de Geometria,
Algebra e Calculo. Possibilita ampliar a criatividade do estudante, além de desenvolver e
estimular o raciocinio loégico. Talvez o seu principal destaque seja possibilitar o usudrio a

trabalhar a geometria dinamica.

O software em questao foi criado em 2002 por Markus Hohenwarter da Universidade
de Salz-burgo na Austria com objetivo de ser utilizado em ambiente de sala de aula (LOPES|
2011). Por se tratar de um aplicativo livre, o seu download pode ser feito através do
endereco |[<https://www.geogebra.org/>. Ao abrir o site também existe a possibilidade de

trabalhar as ferramentas de modo on-line sem a necessidade de realizar o download do

instalador.
Figura 36 — TELA INICIAL DO GEOGEBRA
[(R] &~ 2> OO 4N =2 Q=
+ A &
1 T 71 :
2
3 Q

Fonte: <https://www.geogebra.org/>.

Souza e Garcial (2016) defendem o trabalho com programas educacionais especia-

lizados que contribuem para a visualizacao e verificacdo de propriedades e auxiliam na


https://www.geogebra.org/
https://www.geogebra.org/
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resolucao de problemas, uma vez que permitem construgoes e efeitos pouco viaveis ou
impossiveis de serem realizados apenas com lapis, papel e instrumentos de medicao e

desenho.

Nessa mesma linha de pensamento, destacamos o uso do software educacional visto
a facilidade em manipular objetos, alterar medidas, coeficientes de uma equacao, além da
visualizacao quase instantanea dos resultados apos as modificagoes. A proxima imagem
mostra algumas fungdes do GeoGebra (neste trabalho usamos a versao Classic 6, mas nao

haverd perda e forem utilizadas versoes anteriores).

Figura 37 — ALGUMAS FUNCOES DO GEOGEBRA
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Fonte: Elaborado pelo autor.

As atividades listadas abaixo foram apresentadas pela primeira vez durante as

aulas da disciplina MA23 - Geometria Analitica ao estudarmos as conicas.

Atividades 4

Objetivo: Construir a hipérbole utilizando o comando Hipérbole com trés pontos.

Passo a passo

1° passo: Com a interface do Geogebra aberta, clique na opgao elipse. Note que ao

clicar ird aparecer também a opc¢ao hipérbole como mostra a figura abaixo:
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Figura 38 - HIPERBOLE CONSTRUIDA COM TRES PONTOS
koA B O] 4N 2 @ e Q=
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::— Hipfrhule @
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Hipérbole

______ Selecione dois focos e, depois, um ponto da hipérbole

Fonte: Elaborado pelo autor.

2° passo: Selecione dois pontos para serem os focos. Neste exemplo, usamos os pontos

(—3,0) e (3,0) e em seguida selecione um ponto qualquer da curva. O resultado é a
hipérbole ¢ de acordo com a proxima imagem:

Figura 39 — ESBOCO DA HIPERBOLE COM TRES PONTOS
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Fonte: Elaborado pelo autor.

3° passo: Pronto! Temos a hipérbole de centro em O = (0,0) e focos A = (—3,0) e
B =(3,0).
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Resultados esperados: Nessa primeira atividade com o Geogebra esperamos que
o aluno consiga entender a fun¢ao dos focos e ao movimentar a curva através do ponto C'
perceber que quanto mais distante os vértices da hipérbole estiverem dos focos a curva
sera mais aberta e quanto mais perto estiver, ela sera mais fechada.

Link da construgao: <https://www.youtube.com/watch?v=plzq3DCn5Hw >
Atividades 5

Objetivo: Construir a hipérbole utilizando o comando conica com cinco pontos.

Passo a passo

1° passo: Com a interface do Geogebra aberta, clique na opcao elipse. Em seguida,
note que ird aparecer também a op¢ao conica com cinco pontos como mostra a figura

abaixo:

Figura 40 - HIPERBOLE COM CINCO PONTOS

Fonte: Elaborado pelo autor.

2° passo: Selecione quatro pontos. Mas atencao! Como a hipérbole é simétrica, os pontos
nao podem ser aleatérios, do contrario encontraremos outra conica (elipse, parabola
ou mesmo uma circunferéncia). Sendo assim, escolhemos os pontos A = (3, 3),
B =(3,-3),C =(-3,-3) e D= (-3,3). Depois, basta escolher qualquer ponto.

Neste caso escolhemos o ponto F = (—1,0)


https://www.youtube.com/watch?v=pIzq3DCn5Hw
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Figura 41 - ESBOCO DA HIPERBOLE ATRAVES DO COMANDO CONICA COM
CINCO PONTOS
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Fonte: Elaborado pelo autor.

3° passo: Note que devido a hipérbole ser simétrica em relagao ao eixo focal e ao eixo
nao-focal e em virtude dos pontos escolhidos, temos também os dois vértices (—1,0)
e (1,0).

Resultados esperados: Uma observacao importante nesta atividade é que ao
movimentar o quinto ponto, dependendo do lugar que pararmos o cursor do mouse
podemos ter: uma hipérbole com eixo focal contido das abscissas, com eixo focal contido
nas ordenadas, um par de retas paralelas ou um par de retas concorrentes.

Link da construgao: <https://www.youtube.com/watch?v=DWTtMuk3Ww4>

Atividades 6

152
Objetivo:Esbocar o grafico da hipérbole de equacao @ —(y+4)?*=1.

4

Passo a passo

1° passo: Com a interface do Geogebra aberta, clique na caixa de texto contida no

canto superior esquerdo.


https://www.youtube.com/watch?v=DWTtMuk3Ww4
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Figura 42 - CAIXA DE ENTRADA DO GEOGEBRA
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Fonte: Elaborado pelo autor.

1\2
2° passo: Em seguida digite a equacao (Iffi) — (y +4)? = 1. Lembrando que para
4

indicar uma fragao, use a barra, para digitar o expoente, use o ponto circunflexo.

Figura 43 — ESBOCO DA HIPERBOLE ATRAVES DA EQUACAO
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Fonte: Elaborado pelo autor.

3° passo: Apés digitar a equacgao, clique em enter e o resultado ird aparecer imediata-

mente.
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Resultados esperados: Com essa atividade, esperamos que o aluno se familiarize
com o ambiente de equacoes no Geogebra. A simples alteragdo dos nimeros que aparecem,
transformando em novas equagoes, possibilita a visualizacao de resultados imediatos no

grafico da curva.
Link da construgdo: <https://www.youtube.com/watch?v=8EkzRsnJ38w>

Atividades 7

Objetivo:Esbocar o grafico da hipérbole de equacao através do circulo diretor.

Passo a passo

1° passo: Selecione dois pontos A e B. Nesse caso escolhemos os pontos A = (—3,0) e
B = (3,0). Para isso, basta selecionar o comando "ponto'e clicar no lugar desejado.

Esses dois pontos serdao os focos da hipérbole.

Figura 44 — FOCOS DA HIPERBOLE
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Fonte: Elaborado pelo autor.

2° passo: Em seguida, através do comando "Circulo dados Centro e raio'construa uma
circunferéncia de centro em A e raio menor que d(A, B). Nesse caso, escolhemos o

raio medindo 2. Em seguida escolha um ponto da circunferéncia.


https://www.youtube.com/watch?v=8EkzRsnJ38w
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Figura 45 - CIRCULO COM CENTRO EM A

Fonte: Elaborado pelo autor.
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3° passo: Através do comando "Reta"no menu principal do Geogebra, trace uma reta

que passe pelos pontos A e C.

3 GeoGebra Classic

Figura 46 - RETA f QUE PASSA POR AE C
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— (x+ 3P +y* =197
f:Reta(C A)
@
— 0.84x - 1.13y = -2.51
+ | Entrad

Fonte: Elaborado pelo autor.
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4° passo: Agora esboce o segmento BC' e em seguida encontre a sua mediatriz.

Figura 47 - SEGMENTO BC E SUA MEDIATRIZ

€4 GeoGebra Classic

k>

@)

O

C = Ponto (c) v
— (-1.24, 0.95) ®

f:Reta(A.C)

— -0.95x 4 1.76y = 2.86

g : Segmento (C, B)

— 435

h : Mediatriz (g)

— -4.24x 4 0.95y = -3.21

D = Intersegdo (f, h)

— (13,233)
E - (-6.64, -7.18)

i:Reta(A,C)

— -0.95x + 1.76y = 2.86
j: Segmento (C.B)

— 4.35

k : Mediatriz (j)

— -4.24x + 0.95y = -3.21

X oo &N =e

50

60

70

Fonte: Elaborado pelo autor.

passo: Através do item "Ponto'no menu principal, selecione a opg¢ao "Intersecao de

dois objetos'e marque a intersecao entre as retas f e h, que serd o ponto D.

passo: Em seguida, clique com o botao direito do mouse em cima do ponto D e

selecione a opcao "Exibir Rastro".

Agora, clique no comando "Mover'e movimente o ponto C. O rastro do ponto D ird

formar a hipérbole.
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Figura 48 - RASTRO DO PONTO D FORMANDO A HIPERBOLE

€2 GeoGebra Classic - u]

DFZE S IPANNEIES :

A = Ponto (EixoX) N

— (-3,0) ®

o Il

@)

B = Ponto (EixoX)

o
- (3.0) ®

c: Circulo (A, 2)

— (43R =4

C = Ponto (c)

— (-3.16, -1.09) ©

f:Reta(A.C)

— 1.99 - 0.16y = -5.98 T T T° i *

g : Segmento (C, B)
— 6.48
h : Mediatriz (g)
— -6.16x - 1.99y = 2.49
D = Intersegdo (f, h)
®
— (-2.48, 6.41)
O

E - (-6.64, -7.18)

. i:Reta(A,C)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Resultados esperados: Com o desenrolar dessa atividades esperamos que o
aluno possa compreender que a hipérbole é um conjunto de pontos que satisfazem a
uma determinada relagdo. Link da construgao: <https://www.youtube.com/watch?v=
zlOorvkq uo&t=100s>


https://www.youtube.com/watch?v=zlOorvkq_uo&t=100s
https://www.youtube.com/watch?v=zlOorvkq_uo&t=100s

7

Consideracoes Finais

O estudo das conicas durante o tempo sempre foi levado muito a sério pelos
matematicos que se dedicaram a desenvolver seus pensamentos na area da Geometria
Analitica. Como vimos no corpo do trabalho, o nome que mais se destaca até hoje é
o de Apoldnio de Perga, por ter nos deixado contribuigoes valiosissimas encontradas

principalmente em sua obra prima "As coOnicas".

Ao trabalhar o contetido em sala de aula é de fundamental importancia que o aluno
tenha o conhecimento minimo sobre os elementos geométricos da Hipérbole, suas equacgoes,
o comportamento de seu grafico mediante a alteracao dos coeficientes na equacao, e é nesse
sentido que nos propomos a escrever sobre o assunto. Procuramos trazer ao leitor uma

abordagem que fosse acessivel tanto para o Ensino Médio, quanto ao Ensino Superior.

A utilizacdo de materiais concretos e do software Geogebra como apoio pedagdgico
na construcao do conceito de hipérbole sao pontos fortes do trabalho, assim como a
producgao dos videos com o passo-a-passo publicados e agrupados no Canal do Youtube

Desvendando a Geometria.

Quanto a utilizacdo do Geogebra, o professor de Matematica nao pode se limitar a
usar o software apenas para ministrar uma aula, mas também deve ser utilizado como
uma ferramenta para representar graficamente figuras ou fungoes e observar conceitos e

propriedades que envolvam a hipérbole.

A pesquisa por meios que dinamizem o ensino de Matematica, principalmente em
areas como a Geometria Analitica deve sempre continuar, e nesse sentido destacamos que

procuraremos manter pesquisas que vao ao encontro da tematica abordada neste trabalho.

Por fim, desejamos que docentes de Matematica que lecionam a disciplina Geometria
Analitica ou ministram aula para a terceira séria do Ensino Médio encontrem nesse material

um guia para utilizagdo no ambiente de sala de aula.
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