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RESUMO

Nesta dissertacdo abordamos os conceitos bdsicos de algumas func¢des elementa-
res, limites, continuidade, além do conceito de derivada e sua aplicabilidade. Esse
material apresenta uma formacdo sélida no que diz respeito aos pré-requistos ne-
cessdrios para um aluno do ensino médio ingressar num curso superior, em que
o mesmo trabalhard, eventualmente, com aspectos relacionados ao Calculo. Como
uma proposta didatica introduziremos os conceitos de limite e derivada utilizando
ferramentas computacionais, neste, caso o software GeoGebra e apresentacdo em

Beamer.

Palavras-Chave: Funcdo. Limite. Continuidade. Derivada.
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ABSTRACT

In this dissertation we will study the basic concepts of some elementary functions, limits,
continuity, beyond the concept of derivative and it applicability. This material will present
a solid training regarding the prerequisites required for a high school student to enter an
upper course where he will eventually work with aspects related to Calculus. As a didactic
proposal we will introduce the concepts of limits and derivative using computational tools,

in this case GeoGebra software and Beamer presentation.

Keywords: Function. Limit. Continuity. Derivative.



INTRODUCAO

A Matematica esta presente nas diversas dreas do conhecimento e, na Educa-
¢do Bésica ndo é diferente. Desde o primeiro ano do Ensino Fundamental ela é
desenvolvida junto aos alunos devida a sua importancia e aplicabilidade tanto no
contexto escolar quanto no cotidiano.

O Curriculo Oficial do Estado de Sdo Paulo apresenta a Matematica como uma
area especifica de conhecimento e o mesmo aponta trés eixos norteadores para
o desenvolvimento mateméatico no ambiente escolar: 1. Expressio/Compreensio; 2.
Argqumentagido/Decisdo; 3. Contextualizagdo/Abstragio.

Ao longo dos ultimos anos, nota-se que os alunos vém apresentando dificulda-
des relacionadas a Matematica. Grande parte dos alunos saem do Ensino Médio
sem desenvolver as habilidades e competéncias necessérias, o que impulsiona o
grande ntiimero de reprovagdes nas disciplinas de Célculo nos diversos cursos de
exatas das universidades ptublicas e privadas. A Matematica é vista com um ema-
ranhado de férmulas que muitas vezes ndo apresentam sentido algum para os
alunos.

O ensino de fungdes inicia-se ao longo do 8° ano do Ensino Fundamental e
alonga-se até a 3% série do Ensino Médio e, mesmo apés longos cinco anos tra-
balhando com diversos tipos de fun¢des, o aluno ao final da 3? série do Ensino
Médio apresenta dificuldade ao definir fungdo e apontar suas aplicabilidades. O
conceito de funcdo é um dos mais importantes no ensino de Matematica e na mai-
oria das vezes esta diretamente relacionado a algo simples, como, por exemplo, a
no¢do de Contagem. Ponte [10] descreve a origem e o desenvolvimento desse con-
ceito ao longo da Histéria da Matematica, sua evolugdo na Educagdo Matematica
e seu surgimento como um elemento indispenséavel para o estudo quantitativo dos
fendmenos naturais, mostrando que esse desenvolvimento foi um processo longo
e extremamente delicado.

Rezende [11] consubstanciou cinco macro-espacos de dificuldades de aprendi-
zagem de natureza epistemolégica do ensino de Calculo e identificou, em esséncia,
um unico lugar matriz dessas dificuldades: o da evitagdo/auséncia das ideias e
problemas construtores do Calculo no ensino basico de Matematica.

Essa dissertacdo vem ao encontro do que Rezende [11] constatou, pois busca
apresentar uma formagédo sélida para o aprimoramento no desenvolvimento das

habilidades e competéncias no ensino de func¢do, além de apresentar um profun-
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SUMARIO

damento nesses conceitos para que o aluno, no Ensino Superior, j4 esteja familiari-
zado com as nogoes bdsicas de limites, continuidade e derivada.

Em [5]], é destacado o conceito bésico de limites, conceito esse poucas vezes
trabalhado pelos professores de matemdtica. Além disso, é importante destacar
também que no mesmo material, sdo apresentados problemas intuitivos sobre os
conceitos primitivos de derivada, problemas estes, também, poucas vezes explora-
dos.

Este trabalho tem como objetivo principal apresentar a importancia do ensino
dos conceitos basicos de limites e derivadas no Ensino Médio através dos softwa-
res Beamer e GeoGebra, com a finalidade de apresentar esses conceitos de forma
ladica para que assim o aluno possa observar a importancia da aplicabilidade dos
conceitos de matemaética no cotidiano.

No Capitulo 1, apresentamos os conceitos basicos relacionados as fungdes: gra-
ficos, operagdes e destacamos algumas fun¢des elementares.

No Capitulo 2, introduzimos os conceitos de limites e suas propriedades.

No Capitulo 3, definimos fun¢des continuas, apresentamos suas propriedades
e destacamos alguns exemplos.

No Capitulo 4, apresentamos as no¢des de derivadas, as regras de derivagdo
com as respectivas demonstragdes, as derivadas das fun¢des elementares, a deri-
vada de uma funcdo na forma implicita, na forma paramétrica, além das derivadas
sucessivas.

O Capitulo 5 traz algumas aplica¢des de derivadas, discutindo problemas de
taxa de variagdo e maximos e minimos de fungdes.

Uma proposta didética é apresentada no Capitulo 6, dividida em 4 aulas: (i)
Nocgéao de limite e derivada usando Beamer, (ii) Noc¢ao de limite e derivada usando
GeoGebra, (iii) Algumas propriedades de limites e regras de derivacao, (iv) Reso-
lugdo de problemas de otimizacdo utilizando no¢des de derivada.

Finalmente, apresentamos as perspectivas futuras, ou seja, algumas ideias que
podem contribuir com a melhoria na qualidade do ensino e que eventualmente

possam ser refletidas no Ensino Superior a médio e longo prazo.
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FUNCOES

Neste capitulo abordamos os conceitos primitivos de fungdo, além das princi-
pais fung¢des trabalhadas ao longo do Ensino Médio e dos cursos de Calculo I no

Ensino Superior.

1.1 O CONCEITO DE FUNCAO

Definicao 1.1.1 [3] Sejam A e B subconjuntos de R. Uma fungio f : A — B é uma
lei ou regra que a cada elemento de A faz correspondéncia a um inico elemento de B. O
conjunto A é chamado dominio de f e é denotado por D(f). B é chamado de contra-dominio,
denotado por CD(f), de f. Denotamos:

f:A—B.
x — f(x)
Exemplo 1.1.1 Sejam A ={0,1,2,3} e B={1,2,3,4}.

(i) A relagio f : A — B representada usando o Diagrama de Venn [\ na Figura 1.1.1, é
uma fungio de A em B.

(ii) ¢+ A — B dada por g(x) = x + 1, é uma fungio de A em B e estd representada na

Figura 1.1.2. Podemos representar ¢ através do Diagrama de Venn.
Defini¢ao 1.1.2 [2]
Seja f : A — B uma fungio.
(i) Dado x € A, o elemento f(x) € B é denominado imagem de x por f.
(ii) O conjunto de todos os valores assumidos pela fungio, denotado por Im(f), é chamado
conjunto imagem de f, isto é, Im(f) = {f(x);x € A}.
Exemplo 1.1.2 Sejam A = {1,2,3,4,5,6}, B=Z e f : A — B definida pela regra que
a cada elemento de A faz corresponder o seu triplo. Entdo:

(i) aregra que define f é f(x) = 3x;

! Diagrama de Venn é uma representacdo grafica, que nos mostra as relagdes existentes entre conjun-
tos.



1.2 GRAFICOS

(ii) a imagem do elemento 1 é 3, de 2 é 6 etc.;

(iii) o conjunto imagem de f, Im(f) = {3,6,9,12,15,18}.

A B

=
-

Figura 1.1.1

Figura 1.1.2

1.2 GRATFICOS

Defini¢do 1.2.1 [3] Seja f : A — B uma fungdo. O grdfico de f é o conjunto
G(f) = {(xy) e R%y = f(x)}.

Para esbogarmos o grafico de uma fungdo, listamos uma série de pontos coor-
denados que sdo dados de acordo com a lei de formagdo dessa funcdo aplicados
em seu dominio e que nos da sua respectiva imagem, a partir dai montamos uma

tabela com esses dados e em seguida plotamos esses pontos no plano cartesiano.

Exemplo 1.2.1
(i) Seja f : R — R dada por f(x) = x2.
O gridfico de f consiste em todos os pares (x,y) € R? tais que y = x
colegdo de todos os pares (x,x*) do plano xy. A Figura 1.2.1 mostra o grdfico de f.
(ii) Seja f : R — R dada por f(x) = 2x.
Note que os pontos do grifico sio os pares (x,2x) € IR?. Observe o esbogo do grdfico

2 ou seja, é a

de f na Figura 1.2.2.



1.2 GRAFICOS 3

(iii) Seja f : R — R dada por

-2, sex < =2
f(x)= 2, se —2<x<2
4, sex > 2

O grdfico de f pode ser visto na Figura 1.2.3.

(iv) Seja f : R — R dada por f(x) = |x|.
Sabemos que quando x > 0, f(x) = x e quando x < 0, f(x) = —x. A Figura 1.2.4.
mostra o grdfico de f.

(v) Seja f(x) = % Entdo, D(f) = R — {0}. A Figura 1.2.5 mostra o grdfico de f.

Y u

Figura 1.2.1
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1.3 OPERACOES

1.3 OPERACOES

Nesta se¢do apresentamos algumas operagdes que podem ser realizadas com fun-
¢oes.

Definicdo 1.3.1 [3] Dadas as fungoes f : A — Be g: A — B e a constante k, as
operagdes soma f + g, diferenca f — g, produto f - g, quociente f /g e o produto k - f, sdo
definidas por:

@) (f +8)(x) = f(x) + g(x);

(@) (f = g)(x) = f(x) = g(x);

(i) (f -g)(x) = f(x) - g(x);

(iv) (f/g)(x) = fgig, desde que g(x) # 0, para todo x € A;
(v) (kf)(x) = kf(x). Note que, neste caso, D(kf) = D(f).

Exemplo 1.3.1 Sejam f(x) = x + 1 e g(x) = x%. Entdo,
i) (f+9)(x)=(x+1)+ () =x>+x+1;

(i) (f—g)(x) = (x+1)— (x?) = —x> +x+ 1;

(iii) (f - g)(x) = (x+1) - (x?) = x> + x%;

(i) (f/5) = * 5

Note que 0 D(f) = D(g) = R e no item (iv), 0 D(f/g) = R — {0}.

Exemplo 1.3.2 Seja f(x) = /3x+1e k = 2. Entdo, (kf)(x) = 2v/3x+1e
D(kf) = [=3,+o0)

Definicao 1.3.2 [3] Dadas duas fungées f : A — Be g : B — C, a fungio composta
de g com f, denotada g o f, é definida por (g o f)(x) = g(f(x)).

O dominio de g o f é o conjunto de todos os pontos x no dominio de f tais que

f(x) esta no dominio de g. Logo, D(go f) = {x € D(f); f(x) € D(g)}.

Observe o diagrama abaixo:



1.3 OPERACOES

Figura 1.3.1

Exemplo 1.3.3 Sejam f : Ry — R dada por f(x) = /x e g : R — R dada por
g(x) = x + 1. Determinar g o f.

Como Im(f) = R4y C R = D(g) a composta go f : Ry — R é definida por:

(30 f)(x) = g(f(x)) = g(v/3) = /E+1.

Por outro lado, Im(g) = R e o mesmo ndo estd contido em Ry = D(f), logo a
composta f o g ndo é possivel.

Exemplo 1.3.4 Sejam

0, sex <0 1, sex <0
flx)=2 2 se0<x<1 eg(x)=4 2x se0<x<1
0, sex >1 1, sex >1

Temos que

D(f) =R, Im(f) = [0,1], D(g) = Re Im(g) = [0,2]
Como Im(g) C D(f) a composta f o g : R — R estd definida.
Sex <0, (fog)(x) = f(g(x)) =f(1) =1,

W
=

\I\)
wn
e
VAN
=
VAN

Se0<x <1, (fog)(x) = flglx)) = f(2x

=]
wn
8
— N =

Il
N = O
AN
=
VAN

Sex>1,(fog)(x) = f(g(x)) = f(1) =1

Por outro lado, como Im(f) C D(g), a composta go f: R — R estd definida.

)
Sex <0, (gof)(x) =g(f(x)) =8(0) =
Se0<x=1 (gof)(x)=g(f(x)) =g(x )—2x
Sex>1,(gof)(x) =g(f(x)) =g(0) =0.
Os gridficos de f o g e g o f estido representados nas Figuras 1.3.2 e 1.3.3, respectiva-
mente.



1.4 FUN(;G)ES ELEMENTARES E SUAS PROPRIEDADES

Figura 1.3.2

YA

(5]

Figura 1.3.3

1.4 FUN(;GES ELEMENTARES E SUAS PROPRIEDADES

Nesta secdo iremos abordar algumas das principais fun¢des estudadas no Ensino
Meédio e Superior as quais chamaremos de Fun¢des Elementares [2] . Estudaremos
também algumas fungdes que apresentam propriedades especiais.

Definicdo 1.4.1 [3]] Toda funcio f : R — R dada por f(x) = K, que associa a qualquer
ntimero real x um numero real K é denominada Fungido Constante.

Note que a representacdo grafica de f(x) = K serd sempre uma reta paralela ao
eixo das abscissas, passando por y = K.

O dominio da fun¢do f(x) = k é D(f) = R. O conjunto imagem ¢é o conjunto
unitario Im(f) = {k}.
O grafico de f é representado na Figura 1.4.1.
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K

Figura 1.4.1

Defini¢do 1.4.2 [5] Uma fungio f : R — R dada por f(x) = x é denominada Fungio
Identidade.

O gréfico de f é representado na Figura 1.4.2.
O dominio e a imagem da fungdo f(x) = x é o conjunto R. Note que o gréfico

da funcdo f é a reta bissetriz do primeiro e terceiro quadrantes.

Definicao 1.4.3 [2] Toda funcdo que associa a cada niimero real x o niimero real ax + b,
a # 0 é denominada Fungdo Afim. Os niimeros reais a e b sdo chamados, respectivamente,

de coeficiente angular e linear. Temos que D(f) = Im(f) = R.

L |

Figura 1.4.2



1.4 FUN(;G)ES ELEMENTARES E SUAS PROPRIEDADES

Proposicao 1.4.1 [2] O grifico de uma Fungdo Afim é uma reta ndo paralela aos eixos
coordenados.

Demonstracao:

Para provarmos que o gréfico de uma funcdo afim é uma reta, basta verificar-
mos que trés pontos arbitrarios de seu grafico sao colineares, isto é, estdo alinhados.
Sejam, Py = (x1,ax1 +b), P, = (xp,ax2 +b) e P3 = (x3,ax3 + D).

Para mostrarmos que Pj, P, e P53 sdo colineares, basta mostrarmos que o maior
dos trés ntmeros d(Py, P;),d(P,, P3) e d(Py, P3) seja igual a soma dos outros dois.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que x; < x; < x3. Assim, pela for-

mula de distancia entre pontos no plano temos que:

d(Py, Py) = \/(xp — x1)2 + (axo + b — (ax; + b))?2

= /(x2 — x1)2+ (axp —ax; + b —b)?

= /(x2 —x1)2 + (a(x2 — x1))2 = /(22 — x1)? + a%(x2 — x1)?

= (xp — x1)V1+4a?,

d(Py, P3) = (x3 —x2)V1+4+4a%2 e d(P,P3) = (x3—x1)V1+ a2

Note que

d(Pl,Pz) + d(Pz,P3) = (XQ - xl)\/ 14 a2+ (X3 — xz)\/ 14 a2

= (xp—x1+x3—x2)V1+a%2=(x3—x1)V1+a%2=d(P,Ps).

LOgO, d(Pl, P3) = d(Pl, Pz) + d(Pz, Pg).

Além disso, como o ponto P = (0, D) pertence a reta, se a reta fosse paralela aos
eixos coordenados a equagdo seria y = b ou x = 0 0 que ndo ocorre, pois se y = b
teriamos a4 = 0, contrariando a hipétese. Se x = 0, entdo todo ponto da reta seria
da forma Q = (0,y), y € R, mas o ponto R = (1,a + b) pertence a reta.

Portanto, o gréfico de uma fungdo afim é uma reta ndo paralela aos eixos coor-

denados. u

Definicao 1.4.4 [2] Uma fungdo f é dita estritamente crescente num intervalo I quando
para quaisquer x1, Xy € I, com x1 < xp tem-se f(x1) < f(x2).

10



1.4 FUN(;G)ES ELEMENTARES E SUAS PROPRIEDADES

Definicdo 1.4.5 [2] Uma fungdo f é dita estritamente decrescente num intervalo I quando
para quaisquer x1, Xy € I, com x1 < xp tem-se f(x1) > f(x2).

Proposicdo 1.4.2 [2] Uma fungio f(x) = ax + b é estritamente crescente quando a > 0
e estritamente decrescente quando a < 0.

Demonstracao:
(i) Casoa > 0:
Sejam x1 e x2 € R tais que x1 < xp, isto é, x; — x2 < 0.
Temos que
f(x1) — f(xp) =axy1+b— (axp +b) =axy +b—axy — b =axy —axp

= a(x; — x2).
Como a > 0 e x1 < xp, segue que f(x1) < f(x2), ou seja, a fungdo f é estrita-
mente crescente.

(ii) Caso a < 0:

Sejam x1 e xo € R, tais que x1 < x2,isto é, x; —x2 <0

Temos que

f(x1) — f(x2) =ax; +b—(axy +b) =ax; +b—axy —b = ax; —axp

=a(x; —xp) > 0.
Como a < 0 e x; < x, segue que f(x1) > f(x2), ou seja, a fungdo f é
estritamente decrescente.

Exemplo 1.4.1

(i) A fungdo f : R — R dada por f(x) = 2x 4+ 1 é uma Funcdo Afim crescente,
pois a > 0, conforme Figura 1.4.3.

(i) A fungdo f : R — R dada por f(x) = —2x + 3 é uma Fung¢do Afim decres-
cente, pois a < 0, conforme Figura 1.4.4.

Defini¢do 1.4.6 [3] A fungio definida por f(x) = |x| chama-se Fun¢io Modular. O seu
dominio é D(f) = R e sua imagem é Im(f) = [0, +00).
O grdfico da fungdo f estd ilustrado na Figura 1.4.5.

11
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YA

0 X

Figura 1.4.3
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Y
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Figura 1.4.4
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YA

=Y

Figura 1.4.5

Definigdo 1.4.7 [3] A fungio f : R — R dada por f(x) = ax®> +bx+c,a # 0¢
chamada Fungdo Quadrdtica. Seu dominio é D(f) = R.

O gréfico de uma fungdo quadratica é uma pardbola com eixo de simetria paralelo
ao eixo das ordenadas. Se o coeficiente a for positivo (2 > 0), a pardbola tem
concavidade voltada para cima. Se a < 0, a pardbola tem concavidade voltada
para baixo.

A interseccdo do eixo de simetria com a pardbola é um ponto denominado vértice.
A intersec¢do da pardbola com o eixo das abscissas define os zeros da fungao.

O grafico de f esta representado na Figura 1.4.6.

YA Y

Figura 1.4.6

13
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Defini¢do 1.4.8 [3] Dada uma fungio real definida por y = f(x), x1 € zero ou raiz dessa
fungio se f(x1) = 0.

Definigao 1.4.9 [3] Uma funcio f : R — R definida por f(x) = apx™ + arx" ! +
oo+ a,_1x + a, onde ay,ay,ay,...,a,,sdo niimeros reais com ay # 0 e sdo chamados
coeficientes e n, inteiro ndo negativo determina o grau da fungio, é denominada fung¢do

polinomial.

Temos que D(f) = R.

As fungdes estudadas até aqui sdo todas fun¢des polinomiais.

p(x)
q(x)

ais e q(x) # 0, para todo x € D(q), é denominada Fungdo Racional.

Defini¢ao 1.4.10 [3] Uma fungio do tipo f(x) = , onde p e q sdo fungdes polinomi-

Exemplo 1.4.2

(i) A fungdo f(x) = i—?—l
grdfico é apresentado na Figura 1.4.7.

é uma fungdo racional cujo dominio é D(f) = R—{1}, e o

- i -

Figura 1.4.7

x? —
(ii) A fungio f(x) =

grdfico é representado na Figura 1.4.8.

1 . . . .
é uma fungdo racional cujo dominio é D(f) = R*, cujo

14
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Figura 1.4.8

Definicdo 1.4.11 [3] Dizemos que uma fungio f é par se, para todo x € D(f), tivermos
f(=x) = f(x).
Uma fungio f é impar se, para todo x € D(f), tivermos f(—x) = —f(x).
O gridfico de uma fungdo par é simétrico em relagdo ao eixo das ordenadas e o grdfico de
uma fungdo impar é simétrico em relagdo a origem.
Exemplo 1.4.3
(i) A funcio f(x) = x>+ 1 épar, pois f(—x) = (—x)>+1=x2+1= f(x).
(ii) A fungdo f(x) = x3 + x é impar, pois f(—x) = (—x)> + (—x) = —x*> —x = —f(x).
(ii) A funcdo f(x) = x> — 1 ndo é par e nem impar.
Definicdo 1.4.12 [3] Uma fungdo f é dita periddica se existe um niimero real T # 0O tal
que f(x+T) = f(x), para todo x € D(f).

O niimero T é chamado periodo da fungio f. O grdfico de uma fungdo periddica se repete a
cada intervalo de comprimento |T|.

Exemplo 1.4.4
(i) A Figura 1.4.9 (a) e (b) apresenta grdficos de fungdes periddicas.
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al YA b) Yk

Figura 1.4.9
(ii) A fungdo constante é periddica e tem como periodo qualquer niimero T # 0.

Definicao 1.4.13 [2] Uma fungio f : A — B chama-se injetiva quando dados x1, x, €
A com f(x1) = f(xp) implicar x1 = x ou equivalentemente, dados x1,x, € A com

x1 # xp implicar f(x1) # f(x2).

Definicao 1.4.14 [2] Uma fungio f : A — B é sobrejetiva quando, dado um elemento
y € B, exista x € A tal que f(x) = y.

Definicao 1.4.15 [2] Uma fungio f : A — B é bijetiva quando é, simultaneamente,
injetiva e sobrejetiva.

Exemplo 1.4.5 A fungio afim f : R — R dada por f(x) = ax + b, a # 0 é injetiva.
Dados x1,x, € R, temos:

f(x1) =f(x) ©axy+b=axy+b < ax; =axy; < ax; —ax; =0 < a(x; — xp).
Como a - (x1 —xp) = 0ea # 0, temos que x; — x, = 0. Logo, x1 = x3.
Portanto, a fungdo afim é injetiva.
Exemplo 1.4.6 A funcio quadrdtica f : R — R dada por f(x) = x? nio é injetiva.
Temos que f(—1) = f(1) =1, mas 1 # —1.
Exemplo 1.4.7 A fungido afim f : R — R dada por f(x) = ax + b, a # 0 é sobrejetiva.
Dado y € R, exibiremos x € R, tal que f(x) =y. Sey € R, entdo

y—>
—

y=ax+bsy—b=ax& x=
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Assim,

Portanto, a fungdo afim é sobrejetiva. m

Defini¢iao 1.4.16 [3]
Seja f : A — B uma fungdo. Se, para cada y € B, existir exatamente um valor de
x € Atal que y = f(x), entio podemos definir uma fungio g : B — A tal que x = g(y).

A fungio g definida desta maneira é denominada funcdo inversa de f e é denotada por f~1.

Exemplo 1.4.8

(i) A fungio f : R — R definida por y = 2x — 4 tem como funcgio inversa
1

f1: R — R, definida por x = Sy +2.

(ii) A fungio f : R — {1} — R — {1} definida por y =

tem como fungio inversa

x—1
fl:R-{1} — R - {1} deﬁnidaporx:%.
De fato,
X
y:x_l@y(x—l):x<:>yx—y:x(:)—y:x—yx(:)—y:x(l—y)
_ Y =¥
<:>X—1_y<=>x Y1 ]

Algumas fung¢des ndo possuem inversa, porém quando fazemos algumas restri-

¢des convenientes no seu dominio, passam a ter inversa.

2 nio admite inversa. Fazendo

Exemplo 1.4.9 A funcio f : R — R dada por y = x
uma restrigio conveniente no dominio, essa mesma fungdo passa a admitir inversa. Por
exemplo, quando tomamos x > 0 existe a inversa x1 = /y e quando tomamos x < 0

existe a inversa xo = —,/y.

Teorema 1.4.1 [2] Uma funcio f : A — B admite inversa f~! : B — A se, e somente
se, € bijetiva.

Demonstracao:
Se uma fungéo f : A — B admite inversa f~! : B — A, entdo da igualdade
f~Y(f(x)) = x para todo x € A, segue que f é injetiva, pois para todo xj e x, € A,

flx1) = f(x2) = f7H(f(x) = fH(f(x2)) = 11 = 2.

17
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Como f(f~!(y)) = y para todo y € B, temos que f é sobrejetiva pois, dado y € B,
arbitrario, podemos tomar x = f~1(y) € A e temos que f(x) = f(f1(y)) = v.

Portanto, f : A — B é bijetiva.

Por outro lado, se f : A —» B ¢é bijetiva entdo f possui a inversa f~!: B — A.
De fato, como f é bijetiva, para cada y € B, existe um tnico x € A, tal que

y = f(x), definimos f~! : B — A como sendo f~!(y) = x. Assim, temos que
F(f71(y)) =ye f(f'(y)) = y para quaisquer x € Aey € B.

Logo, f : A — B possui inversa.
Proposicdo 1.4.3 [2]

(i) A fungdo inversa, quando existe é tinica.

(ii) Os grificos de f e de f~1, denotados por G f € Gy, respectivamente, siio simétricos em

relagdo a reta y = x.

f(z) ’

8 |

Figura 1.4.9

Demonstracao:

(i) Se g1, g2 : B — A sdo fungdes inversas de f : A — B, entdo: D(g1) = D(g2) = B,

pois D(81) = Im(f) e D(g2) = Im(f).
CD(g1) = CD(g2) = A, pois CD(g1) = D(f) e CD(g2) = D(f).
Para cada y € D(g1) = D(g2) = Im(f), temos que:

f(g1(y)) =y = f(g2(y)) e, como f tem que ser injetora, g1(y) = g2(y)-

18
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Portanto, g1 = . |

(ii) Temos que

Gr={(x,f(x));x € D(f)} e Gy = {(x, f(x));x € D(f 1)}

Assim,

(X(),]/()) € Gf = Yo = f(X()) —— X9 = fﬁl(y()) € fol.

E claro que os pontos (xq,v0) e (o, Xo) sdo simétricos e relacdo  reta y = x.
]

Definicdo 1.4.17 [2] Chamamos de Fungdo Exponencial de base a a fungio de
f : R — R que associa a cada x real o niimero a*, sendo a um niimero real, 0 <a# 1.
O dominio da fungio exponencial é D(f) = R. A imagem é Im(f) = (0, +o0). Com

relagdo ao grifico da fungio f(x) = a*, temos:
(i) a curva estd toda acima do eixo das abscissas, visto que y = a* > 0 para todo x € R;
(ii) intercepta o eixo das ordenadas no ponto (0,1);

(iii) f(x) = a* é crescente se a > 1 e decrescente se 0 < a < 1.

O grafico de f(x) = a* esta representado na Figura 1.4.10.

Definicdo 1.4.18 [2] Dado um niimero real a, tal que 0 < a # 0, chamamos de Fungio
Logaritmica de base a a funcdo f : R% — R que se associa como y = log, x, onde
a¥ = x.
Temos que D(f) = R% e Im(f) = R.
As fungoes logaritmica e exponencial sdo inversas uma da outra.
Com relagio ao grdfico da fungio logaritmica, podemos afirmar que:
(i) estd todo a direita do eixo das ordenadas;
(ii) corta o eixo das abscissas no ponto (1,0);
(iii) f(x) = log, x é crescente se a > 1 e decrescente se 0 < a < 1;
(iv) é simétrico ao grdfico da funcdo exponencial em relagdo a reta y = x.
Observe na Figura 1.4.11 a comparagdo entre os grdficos das fungdes exponencial e
logaritmica.

19
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a =1 a < 1

A A

_// _-: L\f

Figura 1.4.10

Definigdo 1.4.19 [2] Definimos a Fungio Seno de R em R que a cada x € R faz corres-
ponder o niimero real y = sen(x).

O dominio da fungio seno é o conjunto R e o conjunto imagem é o intervalo [—1,1]. A
fungdo y = sen(x) é periédica e seu periodo é 27T, visto que

sen(x + 27) = sen(x)cos(27) + sen(27)cos(x) = sen(x) 14 0 cos(x) = sen(x).

O gridfico da fungio f(x) = sen(x), denominada sendide, estd representado na Figura
1.4.12.

£ W=

y = log,x

/’ 1 X
y=log,x

0<a <1

Figura 1.4.11
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B3| =

Figura 1.4.12

Definicao 1.4.20 [2] Definimos a Fungdo Cosseno de R em R que a cada x € R faz
corresponder o niimero real y = cos(x).

O dominio da fun¢do cosseno é o conjunto IR e o conjunto imagem é o intervalo

[—1,1]. A fungdo y = cos(x) é periddica e seu periodo é 27, visto que
cos(x + 27) = cos(x)cos(27) — sen(x)sen(27) = cos(x) 1+ sen(x) 0 = cos(x).
O grafico da fungdo f(x) = cos(x), denominada cossendide, estd representado na

Figura 1.4.13.

v A

(SR
pa| &
e

Figura 1.4.13

Definicao 1.4.21 [2] Definimos a Fungdo Tangente como a fungdo f que faz corresponder
o miimero real f(x) = tg(x).

21
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O dominio da funcdo tangente sdo todos os ntimeros reais x para os quais

sen(x)

cos(x)
3 5
j:g, j:%, j:;, ..., ou seja, quando x = g—i—nn, n € Z segue que
D(f):{xE]R;x#g—Hm,nGZ}.

cos(x) # 0. Visto que tg(x) = , temos que cos(x) = 0 quando x for

O grafico da funcdo y = tg(x) estd representado na Figura 1.4.14.

I Don

2 X

AR

Figura 1.4.14

A funcdo tangente é periddica e seu periodo é 7, visto que

_sen(x+m)  —sen(x)

= = 1g(x).

~cos(x+7m) —cos(x)

tg(x + )

Definicao 1.4.22 [2] Definimos a Fungio Secante como a fungdo f que faz corresponder o
niimero real y = sec(x).

O dominio da fun¢do secante é igual ao dominio da func¢do tangente, visto que

1
sec(x) = —.
COSX
A fungdo f(x) = sec(x) é periddica e seu periodo é 27, visto que

1 1

2 = =
sec(x +27) cos(x +2m)  cosx

= sec(x).
O grafico da funcdo f(x) = sec(x) esta representado na Figura 1.4.15.

Definicao 1.4.23 [2] Definimos a Fungio Cossecante como a fungdo f que faz correspon-
der o miimero real y = cosec(x).

22
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O dominio da fungdo cossecante é o conjunto de todos os nlimeros reais x para

1
os quais sen(x) # 0, visto que cosec(x) = po Como sen(x) = 0 quando x for
0, 7T, 27, ..., ou seja, quando x = nm, n € Z, segue que D(f) = {x € R;x # nm,

n € Z}. A fungdo cossecante é periddica e seu periodo é 271, pois

cosec(x + 2m) = L -1 cosec(x)
~sen(x+2m)  sen(x) '

O grafico da funcdo f(x) = cosec(x) estd representado na Figura 1.4.16.
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Figura 1.4.15

Y]

3 2w

AR
[
R |

=

Figura 1.4.16
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LIMITE DE FUNCOES

A nogdo intuitiva de limite esta ligada a varias ideias, sendo que a principal delas
é a de tendéncia. Quando dizemos que x tende a um determinado valor a4, do
dominio de uma dada funcdo, significa intuitivamente que os valores de x se apro-
ximam de a.

Na referéncia [5] é trabalhado, mesmo que minimamente, o conceito de limite na
soma dos infinitos termos de uma Progressdao Geométrica Infinita. Nossa intenc¢do
é dar um suporte maior para que o professor de matemadtica possa trabalhar, de
fato, essa situagdo de aprendizagem e apresentar-lhe outras situa¢des nas quais o
mesmo possa se aprofundar um pouco mais no conceito de limite. Conceito esse
muito trabalhado ao longo dos cursos superiores e nos quais os alunos apresentam
muitas dificuldades.

Para compreender melhor a no¢do de limite, considere o exemplo abaixo:

2.1 O CONCEITO DE LIMITE
Exemplo 2.1.1 Seja a fungio f definida pela expressio a seguir:

(Bx—1)(x+1)
x+1

flx) =

Note que a fungéo f estd definida para todo x real, exceto para x = —1. Logo, se
x # —1 podemos dividir o numerador e o denominador de f por (x + 1), obtendo

assim:

f(x) =3x—1,x # —1.

Vamos estudar o grafico de f quando x se aproxima, isto é, tende a —1, porém

nunca é igual a —1, conforme Figura 2.1.1.

24
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8 |

Figura 2.1.1

Observe que quando x se aproxima de —1, f(x) se aproxima de —4. Simbolica-
mente, vamos representar essa situacao da seguinte forma:

lim f(x)= lim (3x—1) = —4

x——1 x—-—1
O limite da fungdo f(x) quando x se aproxima de —1 é —4, ou ainda, o limite
quando x tende a —1 é —4. Isto significa que o valor da expressdo 3x — 1 aproxima-
se de —4 a medida que x aproxima-se de —1.
Vamos considerar os valores de x cada vez mais préximos de —1, com x < —1e
vamos observar o que estd acontecendo com os valores de f(x) conforme o Quadro

2.1.1 a seguir:

x<-1 -2 -1.6 -1.4 -1,1 -1,05 | -1.005 | -1,001 | -1,0001
fix)=3x-1 -7 -5.8 -5,2 -4.3 -4.15 | 4015 | -4.003 | -4.0003

3 3

Quadro 2.1.1

Vamos agora considerar que a varidvel x aproxima-se cada vez mais de —1, com

x > —1 e observar no Quadro 2.1.2 0 que esta acontecendo com os valores de f(x).

25
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Xx>-1 0 -0.4 -0.6 -0.9 -0,59 | -0.99% | -0.99%95 | -0.9999
flx)=3x-1 -1 -2.2 -2.8 -3.7 -357 | -3997 | 39985 | -3.9997

Quadro 2.1.2

1
Exemplo 2.1.2 A fungio f : R — R dada por f(x) = 5% + 3 tende para 5, quando
x — 4 e escrevemos:

lim (1x—|—3) =>5.
x—4 \ 2

A situagdo ¢ ilustrada pelos Quadros 2.1.3 e 2.1.4 e Figura 2.1.2 (grdfico da fungdo f).

X a 4.5 41 4,01 4,001 4,0001
Y 3.5 5,25 5,05 5,005 5,0005 5,00005
Quadro 2.1.3
X 3 3.5 3.9 3,99 3,999 3,9999
Y 4,5 4,75 4,95 4,995 4,9995 | 4,999395
Quadro 2.1.4
Y
G L E L T ’
—G 0 -I“ X
Figura 2.1.2

Podemos observar no Exemplo 2.1.2 que, a medida que tomamos valores de x
cada vez mais préximos de 4 (x — 4), os valores de y se aproximam cada vez
mais de 5 (y — 5), independentemente da sucessdo de valores tomados.
Podemos observar que é possivel tornar y tdo proximo de 5 quanto desejamos,
para isso basta escolhermos x suficientemente préximo de 4, com x # 4.

Matematicamente, podemos traduzir isso da seguinte forma:
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ly—5| <e

sendo € um ntmero positivo qualquer, tdo pequeno quanto se possa imaginar.
A ideia quando tomamos x suficientemente proximo de 4 (x # 4), significa que
deve existir um intervalo aberto de raio ¢ > 0 e centro a = 4, tal que se x # 4

variar nesse intervalo, ou seja, 0 < |x — 4| < 0, entdo deve valer que |y — 5| < e.

Uma ilustracdo geométrica do que estd acontecendo é apresentada na Figura 2.1.3.

'\'.

G e e it i I e M e Mo e K

4+a

=Y

0 4—a

Figura 2.1.3

Definicdo 2.1.1 [2] Dizemos que uma fungio f(x) tem limite L, quando x tende para a,
se é posstvel tornar f(x) arbitrariamente proximo de L, desde que tomemos valores de x,
x # a suficientemente préximos de a.

De maneira formal, temos:
Seja f definida num intervalo aberto 1, contendo a, exceto, possivelmente, no proprio a.
Dizemos que o limite de f(x) quando x aproxima-se de a é L e denotamos

lim f(x) = L.

X—a

se, para todo € > 0, existe um o > 0, tal que |f(x) — L| < € quando 0 < |x —a| < 0.

Exemplo 2.1.3
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(i) im3x —2 =1.
x—1

Demonstracao:
De acordo com a Definigdo 2.1.1 devemos mostrar que, para todo € > 0, existe o > 0, tal
que |(3x —2) — 1| < e quando 0 < |x — 1| < 0.

Assim, temos:
|(Bx—2)—1|<eeBx—2-1|<ee[3x—-3|<e& 3(x—1)| <€
S3(x-1)|<ee|(x-1)<§

Tomando o = 5, temos que |(3x —2) — 1| < e sempre que 0 < |x — 1| < 7.

Portanto, im 3x — 2 = 1. n
x—1

(i) im x2 = 9
x—3

Demonstracao:
Vamos mostrar que dado € > 0 existe ¢ > 0, tal que |x*> — 9| < € sempre que 0 <
|x — 3| < 0. Assim, temos:

x> —9| < e« |x—3||x+3| <e.

E necessdrio substituir |x + 3| por um valor constante. Sendo assim, vamos supor 0 <
o <1,eentdo, de 0 < |x — 3| < 0, temos as sequintes desiqualdades equivalentes:

x—3|<le -1<x-3<1&2<x<4e5<x+3<7

Portanto, |x + 3| < 7, dai, |x —3||x + 3| < € implica |x — 3| < ; Escolhendo
o =min(e/7,1), temos que se |x — 3| < o, entdo

X2 =9 = |x—3|[x+3| <07 < §7:e.
Logo, lim x2=09. n
x—3

Proposicao 2.1.1 [2] (Unicidade do Limite)
Se chlgr}zf(x) =Le chlgr}lf(x) = L entdo L1 = L.
Demonstracao:
Seja € > 0 arbitrario.
Como chlg}zf(x) =Ly, existe 07 > 0 tal que |f(x) — Li| < €/2 sempre que
0<|x—a| <oa.
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Como chlgzlf(x) = L, existe oo > 0 tal que |f(x) — Lp| < €/2 sempre que

0<|x—a| <o

Seja ¢ = min{oy,0»}. Entdo |f(x) — L1| < €/2 e |f(x) — Lp| < €/2 sempre que
0<|x—a| <o

Seja x tal que 0 < |x —a| < ¢. Entdo, podemos escrever
Ly — Lo| = |Li — £(x) + £(x) — L] < [f(x) = Ll + [f(x) — L] < e/2+ /2 = €.

Como € é arbitrério, temos |L1 — Ly| = 0, e portanto, L; = L. ]

Proposicdo 2.1.2 [2]
Se a, m e n sdo niimeros reais, entdo

lim mx +n = ma + n.
X—a

Demonstracao:

Caso (1): m # 0

De acordo com a Definigdo 2.1.1, dado € > 0, devemos mostrar que existe o > 0, tal
que |(mx +n) — (ma+n)| < € sempre que 0 < |x —a| < 0.
Veja que as desigualdades sdo equivalentes:

|(mx+n)—(ma+n)| <e< |mx—mal <e< |mlx—a|l <es |x—a <ﬁ.

Note que a iiltima desigualdade sugere a escolha o = |%| De fato, se 0 = ﬁ, temos
€
|((mx+n) — (ma+n)| = |m|lx —a| <e<|m|- T’

sempre que 0 < |x — a| < o e, portanto,

lim mx 4+ n = ma + n.
X—a

Caso (2) : m =0

Sem = 0, entdo |(mx +n) — (ma + n)| = 0 para todos os valores de x.

Assim, tomando qualquer valor de o > 0, a definigdo de limite é satisfeita.

Portanto, chlir}l mx +n = ma + n, para quaisquer a,me n € R. ]

Proposicio 2.1.3 [2] Se liLn f(x)e liLn g(x) existem, e ¢ é um niimero real qualquer,
X—a X—a

entdo:
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i) lLm[f(x) £ g(x)] = lim f(x) &+ lim g(x).

X—a X—a xX—a

(i) limcf(x)=clim f(x).

X—a X—a

(iii)) lm f(x)g(x) = lim f(x) lim g(x).

xX—a xX—a X—a

f(x) B lim f(x)

(iv) lim e Zliizlzg(x), com lim g(x) # 0.
) lim [F@] = [lim f()] para n € Z.

(vi) )lclir}l \/f(x) = 1ﬂ/}l{i£>r[11f(x), se chlir}zf(x) > 0 e n inteiro positivo ou se

lim f(x) <0 e n um inteiro positivo impar.
X—a

(vii) im In[f(x)] = In[lim f(x)], se lim f(x) > 0.

X—a X—a X—a

(viii) lim cos[f (x)] = cos[lim f(x)].

X—a X—a

(ix) limsen[f(x)] = sen[}lgr}zf(x)].

xX—a

(x) 31(13}1 of (X) — e}l{igr;f(x)'

Vamos provar os itens (i) e (v).
Demonstracao:

(i) Vamos provar a soma, sendo que para a subtragdo a demonstracao é anédloga.

Sejam liin f(x)=1L, liin g(x) = M e € > 0. Devemos provar que existe ¢ > 0
X—a X—a
tal que

|(f(x) + g(x)) — (L + M)| < € sempre que 0 < |x —a| < 0.

Como chlg}z (x) = Lee/2> 0 segue que existe o7 > 0 tal que |f(x) —L| < €e/2
sempre que 0 < |x —a| < 073.

Como 31(13}1 g(x) = M, segue que existe o, > 0 tal que |g(x) — M| < €/2 sempre
que 0 < |x —a| < on.

Seja o = min{cy,02}. Logo, 0 < 01 e 0 < 0y e assim, se 0 < |x —a| < o, entdo
|f(x)—L| <e/2e|g(x)— M| <e/2

Assim,
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[(f(x) +8(x)) = (L+M)| = [(f(x) — L) + (g(x) — M)
< [f(x) = L[+ [g(x) — M]
<€/2+€/2=¢,

sempre que 0 < |x —a| < ¢ e, portanto,

lim [f(x)+g(x)]=L+M= }Clgr}lf(x) + lim g(x).

X—a X—a

) lim [f(x)]" = [lim f(x)]" para n € Z.

X—a
Vamos demonstrar essa propriedade por indugdo sobre n.

Suponhamos 1il>n [f(x)] = L.
X—a

(a) Base da indugdo (n = 1)

o PUDAT . . . 1 _ 11 . .

E claro que é vélida para n = 1, visto que chlgzl [f(x)]" = L%, logo chlgr}Z [f(x)] = L.

(b) Passo indutivo

Suponhamos que alclg}z [f(x)"] = L" para todo n € IN* seja véalida. Vamos provar
que a mesma é valida para n + 1.

Temos que 31(11}1}1 ([f(x)])" = lim [f(x)" - f(x)], pelo item (iii) da Proposicdo

X—a
2.1.3, segue que

lim [f(x)]""! = lim [f(x)]" - f(x) = lim f(x)" - lim f(x) = L" - L = L"*1,

xX—a X—a xX—a X—a

: n__n __ : n
Portanto, chlg}l f(x)]"=L"= [chlgr}lf(x)] paran € Z. ]

Exemplo 2.1.4

(i) lim x% + 3x — 4.
x—2

Usando as Proposigoes 2.1.2 e 2.1.3 temos que

lim x> +3x —4 = lim x> + lim 3x — lim4 = lim x> + 3 - lim x — lim 4

x—2 x—2 x—2 x—2 x—2 x—2 x—2
=224+3.2—-4=6.

x?2—1

x—1°

(1) lim
x—1

Neste caso, nio podemos aplicar a propriedade do quociente, visto que lin} x—1=0.
X—

No entanto, podemos notar que x> —1 = (x — 1) (x + 1). Sendo assim, temos que para

x #1,
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x>—1 (x—=1)(x+1)

x—1 x—1 =x+l
assim,
2_1 —1 1
lim ) i FTDEHD 1y =2
x—1 x—1 x—1 x—1 x—1

Proposicdo 2.1.4 [3] Se f(x) < h(x) < g(x) para todo x em um intervalo contendo a,
exceto possivelmente em x = a, e se

lim f(x) = L = lim g(x)

X—a X—a

entdo,

lim h(x) = L.

X—a

Demonstracao:
Dado € > 0, como chlg}lf(x) =L, existe 09 > 0 tal que |f(x) — L| < € sempre que
0 < |x—a| < oy. Como )lcgrblzg(x) = L, existe 0 > 0 tal que |g(x) — L| < € sempre que
0 < |x —a| < oy Seja o = min{oy, 07}

Entdo, se 0 < |x —a| < o temos que |f(x) —L| < eelg(x)—L| <e istoé L —€ <
f(x) <L+eeL—e < g(x) <L+ e. Pela hipétese, temos que f(x) < h(x) < g(x) e
se 0 < |x —a| < o, entdo,

L—e< f(x) <h(x) <g(x) <L+e,

ou seja, L —e < h(x) < L+ €. Portanto, se 0 < |x —a| < o, temos que |h(x) —L| < e
e assim, lim h(x) = L.
X—a
]

A Figura 2.1.4 representa a situagdo descrita na Proposigdo 2.1.4. Esse resultado

é conhecido como Teorema do Confronto ou Teorema do Sanduiche.

vk

g(x)

Figura 2.1.4
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2.2 LIMITES LATERAIS

Definicao 2.2.1 [3]] Seja f uma fungdo, p um niimero real e suponhamos que exista b tal
que (p,b) < D(f).
Definimos:
lim f(x) =1L,
x—=pt
se, e somente se, para todo € > 0, existe o > Otal quep < x < p+0 = |f(x) —L| < e.

O numero L, quando existe, denomina-se limite lateral a direita de f, em p.

Definicdo 2.2.2 [3]] Seja f uma fungdo, p um niimero real e suponhamos que exista a tal
que (a,p) C D(f)-

Definimos:

lim f(x) =1L,

x—)p*
se, e somente se, para todo € > 0, existec > Otalquep —0 < x < p = |f(x) — L| < e.
O niimero L, quando existe, denomina-se limite lateral a esquerda de f, em p.

Exemplo 2.2.1

(i) Seja a fungdo f(x) = 2 — v/x — 4. Determine, se possivel, lir?+f(x) e lir? f(x).
x— x—4-
Note que a fungdo f s6 é definida para x > 4. Logo, nio existe 111?2 f(x).
X—4
Para lim f(x) temos:
x—4+

Iim2—-—+vx—4=1lm2— lim vVx—-4=2— Iimx—4=2—-0=2
x—4+ x—4+ x—4+ x—4+

Teorema 2.2.1 [3] Se f é definida em um intervalo aberto contendo a, exceto possivelmente

em a, entdo lim f(x) = L se, e somente se, lim f(x) = lim f(x) = L.
X—a x—at x—a~

Demonstracao:

Suponhamos que lim f(x) =L e lim f(x) = L. Entdo, dado € > 0 arbitrério,

x—at x—a~

existe 07 > 0 tal que |f(x) — L| < € sempre que a < x < a+ 07 e existe o > 0 tal
que |f(x) — L| < € sempre que a — 0y < x < a.

Seja ¢ = min{oy,02}. Entdo,a —0p <a—0 <a <a+oc < a+ 0y, e, portanto,
se x # a, temos que |f(x) — L| <e.

Equivalentemente, |f(x) — L| < € sempre que 0 < |x —a| < ¢ e assim, liLn f(x)=L.

X—a
A prova de que lim f(x) = L implica lim f(x) =L = lim f(x) = L segue di-
x—a x—at

X—a-
retamente da defini¢do dos limites envolvidos. |
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2.3 LIMITES: INFINITOS E NO INFINITO

Nesta se¢do estudaremos o comportamento das fungdes quando x ou f(x) tendam

a um namero muito grande ou pequeno.

Definicdo 2.3.1 [2] Seja f uma fungio definida no intervalo aberto (a, +o0). Escrevemos
LHE f(x) = L, quando o mimero L satisfaz a sequinte condigdo:
X 0o

Para qualquer € > 0, existe A > 0 tal que |f(x) — L| < € sempre que x > A.
Definicdo 2.3.2 [2] Seja f uma fungio definida no intervalo aberto (—oo,b). Escrevenos
lim f(x) = L, quando o mimero L satisfaz a sequinte condigdo:

X——00

Para qualquer € > 0, existe B < 0 tal que |f(x) — L| < € sempre que x < B.

Teorema 2.3.1 [2] Se n é um niimero inteiro positivo, entdo:

x— oo x1

(ii) lim 1 0.

x——oo0 x"
Demonstracao:
(i) Devemos provar que, para qualquer € > 0, existe A > 0, tal que % - O‘ <e€
sempre que x > A.
As seguintes desigualdades sdo equivalentes:
%—0’ <€@ﬁ<€®ﬁ<%®|lﬂ< Ve & |x| > \}E

1
Ve

A ultima desigualdade nos sugere a escolha de A, ou seja, A =

. . 1
< €e,assim, lim — =0.
x——+o00 xN

1
Temos que x > A implica P 0

A demonstragdo para o item (ii) é andloga.
n

Definicao 2.3.3 [2] Seja f uma fungdo definida num intervalo aberto contendo a, exceto,
possivelmente, em x = a. Dizemos que:

lim f(x) = +oo0.

X—a

se para qualquer A > 0, existe ¢ > 0 tal que f(x) > A, sempre que 0 < |x —a| < 0.
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Definicdo 2.3.4 [2] Seja f uma funcdo definida num intervalo aberto contendo a, exceto,
possivelmente, em x = a. Dizemos que:

lim f(x) = —oo.

X—a

se para qualquer B < 0, existe ¢ > 0 tal que f(x) < B, sempre que 0 < |x —a| < 0.

Proposicao 2.3.1 [2] (Propriedades dos Limites Infinitos)
Na tabela 1, 0" indica que o limite é zero e a fungio se aproxima a direita de zero, ou seja,
por valores positivos. Jd 07, indica que a fungdo se aproxima a esquerda de zero, isto é, por

valores negativos.

lim f{x) limg(x) hixr) = limhk(z) simbolicamente
01 +00 +o0 flz) + giz) +oc +o0+ 0 = +o0
02 +0o0 +0oo flz) — giz) ? +00 — oo € indeterminagac
03 +na k flz) + gi(x) +ox +oo+ k=400
04 —oc k flz) + glz) —oc —co+ k= —n0
05 +0a +00 flx)glx) +0c (+oc).(+00) = +oc
06 +0o —no flx).glx) —0c (+oc).(—00) = —¢
o7 +oc k=0 flx)glx) +oc too. k=400, k=0
0s +0 k=<0 flx)glx) —0C +o0. k= —no, k=<0
09 +no 1] flx)glx) i +oo. (0 é indeterminacao
10 ke +00 % 0 =0
11 +oo + 00 ;E; [ i—z & indeterminacao
12 k>0 0+ — 40 =400, k>0
13 +oc ot % +oc e =4oc
14 k>0 0~ — —oc  E=-00, k>0
15 +o0 0= ;E: —oC -Tlé = —o0

I
B
=

16 0 0 % & indeterminagao

=1
H

Tabela 1

Demonstracao:

(01) Sejam f e g tais que )lclir}zf(x) = +tooe )lclir}lg(x) = tooeh(x) = f(x) + g(x).
Devemos provar que chlgzl h(x) = +oo, ou seja, dado A > 0 existe ¢ > 0 tal que h(x) > A
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sempre que a < |x —a| < . Dado A > 0, como lig}lf(x) = +o0, existe o > 0 tal que
f(x) > A/2 sempre que 0 < |x — a| < 0y. Analogamente, 31613}1 g(x) = +o0, logo, existe
oy > 0 tal que g(x) > A/2 sempre que 0 < |x —a| < 02. Seja ¢ = min{oy,02}. Segue,
entdo que h(x) = f(x) + g(x) > A/2+ A/2 = A sempre que 0 < |x — a| < o e assim,
lim h(x) = 4o0

xX—a
|

(03) Como 316131111 g(x) =k, entdo ¢(x) é limitada numa vizinhanga de a. Portanto, para
algum M > 0 temos que existe op > 0 tal que |g(x)| < M sempre que 0 < |x —
a| < o1. Assim sendo, temos que existe op > 0 tal que —M < g(x) < M sempre
que |x —a| < oq. Logo, existe o1 > 0 tal que g(x) > —M sempre que |x —a| < oy
Como chlirzz f(x) = +oo, pela definigdo de limite infinito, temos para cada N > 0, tomando
N; = N+ M, existe oo > 0 tal que f(x) > Ny = N + M sempre que |x —a| < 0,. Entio,
para cada N > 0, existe 0 = min{oy,02}, tal que f(x) + g(x) > —M+ (N+ M) =
N sempre que |x —a| < o. Donde concluimos, pela defini¢io de limites infinitos, que
lim £(x) + g(x) = lim h(x) = +e9

]
(0o5) Como )1613}! f(x) = 4o, pela definigdo de limites infinitos, para cada N > 0, tomando
Ny = VN > 0, existe o1 > 0 tal que f(x) > /N sempre que |x —a| < o1. Ana-
logamente, como )lgrzz g(x) = oo, para cada N > 0, tomando N; = VN > 0, existe
op > 0 tal que ¢(x) > /N sempre que |x — a| < o5. Portanto, para cada N > 0, existe
o = min{oy,02} > 0 tal que f(x)g(x) > vVNVN = N sempre que |x — a| > ¢. Donde
concluimos, pela definigdo de limites infinitos, que 316131111 flx)g(x) = chlg}l h(x) = 400

As demais demonstragdes serdo omitidas neste texto.

Exemplo 2.3.1

(i) lim (x® 4+ /x +1/2°).
x—0

Temos que,

lim (x* +v/x +1/x%) = lim x* + lim v/x + im 1/x> = 0+ 0 + co = +-co.
x—0 x—0 x—0 x—0

x2+5
TERT .
(i) x—l>r41:100 x—+2

Dividindo o numerador e o denominador por x2, temos:
1+ E Iim (14 i
X2 + 5 . x2 . xX— 400 x2
x—+o0 x +2 x—+00 (1 N E) lim (1 n 52)
X X

Xx——+o0 \ X
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Teorema 2.3.2 [3] Se n é um niimero inteiro positivo qualquer, entdo:

(i) im — = 4o
x—0t X
| +o0, se n par
(i) im — — P
x—0- X" —00, se n impar
Demonstracao:

. , 1
(i) Devemos mostrar que para qualquer A > 0, existe um ¢ > 0 tal que Pl A
sempre que 0 < x < ¢. Observe que as desigualdades abaixo sdo equivalentes,

visto que x > 0.

1 1 /1
— S A "o o
x”> =Sx < =S x < A

/1 1
Assim, escolhendo o = ¢ 1 temos = > A sempre que 0 < x < 0.

]
(ii)
e 1 par:
Seja n par, isto é, n = 2k, com k € Z. Assim, temos que:
lim 1 = lim 1 = lim 1 = 400
=0~ X" x50- (A2)F T xSo- (xK)2 T
e 1 impar:
Seja n impar, isto é, n = 2k + 1, com k € Z. Assim, temos:
lim lim lim ! lim 1 00
1 _— = _— = - 11 —_ = — .
x50~ XM x—0- a2 0 (2)F xS0 x
]
. 2x +1
Exemplo 2.3.2 A fungio f(x) = 1 tende para 2, quando x — +00 e escrevemos:
2 1
lim =71 9

x—+oo x —1

O grdfico da fungdo f estd representado na Figura 2.3.1.
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Figura 2.3.1
1
Exemplo 2.3.3 A fungio f : R — R dada por f(x) = Tz tende para o infinito
quando x tende a —1 e escrevemos:
lim —— =
A Gy T

Veja essa situagdo ilustrada nos Quadros 2.3.1 e 2.3.2 e na Figura 2.3.2, que é grifico

da fungdo f(x) = (; abaixo:

x+1)%
X -2 -1,5 -1,25 -1,1 -1,01 -1,001
Y 1 4 16 100 10,000 |1.000.000
Quadro 2.3.1
X 0 -0,5 -0,75 -0,9 -0,99 -0,993
Y 1 4 16 100 10.0:00 | 1.000.000

Quadro 2.3.2
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1 |

Figura 2.3.2

2.3.1 Assintotas

Dizemos que uma reta é uma assintota de uma curva quando um ponto ao
mover-se ao longo da parte externa da curva se aproxima dessa reta, isto é, a reta
assintota e a curva ficam préximas a medida que x cresce ou decresce.

Na Figura 2.3.3 sdo representadas algumas assintotas e algumas curvas que

apresentam a propriedade citada acima.

Defini¢do 2.3.5 [2] A reta x = a é assintota vertical do grifico de y = f(x) se pelo menos
uma das afirmagdes a seguir for verdadeira:
(i) lm f(x)=4o0
x—at

(i) lim f(x) = +o0

X—a-

(i) lim f(x) = —o0

x—at

(iv) lim f(x) = —oc0

X—a—
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Figura 2.3.3
s . . i 1
Exemplo 2.3.4 A reta x = 2 é uma assintota vertical do grdfico de f(x) = >
x p—
. , 1
De fato, lim = 400 ¢ também lim = —o0,
x—2T X — x—2- X —

A Figura 2.3.4 ilustra o exemplo acima.

Definigdo 2.3.6 [2] A reta y = b é uma assintota horizontal do grifico de y = f(x), se
pelo menos uma das seguintes propriedades for vdlida:

(i) lm f(x)=10

X—r—+00

(i) Hm f(x)=b

X——00
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Exemplo 2.3.5 As retas y = 1 e y = —1 sdo assintotas horizontais do grdfico de
X
f(x) = ——. De fato,
NESES
lim Lzle im —— = 1

x—>+oo\/ﬁ X—r—00 » 1
X +§ X —|—§

A Figura 2.3.5 ilustra o exemplo acima.

Definigdo 2.3.7 [2] A reta y = ax + b é uma assintota inclinada do grdfico y = f(x), se
pelo menos uma das seguintes propriedades for vdlida:

() lim [f(x) — (ax +b)] = 0.

X—>—+00

(i) lim [f(x) — (ax+b)] =0

x——00

3
Exemplo 2.3.6 A retay = 3x é assintota inclinada do grdfico de f(x) = x23—i4
De fato,

. 3x3 ) 12x ) 12x
dim [Py = [ e = i [T =0

A Figura 2.3.6 ilustra o exemplo acima.

Y

[~
=

Figura 2.3.4
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Y A
1
0 X
-1
Figura 2.3.5
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Figura 2.3.6
Os exemplos a seguir ilustram fung¢bes que apresentam mais de um tipo de
assintota.
Exemplo 2.3.7 As retas x = —1 e y = 1 sdo assintotas vertical e horizontal, respectiva-
o X
mente, do grifico de f(x) = T
x

De fato,
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lim = —coe lim = +o0
x—-1tx+1 x—-1-x+1
Note também que
x
lim =1le lim =1,
x—too x +1 x——c0 x + 1
0 que garante que a reta x = 1 é uma assintota horizontal.
A Figura 2.3.7 ilustra o exemplo acima.
L |
:
:
1
1
:
1
1
1
:
"
_____________________________ e o
:
1 =
-1 0 X
i
1
1
:
Figura 2.3.7

Exemplo 2.3.8 As retas y = ++/8 sdo assintotas horizontais e a reta x = 2 é uma

V32x2 4+ 1

assintota vertical do grdfico de f(x) = 1

, conforme Figura 2.3.8.
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Y A

L s s s s s R T R T R R R LR T T L __ JI&T:- -E _________________________________
Figura 2.3.8
De fato,
lim —32x2 1 +oo e lim —32x2 1 —o00
2t 2x—4 x—2- 2x—4

0 que garante que a reta x = 2 é uma assintota vertical do grdfico de f. Além disso, como
V32x2 + V32
lim a =8 ¢ lim 2 +1 -V,
X—40c0 2x — X——0o0 Zx —4

temos que as retas y = /8 e y = —+/8 sdo assintotas horizontais do grdfico de f.

2.4 LIMITES FUNDAMENTAIS

Proposicao 2.4.1 [6] lim —— sen(x) =1
x—=0 X

Demonstracao:
Seja vy uma circunferéncia de raio 1 e centro O.
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Figura 2.4.1

Seja x a medida em radianos do arco AOM. Limitamos a variagio de x ao intervalo
(0,7/2).
Se A1, Ay e Az sio dreas, note que sdo vdlidas as sequintes desigualdades equivalentes:

A1(AMOA) < Ay( Setor MOA) < A3(AAOT).

OA-MM' OA-AM OA-AT
2 ST 2 ST

MM’ < AM < AT
sen(x) < x < tg(x)

Multiplicando a iltima desigualdade por ;, temos:

sen(x)
X tg(x) X sen(x)
1< sen(x) < sen(x) — 1< sen(x) < cos(x)sen(x)
1]
sen(x) ~ cos(x)’
Logo,
sen(x)
cos(x) < — < 1(D)
sen(x) s - -

Como f(x) = e g(x) = cos(x) sdo fungdes pares. Entdo,

X
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sen(—x) _ sen(x)

e cos(—x) = cos(x).

(=)
Assim, a desigualdade (1) é vdlida para qualquer x € IR*. Como liII(l) cos(x) =1¢e
x—
lim 1 = 1, seque pela Proposicdo 3.1.4 que
x—0
lim S5 _ g,
x—=0 X
m
Exemplo 2.4.1
(i) tim 25 g iy S 3 g
x—0 x—0 X
sen(3x)

(i) lim
x—0

Pela Proposigio 3.4.1, tomando u = 3x, temos que se x — 0 entdo u — 0, logo,

lim ") _ g
u—0 u
Assim,
lim S0, sen@e) o Besen(w) g sl gy g
x—0 X u—0 u/3 u—0 u u—0 U
o 1. sen(2x)
| .
L x50 sen(3x)
Temos que
sen(2x) sen(2x)
sen(20) o o P2, oy 212
x>0 sen(3x)  x—0 sen(3x) 3 x>0sen(3x) 3 1 3
— 7 .3x -~ 7
3x 3x
sen(x)
1
(i) lim 85 _ Jim SO0 _py, sen(x) _y, senlx)
=0 X =0 X x—0x-cos(x) x—=0 X cos(x)
sen(x) . 1

=1-1=1.
x=0 X x—0cos(x)

Proposicio 2.4.2 [2] LIT (14 1/x)* = e onde e é o niimero irracional neperiano cujo
X o0
valor aproximado é 2,718281828459....

A demonstragdo envolve alguns conceitos de sequéncias, sendo assim, ndo iremos

demonstra-14. Faremos apenas alguns testes na Tabela 2 abaixo.
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1 X
(e}
X
0,1 (1 1J‘“ 1,270981615210140638
Tl
1 141 2
1 _]
(1+3
2 142 2,25
1+3)
(143
5 143 2,48832
1+3)
(1+3
10 1@ 2,5937424601
1+ 35)
( 10
100 1 o R0 2,704813829421526093
1+ 150)
( * 100
1.000 _ L.000 2,716923932235852457
(1+1.utm)
1.000.000 1 1.000.000 2,718280469319376883
]_ -
( * T.000.000
1.000.000.000 1 1.000.000.000 | 3 718281827099504322
1 e —
( * 1.000.000.000

Tabela 2
Proposigio 2.4.3 [2] 111’1’(1)(1 +1/x)V* =e.
X—
Demonstracao:
Para provarmos a proposi¢do acima, basta provarmos que lirg+ (1+1/ x)l/ Y—¢
X—r
e lim (1+1/x)Y* = e, ou seja, que os limites laterais sdo iguais. Primeiramente

x—0~

iremos provar que lir51+(1 +1/x)* =e. Seja x = 1/t temos que t — 400 quando
X—

x — 0T. Assim,

lim (14+1/x)Y% = lim (1+1/t)" =e.

x—0t+ t— 400

Analogamente, temos que lirg (1+41/x)Y* = e. Portanto,
x—0~

lim(1+1/x)Y* =e.
x—0
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Proposigdo 2.4.4 [z] lim In(1 4 x)V/* =1.
x—0

Demonstracao:
Pela Proposigdo 2.1.3 (vii), temos que:

lim In(1 4+ x)/* = In[lim (1 + x)"/*] = Ine = 1.

x—0 x—0

X _

L =Ina(a>0a#1).

Proposicdo 2.4.5 [2] lim a
x—0

Demonstracao:

Tomando t = a* — 1, temos que a* =t + 1. Assim,
a* =t+1<=Ina* =In(t+1)

< xIna=In(t+1)

In(t+1)
YT e
Note que quando x — 0, x # 0 temos que t — 0, t # 0 e entdo podemos
escrever
o -1 ¢ _ 1 lim1
lim =lim———<=a-lm—~« =la- ————~
=0 X t=0 In(t + 1) t—0 In(t +1) lim In(t+1)
Ina t t—0 t
. . In(t+1) . at—1
Pela Proposigdo 2.4.4 temos que }1_1)7% — = 1 e portanto, 91(11)7% P Ina.
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FUNCOES CONTINUAS

3.1 DEFINIGOES

Nesta segdo serdo apresentadas algumas defini¢des e exemplos envolvendo fun-
¢Oes continuas. Mais adiante veremos que uma condi¢do necesséria para que uma

funcdo seja derivavel num ponto a é que ela seja continua nesse ponto.
Definicao 3.1.1 [2] Uma fungdo f é dita continua em a se as sequintes condigdes sio
satisfeitas:
(i) ae D(f);
(ii) chlir}l f(x) existe;
(iii) chlglllf(x) = f(a).
Definicdo 3.1.2 [2] Uma fungdo f é dita continua se for continua em todo a € D(f).

Exemplo 3.1.1
x?—1

(i) Seja f(x) = P

O gréfico de f esta representado na Figura 3.1.1.

Y

Figura 3.1.1
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Note que a fungdo f ndo é continua em a = —1, uma vez que —1 ¢ D(f). Portanto,

ndo satisfaz a condicdo (i) da Definigdo 4.1.1.

2 _
-1 sex #1

Exemplo 3.1.2 Seja g = x—1'
1, sex =1

O grdfico da fungdo g estd representado na Figura 3.1.2.

Yy

o]
(=]

=y

Figura 3.1.2

A fungdo g ndo é continua em a = 1. Embora, g(1) = 1, temos que

lim g(x) = lim F=DEFD 1y = o,

x—1 x—1 x—1 x—1

logo a funcdo g ndo satisfaz a condigdo (iii) da Defini¢do 3.1.1.

! sex # —2
Exemplo 3.1.3 Seja h(x) = x+2
3, sex = —2

O gréfico da fungdo h esta representado na Figura 3.1.3.
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Yi

-
9 0 X
Figura 3.1.3
A funcdo h ndo é continua em x = —2, pois lim h(x) = lim =—
x——2" x—»—2-X+2
e lim h(x)= lim = +4o00. Neste caso, embora —2 € D temos que
x——2+ (x) x——2+ x4+ 2 (f) 1
lim h(x) ndo existe.
x——2

3.2 PROPRIEDADES DAS FUNGOES CONTINUAS

Proposicao 3.2.1 [3]] Se as fungdes f e g sdo continuas num ponto a, entio
(i) f+ g é continua em a.
(ii) f — g é continua em a.
(iii) f - g € continua em a.

(iv) f/g é continua em a, com g(a) # 0.

Demonstracao:

(i) Como f e g sdo continuas em 4, segue que chgl}lf(x) = f(a)e lim g(x) = g(a).
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Assim, pela Proposicdo 3.1.3, temos que:

lim (f +¢)(x) = lim f(x) + g(x) = lim f(x) + lim ¢(x) = f(a) + g(a)

x—a x—a x—a x—a
= (f+8)(a).

Portanto, f 4 ¢ é continua no ponto a.

(ii) Anédloga a demonstragao do item (i).

(iii) Como f e g sdo continuas em 4, segue que: )lclgzl f(x)=f(a)e )lclg}l g(x) = g(a).

Assim, pela Proposicdo 3.1.3, temos que:

lim (f - ¢)(x) = lim [f(x) - (x)] = [lim f(x)] - [lim g(x)] = f(a) - g(a)

= (f-8)(a)

Portanto, f - ¢ é continua no ponto a.

(iv) Como f e g sdo continuas em a e g(a) # 0, segue que chlglf(x) = f(a) e
lim g(x) = g(a)

xX—a
Assim, pela Proposi¢ao 3.1.3, temos que:

iy e £ M f) f@)
lim (£/)(x) = lim 78 = el 0 = P = (£/g) @)

Portanto, f/g é continua em a. n

Proposicdo 3.2.2 [2]
(i) Uma fungdo polinomial é continua para todo niimero real.
(ii) Uma fungdo racional é continua em todo o seu dominio.
(iii) As fungdes f(x) = sen(x) e g(x) = cos(x) sio continuas para todo x € R.

(iv) A fungio f(x) = e* (fungdo exponencial) é continua para todo x € R.
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Vamos provar os itens (i) e (iv), as demais demonstra¢des dos itens restantes serdo
omitidas.
Demonstracao:

(i) Seja f(x) = ayx" +a,_1x" ! + ...+ a;x + ag uma fungdo polinomial definida
nos reais. Vamos mostrar que f é continua para todo x € R. Dado xy € R, temos

lim f(x) = lim [a,x" + a,_1x" "1 4 ... + a1x + ag)
X— X X— X

:an-xg+an_1'x8_1+...—|—a1-x0+a0

= f(x0).
Portanto, a fungdo f é continua em todo xp € R.

(iv) Seja f(x) = e* e x¢ arbitrario, temos que:

6 definida n nto xp, lim f(x) existe e lim f(x) = lim e¢* = "0 = f(xp).
f & definida no ponto ¥, lim f(x) existe e lim f(x) = lim f(x0)
Portanto, f é continua no ponto arbitrdrio xp e assim, continua para todo

x € R.

Proposicao 3.2.3 [3] Sejam f e g fungdes tais que liin f(x) =Dbegécontinua em b.
X—a

Entio, lim (g o f)(x) = g(b), ou seja, lim g[f (x)] = g[lim f(x)]

Demonstracao:

Devemos provar que lim (gof)(x) =g(b), ou seja, dado € > 0, existe o > 0,
tal que |(go f)(x) — g(b)] < € sempre que 0 < |x —a| < ¢. Por hipdtese, g é
continua em b, logo, ;11)1}7 g(y) = g(b). Assim, dado € > 0, existe o5 > 0 tal que

lg(y) — g(b)| < € sempre que 0 < |y —b| < 7. Como para y = b, segue que
lg(y) — g(b)] = 0 < €, assim podemos escrever |g(y) — g(b)| < €, sempre que
y—bl <o 1)

Por hipétese, chlg}l f(x) =b e ainda para 03 > 0, segue pela definicdo de li-
mite que existe ¢ > 0, tal que |[f(x) —b| < o7 sempre que 0 < |x —a| < 0.
Portanto, se 0 < |x —a|] < o0, y = f(x) satisfaz (1) e assim,
SLF()] — g(b)] = (g0 F)(x) — g(b)] < e

Proposicdo 3.2.4 [2] Se f é continua em a e g é continua em f(a), entdo g o f é continua
em a.
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Demonstracao:

Por hipétese, f é continua em a, assim liin f(x) = f(a). Segue também por
X—a
hipétese que ¢ é continua em f(a) e pela Proposicdo 3.2.3 temos que
lim (g0 £)(x) = gllim f(x)] = g[f(a)] = (g f)(a).

Portanto, g o f é continua em a.
n

Coroldrio 3.2.1 [l6] Se I C R é um intervalo e f : I — R é uma fungio continua, entio

a imagem de f também é um intervalo. Se I = [a,b], entdo existem reais ¢ < d tais que
Im(f) = [, d].

A demonstracdo desse Coroldrio envolve conceitos de sequéncias, portanto, sera

omitida nesse texto.

Defini¢ao 3.2.1 [2] Seja f definida num intervalo fechado [a, b].
(i) Se lim f (x) = f(a), f é denominada fungdo continua a direita de a.
xX—a
(ii) Se lir{} f(x) = f(b), f é denominada fungdo continua i esquerda de b.
x—b~

(iii) Se f é continua em xo no intervalo aberto (a,b), f é continua a direita em a e a esquerda
em b, dizemos que f é continua no intervalo fechado [a, b].

Lema 3.2.1 [6] Sejam I C R um intervalo e f : I — R uma fungdo continua. Se xy € 1
é tal que f(xg) > 0 (resp. f(xo) < 0), entdo existe ¢ > 0 tal que

xel|x—x) <o= f(x) > j@ (resp.f(x) < —@).

Demonstracao:
Fagamos a prova no caso em que f(xg) > 0, sendo a prova no outro caso totalmente

andloga. A defini¢do de continuidade garante que, para € = j@ > 0, existe ¢ > 0 tal

que

f(xo).

x€l|x—xo <o=|f(x)— f(x0)| < €= >

Por outro lado, a iiltima desigualdade acima implica

Fx) — fx) > ~ L0

f(x0)
2

ou, o que é o mesmo, f(x) > , para todo x € I N (xg — 0, x0 + 7).
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Teorema 3.2.1 [6] (Bolzano)
Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua. Se f(a) - f(b) < 0, entdo existe c € (a,b) tal

que f(c) = 0.
A Figura 3.2.1 representa a situagdo descrita pelo teorema.

Yi

fla)

o |

fib)

Figura 3.2.1

A demonstragdo desse teorema envolve alguns conceitos de sequéncias, por-

tanto, sera omitida nesse texto.

Teorema 3.2.2 [[6] (Teorema do Valor Intermedidrio)
Se f é continua no intervalo fechado [a, b] e d é um niimero real tal que f(a) < d < f(b)
ou f(b) < d < f(a), entdo existe pelo menos um valor ¢ € [a,b] tal que f(c) = d.

A Figura 3.2.2 representa uma situagdo descrita pelo teorema.

YA

fla)fmmmmmm
flel=dhacaaan=

-

()] TR——

R -

R ——
1
1
1
&

=
=

Figura 3.2.2
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Demonstracao:
Note que a fungédo h(x) = f(x) —d é continua e ainda que

h(a) - h(b) = (f(a) —d) - (f(b) —d) <.

Portanto, o teorema de Bolzano garante a existéncia de ¢ € (a,b) tal que h(c) =0,
isto &, f(c) =d.

Existe uma relagdo biunivoca entre os dois tltimos teoremas.

Teorema 3.2.3 [6] (Weierstrass)
Se f é continua no intervalo fechado [a,b|, entdo existirdo xq e xp em [a,b] tais que
f(x1) < f(x) < f(xp), para todo x € [a,b)].

A demonstragdo desse teorema envolve alguns conceitos de sequéncias, por-

tanto, serd omitida nesse texto.

Teorema 3.2.4 [6] Se I C R é um intervaloe f : I — R é uma fungdo continua, entdo f
é injetiva se, e s6 se, f é crescente ou decrescente. Ademais, nesse caso:

(a) A imagem | de f é um intervalo de mesmo tipo que I.

(b) f~1: ] — I ¢ continua.

Demonstracao:

Se f ndo é injetiva, entdo f claramente ndo pode ser nem crescente, nem decres-
cente. Reciprocamente, se f ndo é nem crescente, nem decrescente, entdo existem
a<b<cemltais que f(a) < f(b) > f(c) ou f(a) > f(b) < f(c). Suponha que
f(a) < f(b) > f(c) (o outro caso é andlogo) e escolha d € R tal que

max{f(a), f(c)} <d < f(b)

O Teorema do Valor Intermedidrio (TVI) garante a existéncia de xo € (a,b)
e x; € (bc) (logo, xo,x1 € I) tais que f(x9) = d e f(x1) = d, de modo que
f(x0) = f(x1). Em particular, f ndo é injetiva.

(a) Pelo Corolério 3.2.1, sabemos que | é um intervalo. Como f € injetiva, pode-
mos supor, que f é crescente (o0 caso em que f é decrescente é andlogo). Suponha
que I = (a,b), coma,b € R (os demais casos também podem ser tratados de modo
andlogo). Se Im(f) = (c,d], tome xo € (a,b) tal que f(x9) = d. Entdo, como f é
crescente, para x € (xp,b) temos f(x) > f(x9) = d, 0 que contradiz o fato de que
f(xo) € Im(f). Analogamente, mostramos que Im(f) # [c,d), [c,d], de sorte que

Im(f) também é um intervalo aberto.
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( ) Inicialmente, observamos que f~! é crescente. Agora fixado vy € (c,d), seja
= f~1(yo). Dado € > 0, queremos ¢ > 0 tal que

y € (cd)ly—yol <o=|f"1(y) = f o)l <e (1)

Para tanto, seja 0p = min{yg — ¢, d — yo} e suponha inicialmente, que 0 < ¢ < 0y

(de sorte que a condigdo |y — yo| < o seja suficiente para garantir que y € (c,d)).

Denotando x = f~!(y), temos y = f(x) e podemos reescrever (1) da seguinte

forma: queremos 0 < ¢ < 0y tal que

1f(x) — f(x0)| < 0 = |x — x0| < €.

Observe que podemos supor € > 0 tdo pequeno que xo =€ € (a,b) (sendo,

diminua o € > 0 dado, de forma que essa condi¢do seja satisfeita). Lembrando que

f é crescente, tome

0 <o <min{oy, f(xo+e€) = f(x0), f(x0) = f(x0 =€)}

Entao,

f(x) = f(x0) <o = f(x) = f(x0) < f(xo+€) = f(x0) = f(x) < fxo+€)

— x<x9t+¢€
e, analogamente,

f(x)—f(xo) > —c=x>2x)—€

Em qualquer caso, a escolha acima para ¢ garante que
If(x) — f(xo)]| <o= —0 < f(x) — f(xp) <Ko= —e<x—xp <€

= |x — xp| <€,
conforme desejado.
]

Exemplo 3.2.1 Sejam f, g e h fungdes tais que, para todos x, f(x) < g(x) < h(x). Se f
e h sdo continuas no ponto x = ae f(a) = g(a) = h(a), entdo g é continua em x = a.

Demonstracao:
Se f e h sdo continuas em 4, temos que

lim f(x) = f(a) e im h(x) = f(a).

X—a X—a

Segue pelo Teorema do Confronto e pelo fato de f(x) < g(x) < h(x) que existe

liLn g(x) = f(a) = h(a) = g(a), o que garante a continuidade da fungédo g(x) em a.
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DERIVADAS

Neste capitulo trabalharemos alguns conceitos béasicos do estudo de derivadas,
suas aplicagdes e algumas situagdes-problema que podem ser utilizadas no ensino

médio.
4.1 O CONCEITO DE DERIVADA

Seja y = f(x) uma curva qualquer definida no intervalo (a, b), conforme Figura

4.1.1 e tome dois pontos distintos da curva y = f(x), a saber, P(x1,y1) e Q(x2,y2).

Se s é a reta secante a curva y = f(x) que passa pelos pontos P e Q e con-
siderando o triangulo retangulo em M, PMQ, temos que a inclina¢do da reta s,

denotada por m; é dada por

_Y¥2—W0Nn
Xy — X1

ms = tg(«)

. |

Figura 4.1.1

Suponhamos que P mantenha-se fixo e que Q mova-se sobre a curva y = f(x) em
direcdo a P. Note que a inclinacdo da reta secante s estard variando. A medida
que Q percorre a curva aproximando-se de P a inclina¢do da reta s varia conforme

pode ser observado pela Figura 4.1.2.
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Figura 4.1.2

Definicao 4.1.1 [3] Seja f uma fungdo e xo um ponto de seu dominio. A reta tangente ao

grdfico de f no ponto (xo, f(xo)) é a reta que possui coeficiente angular

e — 1im £ = fx0)
X=X X — Xp

desde que o limite existe e é finito.

A existéncia da reta tangente esta condicionada a existéncia da m; definida acima.

Neste caso m; é chamado de inclinagdo da reta tangente ao grafico da f no ponto

(x0, f (x0))-

Exemplo 4.1.1 Encontre a inclinagio da reta tangente ao grdfico da f(x) = x* — 4x + 4
no ponto (xg, f(xp)).
Se tomarmos x = xo + h, podemos reescrever

f(xo+Hh) = f(x0)

my =l 7 '
Assim, ) )
— h)- —4 h 4 — 4xg — 4
mp — lim 0t 1) = flxo) _ (ot h)” = 4(xo ) +4 — xp + 4%
h—0 h h—0 h
L h(2x0+h—4)_ . _
= }lllif% p = }IZILI}) (2xg+h —4) =2x9 — 4.

Portanto, a inclinacio da reta tangente ao grdfico de f(x) = x> — 4x + 4 no ponto
(x0, f(x0)) é my = 2x9 — 4. Quando xo = 4, temos tg(a) = m(4) =2-4—4 =4.
A figura 4.1.3 representa a reta tangente ao grdfico da f em (4,4).
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o el

EA |

Figura 4.1.3
Definic¢ao 4.1.2 [2] (A Derivada de wuma Fung¢ido num Ponto)
A derivada de uma fungdo f no ponto xg, denotada por f'(xg), é definida pelo limite

f’(xo) _ Pllim f(xO +h) _f(xo)

—0 h ’

quando esse limite existe e é finito.
Se f admite derivada em xg, entdo diremos que f é derivdvel em x.

Dizemos que f é derivédvel em A C D(f) se for derivavel em cada xg € A.
Uma fungdo é derivavel quando existe derivada em todos os pontos de seu

dominio.
Definicio 4.1.3 [3] (Fungdo derivada) Seja f derivivel em A C D(f), definimos a
fungdo f': A — R (fungdo derivada de f) dada por

h—0 h

Note que este limite nos dd a inclinagdo da reta tangente a curva y = f(x) no ponto
(x, f(x)). Portanto, geometricamente, a derivada da fungio y = f(x) no ponto x repre-
senta a inclinagdo da reta tangente neste ponto.

Algumas formas de denotar derivadas:

(i) v = f'(x) — (lé-se f linha de x);

(i) Dyf(x) — (1&-se derivada de f(x) em relagdo a x);
(iii) Dyy — (lé-se derivada de y em relagdo a x);
(

iv) S—Z — (lé-se derivada de y em relacdo a x);
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Exemplo 4.1.2 Dada a fungio f(x) = x? + 5x — 6, determine f'(4).

Solucao

Usando a Definicdo 4.1.3, temos que:

4+h) - f(4) (44+h)2+5-(4+h)—6— (4>+5-4—-6)

f'(4) = lim £

h—0 h h—0 h
. 16+8h+h>+20+5h—6—16—-20+6 .. 13h+h?
= lim = lim ——
h—0 h h—0 h
i M3 s — 13,
h—0 h h—0

Na Figura 4.1.4, o ponto A possui coordenadas (4, f(4)) = (4,30) e a reta r é
tangente a curva dada por f(x) = x> +5x — 6 no ponto A. Note que & = 85,6°,

onde & é a inclinagdo da reta r (reta tangente a curva dada por f no ponto A) e
que tg(a) = tg(85,6°) =13 = f'(4).

1 Y A I

N 1Y A ————
=1

1

oo

o

[acr]

Figura 4.1.4
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Exemplo 4.1.3 Seja f(x) = i , determine f'(x).

x+1
Solucao

x+h—4 x—4
i) = lim BT ZFD) x4 h+1 x4

h—0 h h—0 h
(x+h—4)(x+1)— (x—4)(x+h+1)
~ lim (x+h+1)(x+1)

h—0 hx
_limx2+xh—4x+x+h—4—x2—xh—x+4x+4h+4
0 h(x2+hx+h+2x+1)
= lim Sh = lim >
0 h(x24+xh+h+2x+1)  hs0x2+xh+h+2x+1

5 5

T2+ 2c+1 (x4 12

Teorema 4.1.1 [3] Toda fungio derivdvel num ponto xq é continua nesse ponto.

Demonstracao:

f(x) = f(xo)

Pela hipétese, f é derivavel em xp, logo lim existe e é igual a

X—X( X — X
f'(x0). Precisamos provar que f é continua em Xxo, isto é, que J}Ln; (x) = f(xp).
0
Temos
x) — f(x
£ - ) = LI ) ot
X — X0
dai,

lim f(x) — f(xo) = lim f(x) = fxo) lim (x —x9) = f'(x0)-0=0

X— X X— X X — xO X— X

e, portanto,

u
Defini¢do 4.1.4 [2] Se a fungio y = f(x) estd definida em x, entdo a derivada a direita
de f em xo, denotada por f', (xo) é definida por

fi(xo) — Lim f(xO + h) _f(x())

h—0t h ’

caso este limite exista e seja finito.

62



4.1 O CONCEITO DE DERIVADA 63

Defini¢do 4.1.5 [2] Se a fungio y = f(x) estd definida em xo, entdo a derivada a es-
querda de f em xo, denotada por f' (xg) é definida por:

fl(x0) = lim f(xo+h) — f(x0)

h—0— h

4

caso este limite exista e seja finito.

Uma funcdo é derivével em xp, quando as derivadas a esquerda e a direita de
xo existem e sdo iguais a derivada em xo.
Caso as derivadas laterais existam, porém sejam diferentes em x(, dizemos que

xo este é um ponto anguloso [2] do gréfico da funcéo.

Exemplo 4.1.4 Seja f : R — R a fungio definida por

f(x)z{ 3x —1, sex <2

7 —x, sex > 2

(i) Mostre que f é continua em 2.
(ii) Prove que f ndo é derivavel em xp = 2.

O gréfico de f estd representado na Figura 4.1.5.

[ e L L L L L L L =

Figura 4.1.5
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Solucao

(i) Temos que 2 € D(f) e lim f(x) = lim f(x) =5, logo lim f(x) = 5.
x—2+ x—2- x—2
Como f(2) =5, segue que lirréf(x) = f(2) e portanto f é continua em 2.
X—r

(ii) Para provarmos que f é derivdavel em xo = 2, devemos mostrar que
f.(2) = f.(2), o que ndo ocorre neste caso.
De fato,
. 2+4+h)—f(2) . [7—-2+h)]-5 . 7—2—h-5
fr@) =l = AR T
= lim — = lim (-1) = —1
h—0+ h—0t
e
L(2) = lim fe+n-f2) _ lim 3-@+1)-1]=5 _ lim 6+3h—-1-5
h—0~ . h h—0+ h h—0+ h
= lim 3—= lim 3 = 3.
h—0+t h—0*

Portanto, f ndo é derivavel em xp = 2.

4.2 REGRAS DE DERIVAGAO

Nesta secdo serdo apresentadas as principais regras de derivacdo. As mesmas
permitem determinar as derivadas das fun¢des sem a necessidade do uso da defi-
nicao.

Proposic¢do 4.2.1 [3] (Derivada de uma constante)

Se k é um constante e f(x) = k para todo x, entdo f'(x) = 0.

Demonstracao:
Seja f(x) = k. Logo,
f’(x):limf(x+h>_f(x) k—

= 1. —_— = 1. 0 — 0
h—0 h hli% h hlg(l)

Proposic¢io 4.2.2 [3] (Regra da Poténcia)

Se n é um niimero inteiro positivo e f(x) = x", entdo f'(x) = nx"~1.
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Demonstracao:
Seja f(x) = x". Logo,

f’(x) :]Pg(l)f(x—f-h})l—f(x) :%E%W

Desenvolvendo (x + h)", pelo Bindmio de Newton, temos:

-1
/ [x" + nx""1h + %X”_zh2 + o nxh" T 4 R — "
—= 1 -
fx) = Jim i
-1
hinx"—1 + %x”zh + o nxh" 2 Y
— 1 !
Ho0 h
—1
= }lin% [nx" 1+ n(nz—|)x”2h e nxh" 2 4 ) =
— !

Proposicdo 4.2.3 [3] (Derivada do produto de uma constante por uma fungio)
Sejam f uma fungio, k uma constante e g uma fungio tal que ¢(x) = kf (x). Se f'(x)
existe, entdo g'(x) = kf'(x).

Demonstracao:
o SN — f(x)

Segue por hipotese que existe f'(x) lim p
%

Assim, temos que

oy e SR —g(x) o kf(x+h) —kf(x) flx+h—f(x))
g'(x) = lim h = Hm h _hwk{ 7 1

= kf'(x).

Proposic¢io 4.2.4 [3] (Derivada da soma)

Sejam f e g duas fungdes e q uma fungio tal que q(x) = f(x) + g(x). Se f'(x) e g'(x)
existem, entio q'(x) = f'(x) + ¢'(x).

Demonstracao:

Segue por hipdtese que exitem

() = tim FEFI 2T ¢ o) — pim

gx+h) —g(x)
p .
Assim, temos que:

o) — i A @) _ 7 B) gl 1))~ () + ()
1 h—0 h h—0 h
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o ) — FO] + g+ 1) — g(x)]

h—0 h

i JEER () g(x k) — (%)
h—0 h h—0 h

= f'(x) + &' (x).

Proposicdo 4.2.5 [3] (Derivada de um produto)

Sejam f e g fungdes e q a funcio definida por q(x) = f(x) g(x). Se f'(x) e ¢'(x)
existem, entdo

q'(x) = f1(x)g(x) + f(x)g'(x).

Demonstracao:

Segue por hipdtese que exitem

(5) = i LEEII I ) gy S5 =)

Segue ainda que f é continua (Teorema 4.1.1) e assim }llirr(lj flx+h) = f(x).
4)

Temos que

7 (2) = im AT =0 _ i fle Mg+ 89 = f()5()

Vamos somar e subtrair ao numerador acima a expressdo f(x + h)g(x). Temos

assim:
()  tim FOCE WSO ) — f(x + W)g() + Flxt Hg(x) — f)3()
h—0 h
i e+ h) —g(x)] +8(x) [f(x + 1) — f(x)]
h—0
= lim | f(x+ h)g(x + h})Z — g(x)} +1im {g(x)f(x + h})l — f(x)
= fim G- i S i fi P

= f(x)g'(x) +8(x)f'(x) = f'(x)8(x) + f(x)8(x).
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Proposicao 4.2.6 [3] (Derivada do quociente)
Sejam f e g fungdes e q a fungio definida por q(x) = %, onde g(x) # 0. Se f'(x)

e ¢’ (x) existem, entdo

7 (x) = f'(x)g(x) — f(x)g'(x)

[g(x)]?
Demonstracao:
Segue por hipdtese que exitem
1) — fim L) = f(¥) 1) — fim ST ) —8(x)
fix) = lim, I ¢ &)= Jim 7 '

Segue ainda que g é continua (Teorema 4.1.1) e assim }llin(l) g(x+h)=g(x).
%

Temos que
(x +h) —h(x) e _f(x;
pion e qx+h)—h(x) .. glx+h) g(x
7(x) = Jim 7 = Jim I
~ lim L {f(x +h)g(x) — fx)g(x + h)]
10 h g(x+h)g(x)
Vamos somar e subtrair ao numerador acima a expressdo f(x)g(x). Temos as-
7o) fm L[ 118 = FLI5(0 + 0t) s 1)
h—0 h g(x+h)g(x)
. f(x+h]3 f( )g x)—f(x)g(x+h21_g(x)
h—0 g(x+h)g(x)
- flx+h) - fx), gx+h) —g(x)
B 7 fim g(x) — Jim f(x) fim h
lim g (x + h) }lgrg)g( x)
_ f(x)g(x) — f(x)g'(x) _ f1(x)g(x) — f(x)8'(x)
g(x)g(x) [g(x)]? '

]
Proposicio 4.2.7 [2] Se f(x) = x~" tal que n € Z* e x # 0, entdo f'(x) = —nx""1L.

Demonstracao:

_ 1 . .~
Note que f(x) =x7" = prt Assim, pela Proposigdo 4.2.6, segue que

n—1 n—1

x"0—1 nx —nx w1 _—on 1

f/(x) - (xn)Z - x2n
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4.3 DERIVADA DA FUN(;AO COMPOSTA, INVERSA E DAS FUN(;E)ES ELEMEN-

TARES

Nesta secdo apresentaremos alguns resultados que possibilitam calcular a derivada

de fung¢des compostas, inversas e de algumas fun¢des elementares.

Proposicdo 4.3.1 [3] (Regra da Cadeia) Sey = g(u) e u = f(x) e as derivadas dy/du
e du/dx existem, entdo a fungio composta y = g|f (x)] possui derivada e a mesma é dada
por:

By _dydu

dx  dudx

ou

y'(x) = g (f(x))f'(x).

Demonstra¢io: Omitida.
Proposicao 4.3.2 [3]] Se u = g(x) é uma fungio derivivel e n € Z*, entio:

D) = ng ()" g (v).

Demonstracao:
Seja y = u", onde u = g(x). Aplicando a Regra da Cadeia, temos:

290" = nlg ()] ¢/ ().

]
Podemos generalizar a Regra da Poténcia, isto €, se u = g(x) é uma fungdo deriva-

vel e r € um nuimero racional ndao nulo arbitrario, entao
d _
T 8] =rlg(x)]" g (x),
Teorema 4.3.1 [3] (Derivada da Fun¢do Inversa)
Seja f uma funcdo inversivel, com funcdo inversa f~' = g. Se f for derivdvel em
vo = g(x0), com f'(yo) # 0, e se g for continua em x, entiio g serd derividvel em xg e é

vdlido que

1
$60) = Figto)
Demonstracao:
Por hipétese, f é inversivel, com inversa g, assim f(g(x)) = x, para todo

x € D(g).
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Segue que para todo x € D(g)
[f(g(x))) =«

ou

e =1.

Se supusermos f e g derivaveis, podemos aplicar a Regra da Cadeia ao primeiro

membro da equagdo acima:

f(g(x))g'(x) = 1.
'(x)—; ara todo x € D(g)
ST @) P 8

que é a formula que permite calcular a derivada de g conhecendo-se a derivada de

f.

Vamos mostrar agora que g é derivavel em xg:

g(x) —glx) _  g(x)—g(x) _ 1 x £ X
X — X f(g(x)) = f(&(x0))  f(&(x)) = f(g(x0)) v
8(x) — g(xo)
Fazendo u = g(x), pela continuidade de g em xg, u — yo para x — xo. Entdo,
lim 8®) &) _ o1
XX = X u=yo f(u) = f(yo)
u—1Yo

£ = F00) _ o

C li =f , result
omo lim == — 7 0) = f(g(xp)), resulta
- 1
) — Tim $&) —8(x0) _ _
)= TS T T Pt
Portanto, g é derivavel em x e ¢'(xp) = _ ]

'(8(x0))”

Proposicao 4.3.3 [2] (Derivada da fungdo exponencial)
Sey=a*, tal quea >0ea # 1, entidoy’ = a*In(a).

Demonstracao:
Sejay = a*, tal que a > 0 e a # 1. Temos que
gXth _ gx ax(ah_ ) at—1

Yy =lim ———— = lim = lim a* lim
h—0 h h—0 h h—0  h—0

Pela Proposi¢do 2.4.5, segue que y' = a* - In(a).
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Proposicao 4.3.4 [2] (Derivada da fungdo logaritmica)
Sey =log (x), tal que a > 0 e a # 1, entdo: y' = %loga e.

Demonstracao:
Seja y = log,(x), tal que @ > 0 e a # 1. Temos que

x+h

. log (x+h)—log, (x) . log, .1 h
! a a — X — _
y = jm h =T A {hloga <1+xﬂ

‘ h 1/h . h 1/h ‘ h/h 1/h
— %1{{(1) log, (1 + ;) = log, [}llir(l) (1 + ;) = log, Ilqlil(l) (1 + m)

1 \*/h 1/x 1 1\ ¥/
ZIOga[%E%(”m) ] Z;bga[%i%(”x—m) ]

1
Pela Proposicdo 2.4.2, temos que y' = p log, e. m

1
Corolario 4.3.1 [2] Sey = Inx, entido y' = e

Demonstra¢ao: Segue diretamente da Proposi¢do 4.3.4.

Proposicdo 4.3.5 [2] Se y = u?, onde u = u(x) e v = v(x) sdo fungdes na varidvel x e
derivdveis no intervalo I e u(x) > 0, Vx € I, entio y' = ou? Y + u¥v Inu.

Demonstracao:
Temos que y = u® = e’"¥. Sendo assim, y = (go f)(x), onde g(t) = ¢ e
t = f(x) =vlnu. Assim, ¢'(t) =¢' e
/ / L,_ u’
fl(x)=vInu+ov—u =0 Inu+ov—
u u
Pela Regra da Cadeia, temos que

/ /
Yy =gt)f'(x) =e'(v'Inu+ U%) = "Iy Inu + v%)

/
u
= u’lnuv’ + u”v; = u%0 Inu +ou’ /.
Exemplo 4.3.1 Se y = x*, entdo y’ = x* + x*In x.

Solugao:
Pela Proposigdo 4.3.5, temos que

Y =x*¥Inx+xx* 1 =y =x*+x¥Inx.
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4.4 DERIVADA DAS FUNGCOES TRIGONOMETRICAS

Nesta se¢do introduzimos a derivada das principais fung¢des trigonométricas.

Proposicao 4.4.1 [2] (Derivada da fungdo seno)
Se y = sen(x), entdo y' = cos(x).

Demonstracao:
Seja y = sen(x). Pela Definigdo de 4.1.3, temos

sen(x +h) — sen(x).

/ — 1
YT h
. ) . s a—"b a+b
Aplicando a férmula trigonométrica sen(a) — cos(b) = 2 sen 5 ) cos|{—— ),

no limite acima, temos

x+h—x x+h+x h 2x +h
2 sen| ——— | cos | —— 2 sen| = | cos
p . 2 2 . 2 2
Yy = lim = lim

h—0 h h—0 h

2 sen ﬁ 0s 2x +h 2 sen ﬁ
) 2/ .. 2 ) 2/ .. 2x+h
= lim lim = lim ———— lim cos .
5 ﬁ h—0 2
2

h—0 h h—0 1 h—0

Aplicando a Proposicdo 2.4.1 ao primeiro limite e resolvendo o segundo limite

acima, temos ' = 1 cos(x) = cos(x).

Proposicdo 4.4.2 [2] (Derivada da fungdo cosseno)
Se y = cos(x), entdo y' = —sen(x).

Demonstracao:

Seja y = cos(x). Pela Defini¢do de 4.1.3, temos:

. + h) — cos(x)
] cos(x '
ST h
Aplicando a férmula trigonométrica cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sen(a)sen(b), te-
mos:

, . cos(x)cos(h) — sen(x)sen(h) — cos(x)
v = n
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— lim cos(x)[cos(h) — 1] — sen(x) - sen(h)
h—0 h
~ lim cos(x)[cos(h) —1] lim sen(x)sen(h)
h—0 h h—0
Multiplicando e dividindo o primeiro limite da expressdo acima por cos(h) + 1
e aplicando a Proposicdo 2.4.1 ao segundo limite da expressdo acima, temos
. h) — 1] cos(h) +1
. cos(x)[cos( B
ST h cos(h) +1 sen(x)
. cos(x)[cos?(h) —1?]
=1 — .
" hlcos(h) + 1] sen(x)
Pela Relagdo Fundamental da Trigonometria, temos
—sen?®(h)] cos(x)[—sen(h)][sen(h)]

T cos(x)[—sen*(h)] o - |
S Ax[cos(h) + 1] sen(x) h0 h[cos(h) + 1] sen(x)
Pela Proposigdo 2.4.1, segue que

,_cos(x)-O-l_ n L
== 1i1 sen(x) =0 —sen(x) = —sen(x).
]
Proposicao 4.4.3 [2] Se y = tg(x), entdo y' = sec?(x).
Demonstracao:
sen(x) -
Como tg(x) = cos(x)’ onde cos(x) # 0, segue pela Proposi¢do 4.2.6, que
, _ cos(x)-cos(x) —sen(x) - [—sen(x)]  cos?*(x)+sen*(x) 1
N cos?(x) N cos?(x) ~ cos?(x)
= sec?(x). n
Proposi¢do 4.4.4 [3] Se y = cotg(x), entdo y' = —cosec?(x).
Demonstracao:
cos(x) -
Como cotg(x) = sen(x)’ onde sen(x) # 0, segue pela Proposi¢do 4.2.6, que

, _ —sen(x)sen(x) — cos(x)[cos(x)]  —sen®(x) —cos®(x)  sen*(x) + cos®(x)

S = sen?(x) N sen?(x) N sen?(x)
1
= = —cosec?(x). ]

~ sen?(x)
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Proposicio 4.4.5 [3] Se y = sec(x), entdo y' = sec(x) - tg(x).

Demonstracao:
Como sec(x) = cos(x)’ onde cos(x) # 0, segue pela Proposi¢do 4.2.6, que
0 cos(x) — [—sen(x)]1  sen(x) 1 sen(x)
! __ i — —
B cos?(x) ~ cos?(x)  cos(x) cos(x) sec(x) f2(x).
m
Proposicio 4.4.6 [2] Se y = cosec(x), entdo y' = —cosec(x) - cotg(x).
Demonstracao:
1 .~
Como cosec(x) = sen(x)’ onde sen(x) # 0, segue pela Proposic¢do 4.2.6, que:
Osen(x) — 1 cos(x) cos(x) 1 cos(x)
o _ — —
Y= sen?(x) ~ cos?(x) sen(x) sen(x) cosec(x) cotg(x).
m

Proposicdo 4.4.7 [2] Seja f : [-1,1] — [—m/2,7t/2] dada por f(x) = arc sen(x).

V1—a2

Entdo, y = f(x) é derivdvel em (—1,1) ey’ =

Demonstracao:
Se y = arc sen(x), entdo x = sen(y), onde y € [—7/2,7/2].

E fato que a derivada de sen(y) existe e é nao nula para qualquer y € [—7/2,71/2],

logo
, 1 1
y = ; _=
(sen(y))"  cos(y)
Como y € [—m1/2,71/2], pela Relagdo Fundamental da Trigonometria, segue que
cos(y) = /1 — senZ(y). Logo, i = 1;2() e como sen(y) = x, segue que
— sen?(y
y = L onde x € (—1,1).
12 '

]
Proposicdo 4.4.8 [2] Seja f : [—1,1] — [0, 7t] definida pela regra f(x) = arc cos(x).
-1

V1—a2

/ pum

Entdo, f(x) = y é derivdvel em (—1,1) ey
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Demonstracao:

Usando a relag@o arc cos(x) = g — arc sen(x) e a Proposi¢do 4.4.8, temos

, T ! 1 1
y:(a—arcsen(x)) =0-— o

Proposigdo 4.4.9 [2] Seja f : R — (—m/2,7/2), tal que f(x) = arc tg(x). Entio,
f(x) =y éderivivel e y = 1

14 x2
Demonstracao:
Se y = arc tg(x), entdo x = tg(y), onde t € (—7/2,7/2). E fato que a derivada de
tg(y) existe e é ndo nula para qualquer y € (—7t/2,71/2), logo
oL __1
(tg(x))" sec(y)

Pelas identidades trigonométricas, temos que sec?(y) = 1 + tg?(y), assim

B 1 1
o 1+t92(y) 142

/

y

4.5 DERIVADA DE UMA FUN(;AO NA FORMA IMPLICITA

Dada uma equacdo envolvendo as varidveis x e y, quando conseguimos isolar a
variavel y, dizemos que y é uma funcdo de x e podemos naturalmente estuda-
la. Entretanto, quando ndo conseguimos isolar y, dizemos que y é uma funcdo
implicita de x, ou que a relagdo dada define y implicitamente como uma fungdo

de x.

Defini¢do 4.5.1 [3] Uma fungio y = g(x) é definida implicitamente pela equagio
f(x,y) = 0se, para todo x € D(g),

f(x,8(x)) =0

Teorema 4.5.1 Seja y = g(x) uma fungio definida implicitamente pela equagio
f(x,y) = 0. Se f e g sdo diferencidveis, entio
d
: S ) of
¢ (x) = A y = g(x), desde de que @(x,g(x)) # 0.
@(x,y)
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Demonstracao:
Usaremos o conceito de derivada parcial que foge do escopo desse trabalho.
Vamos deduzir uma férmula para o célculo de ¢'(x) em todo x € D(g), para

0s quais %(x, ¢(x)) # 0. Entdo, derivando em relagdo a x os dois membros da

equagdo anterior, obtemos,

2 e g()] =0

ou

Fr80) G+ P80 () =0

e, portanto,

(v y) af

, ¥y = g(x), desde de que @(x,g(x)) # 0.

of
§'(x) = — 5
@(x/}/)

Da mesma forma, x = h(y) é definida implicitamente pela equagdo f(x,y) = 0 se,
para todo y € D(h),

f(h(y),y) =0.

Supondo f e g diferencidveis e derivando os dois membros da equagdo acima em

relagdo a y, obtemos:

ay S () y)] =0
ou
of . .dx of . dy
a( / )@WL@( . )@—
e, portanto,
of
5, (0 Y)
d_x - _gy , X =h(y), em todo y € D(h), com%(h(y),y) # 0.
Yo iy ”

Exemplo 4.5.1 A funcio diferencidvel y = y(x) é definida implicitamente pela equagio
Y 4+axy+x3=3
dy

Expresse 2 & termos de x e y.
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Solugao:
fxy) =y’ +xy+x*-3=0
9f
d_y B _g(x/]/) B _y—|—3x2
dx  of 3yl +x
@(x,y)
ou seja,
dy _ y+3a?
dx 3y +x

em todo x no dominio de y = y(x), com 3(y(x))? + x # 0.

Exemplo 4.5.2

(i) A equagdo x> — 2% — g + 1 = 0 define implicitamente a fungio y = 3(x> — 2% +1).

(ii) A equagdo x* + y* = 9 define, implicitamente uma infinidade de funcoes.

Solucao:
De fato, isolando y, na equagdo do item (ii), obtemos:

y =49 — 2
Duas das fungoes obtidas acima sio:
y=VI_Pey= I
O grdfico das fungdes acima estio representados na Figura 4.5.1.

Suponhamos que F(x,y) = 0 define implicitamente uma fungdo derivavel

y = f(x). Podemos determinar y’ sem, necessariamente, explicitar, y.

Exemplo 4.5.3 Sabendo que y = f(x) é uma funcdo derivdvel definida implicitamente
pela equagio x*> + y*> = 9, determine d_y

dx
Tomando F(x,y) = x> +y? — 9 segue que

dy  2x  x

dx ~ 2y y
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Y A

W= VO —

Y u

—-31 0 3 '1,

. .
y=— v O — xr?

—3

Figura 4.5.1

4.6 DERIVADA DE UMA FUNGCAO NA FORMA PARAMETRICA

Sejam:

x = x(t)
{ y=yiy

duas fun¢des da mesma variével ¢, t € [a,b]. Tomando x e y como as coordenadas
de um ponto P, podemos dizer que a cada valor de ¢, corresponde um ponto do
plano xy. Se as fung¢des x = x(t) e y = y(f) forem continuas quando ¢ varia de
a até b, o ponto P(x(t),y(t)) descreve uma curva no plano. As equagdes dadas
em (1) sdo chamadas equagdes paramétricas da curva e t é chamado parametro,
conforme Figura 4.6.1.
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Y A

y(t)fmmmmmmmmmmmm e »

|
\

o |

z(t)

Figura 4.6.1

Proposicao 4.6.1 [3] (Derivada de uma funcdo na forma paramétrica)
Seja y uma fungdo de x definida pelas equagdes paramétricas

{ ;iﬁg ctelab. (1)

Demonstracao:
Suponhamos que a func¢do x = x(¢) admita uma funcdo inversa t = t(x) e ambas
sdo derivéaveis. Assim, podemos escrever y = y[t(x)] e dizemos que as equagdes

(1) definem y em fungdo de x na forma paramétrica. Além disso,

dy _dy at
dx  dt dx
e como x = x(f) e sua inversa t = t(x) sdo derivdveis, segue, portanto, que
dt 1
Fri @, logo
dt
dy
dy _ dt
dx  dx’
dt

Exemplo 4.6.1 As equagoes

x=2t—-1
y=3t+1
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definem uma fungdo y(x) na forma paramétrica.

1
De fato, a fungio x = 2t — 1 possui inversa, a saber, t = 5 (x 4+ 1). Substituindo

1 1
t=—-(x+1)emy = 3t+1, obtemos y = 3t+1, logoy = 3 {—(x+1)} e assim,

2 2
dy
3 3 dy g 3
y—zx—i—zeportanto, dx_d_x_2'
dt

4.7 DERIVADAS SUCESSIVAS

Nesta se¢do veremos alguns conceitos relacionados as derivadas sucessivas e pos-

teriormente sua empregabilidade na resolucdo de problemas de otimizagéo.

Definicdo 4.7.1 [2] Suponha que f é uma fungdo derivdvel num certo intervalo. Se a
fungio f'(x), chamada de derivada primeira de f(x), é derivdvel no mesmo intervalo,
entdo existe a fungio derivada de f'(x), indicada como f"(x) (lé-se f-duas linhas de x)
d*f d*y

dx? dx?
y em relagdo a x), que é chamada de derivada sequnda de f(x). Diz-se entdo que f(x) é

ou (lé-se derivada segunda de f em relagdo a x) ou (lé-se derivada segunda de

derivdvel duas vezes.

Seguindo esse procedimento sucessivamente e, supondo que f(x) é n vezes
derivével, obtém-se a fun¢do derivada n-ésima, ou derivada de ordem n, de f(x)
indicada como f"(x). As fungdes f'(x), f"(x), ..., f*(x), sdo as derivadas sucessivas

de f(x).

Exemplo 4.7.1
(i) Se f(x) = 2x> —3, entdo f'(x) =4xe f"(x) =4

(ii) Se f(x) = sen(x), entdo f'(x) = cos(x), f”(x) = —sen(x) e f"""(x) = — cos(x).
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APLICACOES DE DERIVADA

5.1 TAXA DE VARIAGAO

Nesta secdo serdo apresentadas algumas situa¢des de aplicabilidade das nogdes de

derivadas em problemas simples da Fisica e da Geometria.

Definicao 5.1.1 [2] Suponhamos que um corpo se move em linha reta e que s = s(t)
represente o espaco percorrido pelo corpo até o instante t. Entdo, no intervalo de tempo
entre t e t + At, 0 corpo sofre um deslocamento As = s(t + At) — s(t).

Definimos velocidade média nesse intervalo de tempo como o quociente

s(t+ At) —s(t) . . . . :
U = (t+ 1 ( ), isto é, a velocidade média é o quociente do espago percorrido

pelo tempo gasto para percorré-lo.

Observe que para determinarmos a velocidade instantdnea do mével no instante
t, calculamos a sua velocidade média em intervalos de tempo cada vez menores.
Assim, a velocidade instantanea é o limite das velocidades médias quando At — 0.

Matematicamente, temos:

. S(t+ At) —s(t
o) = im, S

Definicdo 5.1.2 [2] A aceleragio média no intervalo de tempo t até t + At é dada por:

_o(t+ At) —o(t)
i = At

Note que ela mede a variacdo da velocidade do corpo por unidade de tempo no

intervalo de tempo At. Para obtermos a aceleragdo do corpo no instante ¢, tomamos
a sua aceleracdo média em intervalos de tempo At cada vez menores. A aceleragio

instantinea é o limite

Quando um corpo se move em linha reta de acordo com a equagdo do movi-
mento s = s(t), a sua velocidade é dada por s'(f).

Como é sabido, a velocidade representa a razdo de variacdo do deslocamento
por unidade de varia¢do de tempo. Assim, a derivada s'(t) é a taxa de variagio da

funcdo s(t) por unidade de variagéo .
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5.2 MAXIMOS E MINIMOS 81

O mesmo ocorre com a aceleragdo que é dada por a(t) = ¢'(t). Ela representa
a razdo de variacdo de velocidade v(t) por unidade de variagdo do tempo t.
Toda derivada pode ser interpretada como uma taxa de variacdo. Dada uma

funcdo y = f(x), quando a variével independente varia de x a x + Ax, a correspon-
A Ax) —
dente variagdo de y serd Ay = f(x+ Ax) — f(x). O quociente A_i _ flxet AXJ)C f(x) ’

representa a taxa média de variacdo de y em relacédo a x.

Ax) —
A derivada f'(x) = lim flx+8%) = f(x) é a taxa instantinea de y em relagdo
Ax—0 Ax
ax.

Exemplo 5.1.1 Seja | a medida do lado de um quadrado. Logo, sua drea é dada por A = I2.
Sendo assim, determinar:

(i) a taxa de variacdo média da drea de um quadrado em relagdo ao lado quando este varia
de2,5a3,0m.

(ii) a taxa de variagdo da drea em relagdo ao lado quando este mede 4 m.
Solugao:

(i) A taxa média de variacdo de A em relacdo a I quando / varia de2,5m a 3,0

m é dada por:

AA  A(B)—A(25) 9-6,25

Al 3-25 05 >
(ii) A taxa de variacdo da drea em relacdo ao lado é dada por:
dA d,
i a(l ) = 21.

dA
Quando | = 4 m, temos que riin 2-4=38.
Portanto, quando / = 4 m, a taxa de variagdo da area do quadrado serd 8m?

por variagdo de 1 metro no comprimento do lado.

52 MAXIMOS E MINIMOS

Nesta secdo serdo apresentados alguns conceitos relacionados as nogdes de méxi-
mos e minimos e como determinar o ponto de maximo ou de minimo de uma

fungéo.

Definicao 5.2.1 [2] Uma fungio f tem um mdximo relativo em c se existir um intervalo
aberto 1, contendo c tal que f(c) > f(x) para todo x € IND(f).



5.2 MAXIMOS E MINIMOS

Definicado 5.2.2 [2] Uma fungdo f tem minimo relativo em c se existir um intervalo aberto
I, contendo c, tal que f(c) < f(x) para todo x € I N D(f)

Exemplo 5.2.1 A fungio f(x) = 3x* — 12x? tem mdximo relativo em c; = 0, pois existe
o intervalo (—2,2), tal que f(0) > f(x) para x € (—2,2).

Em ¢ = —V2 e 3 = V2, a fungdo dada tem minimos relativos, pois
f(=V2) < f(x) para todo x € (—2,0) e f(v/2) < f(x) para todo x € (0,2), con-
forme Figura 5.2.1 abaixo.

v A

|
&
.
(B~

]

(]
|

I |

Figura 5.2.1

Definicdo 5.2.3 [2] Dizemos que f(c) é o mdximo absoluto da funcio f, se c € D(f) e
f(c) > f(x) para todos os valores de x no dominio de f.

Definic¢do 5.2.4 [2] Dizemos que f(c) é o minimo absoluto da funcio f se ¢ € D(f), e
f(c) < f(x) para todos os valores de x no dominio de f.

Exemplo 5.2.2

(i) A fungio f(x) = x>+ 5x — 6 tem wum minimo absoluto igual a —12,25 em
5 49
c=—7= —2,5, visto que f(—2,5) = —T = —12,25 < f(x) para todo x € D(f).
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(i1) A fungio g(x) = —%xz + 15—8x — 3 tem um mdximo absoluto igual a 5 = 2,4 em
c = 3, visto que g(3) = 2,4 > g(x) para todo x € D(g).

A Figura 5.2.2 (a) e (b) ilustra o comportamento das fun¢gdes do Exemplo 5.2.2.

a) v b

Figura 5.2.2

O resultado a seguir é uma ferramenta importante no estudo de extremos locais
usando derivadas.

Teorema 5.2.1 [3]] Seja f uma fungdo derivivel em c, onde ¢ é um ponto interior a D(f).
Uma condigio necessdria para que c seja ponto de mdximo ou minimo local é que f'(c) = 0.

Demonstracao:

Suponhamos que c seja ponto de maximo local. Assim, existe r > 0 tal que:

f(x) < f(c) em (¢ —r,c+r) N D(f).

Como por hipétese, ¢ é interior a D(f), podemos escolher r de modo que
(c—r,c+r) C D(f).
Assim

f(x) < f(c)Vx e (c—r,c+r).

Como f é derivavel em c, os limites laterais
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L -fO )= ()

x—ct xX—cC xX—c~ xX—¢c¢
existem e sdo iguais a f’(c):
o) — 1 LSO f@) = £
x—ct X—cC x—c~ X—¢cC ’

f(x) = f(o)

Parac<x <c+r, < 0 e pela conservagao do sinal

0 - £ _,

lim <
x—ct X—cC
logo, f'(c) <0.Parac—r < x <cg, w > (; dai
lim M >0
X—c~ X—cC -
logo, f'(c) > 0. Como f'(c) > 0e f'(c) <0, entdo f'(c) = 0. n

A Figura 5.2.3 ilustra o Teorema acima.

Y i

[} S
=Y

Figura 5.2.3

Geometricamente, se ¢ é um ponto de extremo local da funcdo f e f é derivavel
em c, se supormos que f é derivavel, como a derivada da fun¢do em um ponto
representa o coeficiente angular da reta tangente ao grafico da f no ponto, percebe-
se que a derivada de f decresce (respectivamente cresce) a medida que se aproxima
de c pela esquerda e cresce (respectivamente decresce) a medida que se afasta de
c pela direita, logo em algum momento a derivada de f tem que ser nula, e isto

acontece no ponto ¢, ou seja, f'(c) = 0.
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Teorema 5.2.2 [2] Sejam f uma fungio derividvel num intervalo (a, b) e c um ponto critico
de f neste intervalo, isto é, f'(c) = 0, com a < ¢ < b. Se f admite a derivada f” em

(a,b), temos:
(i) Se f”(c) <0, f tem um valor mdximo relativo em c.

(i) Se f”(c) > 0, f tem um valor minimo relativo em c

Demonstracao:

(i) Por hipétese f”(c) existe e f”(c) < 0. Entéo,

f”(c) = lim fix) = Fle) <0.

X—C X —C

Portanto, existe um intervalo aberto I, contendo c, tal que

M < 0, para todo x € I.
x—c
Seja A o intervalo aberto que contém todos os pontos x € I tais que x < c. Entdo,
c é extremo direito do intervalo aberto A. Seja B o intervalo aberto que contém
todos os pontos x € I tais que x > c. Assim, c é extremo esquerdo do intervalo
aberto B.

Se x € A, temos x — ¢ < 0. Assim, f'(x) > f'(c).

Se x € B, temos x — ¢ > 0. Assim, f'(x) < f(c).

Como f'(c) > 0, concluimos que, se x € A, f/(x) > 0e,sex € B, f/(x) <0.

Assim, pelo Teorema 5.2.1, f tem uma valor méaximo relativo em c.

(ii) Andloga a demonstragdo do item (i). ]

Exemplo 5.2.3 Na administracido de uma empresa, procura-se estabelecer relagoes mate-
mdticas entre as grandezas envolvidas, tendo em vista a otimizagdo da produgdo, ou seja, a
busca de um custo minimo ou de um rendimento mdximo. Naturalmente, as relagoes obti-
das decorrem de certas hipéteses sobre o modo de produgdo, que envolvem tanto a proporci-
onalidade direta quanto a inversa, a proporcionalidade entre uma grandeza e o quadrado da
outra, o crescimento exponencial, entre outras possibilidades. Uma drea que trata da formu-
lagdo de modelos matemdticos (férmulas) para representar tais relagdes de interdependéncia
chama-se Pesquisa operacional.

Suponha que, em certa empresa de produtos eletronicos, a organizagdo da produgio
seja tal que o custo total C para produzir uma quantidade q de determinado produto seja
apresentado pela fungdo C(q) = g — 1.000q + 800.000 (C em reais, q em unidades do
produto).
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a) Determine o nivel de produgdo (valor de q) que minimiza o custo total C e
calcule o custo minimo.

b) Represente o grafico de C(g).

c) Para g = 0 o custo é R$ 800 mil. Como pode ser interpretado esse fato?

d) Qual é o nivel de producdo que corresponde a um custo de R$ 800 mil?

e) Do ponto de vista do custo, tanto faz um nivel de producdo de g = 300
ou um nivel de producdo de g = 700. E do ponto de vista do rendimento bruto
(faturamento da empresa)?

Solucao:
a) A pergunta é qual é o valor de g que corresponde ao minimo da fungdo C(g).

Derivando a fungdo C(q) = g% — 1.000g + 800.000 em relacdo ao parametro g,
obtemos:

C'(q) = 2q — 1000.

Tomando C'(g) = 0 (Teorema 5.2.1), temos:

C'(q) = 2q — 1000 = 2q — 1000 = 0 = q = 500, que corresponde ao nivel de
producdo que apresenta o custo minimo de producdo (Teorema 5.2.1). E assim, o
valor do custo minimo é dado por: C(500) = 500% — 1000 - 500 + 800.000 = 550.000
reais.

b) Observe na Figura 5.2.4 que o grafico de C(q) é uma parédbola com concavi-
dade para cima, cortando o eixo C no ponto de ordenada 800.000, e com vértice no
ponto (500;550.000):

4 C(q) = g* - 1000q + 800000 i
800000 ke - - - —mmm—mmeeeo vl
i
1
--------------- b o el
550000 F -=--—--- Lo . :
i i ! 1 q
0 30 500 700 1 000

Figura 5.2.4

¢) O custo inicial de R$ 800.000 corresponde ao custo fixo, independentemente
de se iniciar a producdo (aluguéis, equipamentos, saldrios etc.).

d) No modelo de producao suposto, o custo de R$ 800 mil corresponde a dois
niveis de producdo. Para determinda-los, basta resolver a equagdo C(q) = 800.000,
ou seja: g% — 1.000g + 800.000 = 800.000, de onde obtemos g = 0 ou g = 1.000.

e) De fato, do ponto de vista do custo, dois niveis de produgdo simétricos em

relacdo ao vértice da pardbola, como sdo 300 mil e 700 mil reais, correspondem ao
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mesmo custo; no caso C(300) = C(700) = 590.000. Entretanto, do ponto de vista

do rendimento bruto, certamente é preferivel o nivel de maior produgao.

Exemplo 5.2.4 Em determinado pais ocorreu uma epidemia provocada por uma espécie de
virus. Inicialmente, foram detectadas 2 mil pessoas infectadas. A estimativa dos epidemio-
logistas é a de que o niimero N de doentes cres¢a até o valor mdximo L, que deverd ocorrer
apds seis semanas do aparecimento do virus, devendo decrescer a partir de entdo. Supde-se
que a diferenca N(t) — L seja diretamente proporcional ao quadrado da diferenca entre t e
6, ou seja, quando dobra a distdncia entre t e 6(valor que serd o pico da doenga), a queda
no niimero de infectados torna-se quatro vezes maior:

N(t) = k- (t —6) + L (k é uma constante).

Com base nesse modelo, e sabendo que duas semanas apés o inicio da epidemia
havia 2.100 pessoas infectadas, responda:

a) Quais sdo os valores de k e L?

b) Como é o grafico de N(#)?

c) Qual serd o nimero maximo de pessoas infectadas?

d) Depois de quantas semanas o ntimero de infectados caird a zero?

Solucao:

a) Sabemos que o valor de N para t = 0 é 2.000, e para t = 2 é 2.100; a partir
dessas informagoes, podemos calcular os coeficientes f e L:

N(0) = k- (0—6)%?+ L = 2.000

N(2) =k-(2—6)?+ L =2.100

Concluimos, entdo, que 36k + L = 2.000 e 16k + L = 2.100.

Dai segue que k = —5 e L = 2.180.

Temos, portanto: N(t) = —5- (t — 6)% +2.180.

b) A Figura 5.2.5 apresenta o grafico de N(t).

‘ N(t) =5 (t— 6 + 2180 |

2180 —fm e

2100 - - A

2000

[ N T TE I — T

Figura 5.2.5
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c) Derivando a fungdo N(t) = —5- (t — 6)? 4 2.180 em relagdo ao parametro t,
temos:

N’(t) = —10¢ + 60.

Fazendo N'(t) = 0 (Teorema 5.2.1), isto ¢, —10t + 60 = 0 = = 6. Ou seja,
o nimero maximo de infectados ocorrerd quando t = 6. Sendo assim, o namero
maximo de infectados serd: N(6) = —5- (6 — 6)? +2.180 = 2.180.

Exemplo 5.2.5 Determine o niimero real positivo cuja soma com o inverso de seu quadrado
seja minima.
Solucao:

Seja y o namero procurado, logo, y = x + 2

(<5 )
i

Figura 5.2.6

Assim, y = f(x) = x + % cujo grafico é representado na Figura 5.2.6. Logo, o
nimero y procurado é minimo da fungéo f.

Segue entdo que y’ =1 — %, e pelo Teorema 5.2.1, temos que ¥/ =0 < 1 — % =0
assim, x = \3/§

Portanto, quando x = 2, y é minimo.

Exemplo 5.2.6 Uma rede de dgua potdvel ligard uma central de abastecimento situada
a margem de um rio de 500 m de largura a um conjunto habitacional situado na outra
margem do rio, 2000 m abaixo da central. O custo de obra através do rio é de R$ 640,00
por metro, enquanto, em terra, custa R$ 312,00. Qual é a forma mais econdmica de se

instalar a rede de dgua potduvel?
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Solucio:
A Figura 5.2.7 ilustra o problema a ser otimizado acima.

I 2000 — x ] N |

CONJUNTO HABITACIONAL

500

CEMNTRAL DE ABASTECIMENTO

Figura 5.2.7

A funcdo C(x) = (2000 — x) - 312 + v/ x2 + 5002 - 640 nos da o custo da obra.
640
Assim, C'(x) = —312 + i , e tomando C'(x) = 0 obtemos x = 279,17

Vv x2 + 5002

m. E portando, x = 279,17 é um ponto critico.

5007 - 640
Note que C”(x) = —— = e C”(279,19) > 0, temos que x = 279,17 é

3
(x2 +5002)2
um ponto de minimo relativo (Teorema 5.2.2). Resta-nos saber se esse ponto de

minimo relativo é absoluto no intervalo 0 < x < 2000.

Como o tnico ponto critico de C no intervalo aberto (0,2000) é x = 279,17, este
ponto é minimo absoluto neste intervalo. Como C(0) > C(279,17) e C(2000) >
C(279,17), concluimos que a obra podera ser realizada com o menor custo possivel
se a canalizacdo de dgua alcancgar o outro lado do rio 279,17 m abaixo da central

de abastecimento.
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PROPOSTA DIDATICA

Esta secdo apresenta uma Proposta Didatica para ser trabalhada com alunos do En-
sino Médio, onde serdo apresentados aspectos relacionados ao Calculo Diferencial,
como por exemplo, as nogdes de limites, derivadas e problemas de otimizagdo. A
forma de abordagem dos contetidos a serem trabalhados foge do tradicional, pois
apresenta essas nogdes de maneira ltidica e dinamica utilizando algumas ferramen-
tas tecnoldgicas.

O quadro a seguir apresenta os aspectos técnicos ao se desenvolver uma Situacdo
de Aprendizagem que, neste caso, intitulamos "Proposta Didatica".

[i] Ano/série: 12 série do ensino médio.
[ii] Contetdido: Nogoes de limites e de derivadas.

[iii] Competéncias e habilidades: compreender fendmenos que envolvem limites

e derivadas e suas aplica¢des no cotidiano.
[iv] Tempo previsto: 4 aulas de 50 minutos cada.
[v] Materiais necessarios: Laboratério de Informatica.

[vi] Objetivos Gerais: A aplicagdo da matematica no dia-a-dia. Problemas envol-

vendo os nog¢des béasicas de limites e derivadas.

[vii] Objetivos Especificos: Formalizar os conceitos de limites e derivadas envol-

vendo diferentes tipos de ferramentas, como Beamer e o software GeoGebra.

[vii] Procedimentos Metodolégicos: Serdo propostas algumas atividades presen-
tes no dia a dia dos alunos envolvendo o contetido abordado, e posteriormente a

formalizagdo do conceito. As atividades serdo desenvolvidas em grupos de dois

alunos no laboratério de informéatica da unidade escolar.

6.1 AULA 1: LIMITES E DERIVADAS - USANDO BEAMER.
O KEIEX é um conjunto de macros para o programa de diagramacédo de texto

TeX, utilizado amplamente na producdo de textos matematicos e cientificos, de-

vido a sua alta qualidade tipografica [12].
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O Beamer é uma classe do IXTEX para criagdo de apresentagdes no formato
PDF, o que as torna altamente portateis. Sua estrutura é a mesma do EIEX, com
algumas caracteristicas especificas. E possivel desenvolver apresentacdes dinami-
cas com sobreposicdes e transi¢des animadas entre os quadros, tornando o assunto
mais atrativo para os alunos [1].

O objetivo principal da aula é introduzir os conceitos relativos a limites e deri-
vadas usando esta ferramenta, fazendo com que os alunos absorvam os conceitos
de forma ldadica. Esta é a primeira das 4 aulas sequenciais e poderd ser ministrada
na propria sala de aula.

Segue abaixo um roteiro da aula:

e Nocao intuitiva de limite e definicdo de func¢do continua.

e Exemplo de funcdo continua.

e Exemplo de funcdo onde ndo existe um determinado limite.

e Exemplo de fungdo onde existe o limite num ponto mas a fungdo nédo é con-

tinua no ponto.
e Definicdo formal de limite usando intervalos (intuitivo).
e Exemplo de existéncia de limite usando intervalos.
e Exemplo de ndo existéncia de limite usando intervalos.

e Nogdo intuitiva de reta tangente ao grafico de fungdo (limite das retas secan-
tes).

e Defini¢do formal de derivada de uma fun¢do num ponto.

e Exemplo de funcdo onde ndo existe a derivada num ponto.

91



6.1 AULA 1: LIMITES E DERIVADAS - USANDO BEAMER. 92

Proposta de Aula
Noc¢ao intuitiva de limite e definicao formal de func¢ao continua.
Exemplo 1: Seja f : R — R dada por f(x) = x>+ 2x?+ 3. Vamos estudar o

comportamento de f quando xy = 0.
A Figura 6.1.1 apresenta o grafico de f.

R R

flao)y=a* +22% +3

Figura 6.1.1

fF:R=R
flx) = 2* + 222 +3

¢

lim f(z)?
r—l

lim f(z) =3
r—01

Figura 6.1.2

Observe na Figura 6.1.2 que quando nos aproximamos de 0 pela direita, f aproxima-
se de 3.
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!/ RS R
flz) =2+ 22 +3

“ ‘

5 Lil}r flx)?
lim f(x) =3
07
lim f(z)=3

ey
Figura 6.1.3

Observe na Figura 6.1.3 que quando aproximamos de 0 pela esquerda, f nova-

mente aproxima-se de 3, logo, dizemos que liII(l) f(x)=3.
x—

x2, se x < 2.
Exemplo 2: Seja f : R — R dada por f (x) =
x+4, se x > 2.
Vamos estudar o comportamento de f quando xp = 2.
A figura 6.1.4 apresenta o gréfico de f.

Figura 6.1.4
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lim f(x)=0G
eyt

fji——————————__________________

Figura 6.1.5

Observe na Figura 6.1.5 que quando nos aproximamos de 2 pela direita, f aproxima-

se de 6.

Figura 6.1.6

Observe na Figura 6.1.6 que quando nos aproximamos de 2 pela esquerda, f

aproxima-se de 4, logo, lirr; f(x) ndo existe.
X—

Exemplo 3: Seja f : R — R dada por f(x) =

Vamos estudar o comportamento de f quando xg = 1.
A Figura 6.1.7 apresenta o grafico de f.

lim f(x)?

x—1

3

- USANDO BEAMER.

se x # 1.

sex =1.
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et se o # 1L
HOE
3, sexr =1,

lim f(x)?
i)

lim flz)=1

r—+17T

A

;
t

Figura 6.1.8

Observe na Figura 6.1.8 que quando nos aproximamos de 1 pela direita, f aproxima-
se de 1.
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Observe na Figura 6.1.9 que quando nos aproximamos de 1 pela direita, f aproxima-

se de 1, logo, lim f(x) =1
x—1

I fRoR
et 1 se o # 1
f{l] =
3, sexr = 1.

lim f(a2)?
r—+1

lim f(z)=1

. eyt
lim f(x)=1
r—+1
Figura 6.1.9

Definicdao formal de limites usando intervalos (intuitivo)

Dada uma funcédo f, dizemos que lgm f(x) =L se, e somente, se dado qualquer
X—XQ

intervalo aberto | centrado em L, existe um intervalo aberto I centrado em x, tal

que pata todo x € I, x # xo, temos f(x) € J.

£@)]

Figura 6.1.10
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Observe na Figura 6.1.10 que quando tomamos qualquer intervalo aberto | cen-
trado em L encontramos um intervalo aberto I centrado em x(, neste caso, toma-

mos xp > x e nota-se que f(xp) € J.

1
]
1
I
1
1
]
1
I
|
1
|
/ +
T0

Figura 6.1.11

Observe na Figura 6.1.11 que quando reduzimos o intervalo aberto | centrado em
L, ainda sim encontramos um intervalo aberto I centrado em xj, independente-

mente se xgp > x ou xg < x.

Exemplo 4: f : R — {% +km; k € Z} — R dada por f(x) = tg(x).

f _
R {%—}cm A-eE} SR
flz) =tgle)
AFIRMACAO

lim f(x)
r—7

Figura 6.1.12
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Observe na Figura 6.1.12 que quando tomamos um intervalo aberto | centrado em
. . T . .
1 (eixo das ordenadas), temos um intervalo I centrado em 1 (eixo das abscissas).

j':R—{g—ﬁcn: f\"—;Z}—r:{

fla) = tg(x)

AFIRMACAO

\

im f(x)

1

Figura 6.1.13

Note na Figura 6.1.13 que mesmo ao reduzirmos o intervalo | centrado em 1, ainda
. : T
sim encontramos um intervalo aberto I centrado em 1

Definicdo de reta tangente e nocao intuitiva de derivada.

Exemplo 1: Seja f : R — R uma funcdo e xyp € RR. Considere os pontos
P = (xo,f(x0)) € Q = (xo+h, f(xg+ h)), sendo h um acréscimo em xj. Consi-
dere agora a reta s secante ao grafico da fungdo f pelos pontos P e Q.

A Figura 6.1.14 ilustra essa situagao.

Observe na Figura 6.1.15 que o coeficiente angular da reta s é dada por
Ay flxo+h) — f(xo)
Ax h '

te(a) = ms =



6.1 AULA 1: LIMITES E DERIVADAS - USANDO BEAMER. 99

flzo + i)

Figura 6.1.14

f

Tz +h)

Figura 6.1.15

Observe agora nas Figuras 6.1.16 e 6.1.17 o comportamento das retas secantes
quando h — 0.
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Figura 6.1.16

f

Figura 6.1.17

Geometricamente, percebemos que as retas secantes (amarelas) se aproximam da

reta t (azul) a medida que h aproxima-se de zero por valores positivos (h — 07).
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Estima-se que o coeficiente angular da reta ¢ seja dado por

e — Tim L0+ = f(xo)
h—0+ h '

Vamos observar na Figura 6.1.18 o comportamento das retas secantes quando h
aproxima-se de zero por valores negativos (h — 07).

Figura 6.1.18

Estima-se que o coeficiente angular da reta ¢ seja dado por

m = lim f(x0+h)_f(x0)
t_h—>0* h '

Se existirem

lim Lot = flxo) o flo+h) — fxo)
h—0+ h h—0— h

e forem iguais, entdo a reta t é chamada reta tangente ao grifico de f no ponto

(x0, f(x0)) cujo coeficiente angular é dado por

my — 1im £ F0H1) — f(x0)
h—0 h

Defini¢do: Sejam f uma funcdo e xp um ponto de seu dominio. O limite
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i £ o + 1) = f(x0)
h—0 h

quando existe e € finito, denomina-se derivada da f em x( e indica-se por f'(xo).

f/(xO) — lim f(xO +h) _f(xO).

h—0+ h

Se f admite derivada em xy, entdo dizemos que f é derivavel em x.
Se uma funcdo f é derivavel em x(, entdo existe a reta tangente ao grafico da f
no ponto (xop, f(x0)) e f'(xp) é o coeficiente angular da reta tangente ¢, ou seja,

my = f'(xo).

Exemplo 1: Seja f : R — R dada por

(x —3)%+1, se x < 4.
fx) =

—(x—4)2+2, se x > 4.

cujo grafico esta representado na Figura 6.1.19.

f

Figura 6.1.19

Existe a derivada de f em xy = 4? Ou equivalentemente, existe a reta tangente ao
grafico da f no ponto (4,2)?

Observe nas Figuras 6.1.20 e 6.1.21 que ao aproximarmos de 4 pela sua direita ob-
temos uma determinada reta e ao aproximarmos de 4 pela sua esquerda obtemos
outra reta, logo, ndo existe reta tangente a curva dada por f no ponto (4,2).
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Figura 6.1.20

Figura 6.1.21

Podemos ainda, indicar que

i LEER = F@) o F@ ) — ()

h—0+ h h—0- h !

logo, ndo existe a reta tangente ao gréfico da fungdo f no ponto (4,2), consequen-

temente, f ndo é derivavel em xg = 4.
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6.2 AULA 2: LIMITES E DERIVADAS - USANDO GEOGEBRA

Criado por Markus Hohenwarter, o0 GeoGebra é um software gratuito de mate-
matica dindmica desenvolvido para o ensino e aprendizagem da matematica nos
varios niveis de ensino (do bésico ao universitario). O GeoGebra retine recursos
de geometria, algebra, tabelas, graficos, probabilidade, estatistica e cdlculos sim-
bélicos em um tnico ambiente. Assim, o GeoGebra tem a vantagem didética de
apresentar, a0 mesmo tempo, representa¢des diferentes de um mesmo objeto que
interagem entre si. Além dos aspectos didaticos, o GeoGebra é uma excelente ferra-
menta para se criar ilustragdes profissionais para serem usadas no Microsoft Word,
no Open Office ou no KTEX. Escrito em JAVA e disponivel em portugueés, o Geo-
Gebra é multiplataforma e, portanto, ele pode ser instalado em computadores com
Windows, Linux ou Mac OS [7].

O objetivo principal dessa aula é fazer com que o aluno compreenda na pratica
as atividades desenvolvidas na Aula 1, isto é, que com as competéncias e habili-
dades desenvolvidas na Aula 1 possa compreender efetivamente as no¢des bdsicas
de limites e derivadas utilizando o software Geogebra.

Esta aula deverd ser desenvolvida no laboratério de informatica e com a inter-
vencdo do professor de matemaética.

Apresentamos abaixo um roteiro da aula:

e Exemplo de funcdo para se introduzir a nogdo intuitiva de limite e limites

laterais.

e Exemplo de func¢do onde ndo existe um determinado limite de forma ani-

mada utilizando o software Geogebra.

e Exemplo de fungdo onde existe o limite num ponto mas a fungdo ndo é con-
tinua no ponto.

e Nogdo intuitiva de reta tangente ao grafico de fungdo (limite das retas secan-
tes).
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Proposta de Aula

Atividade 1: Nogdo intuitiva de limite

Nesta atividade serdo propostas algumas situagdes com o objetivo de fazer com

que o aluno compreenda na pratica as atividades desenvolvidas na Aula 1.

Situacgdo 1: Nocodes de limites

Os alunos devem plotar o grafico da funcdo f dada e observar o comporta-
mento da mesma quando um dado x tende a um dado x(, por exemplo, quando x
tende a 4. E importante destacar, como no exemplo, o fato de que x, > xg, desta
forma é possivel introduzir ao mesmo tempo as nogdes de limites laterais. Poste-
riormente, os alunos fardo esse estudo também para um dado x; tendendo a xo,

onde xq1 < xo.
Exemplo: f : R — {0} — R, dada por f(x) =1,5* —37".

Observe nas Figuras 6.2.1 e 6.2.2 0 que ocorre com f quando x; tende a xy (x2 > xo).

€7 Limites laterais.ggh - m] X

Arquivo Editar Exibir OpcBies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

[R] AL~ B OlOlLlN =] @)

¥ Janela de Algebra > | » Janela de Visualizacdo X
Funcdo ~
@ fx) = 1.5 -3 u=48 S P
Nimero z ]
: “1‘-2 v=32
@ y=3. s
Ponto @
® A={48,7)
-@ B=(4,5.05) e e e e = =
~@ C=(48,7)
D={4,0)
E=(4.8,0) a
F=(0,505) A
G=1{0,7)
H=1{4.8,0)
1=(0,7) 1 !
J=(3.2,0) i i 4
~@ K=(3.2,3.63) I
L=(0,3.63)
~ @ M=(3.2,3.63)
N={3.2,0)

0=(0,3.63)
egmento

S
L J
[ ]
L]
L]
-
[ ]
®
L J

~@ textol = "L
@ texto? = “Ly" v f
Entrada.

ﬂ O Digite aqui para pesquisar

Figura 6.2.1
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€7 Limites laterais.ggb - m} x

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

AL PIIOUON LI =2 <4

Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagio =

Funcio ~
@ f(x) =15 -37 u=44 1s
Ndmero
® u=44 v=32
® v=32 [
Ponto @
® A=(44,595)
® B=(4,5.05) 7 P
® C=(48,7)

J=1(32,0) i 4
® K=(3.2,3.63) i
L=(0,3.63)
® M={3.2,3.63)
N=(3.2,0)
0=(0,3.63)
Segmento
® g=48

5 -4 -3 -2 -1 1 2 I &gy

Entrada:

E O Digite agui para pesquisar

Figura 6.2.2

Note que pela Figura 6.2.2 que quando x, aproxima-se de x(, f aproxima-se de L.
Observe agora nas Figuras 6.2.3 e 6.2.4 0 que ocorre com f quando x; tende a x
(x1 < x9).

7 Limites laterais.ggh - m} X

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

A LB QN4 N =)

Janela de Algebra > | » Janela de Visualizagio X
- Fungdo 2]
L@ f(x) = 1.5°-37* u=48 L e

- v=337 .
Paonto @
® A-(48,7)

- @ B=(4,5.05) A e
® C=(48,7)

D=(4,0)
E=(4.8,0) 4
F=(0, 5.05) I
G=(0,7)
H=(4.8,0) 3
1=(0,7) :
J=(3.2,0) : I 4
® K=-(3.2,363) : 1
L=(0,3.63)
® M=(337,3.9
N=(3.37,0)
0=1(0,3.9)
egmento
g=4.8

(T XX XXX R 3

® texto?
Entrada

H o Digite aqui para pesquisar

Figura 6.2.3
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7 Limites laterais.ggb - ®

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

DRER S cEHNEE

b Janela de Algebra X [ » Janela de Visualizagdo X
Funcéo "~
L@ f(x) = 1.5 -3 T R 7
- Nimero
@ u=48

® v=378 8
Ponto @
® A=(48,7)
® B=(4,5.05 LF-=—=======-=
® C=(48,7)
D=(4,0)
E={438,0) 4
F=(0,5.06) L
G=(0,7)
H=(4.8,0)
1={0,7)
J={3.2,0) |
® K=(3.2,3.63) I <
L =(0, 3.63) 1
® M=(3.78,461)
N=(3.78,0)
0=(0,4.61) 1
egmento

(A XXX XX X

@ texto2 = "Ly
LM tertnl — “wd
Entrada

ﬂ O Digite agui para pesquisar

v f

Figura 6.2.4

Analogamente, note que quando x; aproxima-se de xp, f aproxima-se de L. Ver
Figura 6.2.4.

Quando ocorre a situagdo descrita no exemplo acima, podemos indicar da seguinte
forma: lim f(x) = L. Isto é, o limite da funcdo definida por f(x) existe e é igual

X—X(
a L, quando x tende a xo.

Situacdo 2: Formalizando limites laterais através de uma exemplo.

Nesta situagdo os alunos devem plotar o gréafico dado pela funcdo f dada e
observar o comportamento da mesma quando x tende a 1 pela direita e pela es-
querda.

Exemplo: f : R — R dada por f(x) = 3x — 1. Vamos visualizar o que ocorre com
f quando x tende a 1 pela direita.
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€7 Mestrado_f(x)=3x-1 limites.ggb
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

e NcERENER

» Janela de Algebra > | » Janela de Visualizagio

Curva Paramétrica
@ a: (uf(u)). (0<u<?) u=2
Funcio u...\@\uuuuuuuuu-
L@ f(x) =3x—1 veh2
Numero e
® u-=2 O
@ v=-12
Ponto
® A=(2,4.99)
® B=(12456)
B,=(2,0)
C={(0,4.99)
E={0, 4.5)
F=(1.2,0)
Segmento

Entrada:

Figura 6.2.5

Observe na Figura 6.2.5 que quando x = 2, f(2) = 5.

€7 Mestrado_f(x)=3x-1 limites.ggb

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

Al BAOJONIG N =2 )

¥ Janela de Algebra % | » Janela de Visualizagio

Curva Paramétrica
~@ a: (uf(u)), (0<u<d) u=1.66

Funcio . e e S
@ fx)=3x—1 ve 2

Namero I
e e e e
® v=12

- (1.66, 3.98)
=(1.2,-4.6)
B, =(1.66,0)

C={(0,3.98)
E={(0, 4.6)
F=(1.2,0)
Segmento
~@ g=3.98
~ @ h=1.66
® =48
® j=12

Entrada

Figura 6.2.6

Pela Figura 6.2.6 é possivel observar que quando x = g =1,66..., f(5/3) =4.



¥ Janela de Algebra
Curva Paramétrica
~@ a: (uf(u)).
Fungio
@ f(x)=3x—1
Nimero
® u=133
® v=12
Ponta
® A=(1.33,2.99)
-~ @ B={-1.2,4.6)
.33,0)

Segmento
® g=-299
® h=133

Entrada:

| €7 Mestrado_f(x)=3x-1 limites.ggb

(0<u<a)
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- [m] X

Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

Al POl N = <)

X | » Janela de Visualizagao X

u=133

v=-1.2

4
Note que quando x =

3

| €2 Mestrado_f(x)=3x-1 limites.ggb - [m] ¥
Arquivo Editar Exibir OpgBes Feramentas Janela Ajuda Entrar.
A LS * /|| a=2
Al PO LNy =2 5,
» Janela de Algebra X/ | » Janela de Visualizagio X
Curva Paramétrica
a: (uf(u)). (0<u<a) u=1
Fungio P 5
L@ F(x) =3x—-1 -2
Nimero st et
4
3
A
PN -
|
) |
| 4
|
1
7 8 5 4 3 2 1 o 1 2 3
a
Entrada

Figura 6.2.7

=1,33..., f(4/3) = 3. Ver Figura 6.2.7.

Figura 6.2.8
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Observe a Figura 6.2.8, é possivel notar que quando x =1, f(1) = 2.

Vejamos agora o que ocorre com f(x) quando x tende a 1 pela esquerda. Ver

Figuras 6.2.9, 6.9.10, 6.9.11 e 6.9.12.

€7 Mestrado_f(x)=3x-1 limites.qgb

¥ Janela de Algebra
Cunva Paramétrica
@ a:(wf(u), (0<u<d)
Funcio
® f(x) =3x—1
Nimero
-® u=196
® v-1
Ponto

Entrada

X

} Janela de Visualizagao

Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda

'A/;’L\’@@éxtg.%,

[m]

x

Entrar,

u=1096
vs-1
7 s 5 a3 =

Veja na Figura 6.2.9 que quando x = —1, f(—1) =

€ Mestrado_f(x)=3x-1 limites.ggb

Figura 6.2.9

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra
Cunva Paramétrica

®a: (wf(u), (0<u<4)

Funcio
@ F(x) =3x—1
Nimero
- @ u=196
-~ @ v=-0.66
Ponto
® A=(1.96,4.88)
~ @ B=(-0.66,-2.98)
B1 =(1.96,0)
€=1{0,4.88)
E=(0,-2.98)
F=(-0.66,0)
Segmento
® g=488
® h=196
@ =298
@ j=0.66

Entrada:

b

Al B Ol N2 )

}» Janela de Visualizagéo

u=196

v=-0.66

= 05:

Lol iostror icones ocuit

Entrar..

O Digite aqui para pe

Figura 6.2.10
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4
Note, pela Figura 6.2.10, que quando x = —3 f(—4/3) = -3.

€7 Mestrado_f(x)=3x-1 limites.ggb

Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar..

RN o)l P NIEIE

» lanela de Algebra < | » Janela de Visualizagao X

- Curva Paramétrica
@ a: (uf(u)), (0<u<4d) u=186
- Fungdo e R e
L@ f(x) =3x—1 V=066
himero e S eSS SSss =]
L@ u=196 ®
® v=066
Fonto
L@ A=(1.06,4.88)
: B =(0.66, 0.98)
i B1 =(1.96,0)
€ =(0,4.88)
E=(0,0.98)
- F={0.66,0)
Segmento
L@ g-488

- @ ]=0.66 7 -8 -5 -4 -3 2

Entrada:

Figura 6.2.11

2
Observe na Figura 6.2.11 que quando x = 3 f(2/3) =1.

¥ Mestrado_f(x)=3x-1 limites.ggh

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

AU~ OO Y 2=l <]

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagio

Curva Paramétrica
® a:(uf(u))., (0<u<4) u=196

Funcio e,
® fix)=3x—-1 v=1
Mimera e R e =
® u=196 Q
® v=1

Ponto

® A=(1.96,4.88)
® B=

2)

96, 0)
C=(0,4.88)
E=1{0,2)
F=01,0)

Segmento

® g-488

Entrada

Figura 6.2.12
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Por fim, quando x = 1, f(1) = 2. Ver Figura 6.2.12.
Assim, concluimos que: lin} f(x)=lim (B3x—1) =2
X—r X

Quando x tender a 1 pela direita denotaremos da seguinte forma: lir?+ f(x). Ja
X—

quando x tende a 1 pela sua esquerda, indicaremos da seguinte forma: lim f(x).
x—1~

Esses limites sdo denominados limites laterais e o limite de f(x), quando x tende

a xp, existe se, e somente se, esses limites laterais existirem e forem iguais.

Situacdo 3: Fun¢do na qual os limites laterais sdo diferentes.

Nesta situacdo os alunos devem plotar o grafico dado pela fungdo f e observar
o comportamento da fun¢do quando x tende a 1 tanto pela direita quanto pela
esquerda, e concluir que como os limites laterais sdo diferentes o J1C1_>1r1r} f(x) ndo
existe.
Exemplo: Seja f : R — R, definida por:

x+1, sex <1

X) =
fx) x2 —3,85x + 6,85, sex >1

Vamos calcular o limite de f(x), quando x tende a 1 pela direita, isto, lir?+ f(x).
X—

Observe na Figura 6.2.13 que quando nos aproximamos de 1 pela sua direita o
limite de f(x) aproxima-se de 4.

1 {7 fungao dupla entrada limites mestrado.ggb - o X
Arquivo Editar Exibir Opgfies Ferramentas Janela Ajuda Entrar
. [ ® | a=2
IAV / L 4‘«-’7 @ @ éw. \ -~ ":“'
» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagao X
Funcio ~
®flx)=x+1, (-3<x<1 u=1
® p(x) = x*— 3.85x + 6.85,
Niimero V=055
® u=1
® v-055
Ponto
® A=(1,4)
® B=(055155
€ =(0.55,0)
® D-(0,155)
®£-(1,4)
F=(0,4)
G=(1,0)
H=(1,0)
1=(2,3.45)
J=(2,0)
K=(0,3.15)
L=(0,325)
M= (16, 3.25)
N=(15,0)
0={0.55,0)
P = (0.55,1.55)
Q={0,1.55)
Segmento
® =155
® n-055
@ =1
® -4
@ k=4
1-315 4
- m=2
ot .
< - >
Entrada
22
H O Digite aqui para pesquisar ) = o d ow%iéna El

Figura 6.2.13

Assim, lim f(x) =4.

x—1+t
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Vamos observar o que ocorre quando calculamos o limite de f(x) quando x tende

a 1 pela esquerda, isto &, 111111 f(x). Observe na Figura 6.2.14 que quando nos
Xx—1"

aproximamos de 1 pela sua esquerda o limite de f(x) aproxima-se de 2.

€7 fungdo dupla entrada limites mestrado.ggh | X

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

DEENNcEFANEER

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagdo X
Funcio ~
L@ () =x+1, (—3<x<1 u=1
@ p(x) = x?— 3.85x + 6.85, -
- Nimero
@ u=1
L@ v=1
Ponto |
® A=(1,4) |
B=(1,2) |
C=(1,0)
D=(0,2)
E=(1,4)
F=(0,4)
G=(1,0)
H=(1,0)
1=(2,3.15)
J=(2,0
K=(0,3.15)
L=(0,3.25)
M= (1.6,3.25)
N=(156,0)
0=(0.55,0)
P =(0.55,1.55)
Q=(0,155)

Entrada;

H O Digite aqui para pesquisar

Figura 6.2.14

Assim, lim f(x) = 2.

x—1—

Note que lim f(x) # lim f(x).
x—1+ x—1-

Portanto, lim f(x) ndo existe.
x—1
Situagdo 4: Fungdo na qual xlgg(l() f(x) =L # f(xp), ou seja, fungdo descontinua
na qual o limite existe.
Neste exemplo os alunos podem observar que embora o f(xg) é diferente do
limy_,x, fx 0 mesmo existe.
1,4* —377%, sex #4

Exemplo: Seja f : R— {0} — R, definida por: f(x) = . A
, sex =
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YA

gt — - — = - — - — — — -

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

i

Figura 6.2.15

T— 6 \ xg+ 4 —_X

Iy

Observe na Figura 6.2.15 que f(x9) # L, mas lim f(x) =L = lim f(x).

+ —
X*).X'O X‘)XO

Portanto, lim f(x) existe e é igual a L.
X— X

Situacdo 5: Andloga a Situagdo 4.

Exemplo: Seja f : R — {0} — R, dada por f(x) = x2.

Observe na Figura 6.2.16 o gréfico de f.

Y A

A

L=10

Figura 6.2.16

Note que lim f(x) =L = lim f(x).

x—0t x—0~
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Portanto, lim f(x) existe e é igual a L = 0.
x—0
Atividade 2: Nogao intuitiva de derivada

Nesta atividade serd proposto um exemplo onde os alunos fardo uma abordagem
da nogdo intuitiva de derivada.

Situacao 1:

Neste exemplo o alunos fardo uma abordagem geométrica do conceito de deri-
vada. Os mesmos deverdo plotar o grafico de uma funcdo quadratica qualquer,
tomar dois pontos sobre a curva fixando-se um deles e tragar uma secante a curva
por esses dois pontos. Posteriormente devera mover o ponto em diregdo ao ponto
fixo para que assim possa perceber que quanto mais préximo o ponto encontra-se
do ponto fixo, a reta secante tende a ser tangente a curva naquele ponto, e a partir
daf o professor deverd introduzir as nog¢des bdsicas de derivadas.

Exemplo: Na situagdo abaixo temos que r € secante ao Gy, quando Ax tende a
0 r passa a coincidir com ¢, visto que ¢ é tangente ao G no ponto (xo, f(xo))-
A Figura 6.2.17 ilustra a situagdo descrita acima.

f(zg+ Az)

Flao)

W |

@y xg+ Ax

Figura 6.2.17
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Conforme Ax se aproxima de zero o ponto (xg + Ax, f(xp + Ax)) se "aproxima"
do ponto (xo, f(xg)) e a reta r continua secante ao grifico. Na posi¢do limite,
quando Ax — 0 temos a reta tangente ao grafico da fun¢do no ponto (xo, f(xg)) de
coordenadas (x, f(xp)). A figura abaixo ilustra a situagdo descrita acima.

He o o o o o -

2 a3 4 \5 5] X

Figura 6.2.18

—]
o
=

Quando fazemos Ax — 0, a reta secante genérica tende a posi¢do limite da tan-
f(x0 + Ax) — f(x0)

Ax tende

gente ao grafico de f no ponto (xo, f(xp)) e 0 quociente
ao coeficiente angular da reta em seu limite.

Dessa maneira, dizemos que, se existe e é finito o limite,

f/(xo) _ AI;IEO f(xo + AAXJ)C - f(x()) )

ele é o coeficiente angular da reta tangente ao gréifico de y = f(x) no ponto de

abscissa xy, isto é, (xp, f(xp)) é o ponto de tangéncia.

6.3 AULA 3: PROPRIEDADES DOS LIMITES E REGRAS DE DERIVAGCAO.

O objetivo desta aula é introduzir algumas propriedades dos limites e algumas
regras de derivacdo que o aluno precisa conhecer para serem usadas na Aula 4.
Além disso, no final da aula apresentamos um exemplo que ilustra a ideia de taxa
de variacdo instantdnea relacionada ao conceito de derivada. O exemplo é uma
continuac¢do natural do final da Aula 2, onde sdo apresentados os conceitos de
limites e derivadas usando o software Geogebra.

Apresentamos abaixo um roteiro da aula:
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e Propriedades dos limites (sem demonstracao).
(i) Limite de fungdo constante.
(i) Limite da funcdo identidade.
(iii) Limite do produto de uma constante por fungao.
(iv) Limite da soma (ou diferenca) de funcoes.
(v) Limite do produto de fungdes.

e Regras de derivagdo (com demonstragao).
(i) Derivada de fun¢do constante.
(ii) Regra da poténcia (inteiro positivo).
(iii) Regra da poténcia (inteiro negativo).
(iv) Derivada do produto de uma constante por fungéo.
(v) Derivada da soma de funcgoes.

e Exemplo relativo a taxa de variagdo instantanea.

Proposta de aula

Propriedades dos limites

Se lim f(x) e li£>n g(x) existem e k é um numero real qualquer, entdo:
X—a X—a

(
(i) limx = a;

(iff) Tim kF(x) = klim f(x);

(iv) Jim (f(x) = g(x)) = lim £(x)  lim g(x).
(v) Tim(f(x)g(x)) = lim £{x) lim g{x).

Algumas regras de derivacao

(i) Derivada de fungdo constante
Se f(x) =k, onde k é uma constante, entdo f'(k) = 0. De fato,
f(x+h)— f(x) k—k

! I — |1 _ — K —
fx) = lim, h = pm 7 = him0=0.
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(ii) Regra da Poténcia (inteiro positivo)
Se n é um ntimero inteiro positivo e f(x) = x", entdo f’(x) = nx"~!. De fato,

= Jim SO D) _ gy )T

f'(x)

h—0 h h—0 h
lim X nx 4 ()" 2% A - nxh" T ) — X
= lim _
h—0
) h[ﬂxnfl + (n)x”*Zh 4+ 4+ nxh—2 + hn—l]
= ;llln(l) 2 . _
—
= %11% nx”fl + (Z) xnfzh 4. 4 nxhﬂ*Z 4 hnfl _
—
= lim nx"~1 4 lim (n) 2h4 e imnxh 2 4+ im B =
h—0 h—0 \ 2 h—0 Ho0
= nx" 1L

(iii) Regra da Poténcia (inteiro negativo)

Se n é um ntimero inteiro negativo e f(x) = x", entdo f'(x) = nx""1.

Omitiremos a demonstracao.
(iv) Derivada do produto de uma constante por funcao.

Sejam f uma fungdo, k uma constante e ¢ uma fungéo tal que g(x) = kf(x).
Se f’(x) existe, entdo g’'(x) existe e vale ¢'(x) = kf’(x). De fato,

gx+h)—g(x) _ . Kf(x+h) —kf(x)

i i s fln s
. x+ — X . x+ — X
:;lfi’%k( 7 ):k#ﬂ% h -

=kf'(x).

(v) Derivada da soma de fungdes.
Sejam f e g fungdes tais que g(x) = f(x) + g(x). Se f'(x) e ¢'(x) existem,
entdo 4'(x) existe e vale ¢'(x) = f'(x) + ¢’(x). De fato,
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7(x) =i h = lim i =
G ) — f Rl ) — ()]
— h
R - fx) gt k)~ g(x)
— h h
G ) ) g
h—0 h h—0 h
= f(3) +g)

Exemplo (taxa de variacdo instantanea)

Suponhamos que um carro se move em linha reta e que s(t) = 2t representa
o espago percorrido pelo carro até o instante ¢, onde t é em segundos e s é em
metros. Entdo, no intervalo de tempo entre t e t + h 0 corpo sofre um deslocamento
As = s(t + h) —s(t). Assim, a velocidade média no intervalo de tempo At (entre t e

t + h) é dada por

_As _s(t+h) —s(t)

Y h ’

isto é, a velocidade média é o quociente entre o espaco percorrido pelo tempo gasto

Om

para percorré-lo. Para determinarmos a velocidade instantdnea do carro no instante
t, denotada por v(t), calculamos a velocidade média em intervalos de tempo cada
vez menores, ou seja, a velocidade instantdnea é o limite das velocidades médias

quando h — 0, logo
. s(t+h)—s(t)
=1 .
=T

Portanto, a velocidade instantdnea do carro no instante t é a derivada da funcéo es-
paco percorrido no instante ¢, isto ¢, v(t) = s'(t). Sendo assim, qual velocidade é

marcada no velocimetro do carro no instante t = 5 segundos?
Solucao

Primeiramente, temos que encontrar a expressdo da velocidade em fungdo do
tempo v(t), logo v(t) = s'(t) = 4t. Assim, para t = 5 segundos a velocidade
instantanea do carro é v(5) = 20 m/s (metros por segundo), ou equivalentemente
72 km/h (quilometros por hora). Portanto, no instante t = 5 segundos o velocime-

tro do carro estard marcando 72 km/h.
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6.4 AULA 4: ESTUDO DE MAXIMOS E MINIMOS DE FUNCOES NO ENSINO MFE-
DIO

Nas mais diversas dreas do conhecimento vemos aspectos relacionados aos con-
ceitos de funcdo, principalmente na compreensao e resolugdo de problemas.

O material didético utilizado pela Rede Publica de Ensino do Estado de Sao
Paulo contempla aspectos realcionados aos conceitos de limites e derivadas, sem
ao menos cita-los diretamente. Na resolucdo de problemas de méaximos e mini-
mos de fun¢des, que quase em sua totalidade referem-se a fungdes quadréticas,
utiliza-se os pontos notdveis da pardbola, como a determinagdo das coordenadas
do vértice da mesma, entre outras coisas.

O objetivo desta aula é apresentar e resolver alguns problemas de otimizac¢do
envolvendo fung¢des de uma varidvel. Nosso ponto de partida sdo os problemas
apresentados em [5] que referem-se a fun¢des quadraticas cujas solugdes baseam-
se na determinacgdo do vértice de uma pardbola. No entanto, apresentaremos aos
alunos uma nova maneira de tratar estes problemas, introduzindo os conceitos

relativos ao Calculo Diferencial. Apresentamos abaixo um roteiro da aula:

e Apresentar um dos problemas de otimizagdo, e respectiva solugdo, dado em

[5]-

e Apresentar o resultado que estabelece uma condi¢do necessaria para um
ponto ser extremo local (Teorema 5.2.1), que servird como ferramenta para
solucionar, utilizando o conceito de derivada, o problema apresentado no

item anterior.
e Resolver o problema apresentado (via Teorema 5.2.1).

e Propor mais problemas relacionados a fun¢des quadréticas e resolvé-los das
duas maneiras. Neste texto, denotaremos por Solu¢dao A aquela apresentada
em [5] e por Solucao B aquela baseada no Calculo Diferencial (Teorema 5.2.1).

e Propor problemas de otimizacdo que ndo estdo relacionados a fungdo qua-
dratica, logo, ndo podendo ser resolvidos pela técnica apresentada em
[5]. O objetivo é mostrar ao aluno o qudo poderosa é a ferramenta apresen-

tada pelo Teorema 5.2.1.

Se o tempo de uma aula ndo for suficiente para o contetido pode-se pensar em

duas aulas.
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Proposta de aula

Problema 1: [2] Para delimitar um galinheiro em um amplo quintal, dispde-
se de 80 metros de uma tela. Deseja-se usar completamente a tela disponivel, e
a regido cercada deve ser um retangulo. Fixado o perimetro, sdo intimeras as
possibilidades para os lados do retangulo, como podemos perceber nos exemplos
apresentados na Figura 6.4.1.

15m 17 m
5 m 23m
10m
30 m
Figura 6.4.1

A &rea A do retangulo é uma fun¢do do comprimento de seus lados. Entre todas
as possibilidades para os lados, procura-se, naturalmente, aquela que corresponde
a maior area possivel para o retingulo. O que, geometricamente, mostra a Figura
6.4.2.

40 —x

Figura 6.4.2

Dessa forma:
(@) Quais devem ser as medidas dos lados do retangulo para que sua &rea seja a
maior possivel?

(b) Qual é o valor da drea maxima?

Solucgdo A
(a) Chamando um dos lados do retangulo de x, o outro serd 40 — x, assim a area
do retangulo sera dada por

A(x) = x(40 — x) = —x? + 40x.
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Buscamos o valor de x para que a drea A(x) seja maxima, como a fungédo area é
uma funcdo quadratica, o valor maximo sera atingido na abscissa do vértice da
pardbola (grafico da fungdo quadrética). Assim x, = 20, que é o ponto médio
do segmento determinados pelos pontos que sdo interseccdo da pardbola com o
eixo das abscissas. Os lados do retangulo de drea maxima serdo, portanto 20 e 20
metros, ou seja o retingulo de drea maxima é um quadrado de lado 20 metros.

(b) O valor méaximo de A(x) é A(x,) = —20% +40.20 = 400m>.

A seguir apresentamos um resultado que serve como ferramenta para resolu-

¢do de problemas de otimizagdo, usando conceitos relativos a derivada.

Teorema: Seja f uma funcdo derivavel em x(, onde xp é um ponto interior ao
dominio da fungdo f. Se xp é um ponto extremo local (mdximo ou minimo local)
de f, entdo f'(xp) = 0.

=Y

[

Figura 6.4.3

Geometricamente, se ¢ é um ponto de extremo local da fungdo f e f é derivavel em
¢, se supormos que f é derivavel, como a derivada da fun¢do em um ponto repre-
senta o coeficiente angular da reta tangente ao gréafico da f no ponto, percebe-se
que a derivada de f decresce (respectivamente cresce) a medida que se aproxima
de ¢ pela esquerda e cresce (respectivamente decresce) a medida que se afasta de
c pela direita, logo em algum momento a derivada de f tem que ser nula, e isto
acontece no ponto ¢, ou seja, f'(c) = 0.
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Solugiao B do Problema 1 (usando teorema anterior)

(@ Na solugdio do Problema 1, vimos que a funcdo d4rea é dada por
A(x) = —x? +40x, cujo dominio é o intervalo (0,40), uma vez que nao faz sentido
um retdngulo com medida do lado nula ou negativa, Assim, pelo Teorema, se xg
¢ um ponto de méximo ou minimo local da funcéo &rea, entdo A’ (xo) = 0, isto &,
—2x0 + 40 = 0 e consequentemente, xo = 20. Pela natureza do problema, xy = 20
ndo pode ser ponto de minimo e além disso é ponto de maximo global da fungdo
area definida acima. Portanto, as dimensdes do retangulo de maior drea sdo 20 e

20 metros, isto €, um quadrado de lado 20 metros.
(b) Idem Solugao A.

Problema 2: [2] Um foguete, que é lancado de uma base militar, apresenta um
defeito em pleno voo e, segundo os calculos, deveré cair sobre uma regido habitada.
O graéfico a seguir, que é uma pardbola, representa a trajetéria desse foguete, sendo
x e y dados em metros. O grafico também apresenta a trajetéria praticamente
retilinea de um missil que foi lancado da mesma base para interceptar o foguete
e evitar um possivel desastre. Suponha que a trajetéria do missil seja dada pela
funcdo y = 40x.

A Figura 6.4.4 apresenta a situacdo descrita acima.

yih

y = dix

120 X

Figura 6.4.4

(a) Com base nos dados do gréfico, encontre a sentenca que representa a trajetéria
do foguete, sabendo que quando o foguete percorre 20 metros horizontalmente, a
partir do langamento, ele se encontra a 2000 metros de altura.

(b) Calcule a que altura do solo o missil interceptard o foguete.
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(c) Calcule a altura méxima atingida pelo foguete apds seu lancamento.
Solucdo A

(a) Como a trajetéria do foguete é uma parédbola, entdo é grafico de uma funcdo
f(x) = ax? + bx + c e pelo gréfico e enunciado temos que f(0) = 0, f(20) = 2000
e f(120) = 0. Assim,c =0e

400a + 20b = 2000
14400a 4+ 1200 =0

resultando em a = —1 e b = 120. Portanto, a trajetéria do foguete é o grafico da
funcdo f(x) = —x% + 120x.
(b) Para calcular a altura em que o missil interceptard o foguete temos que igualar
as equagdes y = —x>+ 120x e y = 40x, resultando em —x? + 80x = 0, onde
obtemos x = 0 ou x = 80. Como y = 40x, segue que y = 3200, portanto o missil
interceptara o foguete a 3200 metros de altura.
(c) Como a trajetéria do foguete é uma parabola com concavidade para baixo,
grafico de f(x) = —x? + 120x, segue que a altura méaxima atingida ¢ a ordenada
do vértice da parabola, isto é,

=N 1207

Portanto, a altura méaxima atingida pelo foguete é 3600 metros.
Solucdao B

(a) e (b): Idem Solucao A.

(c) Uma condicdo necessdria para que um ponto xp seja extremo local de uma fun-
¢do f é que tenhamos f'(xg) = 0, assim 0 = f'(xg) = —2x0 + 120, logo xo = 60.
Como f é uma funcdo quadrética, xop = 60 é ponto de maximo global da funcao
f:]0,120] — R dada por f(x) = —x? + 120x. Portanto, a altura méxima atingida
pelo foguete é f(60) = 3600 metros.

Problema 3: [2] Um criador de gado tem um bezerro de determinada raca para
vender. Esse bezerro pesa atualmente 200 quilos e engorda 2 quilos por dia. Ini-
cialmente o criador acha que, quanto mais tempo esperar para vender o bezerro,

melhor serd, pois o bezerro ganhard mais peso. Entretanto, um de seus funciona-
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rios lembra o criador de que o preco de venda, que hoje é de 50 reais por quilo,
estd caindo 40 centavos por dia. A escolha da melhor data para vender o bezerro
depende, entdo, de duas varidveis: a engorda didria e a queda no preco pago por
quilo. Com base nessas informagdes, mantida a situacdo atual, determine a melhor

data para se vender o bezerro, contada a partir de hoje.
Solugdao A

Nossa incégnita é o valor x de dias, contados a partir de hoje, apds os quais o
bezerro deve ser vendido, de modo a gerar o maior retorno y possivel, em reais.
Para encontrar o valor de y, devemos multiplicar o peso p (massa) em quilos do
bezerro pelo valor v pago por quilo, assim, y = pv. O enunciado informa que o
peso p aumenta 2 quilos por dia, a partir do valor inicial de 200 quilos, ou seja,
p = 200 + 2x. O valor v de cada quilo, no entanto, decresce a razdo de 40 centavos
por dia, a partir do valor inicial de 50 reais, ou seja, v = 50 — 0,40x. Logo, o valor
arrecadado sera

y = pv = (200 4 2x)(50 — 0,40x) = —0.8x? -+ 20x 4 10000,

isto ¢, uma funcdo do segundo grau f(x) = —0.8x? 4 20x + 10000. Determinar a

melhor data para vender o bezerro corresponde a buscar o valor de x para que

f(x) seja maximo. Como o gréfico da fungdo f é uma pardbola com concavidade

para baixo, a funcdo atinge seu maximo na abscissa do vértice da parabola, isto é,
-b =20

—— =125

Y= s T 16

Portanto, mantidas as condi¢des atuais, a melhor data para se vender o bezerro é
daqui a 12,5 dias, ou seja, entre o0 12° e 13° dia.

Solucao B

Uma condicdo necesséria para que um ponto xg seja extremo local de uma fun-
¢do f é que tenhamos f'(xp) = 0, assim 0 = f'(xp) = —1.6xp + 20, logo xp = 12.5.
Como f é uma fungdo quadrética, xp = 12,5 é ponto de maximo global da funcdo
f:[1,125] — R dada por f(x) = —0.8x% + 20x + 10000. Portanto, a melhor data
para se vender o bezerro é daqui a 12,5 dias, ou seja, entre o 12° e 13° dia.
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A seguir apresentamos problemas de otimizagdo que ndo recaem em fungdo
quadrética, ndo sendo possivel utilizar a Solugao A. O objetivo é mostrar a impor-

tancia do resultado (Teorema) apresentado.

Problema 4: Uma fabrica de latas de aluminio no formato de cilindro circular
reto recebeu uma encomenda para fabricar uma lata que tenha 4rea total S (fixa),

de modo que tenha o maior volume possivel. Quais as dimensdes desta lata?

Solucdao B
Sejam r e h os raios da base e altura do cilindro circular reto, respectivamente.

2

Assim, a drea da base e da tampa da lata é dada por 77~ e a area lateral é dada

por 27trh. Assim, a &rea total da lata é dada por

S = 27t + 27rh.

) S — 2712 S . N
Dai, h = T para0 <r < o Assim, o volume V' da lata em funcao de r
¢ dado por
S—2mr*  Sr
_ 2 — 23
V(r) = mr T L

. : /| S ST
onde o dominio de V é o intervalo (0, E), cujo grafico é apresentado na

Figura 6.4.5.

Vix

Figura 6.4.5
Uma condicdo necessaria para que rp seja extremo local da funcdo V é que te-

S /S .
nhamos V'(rg) = 0, isto ¢, 5~ 37trg> = 0 e consequentemente 7y = P Assim,
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pela Figura 6.4.5, temos que rg é ponto de méximo global da func¢do V. Portanto,
as dimensoes da lata em formato de cilindro circular que tem area da superficie S

/'S /'S
e volume méximo sdo raio da baser = {/ — e altura h = 2/ —.
67T 671

Problema 5: Deseja-se construir uma caixa no formato de um cilindro circular
reto de 1 m3 de volume. Nas laterais e no fundo-tampa serdo utilizados materiais
que custam R$10,00 e R$20, 00, o m2, respectivamente. Determine as dimensdes

da caixa que minimizem o custo do material empregado.
Solu¢do B

Sejam V, r e h o volume, raio da base e altura do cilindro, respectivamente.

Temos que V = 7r?h e como por hipétese V = 1 m3, segue que 71r*h = 1 e conse-

1
quentemente h = p 2 Seja S a area total do cilindro, assim
S = 2mr? 4+ 2nrh e seja C o custo de confecgdo da caixa cilindrica, assim

C = 10(27trh) +20(27tr?h). Como h = #, segue que

20
C(r) = 40mr? + —

onde o dominio da fungdo custo é o intervalo (0, +o0) e cujo o gréfico esta repre-
sentado na Figura 6.4.6.

702
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Figura 6.4.6

127



6.4 AULA 4: ESTUDO DE MAXIMOS E MINIMOS DE FUNCOES NO ENSINO MEDIO 128

. 20 T
Assim, C'(rp) = 0 se, e somente se, 807r — 2 = 0, o que implica que
/1
ro=1 i Pela Figura 6.4.6, segue que ry é ponto de minimo da fun¢ao custo. Por-
5/ 1 s/16 : - NI L
tanto, r = 17 © h = —- 580 as dimensdes da caixa cilindrica que minimizam

o custo de confeccdo da mesma.



CONCLUSAO E PROPOSTAS FUTURAS

Este trabalho propos a inser¢do dos conceitos primitivos de limites e derivadas
no Ensino Médio buscando apresentar a importancia desses conceitos através dos
softwares Beamer e GeoGebra, com a inten¢do de apresentar essas ideias de forma
ladica e dindmica para que assim o aluno possa compreender a importancia da
aplicabilidade da Matematica no cotidiano.

Outro fato a ser destacado o qual foi um dos principais motivos norteadores
deste trabalho é o ntiimero excessivo de reprovagdes nas disciplinas de Calculo
no Ensino Superior [11]. Acredita-se que aos ingressantes faltam nogdes basicas
de Calculo como, por exemplo, o conceito de fungdo, logo esse trabalho vem ao
encontro disso, pois introduz as no¢des basicas de func¢des e apresenta um direcio-
namento ao ensino de limites e derivadas.

Embora a parte dessa dissertacdo que caberd ao aluno do Ensino Médio ndo
tenha sido abordada com o devido rigor, quando se trata da defini¢do de limites
e derivadas, nesta dissertacdo, acreditamos que apresentar a ideia geométrica e
intuitiva dos conceitos de limites e derivadas contribuird para que o "repertdrio
matematico” de nosso aluno seja maior e que ao ingressar no Ensino Superior
possa ndo encontrar tantas dificuldades como ocorre hoje em dia.

O ensino de algumas das fun¢des elementares estd presente do Ensino Funda-
mental ao Ensino Superior, por exemplo, as no¢des de fungdes sdo introduzidas ao
longo do 8° ano do Ensino Fundamental e se estendem ao logo do Ensino Médio.
Assim, acreditamos que héd possibilidade de se desenvolver um trabalho seme-
lhante a esse para que seja introduzido nos anos finais do Ensino Fundamental e
assim contribuir também com os alunos do Ensino Médio.

De repente, com a elaboracdo de tal trabalho, possa ser observada a possibi-
lidade de introducdo das nogdes intuitivas de limites e derivadas nos Curriculos
dos anos finais do Ensino Fundamental e Ensino Médio, contribuindo assim, de

maneira significativa com a melhoria na qualidade do Ensino Superior.
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