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Resumo

Essa pesquisa tem por objetivo subsidiar os docentes nas atividades de matematica
relacionadas aos contetidos de matrizes e sistemas lineares, tendo em vista as habilidades
e competéncias estabelecidas pela Matriz de Referéncia do Exame Nacional do Ensino
Médio (ENEM). Para isso, foram realizadas pesquisas bibliograficas e analises documentais
com o intuito de caracterizar o estudo de matrizes e sistemas lineares no ambito escolar,
considerando tais competéncias e habilidades. Em seguida foram selecionadas algumas
questoes que compuseram o ENEM no periodo de 2009 a 2017 para aplicacao da atividade
com 1 turma da 2* série e 1 turma da 3* série do ensino médio, de uma escola do campo no
municipio de Sao Miguel do Iguagu - Parana. Este processo foi categorizado em um estudo
de caso, abrangendo a competéncia de area 5 da Matriz de Referéncia do ENEM, “Modelar
e resolver problemas que envolvem varidveis socioeconémicas ou técnico cientificas, usando
representagoes algébricas”. A partir da aplicacdo dessa atividade foram feitas as andlises
das diferentes estratégias de resolucao e os tipos de erros envolvidos, buscando oferecer
um suporte didatico ao trabalho do docente no sentido de desenvolver nos alunos as

competéncias e habilidades requeridas.

Palavras-chave: Matrizes, sistemas lineares, competéncias, habilidades.



Abstract

This research aims to subsidize mathematics educators towards matrices and linear systems,
given the competences and abilities established by the Reference Matrix of The National
Exam of High School (ENEM). For those purposes, bibliographical studies and documentary
analyzes were carried out with the goal of characterizing the study of matrices and linear
systems within the school environment attending to compentences and abilities. Next,
some questions featured in ENEM from 2009 to 2017 were selected to be resolved by
one class taking the 2nd grade and one taking the 3rd year of a rural high school in the
municipality of Sao Miguel do Iguagu — Parana. This process was categorized as a study
of case, reaching the competence of area 5 from the ENEM’s Reference Matrix, “Modeling
and solving problems that involve socioeconomic or scientific variables, using algebraic
representations”. From the application of this activity analyzes were made on the different
strategies to resolving the kinds of mistakes involved, seeking to offer didactic support
to the work of the teacher in the sense of developing in students the skills and abilities

required.

Keywords: Matrices, linear systems, competences, abilities.
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Introducao

O presente trabalho abrangera sobre o tema: Matrizes e sistemas lineares nas
questoes de matematica do ENEM: analise de competéncias e habilidades.

A escolha desse tema foi motivada pela importancia atual da concepgao do ENEM
e por ser um exame de grande impacto e interesse na sociedade brasileira. Buscamos com
esse trabalho, oferecer uma base que norteia o ensino de matrizes e sistemas lineares aos
docentes de matematica.

A importancia do estudo das matrizes e dos sistemas lineares esta na utilizacao
da resolucao de diversos problemas. Esses problemas vao desde os mais simples métodos
de resolucao até os mais abrangentes, envolvendo um grande niimero de variaveis e
necessitando de métodos mais elaborados de resolucao.

Para Panciera e Ferreira (2007),

Os contetdos de matrizes podem ser utilizados nas mais diversas situagoes
reais e constitui-se em tabelas que designam com clareza certas situagoes,
representando um grupo ordenado de niimeros que se apresentam em
linhas e colunas. As matrizes ordenam e simplificam os problemas, con-
tribuindo para a resolucao de varios tipos de questoes, sendo utilizadas
na Estatistica, na Fisica Atdmica, na Engenharia, na Administracao, na
Economia, enfim, na Matemética Pura e Aplicada. Os sistemas lineares
aparecem também em aplicacoes de diversas areas, como Administra-
¢ao, Economia, Sociologia, Ecologia, Demografia, Genética, Eletronica,
Engenharia e Fisica. As situacoes problemas propostas envolvem perca
de peso em um programa de dieta e com exercicios pré-estabelecidos,
determinando as calorias que se vai queimar e, também, o controle do
fluxo de veiculos nas ruas de mao tnica no horario de rush no centro de
uma cidade (PANCIERA; FERREIRA, 2007, p. 1).

Uma metodologia bastante enriquecedora no ensino do contetido de matrizes e
sistemas linear é o uso de recursos computacionais, como por exemplo: Maxima, Winplot
e Geogebra devido a sua praticidade e facilidade. Ferreira (2013) apresenta algumas breves
explicagoes sobre cada um dos recursos:

O Maxima é um programa que realiza de célculos matemaéticos, nu-
méricos e simbdlicos, manipula expressoes algébricas, deriva e integra
fungbes e monta diversos tipos de grafico. Além de outros procedimentos
disponiveis, possui uma ferramenta para resolugao de sistemas lineares e
outra de representagdo de objetos no espago tridimensional (FERREIRA,
2013, p. 60).

O Winplot “é um software para plotar graficos de uma ou duas variaveis utilizando
o Windows” (FERREIRA, 2013, p. 60).
Ferreira (2013) ainda destaca o Geogebra:

um software de geometria dindmica com duas janelas simultaneas, uma
para a parte algébrica e outra para as construgoes geométricas, podendo
representar graficamente equagoes de duas variaveis. Realiza também
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construgdes com caracteristica de construgdo com régua e compasso

(FERREIRA, 2013, p. 60).

Outra metodologia interessante para o ensino de matrizes e sistemas lineares é
a utilizagao de jogos, pois, como afirma Gomes e Macedo (2015, p.1), “Esta proposta
didatica propde um método de ensino do conteiido de Matrizes de forma mais dinamica,
onde o aluno podera testar seus conhecimentos e construir sua propria atividade brincando,
de forma que haja possibilidade do aluno aprender interagindo com os colegas™.

Alguns trabalhos que também podem ser encontrados na literatura envolvem a
apresentacao e utilizagao de exemplos contextualizados que envolvem toda a modelagem
do problema e sua resolugdo por meio de matrizes e/ou sistemas lineares, como é o caso de
Levorato (2017, p. 9) que relata da necessidade de apresentagao dos conceitos de matrizes
e sistemas lineares de forma mais simples daquela apresentada nos livros didaticos. Em
seu trabalho, o autor faz um estudo sobre tépicos da Algebra Linear, como Matrizes,
Determinantes, Sistemas Lineares e mostrar a interdisciplinaridade e algumas aplicagoes
de tais topicos.

De acordo com Parana (2008), matrizes e sistemas lineares sao contetidos que
se desdobram do ensino médio do contetido estruturante “Numeros e Algebra”. Ainda
sobre Parand (2008), no ensino médio, o estudo dos niimeros deve ser aprofundado para
ampliar o conhecimento e dominio desses conteidos, para que o aluno tenha condig¢oes de
conceituar e interpretar matrizes e suas operacoes, além de conhecer e dominar o conceito
e as solugoes de problemas que se realizam por meio de determinantes.

A realizacao deste trabalho se configura no aprofundamento do tema, garantindo
um estudo mais aprimorado voltado principalmente na resolucao de questoes do ENEM.
Desejamos investigar os conceitos sobre matrizes e sistemas lineares procurando algumas
ferramentas que dao suporte a esse estudo. Pretendemos também com este trabalho
ampliar as sugestoes de atividades, recursos, e enfoques das matrizes e dos sistemas
lineares no ensino médio, aprofundando assim, a visdo dos alunos na hora de realizar o
ENEM.

Para isso, foi feito o levantamento da Matriz de Referéncia do ENEM, abordando
suas competéncias e habilidades, com enfoque nos contetidos de matrizes e sistemas lineares,
para assim, entender melhor os objetivos das mesmas e a dire¢do que devemos tomar para
trabalhar com os alunos do ensino médio.

Nesse trabalho serda abordado uma metodologia de estudo de caso, que segundo
Ponte (2006),

Um estudo de caso visa conhecer uma entidade bem definida como
uma pessoa, uma instituicdo, um curso, uma disciplina, um sistema
educativo, uma politica ou qualquer outra unidade social. O seu objetivo
é compreender em profundidade o “como” e os “porqués” dessa entidade,
evidenciando a sua identidade e caracteristicas préoprias, nomeadamente
nos aspectos que interessam ao pesquisador (PONTE, 2006, p. 2).

Nesta perspectiva, o estudo de caso favorecera para conseguir atingir o objetivo
geral do presente trabalho.
Buscamos nesse trabalho responder a seguinte questao: como as competéncias e

habilidades discriminadas na Matriz de Referéncia do ENEM, referentes aos contetidos
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de matrizes e sistemas lineares, podem ser trabalhadas pelo docente da disciplina de
matematica de modo a auxiliar seus alunos na hora de realizar o ENEM?

Para responder a essa questao, foi escolhido como objetivo geral dessa pesquisa:

Objetivo Geral

e Subsidiar os docentes nas atividades de matematica relacionadas aos contetidos de
matrizes e sistemas lineares, nas questoes das provas do ENEM de 2009 a 2017, tendo

em vista as habilidades e competéncias estabelecidas pela Matriz de Referéncia do

ENEM.

Esse objetivo geral foi desdobrado nos seguintes objetivos especificos.

Objetivos especificos

e Identificar a competéncia de area e as habilidades avaliadas sobre matrizes e sistemas
lineares da area de conhecimento de Matematica e suas Tecnologias das provas do
ENEM.

e Propor acoes didaticas para orientar o alcance dessas habilidades.

e Discutir os erros e acertos dos alunos nas questoes, a fim de orientar os professores

para o alcance dessas habilidades.

Como forma de auxiliar os docentes de matematica no desenvolvimento de suas
atividades, foram selecionadas e resolvidas questoes que envolvem matrizes e sistemas
lineares, retiradas das provas do ENEM no periodo de 2009 a 2017.

As questoes foram aplicadas e desenvolvidas com alunos de uma turma da 2* série
e uma turma da 3* série do ensino médio, de uma escola do campo! no municipio de Sao
Miguel do Iguacu - Parana, onde foram analisadas as diferencas dos métodos de resolugao
entre os alunos e os erros cometidos por eles nas resolucoes.

Foi realizado levantamento bibliografico e analise documental e de contetido, com
intuito de caracterizar o estudo de matrizes e sistemas lineares no contexto escolar. Foi
feito também, o estudo da Matriz de Referéncia do ENEM, a qual, contempla competéncias
e habilidades essenciais a etapa do ensino médio, norteadas pelos eixos cognitivos, classifi-
cando cada competéncia e habilidade trabalhada. Além disso, foram organizados esses
dados em tabelas, fazendo suas andlises e as analises das resolugoes das questoes que foram

realizadas com as turmas da 2% e 3* série do ensino médio, verificando as competéncias e

1 Segundo o Decreto n°® 7.352, escola do campo é aquela situada em area rural (IBGE) ou em 4rea

urbana, desde que atenda predominantemente a populagoes do campo.
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habilidades designadas para cada questao.

O presente trabalho foi organizado em quatro capitulos: Matrizes e sistemas line-
ares no contexto do ENEM e dos Pardmetros Curriculares do Ensino Médio (PCNEM);
Matrizes; Sistemas de equagoes lineares; Analise do tema matrizes e sistemas lineares em
questdes do ENEM com alunos da 2* e 3* série do ensino médio, além da introducao, das
consideracoes finais e da apresentagao das referéncias bibliograficas.

No primeiro capitulo, ‘Matrizes e sistemas lineares no contexto do ENEM e dos
PCNEM’, foram apresentadas algumas consideracoes acerca do ensino de matrizes e siste-
mas lineares no ambito da educagao escolar, ressaltando a importancia e os desafios do
trabalho com esses contetidos, bem como as dimensoes e unidades tematicas que o constitui.
Também foi feita uma andlise do ENEM e sua Matriz de Referéncia, e, no contexto do
referido documento, foi abordado a competéncia de area 5 da Matriz de Referéncia ‘Mate-
matica e suas Tecnologias’. Além disso, foram apresentadas as competéncias, habilidades e
temas estruturadores de matematica no contexto dos PCNEM e PCN+ Ensino Médio,
ressaltando especificamente o tema estruturador ‘Algebra: nimeros e funcdes’ (Tema 1).

No segundo e terceiro capitulos, ‘Matrizes’ e ‘Sistemas de equagoes lineares’, res-
pectivamente, foram apresentados os conceitos e defini¢bes sobre tais contetidos, bem como
suas operacoes. Além disso, foram discutidos os métodos de resolugao de sistemas lineares
com duas ou mais equacoes lineares.

No quarto capitulo, ‘Anélise do tema matrizes e sistemas lineares em questoes do
ENEM com alunos da 2* e 3* série do ensino médio’, foram selecionadas e analisadas
algumas questoes que compuseram o ENEM no periodo de 2009 a 2017. Essas questoes
abrangem a competéncia de area 5 - ‘Modelar e resolver problemas que envolvem variaveis
socioeconOmicas ou técnico-cientificas, usando representagoes algébricas’, da Matriz de
Referéncia do ENEM. Com a andlise das questoes, discutimos meios de resolucao para
cada questao, bem como as discussoes de alguns erros apresentados pelos alunos em suas
resolucoes, analisando também as competéncias e habilidades requeridas em cada uma
delas.

Por fim, foi apresentado as consideragoes finais que permeiam um suporte didatico
como resposta a questao norteadora do trabalho e apontam para perspectivas de estudos

futuros sobre o tema, além da apresentacao das referéncias e anexos.
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1 Matrizes e sistemas lineares no contexto do

ENEM e dos PCNEM

A Matriz de Referéncia do ENEM consiste de um instrumento para orientacgao e
elaboragao dos itens das provas do ENEM, com um formato onde sao requeridos uma
maior capacidade de raciocinio e compreensao do que a de memorizagao.

Os PCNEM apresentam habilidades béasicas e competéncias especificas a serem
trabalhadas e desenvolvidas pelos alunos na disciplina de matematica até o término do
ensino médio. Essas competéncias e habilidades sdo de fundamental importancia, pois,
norteiam as atividades do professor.

Dentro dos contetidos abordados pelos PCN+ Ensino Médio, Brasil (2002) traz o
estudo de matrizes e sistemas lineares, o qual, deve receber um tratamento que enfatize sua
importancia cultural, ou seja, estender os conhecimentos que os alunos possuem aplicando
esse estudo a resolucao de problemas simples de outras areas do conhecimento.

Diante disso, a analise desses contetidos é de suma importancia, pois remete o

aluno a resolugao de problemas simples do dia a dia e até mesmo de mais elaborados.

1.1 Matrizes e sistemas lineares no ensino médio

A disciplina de matematica, segundo Brasil (2002), estd dividida em trés temas
estruturadores, a serem divididos nas trés séries do ensino médio. Esses temas possibilitam
o desenvolvimento das competéncias almejadas com relevancia cientifica e cultural. Os

trés eixos sao:

1. Algebra: nimeros e funcoes.
2. Geometria e medidas.

3. Anélise de dados.

Cada um desses temas estruturantes foi dividido em diversos contetdos que o
abrangem. Dentre eles, hd os conteidos de matrizes e sistemas lineares que se inserem no
eixo: “Algebra: nimeros e funcoes”.

Brasil (2000a), remete que a presenca desses contetidos como parte da disciplina
de matematica no ensino médio é justificada pela capacidade de transcrever mensagens
matematicas da linguagem corrente para a linguagem simboélica.

Sobre os objetivos desses contetidos no contexto da mateméatica, Parana (2008)
ressalta que:

No Ensino Médio, ha necessidade de aprofundar o estudo dos nimeros,
de modo a ampliar o conhecimento e dominio deste conteiido para que o
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aluno:

e conceitue e interprete matrizes e suas operagoes;

e conheca e domine o conceito e as solugdes de problemas que se realizam
por meio de determinante;

e identifique e resolva equagdes, sistemas de equagoes |...] (PARANA,
2008, p. 52).

Em suma, as atividades relacionadas ao ensino de matrizes e sistemas de equacoes
lineares, assim como todos os outros contetidos do ensino médio, devem ser norteadas pelas
finalidades desse nivel de ensino estabelecidas pela Lei de Diretrizes e Bases da Educagao
Nacional (LDB 9394/96), nos quais se incluem a possibilidade de relacionar a teoria com a
prética, no ensino de cada disciplina (BRASIL, 1996, p. 12).

De acordo com Gomes (2017),

O ENEM se insere nesse contexto como um mecanismo que pode con-
tribuir para a qualidade do Ensino Médio. Baseia-se em uma Matriz de
Referéncia que compreende grandes areas do conhecimento, dentre elas
Matematica e suas Tecnologias, que, juntamente com as competéncias
estabelecidas pelos PCNEM para essa area, devem ser tomadas como
base para o desenvolvimento das atividades dos professores]...] (GOMES,
2017, p. 28).

Dentre as atividades desenvolvidas no contexto do ENEM, encontramos atividades

relacionadas aos conteiidos de matrizes e sistemas lineares.

1.2 O ENEM e sua Matriz de Referéncia

O ENEM foi instituido através da Portaria do Ministério da Educagao (MEC) n°
438, de 28 de maio de 1998, com os seguintes objetivos:

I — conferir ao cidadao pardmetro para autoavaliagdo, com vistas a
continuidade de sua formacao e a sua inser¢ao no mercado de trabalho;
IT — criar referéncia nacional para os egressos de qualquer das modalidades
do ensino médio;

IIT — fornecer subsidios as diferentes modalidades de acesso & educagao
superior;

IV — constituir-se em modalidade de acesso a cursos profissionalizantes
pés-médio.

(BRASIL, 1998).

De modo geral, Brasil (2005, p. 7) apresenta como objetivo principal do ENEM:
“possibilitar uma referéncia para autoavaliagao, a partir das competéncias e habilidades
que o estruturam”. De acordo com o Relatorio Pedagdgico do ENEM 2011-2012, trata-se
de um exame individual e de carater voluntario, oferecido anualmente aos concluintes do
ensino médio. E estruturado por competéncias e habilidades, as quais sao desenvolvidas e
fortalecidas com a media¢ao da escola.

De acordo com Brasil (2015, p. 63), o ENEM tem como referéncia a LDB 9.394/96,
os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCNs), as Orientagoes Curriculares para o Ensino
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Médio, a Reforma do Ensino Médio, os textos que sustentam sua organizacao curricular
em areas de conhecimento e, ainda, as Matrizes Curriculares de Referéncia para o Sistema
de Avaliagdo da Educacao Basica (SAEB).

Durante os anos 1998-2008, o ENEM era composto por 63 (sessenta e trés) questoes
de multipla escolha. Brasil (2015) destaca que:

Sem uma ligagao estrita com o curriculo do Ensino Médio, a intencao
do Exame residia sobre a avaliacdo de competéncias e habilidades de-
senvolvidas ao longo da escolarizacdo béasica, com énfase na resolugao
de situagbes-problema, e ndo na memorizacao de contetidos escolares
especificos do nivel médio (BRASIL, 2015, p. 18).

A partir de 2009, o ENEM passou a ser utilizado como um dos principais mecanismos
para a selecao de alunos para o ingresso no ensino superior. Passou a abranger as quatro
areas do conhecimento, relacionadas aos componentes curriculares da educacao basica,
visando contribuir para a democratizagdo das oportunidades de acesso as vagas oferecidas
pelas Instituigoes Federais do Ensino Superior (IFES), sendo composto por quatro provas
independentes entre si, cada uma contendo 45 (quarenta e cinco) itens objetivos, totalizando
assim 180 (cento e oitenta) itens, além de um teste de escrita (redacao).

O ENEM ¢ estruturado por uma Matriz de Referéncia, concebido pelo MEC e pelo
Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP), que indica
a associagdo entre os contetudos, as competéncias e habilidades béasicas do participante
correspondente ao término da escolaridade basica.

A Matriz de Referéncia do ENEM apresenta inicialmente os eixos cognitivos comuns
a todas as areas do conhecimento, conforme mostra a tabela 1. Cada um desses cinco eixos
cognitivos que se encontram na Matriz de Referéncia se referem a conteiidos normalmente

veiculados no ensino basico.

Tabela 1 — Eixos cognitivos do ENEM (comuns a todas as éreas)

Dominar linguagens (DL) Dominar a norma culta da Lingua Portuguesa e
fazer uso das linguagens matematica, artistica e

cientifica e das linguas espanhola e inglesa.

Compreender fendmenos (CF) Construir e aplicar conceitos das varias areas do
conhecimento para a compreensao de fendmenos

naturais, de processos historico geograficos, da

producao tecnoldgica e das manifestagoes artisti

cas.

Enfrentar situagoes problema (SP) | Selecionar, organizar, relacionar, interpretar da-
dos e informacoes representados de diferentes

formas, para tomar decisoes e enfrentar situago-

es problemas.

(Continua)
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Construir argumentagao (CA) Relacionar informacoes, representadas em dife-
rentes formas, e conhecimentos disponiveis em
situacoes concretas, para construir argumenta-

cao consistente.

Elaborar propostas (EP) Recorrer aos conhecimentos desenvolvidos na es-
cola para elaboracao de propostas de interven-
¢ao solidaria na realidade, respeitando os valores
humanos e considerando a diversidade sociocul-

tural.

Fonte: BRASIL, 2009, p. 1. Adaptado.

Ainda na Matriz de Referéncia do ENEM, o conhecimento é dividido em quatro
grandes areas e cada uma compreende disciplinas que compoem o curriculo escolar, con-

forme mostra a tabela 2.

Tabela 2 — Areas de conhecimento do ENEM

Areas do Conhecimento Componentes Curriculares

Linguagens, c6digos e suas Tecnologias | Lingua Portuguesa, Literatura, Lingua Es-
trangeira (Inglés ou Espanhol), Artes, Edu-
cacao Fisica e Tecnologias da Informagao e

Comunicagao

Matematica e suas Tecnologias Matematica

Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias | Quimica, Fisica e Biologia

Ciéncias Humanas e suas Tecnologias Historia, Geografia, Filosofia e Sociologia

Fonte: GOMES, 2017, p. 30.

Cada uma dessa areas é composta por um conjunto de competéncias e habilidades,
as quais sao utilizadas como base para a elaboracao das questoes do ENEM. O exame
objetiva aferir se o participante, ao final do ensino médio, “demonstra dominio dos principios
cientificos e tecnolégicos que embasam a produgao moderna, conhecimento das formas
contemporaneas de linguagem, bem como conhecimentos de ciéncias humanas necessarios
ao exercicio da cidadania.”(BRASIL, 2015, p. 63).

Considerando que o objeto maior desse estudo se baseia na abordagem do contetido
de matrizes e sistemas lineares no contexto do ENEM, sera analisada especificamente a
area de conhecimento ‘Matematica e suas Tecnologias’, com foco principal na competéncia
de area 5 ‘Modelar e resolver problemas que envolvem variaveis socioeconomicas ou técnico-
cientificas, usando representagoes algébricas’, juntamente com as habilidades que ela
compreende.

Moretto (2010), afirma que:
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As habilidades estdo associadas ao saber fazer: acdo fisica ou mental
que indica a capacidade adquirida. Assim, identificar varidveis, compre-
ender fendmenos, relacionar informagcoes, analisar situacées problema,
sintetizar, julgar, correlacionar e manipular sdo exemplos de habilidades.
Ja as competéncias sdo um conjunto de habilidades harmonicamente
desenvolvidas e que caracterizam por exemplo uma funcdo/profissao
especifica: ser arquiteto, médico ou professor de quimica (MORETTO,
2010).

Dessa forma, fica claro que possuir habilidades é saber fazer as atividades propostas
dentro dos contetidos apresentados, e ainda, ‘as habilidades devem ser desenvolvidas na
busca das competéncias’, ou seja, quando se tem todas as habilidades propostas nas
atividades, fica evidente que se tem a competéncia da mesma, alcancando resultado

positivo.

1.3 ‘Matematica e suas Tecnologias’ na Matriz de Referéncia do
ENEM

A area do conhecimento ‘Matematica e suas Tecnologias’ no contexto da Matriz
de Referéncia do ENEM apresenta 7 (sete) competéncias, as quais serao apresentadas na,
tabela 3.

Tabela 3 — Competéncias que compdem a Matriz de Referéncia ‘Matemética e suas Tecno-

logias’

Competéncia de area 1 | Construir significados para os nimeros naturais, inteiros, ra-

cionais e reais.

Competéncia de area 2 | Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a leitura e

a representacao da realidade e agir sobre ela.

Competéncia de area 3 | Construir nogoes de grandezas e medidas para a compreen-

sao da realidade e a solugao de problemas do cotidiano.

Competéncia de area 4 | Construir nogoes de variagao de grandezas para a compre-

ensao da realidade e a solugao de problemas do cotidiano.

Competéncia de area 5 | Modelar e resolver problemas que envolvem variaveis socio-
econOémicas ou técnico-cientificas, usando representacoes al-

gébricas.

Competéncia de area 6 | Interpretar informacoes de natureza cientifica e social obti-
das da leitura de graficos e tabelas, realizando previsao de

tendéncia, extrapolagao, interpolacao e interpretacao.

Competéncia de area 7 | Compreender o carater aleatorio e nao-deterministico dos

fendmenos naturais e sociais e utilizar instrumentos ade-

(Continua)
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quados para medidas, determinacdo de amostras e calcu-
los de probabilidade para interpretar informacoes de varia-

veis apresentadas em uma distribuicao estatistica.

Fonte: BRASIL, 2009, p. 5-7. Adaptado.

Essas competéncias se referem normalmente a contetidos do ensino basico. De
acordo com Brasil (2015, p. 64), “(...) elas estdo organizadas por temas matematicos:
numeros, geometria, algebra, grandezas e medidas, modelagem, tratamento da informagao
e conhecimentos de estatistica e probabilidade.”

Na tabela 4 sera apresentado uma descricao geral da Matriz de Referéncia da area
de ‘Matematica e suas Tecnologias’ abordadas no ENEM. No anexo A deste trabalho serd
apresentada a tabela completa da Matriz de Referéncia de ‘Matemaética e suas Tecnologias’

com suas respectivas habilidades.

Tabela 4 — Descricao das Competéncias que compoem a Matriz de Referéncia ‘Matematica

e suas Tecnologias’

Competéncia 1 | Composta por cinco habilidades e se refere ao pensamento numérico
que permite relacionar situagoes do contexto social analisando situa-
¢oes da realidade. Refere-se ainda a capacidade de analisar as dife-

rentes representacoes numéricas.

Competéncia 2 | E formada por quatro habilidades que permitem estudar o conheci-
mento geométrico para realizar a leitura e a representagao da reali-
dade.

Competéncia 3 | Possui cinco habilidades, as quais constroem nogoes de grandezas e

medidas para a compreensao de problemas do cotidiano.

Competéncia 4 | E formada por quatro habilidades as quais permitem identificar, re-
solver, analisar e avaliar a variacao de grandezas para a compreen-

sao da realidade.

Competéncia 5 | Possui cinco habilidades e trata do desenvolvimento do pensamento

algébrico/geométrico para a resolugao de situagoes problemas.

Competéncia 6 | Possui trés habilidades, trata da interpretacao de informagoes atra-

vés de graficos e tabelas para a resolucao de problemas.

Competéncia 7 | Possui quatro habilidades, explora a compreensao dos fenémenos na-

turais e sociais, utilizando conhecimentos de probabilidade e estatis-

tica para a resolucao de situagoes da realidade.

Fonte: BRASIL, 2015, p. 65. Adaptado.
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Para Gomes (2017, p. 32) “As questdes de Matematica que compoem o ENEM
sao baseadas na afericao dessas habilidades e buscam avaliar a qualidade do pensamento

logico-matematico basico dos participantes.”

1.3.1 Competéncia de area 5 - Matriz de Referéncia ‘Matematica e suas
Tecnologias’

‘Modelar e resolver problemas que envolvem variaveis socioeconémicas ou técnico-
cientificas, usando representacoes algébricas’ se refere a competéncia de area 5 da Matriz
de Referéncia ‘Matemética e suas tecnologias’, e é composta por 05 (cinco) habilidades, as

quais serao apresentadas na tabela 5.

Tabela 5 — Habilidades compreendidas na competéncia 5 da Matriz de Referéncia ‘Mate-

matica e suas Tecnologias’

H19 | Identificar representacoes algébricas que expressem a relagdo entre grandezas.

H20 | Interpretar grafico cartesiano que represente relagoes entre grandezas.

H21 | Resolver situacao problema cuja modelagem envolva conhecimentos algébricos.

H22 | Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso para a construgao

de argumentacao.

H23 | Avaliar propostas de intervencao na realidade utilizando conhecimentos algébri-

COS.

BRASIL, 2009, p. 6. Adaptado.

De acordo com Brasil (2000b), essas habilidades sdo verificadas com bases em
questoes que demandam raciocinio 16gico, poder de argumentacao, leitura e representagao
da realidade para a resolucao de situacoes problemas, dentre outras.

A tabela 6 apresenta a descricao de cada uma das habilidades citadas na tabela 5.

Tabela 6 — Descricao das habilidades compreendidas na competéncia 5 da Matriz de

Referéncia ‘Matematica e suas Tecnologias’

H19 | Verifica-se nessa habilidade a presenca da capacidade de identificacdo. Trata-se
de uma competéncia que implica tomar decisoes, interpretar, representar e ilus-
trar. Verifica-se que o trabalho com situagoes problemas diversificados e contex-
tualizados, e a possibilidade de que o aluno possa interagir no processo de reso-
lucao, também pode ser uma alternativa que contribua para o ensino aprendiza-

do do mesmo.

H20 | Verifica-se que a mesma se baseia na capacidade de interpretacao. A situacgao
problema recorta, organiza, destaca, etc., um aspecto da experiéncia e propoe

uma reflexao sobre a experiéncia recortada. Descreve como algo que aconteceu,

apresentando o contexto que encaixa e da sentido e autonomia ao acontecimen-

(Continua)
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to. A interpretacao questiona o porqué isso aconteceu e se apoia nos dados das
experiéncias. E possivel verificar ainda que a capacidade de interpretagao re-
quer oportunizar o contato com experiéncias e a possibilidade de poder refletir

sobre elas.

H21 | Essa habilidade requer a capacidade de calcular. Para a resolucao de uma situa-
¢ao problema é necessario que se recorra as habilidades de ler, comparar, inter-
pretar, dentre outras para que se tome uma decisao. Diante disso, é preciso res-
saltar a importancia e a necessidade do trabalho constante, a fim de proporcio-

nar o desenvolvimento dessas habilidades no ambito escolar.

H22 | Reque o poder de argumentacao. “A capacidade de argumentar de modo consis-
tente é elemento fundamental tanto na ordenac¢ao do pensamento, quanto na
construcao da propria ideia de cidadania”. Para a construcao do conhecimento,
é preciso relacionar informacoes, interconecté-las, tecer teias de significagoes. O
fato de utilizar os conhecimentos algébricos/geométricos para a construgao da
argumentacao se deve ao fato de convencer a nés mesmos e aos outros sobre a

razoabilidade das conexoes estabelecidas.

H23 | Requer a capacidade de analisar/avaliar. Analisar “consiste em decompor um

texto em seus elementos essenciais, para apreender suas relacoes e dar um es-
)

quema de conjunto”. Analisar é uma tarefa fundamental para a tomada de de-

cisdo sobre a alternativa a ser indicada como correta.

MACEDO, et al., 2005, p. 30 e p. 79-88. Adaptado.

Com base nas articulagoes apresentadas na tabela 6, podemos enfatizar que o
ensino de matrizes e sistemas lineares deve ser pautado no oferecimento de oportunidades
de desenvolvimento das habilidades que compoem as competéncias relacionadas a area,
em particular da competéncia de area 5, que modelam e resolvem problemas usando
representacoes algébricas. Desse modo, o ensino desse conteido deve ir muito além do
desenvolvimento da capacidade de representacao, deve objetivar também, a capacidade de
raciocinar, argumentar e criticar. Além desses, deve objetivar também, a capacidade de
interpretar, calcular e raciocinar para a construcao de argumentacao a fim de agir sobre
as situagoes do cotidiano.

Para esclarecer melhor podemos relacionar as competéncias, habilidades e eixos

cognitivos conforme mostra a tabela 7.
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Tabela 7 — Relacdo entre competéncias, habilidades e eixos cognitivos - Matemaética e suas Tecnologias

Competéncias de
matematica e suas
Tecnologias

Dominar
Linguagens
(DL)

Compreender
fené6menos

(CF)

Enfrentar
situacgdes
problemas

(SP)

Construir
argumentacao

(CA)

Elaborar
propostas
(EP)

C1 - Contruir significado para
os nimeros naturais, inteiros,
racionais e reais.

H1

H2

H3

H4

H5

C2 - Utilizar o conhecimento
geométrico para realizar a lei-
tura e a representagdo da rea-
lidade e agir sobre ela.

H6

H7

HS8

H9

C3 - Construir nogdes de gran-
dezas e medidas para a com-

preensdo da realidade e a solu-
cao de problemas do cotidiano.

H10

Hi11

Hi2

H13

H14

C4 - Construir nogoes de varia-
cdo de grandezas para a com-

preensao da realidade e a solu-
¢do de problemas do cotidiano.

H15

H16

H17

H18

C5 - Modelar e resolver proble-
mas que envolvem varidveis so-
cioeconomicas ou técnico-cienti-
ficas, usando representagoes al-
gébricas.

H19

H20

H21

H22

H23

C6 - Interpretar informagdes de
natureza cientifica e social obti-
das da leitura de graficos e tabe-
las, realizando previsdo de ten-
déncia, extrapolacao, interpola-
cao e interpretacao.

H24

H25

H26

C7 - Compreender o carater ale-
atoério e ndo deterministico dos
fenébmenos naturais e sociais e
utilizar instrumentos adequados
para medidas, determinagao de
amostras e calculos de probabi-
lidade para interpretar informa-
coes de varidveis apresentadas
em uma distribuicdo estatistica.

H27

H28

H29

H30

Fonte: Rabelo, 2013, p. 63. Adaptado.

Essa tabela, adaptada de Rabelo (2013, p. 63), mostra como os eixos cognitivos,

estao relacionados com as competéncias e as habilidades requeridas. Podemos observar que

o enfrentamento de situagoes problemas e a construgao de argumentacao estao presentes

em todas as competéncias.
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1.4 ‘Ciéncias da Natureza, Matematica e Suas Tecnologias' se-
gundo os PCNEM

De acordo com Brasil (2000a), os PCNEM constituem o principal referencial para
a elaboracao da Matriz de Referéncia dos conteidos que compoem o curriculo do ensino
médio. Nesse documento sao abordadas as competéncias e habilidades que se espera dos
alunos desse nivel de ensino, as quais servem de parametro para a avaliacao da educacao
basica em nivel nacional.

Segundo os PCNEM, o conhecimento escolar é dividido em trés grandes areas: Lin-
guagens, codigos e suas Tecnologias; Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias;
e Ciéncias Humanas e suas Tecnologias. Essa divisao se baseia na reuniao de contetdos
que compartilham objetos de estudo, criando a possibilidade para que a pratica escolar se
desenvolva numa perspectiva de interdisciplinaridade.

A estruturagao por area de conhecimento justifica-se por assegurar uma
educacao de base cientifica e tecnoldgica, na qual conceito, aplicacao e
solucao de problemas concretos sdo combinados com uma revisao dos
componentes socioculturais orientados por uma visdo epistemolégica
que concilie humanismo e tecnologia ou humanismo numa sociedade
tecnolégica (BRASIL, 2000a, p. 19).

A area de ‘Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias’, abrange as
disciplinas de Biologia, Fisica, Quimica e Matematica, as quais elencam competéncias

gerais dessa drea de conhecimento, conforme mostra a tabela 8.

Tabela 8 — Competéncias gerais da area ‘Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecno-

logias’

Competéncia 1 Envolve a leitura, a interpretagao e a producao de
Representagao e comunicagdo | textos nas diversas linguagens e formas textuais ca-

racteristicas dessa area do conhecimento.

Competéncia 2 Capacidade de enfrentamento e resolucao de situa-
Investigagao e compreensao ¢oes problema, utilizando dos conceitos e procedi-

mentos peculiares do fazer e pensar das ciéncias.

Competéncia 3 Analise critica das ideias e dos recursos da area e
Contextualizacao sociocultural | das questoes do mundo que podem ser respondidas

ou transformadas por meio do pensar e do conheci-

mento cientifico.

Fonte: GOMES, 2017, p. 35.

Para Brasil (2000b, p. 6), “os objetivos do Ensino Médio em cada area do conheci-
mento devem envolver, o desenvolvimento de conhecimentos praticos, contextualizados, que
respondam as necessidades da vida contemporanea, e o desenvolvimento de conhecimentos

mais amplos e abstratos, que correspondam a uma cultura geral e a uma visao de mundo”.



Capitulo 1. Matrizes e sistemas lineares no contexto do ENEM e dos PCNEM

28

Nesse contexto, a matematica é essencial, tendo fundamental importancia para a

formacao de cidadaos, visando nesses a capacidade de raciocinio 16gico, poder de argumen-

tacdo, com possibilidade de interpretacao dos fatos e capazes de intervir na sociedade em

que estao inseridos.

1.4.1 Matematica no contexto dos PCNEM

Os PCNEM estabelecem um conjunto de parametros para a organizacao do ensino
de matemética no ensino médio pretendendo de acordo com Brasil (2000b),

[...] contemplar a necessidade da sua adequagdo para o desenvolvimento
e promocao de alunos, com diferentes motivacoes, interesses e capacida-
des, criando condigbes para a sua inser¢ao num mundo em mudanca e
contribuindo para desenvolver as capacidades que deles serdao exigidas
em sua vida social e profissional (BRASIL, 2000b, p. 40).

Nesse documento sao estabelecidas as finalidades do ensino de matematica no

ensino médio. Além disso, apresenta as competéncias e habilidades esperadas pelos alunos,

conforme tabela 9.

Tabela 9 — Competéncias e habilidades a serem desenvolvidas em Matematica segundo os

PCNEM

Competéncias

Habilidades

Representacao e comunicagao

Ler e interpretar textos de Matematica.

Ler, interpretar e utilizar representagoes matemati-
cas (tabelas, graficos, expressoes, etc.).

Transcrever mensagens matematicas da linguagem
corrente para linguagem simbélica (equagoes, grafi-
cos, diagramas, férmulas, tabelas, etc.) e vice-versa.
Exprimir-se com corregao e clareza, tanto na lingua
materna, como na linguagem matematica, usando a
terminologia correta.

Produzir textos matematicos adequados.

Utilizar adequadamente os recursos tecnolégicos co-
mo instrumentos de producao e de comunicacao.
Utilizar corretamente instrumentos de medicao e de

desenho.

Investigacao e compreensao

Identificar o problema (compreender enunciados, for
mular questoes, etc.).

Procurar, selecionar e interpretar informagoes relati-
vas ao problema.

Formular hipéteses e prever resultados.

(Continua)
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(Conclusdo)

Selecionar estratégias de resolucao de problemas.
Interpretar e criticar resultados numa situagao con-
creta.

Distinguir e utilizar raciocinios dedutivos e indutivos.
Fazer e validar conjecturas, experimentando, recor-
rendo a modelos, esbocos, fatos conhecidos, relagoes
e propriedades.

Discutir ideias e produzir argumentos convincentes.

Desenvolver a capacidade de utilizar a Matematica
na interpretacao e interven¢ao no real.
Contextualizagao sociocultural | Aplicar conhecimentos e métodos mateméticos em
situacoes reais, em especial em outras areas do co-
nhecimento.

Relacionar etapas da historia da Matematica com a
evolugao da humanidade.

Utilizar adequadamente calculadoras e computador,

reconhecendo suas limitagoes e potencialidades.

Fonte: BRASIL, 2000b, p. 46. Adaptado.

Com relacao as competéncias gerais da area ‘Ciéncias da Natureza, Matematica e
Suas Tecnologias’, apresentadas na tabela 8 os PCN+ Ensino Médio apontam e detalham
o sentido das mesmas no ambito da matematica e explicita o que se espera do aluno em
cada uma delas, além de fornecer exemplos de modo a auxiliar a compreensao de como é
possivel desenvolvé-las no contexto da referida disciplina.

Para os temas estruturadores (dlgebra, geometria, anélise de dados), Brasil (2002,
p. 120) relata que, “Cada tema estruturador é um campo de interesse com organizac¢ao
propria em termos de linguagens, conceitos, procedimentos e, especialmente, objetos de
estudo”. Esses temas estruturados sao divididos em contetdos especificos, que podem ser
organizados dentro do projeto pedagogico da escola, “considerando caracteristicas de seus
alunos e dos tempos e espagos para seu desenvolvimento” (GOMES, 2017, p. 37).

Considerando os objetivos previstos para esse estudo, serda abordado especificamente
o tema estruturador ‘Algebra: nimeros e funcdes’ (Tema 1), para o qual sdo propostas,
dentro dos PCN+ Ensino Médio, duas unidades temdticas: variacao de grandezas e
trigonometria. Cada unidade contempla um conjunto de contetidos e habilidades, conforme

mostra a tabela 10.
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Tabela 10 — Contetidos e habilidades da unidade temética Tema 1 — ‘Algebra: niimeros e

funcoes

1. Variagao de grandezas:
noc¢ao de funcao; fungoes analiticas
e nao-analiticas; representacao e
analise grafica; seqiiéncias numéri-
cas: progressoes e nocao de infinito;
variacoes exponenciais ou logaritmi-
cas; fungoes seno, cosseno e tangen-

te; taxa de variacao de grandezas.

Reconhecer e utilizar a linguagem algébrica nas
ciéncias, necessaria para expressar a relacao en-
tre grandezas e modelar situacoes problema,
construindo modelos descritivos de fenomenos e
fazendo conexodes dentro e fora da Matematica.
Compreender o conceito de funcao, associando-o
a exemplos da vida cotidiana.

Associar diferentes funcoes a seus graficos cor-
respondentes.

Ler e interpretar diferentes linguagens e repre-
sentagoes envolvendo variagoes de grandezas.
Identificar regularidades em expressoes matema-

ticas e estabelecer relacoes entre variaveis.

2. Trigonometria:
do triangulo retangulo; do triangulo

qualquer; da primeira volta.

Utilizar e interpretar modelos para resolucao de
situagoes problema que envolvam medicoes, em
especial o calculo de distancias inacessiveis, e
para construir modelos que correspondem a fe-
nomenos periddicos.

Compreender o conhecimento cientifico e tecno-
l6gico como resultado de uma construgao huma-
na em um processo historico e social, reconhe-
cendo o uso de relagoes trigonométricas em di-

ferentes épocas e contextos sociais.

Fonte: BRASIL, 2002, p. 122-123. Adaptado.

De acordo com Brasil (2002), esse tema estruturador e suas unidades temaéticas
podem desenvolver no aluno todas as habilidades relativas a interpretagao de modelos,
percepcao do sentido de transformagoes, busca da regularidade, conhecimento do desenvol-
vimento historico e tecnoldgico de parte de nossa cultura e adquirir uma visao sistematizada

de parte do conhecimento matematico.

Para Gomes (2017, p. 39), “o processo de escolha de um conteido para ser desenvol-
vido junto aos alunos em uma sala de aula nao encerra em si proprio a organizacao de um
trabalho pedagdgico”. Desse modo, devemos pensar em diferentes formas de abordagem
desses conteudos a fim de despertar o interesse pelo aprendizado e de inserir o aluno como
sujeito ativo no processo. Assim, para Brasil (2002),

Os temas especificos ndo sao suficientes para o desenvolvimento de todas
as competéncias pretendidas, mas a cuidadosa articulagao entre conteiido
e forma pode organizar o ensino para que ele se aperfeicoe e constitua de
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fato uma proposta de formacao dos jovens do ensino médio (BRASIL,
2002, p. 132).

Nesse contexto, esse trabalho contribui com uma reflexao acerca da abrangéncia da
Matriz de Referéncia do ENEM com relacao as competéncias e habilidades relacionadas
aos conteudos de matrizes e sistemas lineares no ensino médio. Além disso, contribui
também para as analises das respostas dos alunos em relagao as questoes do ENEM, as

quais serao abordadas no capitulo 4.
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2 Matrizes

Nesse capitulo sera apresentado os conceitos e defini¢coes sobre matrizes, bem
como suas operacoes. Esses conceitos sao utilizados para a resolugao de diversos tipos de
problemas e sdo essenciais para a organizacao de dados e informagoes.

Para apresentar as defini¢Oes, conceitos e operacoes de matrizes utilizamos como
referéncia Boldrini (1978) e Dante (2008a).

As matrizes sdo estruturas matematicas organizadas na forma de tabela, com uma
distribuicao cartesiana de m linhas e n colunas, e sao amplamente usadas na resolucao de

sistemas lineares. Observe o exemplo 1:

1. Em uma editora, as vendas de livros de Matematica, Fisica e Quimica, no primeiro

trimestre de um ano podem ser expressas pela tabela 11.

Tabela 11 — Venda de livros de Matematica, Fisica e Quimica no primeiro trimestre de

um ano

Janeiro Fevereiro Marco
Matematica | 20000 32000 45000
Fisica 15000 18000 25000
Quimica 16000 17000 23000
Fonte: DANTE, 2008a, p. 240.

Observando a tabela 11 podemos tirar algumas informagoes, como por exemplo:

e Para sabermos quantos livros de matematica foram vendidos em fevereiro, basta

olharmos o nimero que esta na primeira linha e na segunda coluna;

e Para sabermos quantos livros de fisica foram vendidos em janeiro, basta olharmos o

numero que esta na segunda linha e na primeira coluna;

Esse tipo de tabela pode ser representado como uma matriz de ordem 3 x 3 (lemos:

trés por trés), pois possui trés linhas e trés colunas, e é expressada por:

20000 32000 45000
15000 18000 25000
16000 17000 23000

Dessa forma, podemos expressar varios tipos de tabela como uma matriz.
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2.1 Definicao

Denomina-se matriz m x n (lemos: m por n) uma tabela retangular formada por
m.n numeros reais, dispostos em m linhas e n colunas, onde m e n sdo dois nimeros
naturais maiores ou iguais a 1.

Seguem alguns exemplos de matrizes:

1.
5 2 A matriz Azys tem ordem 3 X 2, pois tem
Aswo =1 =3 4 3 linhas e 2 colunas.
4 0
2.
B 1 A matriz Bsy; tem ordem 2 X 1, pois tem
2L 2 linhas e 1 coluna.
3.

A matriz (4 tem ordem 1 x 4, pois tem
Cixa = ( -8 % 0 5 ) 1 linha e 4 colunas.

Genericamente representamos uma matriz m x n (m linhas por n colunas) da

seguinte forma:

Tl Ti12 Tin
T21 T2 oo Xop

Xm><n - . . . - [Iz’j]mxna
ITm1i1 Tm2 .. Tmn

onde [Z;;]mxn representa um elemento em sua forma geral, com 7 representando a posicao
que o elemento se encontra em relagao a linha e j a posicao que o elemento se encontra

em relagao a coluna.

2.2 Tipos especiais de matrizes

A seguir sao apresentadas algumas matrizes especiais, e recebem essa nomenclatura

devido ao fato de apresentarem algumas caracteristicas especificas.

2.2.1 Matriz quadrada

Matriz quadrada é aquela cujo niimero de linhas é igual ao nimero de colunas, ou
seja, m = n, e temos que esse tipo de matriz é de ordem n x n ou simplesmente de ordem

n. Observe os exemplos:
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1.
3 5 A matriz é quadrada de ordem 2, pois
A2><2 = o —
2 6 m=n = 2.
2.
5 3 10 A matriz é quadrada de ordem 3, pois
Bsys=| -1 -4 6 m=mn = 3.

Vio -

Uma matriz quadrada de ordem n possui duas diagonais: a diagonal principal e a
diagonal secundaria.
A diagonal principal é formada pelos elementos x11, T22, T33, ..., Tpn, OU S€ja, SA0

os elementos x;;, com 7 = j. Veja os exemplos:

1.
A 3 2 A diagonal principal da matriz Asyo é for-
2x2 —-1 6 mada pelos elementos a1 = 3 e as = 6.
2.
1 3 10 A diagonal principal da matriz Bsys é for-
Bsys=| =3 0 8 mada pelos elementos by = 1, by =0 €
5 —1 6 b3z = 6.
A diagonal secundéria ¢ formada pelos elementos 1, Tagmn—1); T3(m-2)s ---» T(n—1)2s

Tn1, OU Seja, sao os elementos x;;, com i + j = n + 1. Veja os exemplos:

1.
A diagonal secundaria da matriz Asys
3 2 ¢ formada pelos elementos a;s = 2 e
A2><2 =
-1 6 a9 = —1.
2.
1 3 10 A diagonal secundaria da matriz Bsys é
Bsxs=| -3 0 8 formada pelos elementos b3 = 10, byy =0
5 -1 6 e b31 = 5.

2.2.2 Matriz nula

A matriz nula é aquela que a;; = 0 para todo ¢ e j.

E simbolizada por O,,«,, se for uma matriz de ordem m x n e por O,, se for uma
matriz de ordem n.
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2.2.3  Matriz-coluna

Uma matriz-coluna possui apenas 1 coluna, ou seja, n = 1. Por exemplo:

2.2.4 Matriz-linha

De maneira andloga a matriz-coluna, existe também a matriz-linha, que é aquela

que possui apenas 1 linha, ou seja, m = 1.

1.

A1X3:(3 0 —1).

B1X4:(1 2 0 —1).

2.2.5 Matriz diagonal

Matriz diagonal é uma matriz quadrada onde a;; = 0, para ¢ # j, ou seja, os

elementos que nao estao na diagonal principal sao zero, como mostram os exemplos:

1.
0 0
A3: 10
0 —1
2.
300 0
0300
Bios =
e 0030
000 3
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2.2.6 Matriz identidade

E uma matriz diagonal com os elementos da diagonal principal todos iguais a 1, ou

seja, a;; = 1, para ¢ = j e a;; = 0 para i # j. Veja os exemplos:

1.
100
I;=10 10
001

2.

2.2.7 Matriz triangular superior

A matriz triangular superior é uma matriz quadrada onde todos os elementos
abaixo da diagonal principal sao nulos, ou seja, m = n e a;; = 0, para ¢ > j. Seguem

alguns exemplos:

1.
2 =10
Asus =10 —1 4
0 0 3

2.

2.2.8 Matriz triangular inferior

A matriz triangular inferior, ao contrario da triangular superior, é aquela em que
todos os elementos acima da diagonal principal sdo nulos, ou seja, ¢ também uma matriz

quadrada (m = n), com a;; = 0, para i < j. Veja os exemplos:

1.
2 0 00
1 -1 0 0
A =
e 1 2 20
1 0 5 4
9.

o
w
|
N g Ot
_ o O
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2.2.9 Matriz simétrica

Matriz simétrica é uma matriz quadrada (m = n), onde a;; = aj; para todo i e j.

Observe o exemplo a seguir:

1.

Observe que no exemplo 1, temos:
a1z = a1 = 3,
ajz = az = -1,

923 — A32 — 0.

Obs.: No caso de uma matriz simétrica, a parte superior é uma “reflexao” da parte inferior,

em relacao a diagonal principal da matriz.

2.3 Operacoes com matrizes

Considere as tabelas 12 e 13:

Tabela 12 — Produgao de graos (em milhares de toneladas) durante o ano de 1976

soja feijao arroz milho
Regiao A | 3000 200 400 600
Regiao B | 700 350 700 100
Regiao C | 1000 100 500 800
Fonte: BOLDRINI, 1978, p. 5.

Tabela 13 — Produgao de graos (em milhares de toneladas) durante o ano de 1977

soja  feijao arroz milho
Regiao A | 5000 50 200 0
Regiao B | 2000 100 300 300
Regiao C | 2000 100 600 600
Fonte: BOLDRINI, 1978, p. 5.

Para montar uma tabela que dé a produc¢ao por produto e por regiao, nos anos
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1976 e 1977 conjuntamente, por exemplo, devemos somar os elementos correspondentes

das tabelas 12 e 13, ou seja,

3000 200 400 600 5000 50 200 O 8000 250 600 600
700 350 700 100 |+ [ 2000 100 300 300 [ = | 2700 450 1000 400
1000 100 500 800 2000 100 600 600 3000 200 1100 1400

Assim,

Tabela 14 — Producao de graos (em milhares de toneladas) durante os anos de 1976 e 1977

soja feijao arroz milho
Regiao A | 8000 250 600 600
Regiao B | 2700 450 1000 400
Regiao C | 3000 200 1100 1400

Fonte: BOLDRINI, 1978, p. 6.

Tendo por exemplo a informacao sobre a previsao para o ano de 1978, em que a

producao sera o triplo da producgao de 1976, podemos realizar a seguinte operagao:

3000 200 400 600 9000 600 1200 1800
3. 700 350 700 100 | = | 2100 1050 2100 300
1000 100 500 800 3000 300 1500 2400

Dessa forma, a producao prevista seria:

Tabela 15 — Previsao da producao de graos (em milhares de toneladas) para o ano de 1978

soja feijao arroz milho
Regiao A | 9000 600 1200 1800
Regiao B | 2100 1050 2100 300

Regiao C | 3000 300 1500 2400
Fonte: BOLDRINI, 1978, p. 6.

Os exemplos acimas citados se referem a operacoes com matrizes, onde efetuamos

a soma e a multiplicacdo por um numero, as quais serdo definidas em 2.3.1 e 2.3.2.

2.3.1 Adicdo/Subtracdo de Matrizes
Adicao

A adicao de matrizes é definida como a soma de duas matrizes de mesma ordem

Ay = |aij] € Bimxn = [bij], denotada por A + B de ordem m x n, cujos elementos sao
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somas dos elementos correspondentes de A e B. Isto é,
A+ B = [aij + bz‘j]mxn-

Veja o exemplo abaixo:

-1 0 1 3
4 +|1 -2 5 |=[25
1 3 5

Subtracdo

Da mesma forma que a adi¢ao, a subtracao ¢ a diferenca entre duas matrizes de
mesma ordem A,,,, = [a;;] € Byxn = [bi;], denotada por A — B de ordem m x n, cujos

elementos sao as diferengas dos elementos correspondentes de A e B. Isto é,
A = B = [ai; = bijlmxn-
Veja o exemplo:
(3 —2 5)_(2 -3 6):<1 1 —1)
10 0 -1 -4 5 1 14 -5 -2 )

2.3.2 Multiplicacdo por escalar

Seja A = [aij]mxn € k um nimero real qualquer, entdo kA é uma nova matriz m x n

cujos elementos sao [k@;j]mxn-

=(15)-(5 7))

2.3.3 Transposicao de Matrizes

Veja o exemplo:

Seja uma matriz A de ordem m x n.
A matriz transposta de A, indicada por A!, é denominada como a matriz n x m
cujas linhas sao, ordenadamente, as colunas de A, isto é, b;; = a;;.

Exemplo:

21 2 0 1
Azyxo = 0 3 :>A§X3:(1 5 4).
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2.3.4 Multiplicacao de Matrizes

As operagdes com matrizes citadas e explicadas em 2.3.1 e 2.3.2 sdo relativamente
faceis e de manipulacao direta, porém, o mesmo nao acontece com multiplicacao de
matrizes, pois nao basta multiplicar os elementos correspondentes.

A operagao de multiplicagdo apresenta dois cenérios: a multiplicacdo de um escalar
por uma matriz, ou o produto entre duas matrizes. No primeiro caso basta multiplicar
cada elemento da matriz pela constante, conforme apresentado em 2.3.2. O segundo caso
tem um processo mais algébrico e deve obedecer uma importante restricdo, em que a
multiplicagdo s6 é possivel se o niimero de colunas da primeira matriz for igual ao niimero

de linhas da segunda matriz, ou seja,
Amxn-BnXp = ABmXp-

Como resultado dessa multiplicagao obtemos uma matriz de ordem igual ao niimero
de linhas da primeira matriz pelo nimero de colunas da segunda matriz.

Veja o exemplo 1:

1. Durante a primeira fase da Copa do Mundo de futebol, realizada no Japao e na
Coréia do Sul em 2002, o grupo C era formado por quatro paises: Brasil, Turquia,
Costa Rica e China. Observe os resultados (ntimeros de vitdrias, empates e derrotas)

de cada um, registrados em uma tabela e em sua matriz correspondente (Agxs).

Tabela 16 — Resultados dos times do grupo C na copa do Mundo de 2002

Vitorias Empates Derrotas
Brasil 3 0 0
Turquia 1 1 1
Costa Rica 1 1 1
China 0 0 3

Fonte: DANTE, 2008a, p. 247.

ou

A4><3 =

O = = O
W = =) O

O = =W

Pelo regulamento da Copa, cada resultado (vitéria, empate ou derrota) tem pontu-

acao correspondente conforme o que estd registrado na tabela 17:
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Tabela 17 — Pontuagao conforme os resultados (Vitérias, Empates e Derrotas)

Numero de pontos
Vitoéria 3
Empate 1
Derrota 0

Fonte: DANTE, 2008a, p. 247.

ou, como na matriz B3y, a seguir:

3
B3><1 = 1
0

Terminada a primeira fase, foi verificado o total de pontos obtidos por cada pais.
Essa pontuagao pode ser registrada numa matriz que é representada por AB (produto de

A por B). Veja como é obtida a matriz da pontuagao de cada pais:

Brasil: 3.3 + 0.1 + 0.0 =9,
Turquia: 1.3 + 1.1 4+ 1.0 = 4,
Costa Rica: 1.3 + 1.1 + 1.0 = 4,
China: 0.3 + 0.1 + 3.0 = 0.

Assim,

300 3 9

1 11 4

1 11 4
0

00 3 0

Esse exemplo, sugere como deve ser feita a multiplicagdo de matrizes. Observe a

relagao que existe entre as ordens das matrizes:

Ayy3.Bsx1 = AByx;.

Dessa forma, como o nimero de colunas da matriz A ¢ igual ao ntimero de linhas
da matriz B, a multiplicacao de A por B é possivel e obtemos como resultado uma matriz
de ordem igual ao nimero de linhas da matriz A e nimero colunas da matriz B.

Com isso, a multiplicacao de matrizes é definida da seguinte forma:
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Definicao: Sejam A = [ajj]mxn € B = [bij]nxp matrizes. O produto AB = [¢;j]mxp €

definido por

— n —
Cij = Dp—1 Qikbrj = aitby; + ... + Qinby;.

2.4 Determinante

Toda matriz quadrada tem associada a ela um nimero chamado determinante da
matriz, obtido por meio de operacoes que envolvam todos os elementos da matriz. Os
determinantes, juntamente com as matrizes, sdo uma importante ferramenta matematica,

para a resolucao de sistemas lineares, a qual serda abordado no Capitulo 3.

Determinante de matriz quadrada de ordem 1

Seja a matriz quadrada de ordem 1, indicada por

A=(an ).

Por defini¢do, o determinante de A é igual ao nimero aq;.

Indicamos por: det(A) = aj;.

Determinante de matriz quadrada de ordem 2

Se A é uma matriz quadrada de ordem 2, seu determinante é calculado fazendo o

produto dos elementos da diagonal principal menos o produto dos elementos da diagonal

a11 a2
A= ,
Q21 A22

seu determinante é indicado assim:

secundaria.

Dada a matriz

det(A) = a11.-0Q22 — A12.091,

ou

a1 a2
= a11-Q22 — A12.Q21.
Q21 A2

Veja o exemplo:
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6 3
A= | = det(4) =6.(-4) —32=-24-6=—30.

Determinante de matriz quadrada de ordem 3
Dada a matriz genérica de ordem 3:
air aiz a3

A= A1 Q22 (23

az1 asz g3

O determinante da matriz de ordem 3 é definido pelo niimero:

a1 daiz2 A3
det(A) = | an ax as

a31 dasz2 G33

= Q11.G22.033 + A12.G23.A431 + G13.0A21.032 — A13.022.031 — G12.021.0433 — A11-023-032.

Podemos obter esses seis produtos de uma forma pratica, conhecida como regra de

Sarrus, fazendo o seguinte:

e Repetimos as duas primeiras colunas a direita da matriz:

11 Q12 Az apx Qa2
det(A) = | ag agy asz as an

a3; Aazz2 33 Aazr 32

e Os resultados dos produtos obtidos na dire¢do da diagonal principal permanecem

com o0 mesmo sinal;

a11.A22.033;
Q12.023.431;

a13.A21.432.

e Os resultados dos produtos obtidos na direcao da diagonal secundaria mudam de

sinal;
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—13.022.431;
—a12.021.033;

—a11.093.A32.
e O determinante é a soma dos valores assim obtidos.

= Q11-022-033 + A12-G23.0431 + G13.0A21.032 — A13.022.431 — G12.021.0433 — A11-023-032.

Veja o exemplo:

1. Seja a matriz

3 1 5
A= 2 0 =2
-1 4 -3

O determinante de A é dado por

3 1 5 3 1
det(A)=1] 2 0 -2 2 0
-1 4 -3 -1 4

=3.0.(=3) +1.(=2).(=1) + 5.2.4 — 1.2.(=3) — 3.(—=2).4 — 5.0.(—1)
—04+2+40+6+24—0=T72.

Desenvolvimento de Laplace

O desenvolvimento de Laplace é uma férmula que permite calcular o determinante
de uma matriz de ordem n, a partir dos determinantes das submatrizes quadradas de

ordem n — 1. Em muitos casos, o desenvolvimento de Laplace simplifica o cdlculo do

determinante.

Pela regra de Sarrus temos que:
apn a2 a3

det(A) = | an axn as

a31 daz2 G33

= A11-022.033 + A12.023.0431 1+ A13.021.032 — A13.G22.0431 — A12.021.433 — A11.023.032,
o qual pode ser manipulado algebricamente e escrito como:

a11-(a22-a33 - a23.a32) - a12-(a21-a33 - a23.a31) + a13.(a21.a32 - Cl22-a31),
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a Q22 A23 a 21 Q23 Ta G21 A22
11- — G12. 13- .
32 Aa33 az1 ass az1 as2

Assim, o determinante da matriz Asy3 pode ser expresso em funcao dos determi-

ou ainda:

nantes das submatrizes 2x2, isto é,

det(A) = aq;. ( A ) — a12. ( Ajo ) + ass. ( Az ) )

onde A;; é a submatriz da matriz Asy3, de onde a i-ésima linha e a j-ésima coluna foram

retiradas. Além disso, escrevemos

Ay = (—1)i+j- ( Aij ) )
e obtemos a expressao:
det(A) = ayg D1 a1z Do +a1303.

Esta definicao continua sendo valida para matrizes de ordem n, e assim expressamos

por:

det(Aan) = Q;1 Ail +...+ ainAin
= Yj_ aii(—1)" det(Ay)
= 25 aii D
Observe que na férmula dada o determinante foi “desenvolvido” pela i-ésima linha.
De maneira analoga é valida para as colunas.

Veja o exemplo:

1. Calcule o determinante da matriz:

1 -2 3
A= 2 1 -1
-2 -1 2

Retirando a segunda coluna, temos que:

1 -2 3
det(A) = 2 1 -1 | = a12A12+a22A22+a32A32 = (—2)&12+1A22+(—1)A32,
-2 -1 2
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onde,

Mgy = (—1)2 ( L3 ) _ ( L3 ) C (1(=1)=3.2) = —(—1-6) = —(-T) = T.

2 -1
Portanto, det(A) = (=2).(=2) + 1.8+ (-1).7=4+8—-7=5.

As definigbes, operacoes e conceitos apresentados nesse capitulo podem ser utilizados
para a resolucao de diversos problemas, bem como, os que serdao apresentados no Capitulo
4.
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3 Sistemas de equacoes lineares

Nesse capitulo sera apresentado os conceitos e defini¢oes sobre sistemas de equacgoes
lineares, bem como alguns métodos de resolucao de sistemas lineares com duas ou mais
equacoes lineares. Para apresentar as defini¢oes, conceitos e métodos de resolugao de
sistemas lineares desse capitulo serd utilizado como referéncia Boldrini (1978), Dante
(2008b) e Leonardo (2013).

3.1 Definicao de sistemas lineares

Equacoes lineares

Para entender sistemas lineares, precisamos compreender o que sao equagoes lineares

e de que forma ela é aplicada nos problemas do cotidiano. Veja a seguinte situacao:

1. Luisa foi ao caixa eletronico sacar R$100,00 de sua conta. Se no caixa havia apenas
notas de R$10,00, R$20,00 e R$50,00, de quantas maneiras ela pode ter efetuado o

saque?”

Esse tipo de problema pode ser expresso por meio de uma equagao linear. Para isso,
chamemos de x o ntimero de cédulas de R$10,00, y o nimero de cédulas de R$20,00 e z o
ntimero de cédulas de R$50,00. Podemos associar essa situacao a equacao 10z +20y+50z =
100.

A equagao 10z + 20y + 50z = 100 é um exemplo de equagao linear, e nesse caso, as
variaveis x, y e z devem ser inteiras, pois trata-se de cédulas.

Algumas das solugoes do exemplo 1 sdo:

1. 2=10,y =0,z =0 = (10,0,0);
2. 2=6y=22=0=(6,2,0);

3. x=1lLy=2z2=1=(1,2,1).

Definicdo de equacdes lineares

Equacao linear ¢ toda equacao do tipo a1z + asxs + ... + a,x, = b, n€ N em que
X1, T, ..., T, SA0 incoOgnitas, os nimeros reais ai, ds, ..., a, sao coeficientes das incégnitas; e

o numero real b é o termo independente.
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Definicdo de sistemas de equacdes lineares (sistemas lineares)

Um sistema S de equacgoes lineares de m equagdes com n incognitas é um conjunto

de equagoes lineares do tipo:

11T1 + A2 + ... + Q1pTy = b1
2171 + Q22X + ... + AonTy = b2
S = a31T1 + A320To + ... + A3, Ty = b3 , (31)

Am1T1 + ApmaZ2 + oo + QppTn = bm

com a;5, 1 <i<m, 1< j <n, nimeros reais.

Definicao: (a1, as, ..., a,) é solugdo de um sistema linear quando satisfazem simultanea-

mente cada uma das m equagoes do sistema.
Veja alguns exemplos:

2 3y =13 25+31=13
1. (5,1) é solucao do sistema { Ty poi { *

3z —5y =10 35—-51=10

2 3y =13 22+33=13
2. (2,3) nao ¢é solugao do sistema { Ty pois { *

3z —5y =10 32-53+#£10
3.1.1 Existéncia e Unicidade

O sistema dado pela equagao 3.1 pode ou nao ter solugoes, e é classificado abaixo

conforme esse nimero de solugoes.

1. Sistema possivel e determinado (SPD): quando possui uma tnica solucao;
2. Sistema possivel e indeterminado (SPI): quando possui infinitas solugoes;

3. Sistema impossivel (SI): quando nao possui solugao.

Discussdao de um sistema linear por meio do determinante

Para discutir a existéncia e unicidade de um sistema n x n, é conveniente utilizar o
calculo do determinante da matriz dos coeficientes aliado ao escalonamento, o qual serd
apresentado em 3.3.1.

Primeiramente calculamos o determinante de modo que seu valor nao seja nulo,
obtendo entao as condicdes dos parametros para que o sistema seja SPD. Depois, com o

mesmo determinante, impoe-se que seu valor seja nulo para entao substituirmos no sistema
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os valores obtidos a partir dessa condicgao.

Veja o exemplo:

2u=1
1. Vamos discutir o sistema: ar+ 2y .
r+y=>0
Temos que :
a 2
= =a— 2.
1 1

Se D#0=a—2+# 0= a# 2. Logo, o sistema sera SPD.
Para D =0 = a = 2, ¢ preciso observar as duas equacoes.
20+ 2y =1

r+y==>o
Note que os coeficientes da primeira equacao sao o dobro dos da segunda equacao.

Substituindo a = 2 temos

Entao, para ter equagoes equivalentes, b = %, e para serem incompativeis, b # %

Portanto:
e a#£2— SPD;
° azerz%—)SP];

OGZQGZ)#%—)SI.

3.1.2 A equacdo matricial Az = B

Qualquer sistema linear, pode ser expresso numa forma matricial Az = B, conforme

apresentado a seguir:

a1; a2 ... Qin T by
Qg1 A2 ... Q2q o) by
= 7
m1 Am2  -.. Gmp Tn bm
onde,
a1 ... Qin é a matriz dos coeficientes,



Capitulo 3. Sistemas de equagdes lineares 50

T ¢ a matriz das incognitas,
r =
Tn
e7
by ¢ a matriz dos termos independentes.
B =
bm
Podemos associar ao sistema de equagoes lineares uma matriz ampliada do sistema,
dada por:
a1 a2 ... Qip bl
921 92 ... (QA9p bg
m1 Am2 .. (Gmp bm

Cada linha dessa matriz é simplesmente uma representacao abreviada da equagao
correspondente no sistema. Essa representacao de sistema, serve para encontrar a resolugao
de um sistema de forma mais pratica, através do escalonamento (método da eliminagao de
Gauss), o qual serd estudado em 3.3.1.

Veja o exemplo:

r+4y+32z2=1
20 +5y+42=4 . (3.2)
rT—3y—22=95

O sistema de equacao 3.2 pode ser escrito na forma matricial

1 4 3 x 1
2 5 4 oy | = ,
1 -3 -2 z

ou na forma de matriz ampliada
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3.2 Métodos de resolucao de sistemas lineares com 2 equacoes

Para sistemas lineares com duas equacoes e duas incégnitas, ha métodos de resolucao
como o método da adicao e o método da substituicao, os quais serao apresentados em 3.2.1
e em 3.2.2.

3.2.1 Método da Adicao

O método da adigdo! visa a eliminar uma das incognitas de um sistema pela
soma dos termos semelhantes das equagoes que o compoem.

Observe o exemplo:

1 2z 4+ 8y =16
| 4z —8y=8

Note que as equagoes apresentam os termos opostos 8y e —8y. Adicionando as

equagoes membro a membro, a incoégnita y sera eliminada.

2x 4+ 8y =16

dr — 8y =8

6z + Oy = 24
6 = 24

Resolvendo a equagao 6x = 24, temos x = 4.

Agora, substituindo = por 4 em qualquer uma das equacoes do sistema obtemos
y =1

Portanto, a solucao do sistema é z =4 e y = 1, ou seja, S = {4, 1}.

Alguns sistemas nao apresentam termos opostos nas equagodes. Nesses casos,
multiplicamos uma ou as duas equagoes por niimeros escolhidos convenientemente, a fim

de obter termos opostos. Observe o exemplo:

1 20 —y =23
| z+3y=22

Para resolver esse sistema pelo método da adi¢ao, podemos multiplicar inicialmente

por (-2) a equacao = + 3y = 22, a fim de obter termos opostos.

20 —y =23
x4+ 3y =22.(-2)

1 Fonte: SOUZA e PATARO (2015)
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Assim,

20 —y =23
—2x — 6y = —44

Temos agora termos opostos 2x e —2x.

Agora, podemos resolver o sistema obtido pelo método da adigao:

20 —y =23
—2x — 6y = —44
Oxr — 7Ty = —21

—Ty =—21

y=3

Agora, substituindo y por 3 em qualquer uma das equacoes do sistema obtemos
r = 13.

Portanto, a solugao do sistema é x = 13 e y = 3, ou seja, S = {13,3}.

3.2.2 Método da substituicao

O método da substituigado? é muito conhecido para resolver sistemas lineares.
Para calcular um sistema linear pelo método da substituicao ha alguns passos a

serem seguidos.

1. Escolher uma incognita e calcular seu valor algébrico;

2. Substituir o valor algébrico da incégnita na outra equacao;

3. Calcular o valor numérico de uma das incognitas;

4. Substituir o valor numérico da incégnita encontrada em (3) em qualquer uma das

duas equagoes e encontrar o valor numérico da outra incégnita.

Observe o exemplo abaixo:

) 20 +y =40
| 2z —-2y=10 "

Seguindo os passos anteriores, temos:

1. Para resolver esse sistema pelo método da substituicao, escolhemos inicialmente uma
das equagoes e isolamos uma das incognitas, obtendo seu valor algébrico.

2 Fonte: SOUZA e PATARO (2015)




Capitulo 3. Sistemas de equagdes lineares 53

2z +y =40
y =40 — 2x.

2. Substituimos y por 40 — 2z na outra equagao e resolvemos a equacao obtida, que

possui agora apenas uma incognita.

20 — 2y =10
20 —2(40 — 22) = 10
22z — 80+ 4x =10
6z = 90
x = 15.

3. Para determinar o valor de y, substituir  por 15 em qualquer uma das equagoes do

sistema.

20 +y =40

215 +y =40

30+y =40
y = 10.

Portanto, a solucao do sistema é z = 15 e y = 10, ou seja, S = {15, 10}.

3.3 Meétodos de resolucao de sistemas lineares com 3 ou mais equa-
coes e incognitas

Para resolucao de sistemas com trés equacgoes e trés incognitas é possivel ainda usar
os métodos apresentados em 3.2, porém, o nivel de dificuldade ja se torna maior. Além dos
métodos ja citados, existem outros métodos de resolucao de sistemas lineares que podem

ser usados para sistemas com n equagdes (n > 3), como o apresentado em 3.3.1.

3.3.1 Método da eliminacdo de Gauss

De acordo com Justo (2017), a eliminagdo Gaussiana, também conhecida como
escalonamento é um método para resolver sistemas lineares. Para Justo (2017, p. 93) “Este
método consiste em manipular o sistema através de determinadas operacoes elementares,
transformando a matriz ampliada do sistema em uma matriz triangular (chamada de
matriz escalonada do sistema)”.

Essas operagoes de escalonamento sao apresentadas a seguir:
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Operacdes elementares
Dada uma matriz, sdo trés as operagoes elementares sobre as linhas dessa matriz.

Sao elas:

1. Permuta das i-ésima e j-ésima linhas (L; <— L;).

Veja o exemplo:

1 0

4 -1

-3 4
Fazendo L, +— L3, temos:

1 0

-3 4

4 -1

2. Multiplicagao da i-ésima linha por um escalar nao nulo (L; +— kL;).

Veja o exemplo:

Fazendo Ly +— —3Ls, temos:

1 0
—-12 3
-3 4

3. Substitui¢ao da i-ésima linha pela i-ésima linha mais k vezes a j-ésima linha (L; «+—
L+ kL;).

Veja o exemplo:

1 0

4 -1

-3 4
Fazendo L3 <— L3+ 2L4, temos:

1 0

4 -1
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Se A e B sao matrizes m X n, dizemos que B é equivalente a A, se B for obtida de
A através de um nimero finito de operagoes elementares sobre as linhas de A. Sistemas
equivalentes possuem mesmas solugoes.

Escalonamento

O escalonamento é um dos métodos para se chegar as solucdes de um sistema de
equacoes lineares.
Uma matriz m x n esta na forma escalonada se:

1. O primeiro elemento nao nulo de uma linha nao nula é 1;

2. Cada coluna que contém o primeiro elemento nao nulo de alguma linha tem todos os

seus outros elementos iguais a zero;

3. Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas nao nulas (isto é, daquelas que

possuem pelo menos um elemento nao nulo);

4. Se as linhas 1,...,r s@o as linhas nao nulas, e se o primeiro elemento nao nulo da linha

i ocorre na coluna k;, entao ko < ky < ... < k.

Veja o exemplo:

01 =3 0 2
00 0 1 2
00 0 00

A matriz acima esta na forma escalonada pois todas as condi¢oes anteriores foram
satisfeitas.

Veja alguns exemplos de matrizes nao escalonadas:

A matriz ndo esta na forma escalonada pois a segunda condi¢ao nao é satisfeita, ou
seja, no elemento agz = 1, temos que ele é o primeiro elemento nao nulo da terceira

linha, porém, os demais elementos da terceira coluna nao sao todos iguais a zero.
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A matriz nao esta na forma escalonada pois a primeira e quarta condi¢des nao sao
satisfeitas, ou seja, o primeiro elemento nao nulo da primeira linha é diferente de 1 e
nao atende a condicao de que k; < ko pois na primeira linha o primeiro elemento
nao nulo esta na coluna 2 e na segunda linha o primeiro elemento nao nulo estd na

coluna 1.

01 -3 0
00 0 O
00 0 -1 2

A matriz nao estd na forma escalonada pois a primeira e terceira condi¢ées nao sao
satisfeitas, ou seja, o primeiro elemento nao nulo da terceira linha é diferente de 1 e
nao atende a condicao de que toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas nao

nulas.

Considerando o método de eliminacao de Gauss para um dado sistema de equacoes

lineares S (equagao 3.1), os seguintes passos podem ser efetuados®:

. Escrever a matriz ampliada do sistema;

. Usar operacoes elementares com linhas para reduzir a matriz ampliada a forma

escalonada reduzida;

. Se o sistema resultante for possivel, resolvé-lo. O conjunto solugao obtido, é o

conjunto solugao do sistema S (equagao 3.1).

Portanto, matrizes e sistemas lineares sao conteidos da matematica que estao

interligados. Veja um exemplo, o qual sera resolvido usando os passos acima:

1. Resolva o sistema linear abaixo:

r+y+z=1

do+4y +22=2 .

20+y—2=0
Resolugao:

Para iniciar a resolucao mais facilmente, precisamos primeiramente colocar o sistema

na forma de matriz ampliada.

Dessa forma temos:

3

Fonte: RUFATO (2014).
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11 1 1
4 4 2
21 -10

Onde os elementos da primeira coluna representam o x, os elementos da segunda
coluna representam o y, os elementos da terceira coluna representam o z e os elementos
da quarta coluna representam os termos independentes.

Agora aplicamos a matriz acima, as operagoes elementares apresentadas anterior-

mente.
Operacoes:
L2 — 4L1 — L2 1111
Ls — 2L, — Ls ~1 0022
1
Operacoes:
Ly — Ly 1 1 11
L3 — LQ ~
0 2

Nesse momento, a matriz ja se encontra na forma de matriz triangular e ja seria
possivel determinar os valores de z, y e z usando substituicao regressiva, porém, a matriz

ainda nao se encontra na forma escalonada, o qual sera feito agora:

Operagoes:
Ly — Ly — Ly 1o -2 -1
~ 1 3 2
00 2 2

Operagoes:
Ly— L 10 -2 —1
~ 1 3 2
0 1 1

Operagoes:
Ly — Ly +2Ls Lo0 1
Ly — Ly — 3Ls ~1 010 -1
001 1

Temos, que essa ultima matriz estd na forma escalonada.

H& ainda que:
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11 1 00 1
4 4 ~[ 010 -1
21 -1 0 001 1

Como a matriz inicial e a matriz escalonada sao semelhantes, sem que seja necessario
realizar mais calculos temos que z = 1, y = —1 e x = 1, resultados esses que tiramos
apenas observando a matriz na forma escalonada.

As operagoes, defini¢des e conceitos desse capitulo serao utilizadas para a resolucao

de diversas questoes, dentre elas, as apresentadas no Capitulo 4.
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4 Analise do tema matrizes e sistemas linea-
res em questoes do ENEM com alunos da
22 e 39 série do ensino médio

Para a elaboragao desse capitulo foram selecionadas algumas questoes das provas
do ENEM do periodo de 2009 a 2017 pertencentes a competéncia de drea 5 (Modelar e
resolver problemas que envolvem varidveis socioeconémicas ou técnico-cientificas, usando
representagoes algébricas) da Matriz de Referéncia de Matematica e suas Tecnologias.
Essas questoes foram aplicadas em uma turma da 2* série do ensino médio, composta por
7 alunos e em uma turma da 3* série do ensino médio, composta por 10 alunos, a fim de
verificar as habilidades referentes a Matriz de Referéncia do ENEM.

Escolhemos essas turmas para a realizacao da atividade pelo fato de que a 2* série
iria ver tal conteliido no decorrer do ano da aplicacdo da atividade e a 3* série pois ja havia
estudado sobre o mesmo, e, também, pelo fato de que ambas estavam prestes a realizar o
exame do ENEM.

Em cada uma das questoes, foram descritas no trabalho, as competéncias e habili-
dades abrangidas por cada uma delas de acordo com os PCNEM. Quanto aos contetdos
e habilidades previstos no PCN+ Ensino Médio, o tema estruturador que as questoes
selecionadas abrangem ¢ o tema 1: ‘Algebra: nimero e funcoes’

Para cada questao, apresentamos inicialmente a resolu¢ao por meio dos conhecimen-
tos de algebra, envolvendo matrizes e sistemas lineares, e, posteriormente, apresentamos
os métodos de resolucao utilizados pelos alunos, procurando entender o raciocinio em caso
de acerto e discutindo os possiveis erros.

Apoés apresentar todas as questoes, foram feitas as analises das competéncias e

habilidades abordadas nas questoes, identificando também quais os alunos possuem mais
dificuldades.

4.1 Aplicacdo da atividade

Nessa secao sera feita a analise das questoes que foram aplicadas e desenvolvidas
com os alunos, englobando as competéncias e habilidades requeridas, discutindo os meios

de resolucao e os possiveis erros das mesmas.
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4.1.1 Questdo 138 (ENEM 2017)

De acordo com as habilidades compreendidas na competéncia 5 da Matriz de
Referéncia de Matematica e suas Tecnologias do ENEM, apresentadas na tabela 5, a

questao trabalha com a habilidade H21 (Resolver situagao problema cuja modelagem

Figura 1 — Questao 138 (ENEM 2017)

QUESTAO 138

Em uma cantina, o sucesso de venda no verdo sdo sucos
preparados a base de polpa de frutas. Um dos sucos mais
vendidos & o de morango com acerola, que & preparado com

g de polpa de morango % de polpa de acerola.

Para o comerciante, as polpas s3o0 vendidas em
embalagens de igual volume. Atualmente, a embalagem
da polpa de morango custa R$ 18,00 e a de acerola,
R 1470, Porém, esta prevista uma alta no preco
da embalagem da polpa de acerola no proximo més,
passando a custar RS 15,30.

Para ndo aumentar o preco do suco, o comerciante
negociou com o formecedor uma redugdo no preco da
embalagem da polpa de morango.

A reducao, em real, no prego da embalagem da polpa de
morango devera ser de

O 120

® 090

® 0,60.

® 0.40.

@ 0.30.

Fonte: INEP, 2017, p. 16.

envolva conhecimentos algébricos).

Segundo os PCNEM, Parte III - Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnolo-

gias, as questoes trabalham as seguintes competéncias e habilidades (Tabela 9):

Representagao e comunicagao

e Ler e interpretar textos de Matematica.

e Ler, interpretar e utilizar representagoes matematicas (tabelas, graficos, expressoes,

etc.).
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e Transcrever mensagens matematicas da linguagem corrente para linguagem simbdlica

(equagoes, graficos, diagramas, férmulas, tabelas, etc.) e vice-versa.

Investigagao e compreensao

Identificar o problema (compreender enunciados, formular questoes, etc.).

e Procurar, selecionar e interpretar informagoes relativas ao problema.

Formular hipoteses e prever resultados.

Selecionar estratégias de resolu¢ao de problemas.

Contextualizacao sociocultural

Desenvolver a capacidade de utilizar a Matematica na interpretagao e intervencgao

no real.

Resolucao:

Usando a multiplicacao de matrizes apresentada em 2.3.4 e sendo que a embalagem
da polpa de morango custa R$18,00 e a embalagem da polpa de acerola R$14,70, o custo

atual para a preparacao do suco é:

18 2 1
;)( ):.18+3.14_,7=12+4,9=16,9.

/
win

14,7 3

Agora, se a polpa de acerola passard a custar R$15, 30, para ndo aumentar o custo

do suco, devemos ter que a embalagem da polpa de morango = devera passar a custar:

(3 0)-( ) (00).

Assim, usando a multiplicacdo de matrizes apresentada em 2.3.4 e, posteriormente,

resolucao de equagoes lineares, temos:

2x+4$.15,3=16,9
2x=118
r=17,7.

o que representa uma reducao, em reais, de: 18 — 17,7 =0, 3.

Logo, a alternativa correta ¢é a letra E.



Capitulo 4. Andlise do tema matrizes e sistemas lineares em questoes do ENEM com alunos da 2° e 3°

série do ensino médio 62

Dos alunos que resolveram a essa questao, 12 alunos acertaram a mesma, sendo 5
da 2? série e 7 da 3* série. Além disso, dos 12 que acertaram a mesma, apenas 3 alunos,
sendo eles da 2* série responderam a questao usando conhecimentos da algebra, mais
precisamente equacoes, os demais, utilizaram outros métodos envolvendo desenhos ou
diagramas indicando as fragoes e os descontos, mostrando a logica do processo.

Seguem algumas resolucoes:

Figura 2 — Resolugdo 1 da questdo 138 (ENEM 2017)

A reduc3o, em real. no preco da embalagem da polpa de
morango devera ser de

© 120

© 090

® 0,60. =y
©® 0.40.

Q -'033& P "

A primeira resolugao que apresentamos, é a resolugao através da algebra (equagoes
lineares), onde a aluna multiplica % de polpa de acerola por R$0, 60, onde R3$0,60 é o valor
do desconto da polpa de acerola, somando com % de polpa de morango por x, onde x ¢é o
valor que queremos descobrir, no caso, o desconto que sera dado a polpa de morango, e
por fim iguala a 0, pois como nao se quer aumentar o valor do suco, devemos ter igualdade
0. Resolvendo a equacao montada, ela resolve e encontra z = R$0, 30, o qual seréd o valor

do desconto procurado.

Figura 3 — Resolugio 2 da questdo 138 (ENEM 2017)

A redugao, em real, no prego da embalagem da polpa de
morango devera ser de

o 1.20. hC RANGLO |1 ' ) | 1u30

O 0,90 3100 {¢,00 4

® 0,580 / Ll

® 040 f 15, 50

Fo® Bia 1530 - 14,90 20,60
IR Qo :l_ o) :_;} ; o

O autor da resolucao 2, apresentado pela figura 3, montou um esquema através de
desenhos. Como sao % para a polpa de morando e % para a polpa de acerola, entao numa
barra dividida em trés pedagos, tomamos 2 para os morangos e 1 para as acerolas, assim
da mesma forma que a resolucao da figura 2, o aluno calculou o desconto dado a polpa de
acerola cujo resultado obteve R$0,60. Como sdo 2 pedacos para os morangos, o aluno

dividiu o desconto de R$0,60 por 2, obtendo como resposta o desejado, R$0, 30.
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Figura 4 — Resolucio 3 da questdo 138 (ENEM 2017)

Na resolucao da figura 4, a aluna realizou através do mesmo raciocinio que os

alunos da resolucao da figura 3, porém, com o desenho de forma diferenciada, desenhando

uma barra para os morangos, marcando % e uma para a acerola, marcando % Fez o

procedimento de calcular o desconto da acerola de R$0, 60, e por fim dividiu por 2, pois
ha 2 pedacos do morando de um total de 3, e obteve a mesma resposta: R$0, 30.
Figura 5 — Resolugio 4 da questdo 138 (ENEM 2017)

A reducao. em real, no preco da embalagem da polpa de
morango devera ser de

—

20

e EE o
In}
(rora |

Qe eeo
58

e Y
i
.

Essa resolucao foi feita de forma parecida com as das figuras 3 e 4, porém sem os
desenhos. Foi calculado o desconto de R$0,60 e dividido por 2, obtendo R$0,30 como
resposta. Outra aluna que resolveu da mesma forma, ainda complementa que divide por 2
porque sao 2 partes, como ja citado nas outras resolugoes.

Dos alunos que resolveram corretamente a essa questao, abordamos apenas esses 4
métodos de resolucao, pois os demais tiveram raciocinio equivalente de resolucao, dessa
forma optamos por nao expor. Para os demais alunos, os que nao tiveram éxito em suas
resolugoes, apenas 1 apresentou resolucao, porém incompleta e por isso nao acertou a

questao. Segue sua resolucao:
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Figura 6 — Resolugdo errada da questao 138 (ENEM 2017)

A redugdo, em real, no preco da embalagem da polpa de
morange devera ser de

o 120 ,f 5[‘ a :fﬂ
i A | i

© 090 : :
M osu. _ 4, 11
o 040 — 7. \- 7 : Ty

O V] =0 , (A7 {° f o ,__j:..'i.'-i'_

o~

O aluno calculou o desconto dado a polpa de acerola, porém ao final nao dividiu
por 2 (partes da polpa de morango) e por isso obteve uma resposta errada, marcando a

alternativa C ao invés da alternativa E.

4.1.2 Questdo 175 (ENEM 2009)

Figura 7 — Questao 175 (ENEM 2009)

GLIEEIE]IE ]

O Indicador do CadUnico (ICadUnico), que
compde o calculo do indice de Gestao Descentralizada do
Programa Bolsa Familia (IGD), é obtido por meio da média
aritmética entre a taxa de cobertura gualificada de
cadastros (7TC) e a taxa de atualizagio de cadastros (TA),
em gue TC=£, TA=E, NY & o numero de

NF NV
cadastros domiciliares vélidos no perfil do CadUnico, NF &
o namero de familias estimadas como publico alve do
CadUnico & NA & o numero de cadastros domiciliares
atualizados no perfil do CadUnico.

Partaria n® 148 de 27 de abril de 2006 (adaptada).

Suponha gue o IcadUnico de um municlpio especifico &
0,6. Porém, dobrande NF o lcadUnico caira para 0,5. Se
NA + NV= 3.600, ento NF & igual a

10.000.
7.500.
5.000.
4.500.
3.000.

e @008

Fonte: INEP, 2009, p. 29.

De acordo com as habilidades compreendidas na competéncia 5 da Matriz de
Referéncia de Matematica e suas Tecnologias do ENEM, apresentadas na tabela 5, a

questao trabalha com a habilidade H21 (Resolver situacdo problema cuja modelagem
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envolva conhecimentos algébricos) e H22 (Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos
como recurso para a construgao de argumentagao).
Segundo os PCNEM, Parte III - Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnolo-

gias, as questoes trabalham as seguintes competéncias e habilidades (Tabela 9):

Representagao e comunicagao

e Ler e interpretar textos de Matematica.

e Ler, interpretar e utilizar representagoes matematicas (tabelas, graficos, expressoes,
etc.).

e Transcrever mensagens matematicas da linguagem corrente para linguagem simbdlica

(equagoes, graficos, diagramas, férmulas, tabelas, etc.) e vice-versa.

e Exprimir-se com correcao e clareza, tanto na lingua materna, como na linguagem

matematica, usando a terminologia correta.

Investigagao e compreensao

e Identificar o problema (compreender enunciados, formular questoes, etc.).
e Procurar, selecionar e interpretar informagoes relativas ao problema.
e Formular hipdteses e prever resultados.

e Selecionar estratégias de resolugao de problemas.

Contextualizacao sociocultural

e Desenvolver a capacidade de utilizar a Matematica na interpretagao e intervenc¢ao

no real.

Resolugao:

Como o IcadUnico (Icad) é a média aritmética do TC' com o T'A, entio
Icad = T4 = TC + TA = 2.1 cad.
Usando a informacao de que o Icad de um municipio é 0,6, temos que

TC +TA=20,6
TC +TA=1,2.
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Assim,
NV ~NA
NF + NV 1,2 (4.1)
Se NF' dobrar, Icad = 0,5, assim:
NV ~ NA
ONF + NV 2.0,5=1. (4.2)

Das equagoes 4.1 e 4.2 obtemos o sistema:

NV NA
W WA

2NF NV

NV?+ NANF Lo
NENV

NV24+2NANF
INF.NV N

NV?2+ NANF =12NF.NV
{ * ! (4.3)

NV24+2NANF =2NF.NV

Antes de resolver o sistema, sera feita a verificacdo da existéncia e unicidade do
mesmo por meio do determinante conforme apresentado na se¢ao 3.1.1. Dessa forma, note

que temos associado ao sistema de equacao 4.3 a matriz dada por:
11
12/

1
‘:1.2—1.1:2—1:17&0.

O determinante dessa matriz sera

det

Logo, o sistema de equacgao 4.3 é SPD e serad resolvido usando os métodos de

resolucao apresentados na secao 3.2.
Como NA+ NV = 3600 = NA = 3600 — NV. Assim,

NV?+ (3600 — NV).NF =1,2NF.NV
NV?+2(3600 — NV).NF =2NF.NV

NV?2 4+ 3600NF — NV.NF —1,2NF.NV =0
NVZ 4+ 7200NF —2NV.NF —2NF.NV =0
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NV? +3600NF —2,2NV.NF =0
NV? +7200NF —4NV.NF =0

Agora, igualando as duas equagoes, obtemos:

3600NF —1,8NV.NF =0
1,8NV.NF = 3600N F

NV = s
NV = 2000.

Logo, NA = 3600 — 2000 = 1600. Assim,

NV NA _
~F T vy = L2
2000 1600_1 2

NF +2000 -

.4
NF - 52
NF = 5000.

Logo, a alternativa correta é a letra C.

Nessa questao apenas 6 alunos acertaram a mesma, sendo todos da 2% série. Os
alunos da 3* série, por terem visto o contetiddo no ano anterior relaram que nao lembravam
do conteuido, e por isso, ndo conseguiram realizar a atividade. Fica aqui um alerta aos
professores sobre a necessidade de trabalhar o conteiido de modo eficiente e significativo
com os alunos da 2* série, para que na 3% série e proximos a realizar o ENEM, o aluno
tenha compreendido o tema.

Essa questao envolve muito a competéncia de representacao de comunicacao, além
das demais ja apresentadas, porém, a maior parte da atividade é compreender o enunciado
e interpreta-lo, o qual nao esta compreendido pelos alunos da 3* série e por isso, deve ser
retomado.

No caso dos alunos da 2 série, todos os que resolveram, fizeram de forma semelhante
ao apresentado na figura 8:
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Figura 8 — Resolucio 1 da questdo 175 (ENEM 2009)

Suporha que o icadUnico de um municipio especifico &
0,6. Porém, dobrando NF o lcadUnico cairaé para 0,5. Se
A+ NVY'= 3.600, entdo MF é igual a upB- A, ?605 =1
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4.1.3 Questdo 151 (ENEM 2009)

Figura 9 — Questao 151 (ENEM 2009)

51 |

Um grupo de 50 pessoas fez um orgamento inicial
para organizar uma festa, que seria dividido entre elas em
cotas iguais. Verificou-se ao final que, para arcar com
todas as despesas, faltavam R$ 510,00, e que 5 novas
pessoas haviam ingressado no grupo. MNo acerto foi
decidido que a despesa total seria dividida em partes
iguais pelas 55 pessoas. Quem ndo havia ainda
contribuldo pagaria a sua parte, e cada uma das 50
pessoas do grupo inicial deveria contribuir com mais
RS 7,00.
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De acordo com essas informagdes, qual foi o valor da cota
calculada no acerto final para cada uma das 55 pessoas?

R 14,00.
R 17,00.
R 22,00.
R$ 32,00.
R3 57,00.

m i R

Fonte: INEP, 2009, p. 23.

De acordo com as habilidades compreendidas na competéncia 5 da Matriz de
Referéncia de Matematica e suas Tecnologias do ENEM, apresentadas na tabela 5, a
questao trabalha com a habilidade H21 (Resolver situagao problema cuja modelagem
envolva conhecimentos algébricos).

Segundo os PCNEM, Parte III - Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnolo-

gias, as questoes trabalham as seguintes competéncias e habilidades (Tabela 9):

Representagao e comunicagao

e Ler e interpretar textos de Matemaética.

e Ler, interpretar e utilizar representagoes matematicas (tabelas, graficos, expressoes,
etc.).

e Transcrever mensagens matematicas da linguagem corrente para linguagem simbolica

(equagoes, graficos, diagramas, férmulas, tabelas, etc.) e vice-versa.

Investigacao e compreensao

e Identificar o problema (compreender enunciados, formular questoes, etc.).
e Procurar, selecionar e interpretar informagoes relativas ao problema.
e Formular hipoteses e prever resultados.

e Selecionar estratégias de resolugao de problemas.

Contextualizacao sociocultural

e Desenvolver a capacidade de utilizar a Matematica na interpretagao e intervencao

no real.

Resolugao:
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Podemos chamar as despesas totais de D. Assim, como a despesa total seria
dividida igualmente entre 55 pessoas, tome x sendo a parte de cada pessoa e lembre que
no acerto inicial, cada uma das 50 pessoas estava pagando (z — 7) reais e estava faltando

510 reais para completar o valor da despesa. Assim, temos o sistema:
D = 5bx
D—510=50(x —7)

D =55
‘ (4.4)
D = 50z + 160

Antes de resolver o sistema, sera feita a verificacdo da existéncia e unicidade do
mesmo por meio do determinante conforme apresentado na se¢ao 3.1.1. Dessa forma, note

que temos associado ao sistema de equacao 4.4 a matriz dada por:
55 0
50 160 |

| = 55.160 — 0.50 = 8800 — 0 = 8800 # 0.

O determinante dessa matriz serd

25 0
50

Logo, o sistema de equagao 4.4 é SPD e sera resolvido usando os métodos de
resolucao apresentados na secao 3.2.

Assim,

D — D =55z — (50 + 160)
0 =5z — 160
r = 32.

Logo, a alternativa correta ¢é a letra D.

Dos alunos que resolveram a essa questao, apenas 1 aluno que nao respondeu a
mesma. Os demais, todos responderam corretamente, porém, desses, 3 alunos marcaram
a alternativa correta, mas apresentou método de resolucao errado. Dos que resolveram
corretamente, apenas 3 utilizaram conhecimentos envolvendo o contetudo, os demais

abordaram outros métodos de resolucao. Seguem algumas resolugoes:
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Figura 10 — Resolugdo 1 da questdo 151 (ENEM 2009)

De acordo com essas informagtes, qual foi o valor da cota
calculada no acerio final para cada uma das 55 pessoas?

© RS 14.00. ke iy
A5 REWMe) o< » X T N
® R§2200. |50 (x -2 . 2
RS 32.00. )= ol 710
® R$57.00. 154, - 350 : 55x -5lg

b & L0
3
o o= R oL JONS

Nessa resolucao o aluno utilizou os conhecimentos de algebra: sistemas de equacoes

lineares, e resolveu de forma parecida com a resolucao da figura 10.

Figura 11 — Resolugdo 2 da questdo 151 (ENEM 2009)

De acordo com essas informagbes, qual foi o valor da cota
calculada no acerto final para cada uma das 55 pessoas?

RS 14.00. '

RS 17,00. : ]

RS 22.00.
RS 32.00. " 2

RS 57,00.

OBe OO

A resolugao 2 (figura 11) desse aluno nos mostra que multiplicou os R$ 7,00 a
mais pelas 50 pessoas que pagariam totalizando R$ 350,00. Na sequéncia, diminuiu os
R$510,00 que estava faltando a ser pago com os R$ 350,00 a mais que as primeiras 50
pessoas estavam pagando, totalizando R$160,00, o qual seria dividido entre as 5 pessoas
que ingressaram no grupo, obtendo como resposta R$ 32,00 a ser pago por cada uma das

55 pessoas.
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Figura 12 — Resolucdo 3 da questdo 151 (ENEM 2009)

M

e acordo com essas informacbes, qual foi o valor da cota

=
calculada no acerto final para cada uma das 55 pessoas?
© RS 1400
© R317.00 B
@ RS2200.
©) RS 32.00.
@ RS$57,00.

De forma semelhante a resolucao 2 (figura 11), na resolucao da figura 12 o aluno
multiplicou 55 pessoas por R$ 7,00, obtendo R$ 385,00. A partir dai subtraiu R$ 510,00
que faltava para fechar a conta com os R$ 385,00 que era os R$ 7,00 a mais de cada pessoa,
totalizando R$ 125,00. Porém, na primeira conta foram contados R$ 7,00 a mais também
das 5 pessoas que ingressaram no grupo depois. Dividiu R$ 125,00 pelas 5 novas pessoas e
soma R$ 7,00 que havia sido tirado anteriormente, obtendo como resposta R$ 32,00.

Dos alunos que resolveram corretamente a essa questao, abordei apenas esses 3
métodos de resolugao pois os demais tiveram raciocinio equivalente de resolugao. Para os
demais alunos, os que acertaram, porém com resolugoes erradas, utilizaram o método da
regra de trés como se 50 pessoas fosse equivalente a 100% e x reais por pessoa equivalente a
R$ 510,00, mas, como sabemos, na regra de trés devemos ter porcentagem com porcentagem,
pessoas com pessoas, reais com reais, etc., por isso a resolugao esta errada, mas como o

resultado ficou préximo, o aluno assinalou a alternativa mais proxima. Segue sua resolugao:

Figura 13 — Resolugdo 4 da questdo 151 (ENEM 2009)

De acordo com essas informagbes, qual foi o valor da cota
calculada no acerto final para cada uma das 55 pessoas?

B, RS 14,00, . iAo 4 0%
& R317.00. >0
RS 22.00. VO ESSHLO
\@ ) R 32,00. BT i y
@ RS$57,00. 0 95500 - f¢

Deve ficar claro aqui que essa resolugao nao ¢é considerada correta, mesmo o aluno

tendo acertado a questao.
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4.1.4 Questdo 166 (ENEM 2012)

Figura 14 — Questao 166 (ENEM 2012)

QUESTAD 166

Um aluno registrou as notas bimestrais de algumas
de suas disciplinas numa tabela. Ele observou gue as
enfradas numéricas da labela formavam uma matriz
4xd, e gue poderia calcular as médias anuais dessas
disciplinas usando produto de matrizes. Todas as provas
possuiam o mesmo peso, @ a labela gue ele conseguiu @
masirada a seguir.

1" bimestre | 2° birmesire | 37 bimesire | 4* bimestne
Katemalica 5.9 6.2 4,5 BB
Porugueés 6,6 7.1 6,5 B4
Geografia 8.4 6.8 1.B .0
Hisldria 6,2 5.b 5.2 1.7

Para obter essas madias, ek multiplicou a malriz obtida a
partir da tabalka por

3
1111 s
Q |7 77z e .
)
z
[1 1 1 1 .7
9_4444] T
_1 T
b © |
1 4
| 1 1
4

Fonte: INEP, 2012, p. 27.

De acordo com as habilidades compreendidas na competéncia 5 da Matriz de
Referéncia de Matemaética e suas Tecnologias do ENEM, apresentadas na tabela 5, a
questdo trabalha com a habilidade H22 (Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos
como recurso para a construcao de argumentacao) e H23 (Avaliar propostas de intervengao
na realidade utilizando conhecimentos algébricos).

Segundo os PCNEM, Parte III - Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnolo-

gias, as questoes trabalham as seguintes competéncias e habilidades (Tabela 9):
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Representagao e comunicagao

e Ler e interpretar textos de Matematica.

e Ler, interpretar e utilizar representagoes matematicas (tabelas, graficos, expressoes,

etc.).

e Transcrever mensagens matematicas da linguagem corrente para linguagem simbdlica

(equagoes, graficos, diagramas, férmulas, tabelas, etc.) e vice-versa.

Investigacao e compreensao

e Identificar o problema (compreender enunciados, formular questoes, etc.).
e Procurar, selecionar e interpretar informagoes relativas ao problema.

e Formular hipdteses e prever resultados

e Selecionar estratégias de resolugao de problemas.

e Distinguir e utilizar raciocinios dedutivos e indutivos.

e Discutir ideias e produzir argumentos convincentes.

Contextualizacao sociocultural

e Desenvolver a capacidade de utilizar a Matematica na interpretagao e intervencgao

no real.

e Aplicar conhecimentos e métodos matematicos em situagoes reais, em especial em

outras areas do conhecimento.

Resolucao:

Leve em consideracao que a média de cada matéria devera ser:

Matematica

5,046,2+4,545,5
4

Portugués

6,647,146,518,4
4

Geografia

8,6+6,8+7,849,0
4

Histéria

6,24-5,64-5,9+7,7
4

Sendo assim, para determinar as médias anuais de cada uma dessas disciplinas

usamos os conceitos apresentados na se¢ao 2.3.4 de multiplicacao de matrizes. Assim:
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(6]

5,9 6,2 4,5
6,6 7,1 6,5
8,6 6,8 7,8
6,2 5,6 5,9
onde,
5,9 6,2 4,5 5,5
6,6 7,1 6,5 8,4
8,6 6,8 7,8 9,0
6,2 5,6 59 7.7
1
4
1
4
1
1
1
4
e

5,046,2+4,5+5,5
4

6,647,1+6,5+8,4

4

8,64+6,8+7,84-9,0
4

6,2+5,6+5,9+7,7
4

5,5
8,4
9,0
7,7

Logo, a alternativa correta ¢ a letra E.

5,9+6,24+4,5+5,5
4

6,6+7,1+6,5+8,4
4

8,646,8+7,8+9,0 |~
4

6,2+5,6+5,9+7,7
4

NN N e L

indica a matriz das notas de cada matéria
em cada bimestre, como indicado na tabela

do problema.

indica que a média de cada matéria sera no

final dividida por 4, pois temos 4 bimestres.

indica o calculo da média de cada matéria,
que ¢ encontrado através da multiplicagao

das duas matrizes anteriores.

Dos 17 alunos que participaram da atividade 13 acertaram a mesma, sendo 6 da

2% série e 7 da 3* série. Destes, muitos apenas marcaram a alternativa correta, sem dar

melhores explicagoes. Alguns, porém, trazem anexado a questao algumas explicagoes por

terem marcado a alternativa E (correta). Segue algumas delas:
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Na resolucdo da aluna, ela afirma que o numerador da fracao

Figura 15 — Resolucio 1 da questdo 166 (ENEM 2012)

Para obter essas médias, ele multiplicou a matrz

obtida a partir da tabela por

N |-
~N|—=

e
=

o=

N |-

1
4

é 0 que sera

multiplicado pelas notas e que o denominador é a quantidade de matérias, por isso

dividimos por 4.

Figura 16 — Resolucio 2 da questdo 166 (ENEM 2012)

Para obter essas médias, ele multiplicou a matiz

obtida a partir da tabela por

e[l

2

- w  k

1,
2

o |

3
2

NS
N

ol

]

1
- N
S

1
i

= o= N =

sl &l

|-

F
B
L

Na resolucao 2 (figura 16), a aluna faz um esquema de como deve ser a ordem da

matriz a se multiplicar. Temos que a ordem da matriz que apresenta as notas é 4 x 4, logo

a matriz que ird multiplicar para obter as médias devera ser 4 X ¢, e a matriz resultado é

de ordem 4 x 1, assim, a matriz multiplicada deve ser 4 x 1. Complementa ainda que tem

4 bimestres e cada bimestre representa i da média anual. Por isso, a alternativa correta é

a E.

Apresentamos agora os erros dos alunos:



Capitulo 4. Andlise do tema matrizes e sistemas lineares em questoes do ENEM com alunos da 2° e 3°

série do ensino médio 7

Figura 17 — Resolugdo errada 1 da questdo 166 (ENEM 2012)

Para obter essas médias, ele multiplicou a matrz
obtida a partir da tabela por

| —
|-
4o |
g [
fon |
| W |
T
B

ool ek ok asch
gl nl-

Nessa resolucao percebemos que o aluno tem claro o significado de médias, porém
nao fez a comparacgao igual a resolugao da aluna da figura 16, para verificar a ordem da

matriz, e por isso nao obteve éxito na resolucao.
Figura 18 — Resolugio errada 2 da questdo 166 (ENEM 2012)

Para obter essas médias, ele multiplicou a mainz
obtida a partir da tabela por

o
2

A~ i 3
SATEN K] =
° [2222] © 1
Z

a1

2

1 ¥ 4% 1 P

BEy s+l -
1

4

i

4 ) 4

1 e 1

® 1 4
. 4

4
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Diferente da resolucao apresentada na figura 15 e 16, para esse aluno ainda nao
estd clara a definicdo de médias. Para ele, para se calcular média basta apenas dividir o
resultado por 2, sem verificar quantos elementos estao somados. Além disso, também nao
estd clara a definicdo de multiplicagao de matrizes, em que s6 devemos multiplicar se o
nimero de colunas da primeira for igual ao ntimero de linhas da segunda. Esse conceito
deve ser focado com bastante énfase, para que erros como esse nao acontegam na hora em

que o aluno for prestar o ENEM.

4.1.5 Questdo 171 (ENEM 2013)

Figura 19 — Questdo 171 (ENEM 2013)

QUESTAO 1M

Na alericao de um novo semaloro, os lempos Sao
ajustados de modo que, em cada ciclo completo (verde-
amarelo-vermelho), a luz amarela permaneca acesa por
5 segundos, & o tempo em que a luZ verde permaneca

acesa seja igual a % do tempo em que a luz vermelha

fiqgue acesa. A luz verde fica acesa, em cada ciclo,
durante X segundos @ cada ciclo dura ¥ segundos.

Qual & a expressao que representa a relacao entre Xe Y?
EX=3Y+15=0
SX-2Y+10=0
3X-3Y+15=0
IX=-2Y+15=0
3IX-2Y+10=0

WPO@OD

Fonte: INEP, 2013, p. 29.

De acordo com as habilidades compreendidas na competéncia 5 da Matriz de
Referéncia de Matematica e suas Tecnologias do ENEM, apresentadas na tabela 5, a ques-
tao trabalha com a habilidade H19 (Identificar representagoes algébricas que expressem
a relacdo entre grandezas), H21 (Resolver situagao problema cuja modelagem envolva
conhecimentos algébricos) e H22 (Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como
recurso para a construcao de argumentagao).

Segundo os PCNEM, Parte III - Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnolo-

gias, as questoes trabalham as seguintes competéncias e habilidades (Tabela 9):

Representagao e comunicagao

e Ler e interpretar textos de Matematica.
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e Ler, interpretar e utilizar representagoes matematicas (tabelas, graficos, expressoes,
etc.).

e Transcrever mensagens matematicas da linguagem corrente para linguagem simbdlica

(equagoes, graficos, diagramas, formulas, tabelas, etc.) e vice-versa.

Investigacao e compreensao

Identificar o problema (compreender enunciados, formular questoes, etc.).

e Procurar, selecionar e interpretar informagoes relativas ao problema.

Selecionar estratégias de resolugao de problemas.

Discutir ideias e produzir argumentos convincentes.

Contextualizacao sociocultural

Desenvolver a capacidade de utilizar a Matematica na interpretagao e intervengao

no real.

Resolugao:

Como a luz verde fica acesa, em cada ciclo, durante z segundos, e o tempo em
que a luz verde fica acesa é igual a % do tempo em que a luz vermelha fica acesa, entao

podemos relaciona-la como

r= %w, com w sendo o tempo em que a luz vermelha fica acesa
Assim,
3
W= —x 4.5
) (15)

Temos que o tempo que a luz amarela fica acesa é 5 segundos e que cada ciclo tem
duracao de y segundos. Assim,
r+w+b=y (4.6)

Das equagoes 4.5 e 4.6, podemos montar o sistemas:

3
w = =T

2 (4.7)
rT+w+d=y

Agora, resolvendo o sistema de equagao 4.7 pelo método da substituicao apresentado

em 3.2.2, temos:
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x+ %:1: +5=y
2z+32z+10 =y
b +10 = 2y

Sr—2y+10=0

Portanto, a alternativa correta é a letra B.

Para essa questao, apenas 4 alunos da 3* série acertaram a mesma. Dos alunos que
acertaram a questao, todos resolverem de forma semelhante a apresentada acima. Ja, para
as resolugoes erradas, o erro mais comum foi o de ter usado para a luz verde um tempo
equivalente a %x, ao invés de usar a igualdade de que a luz verde fica acessa % do tempo

da luz vermelha, acreditando que a luz vermelha fica acessa x segundos, como mostra a
figura 20.

Figura 20 — Resolugao errada da questdo 171 (ENEM 2013)

5. (ENEM—2013)

OUESTAO 171 - —_——

Na afericdo de um novo semaforo, 0s tempos sao0
ajustados de modo que, em cada ciclo completo {(verde-
amarelo-vermeltho), a luz amarela permaneca acesa por
5 segundos, & o tempo em gue a luz verde permaneca
acesa seja igual a % do tempo em gue a luz vermelha
figue acesa. A luz verde fica acesa, em cada ciclo,
duranie X segundos e cada ciclo dura Y segundos.

Dual & a expressao que representa a relacao entre Xe Y7

O 5X-3Y+15=0 R 5= 0
@ 5X-2Y+10=0 o )
® 3Xx-3Y+15=0 ) ‘
@ 3X-2Y+ 15=0 b:,l ok Y 5\( X ij = : ;‘i
@ 3x-2vy+10=0 pEENRRAC s SR ]
e
3 v | A y EA

4.2 Analise das habilidades utilizadas nas questoes da secao 4.1

Nessa secao sera feita uma analise das habilidades esperadas nas questoes apresen-
tadas na se¢ado 4.1 para auxiliar os professores a entender e perceber quais as principais
dificuldades encontradas pelos alunos, a fim de perceber quais habilidades e competéncias

devem ser retomadas para um melhor desempenho de seus alunos no ENEM.



Capitulo 4. Andlise do tema matrizes e sistemas lineares em questoes do ENEM com alunos da 2° e 3°

série do ensino médio 81

Inicialmente sera apresentado uma tabela com a quantidade de erros e acertos em

cada questao:

Tabela 21 — Anélise das questoes apresentadas (quantidade de erros e acertos dos alunos)

Série N° de Questao 138 Questao 175 Questao 151 Questdo 166 Questao 171
alunos | (ENEM 2017) | (ENEM 2009) | (ENEM 2009) | (ENEM 2012) | (ENEM 2013)

Acertos | Erros | Acertos | Erros | Acertos | Erros | Acertos | Erros | Acertos | Erros

2% gsérie 7 5 2 6 1 6 1 6 1 0 7

3% série 10 7 3 0 10 10 0 7 3 4 6

Pela tabela 21 podemos perceber que a maioria das questoes teve um ntmero de
acertos significativos, exceto na questao 175 (ENEM 2009) para os alunos da 3* série e
na questao 171 (ENEM 2013) para os alunos da 2* série. Mais adiante serd discutido as
habilidades e competéncias esperadas para a resolugao dessas questoes.

Sera apresentado agora uma tabela com as habilidades competentes a cada questao,
a fim de perceber quais as habilidades que faltaram, apresentando também a porcentagem
de erros e acertos de cada questao baseado nas informacoes da tabela 21. Essa porcentagem
ird nos ajudar a perceber quais as habilidades pertencentes a competéncia de area 5 estao

em defasagem no ensino dos contetiidos.

Tabela 22 — Habilidades presentes em cada questao

H19 | H20 | H21 | H22 | H23 | % Acertos | % Erros
Questao 138 X 70,6% 29.4%
(ENEM 2017)
Questao 175 X X 35,3% 64,7%
(ENEM 2009)
Questao 151 X 94,1% 5,9%
(ENEM 2009)
Questao 166 X X 76,5% 23.,5%
(ENEM 2012)
Questao 171 X X X 23,5% 76,5%
(ENEM 2013)

A habilidade H19 (Identificar representagoes algébricas que expressem a relagao
entre grandezas) aparece nas questoes 171 (ENEM 2013). Temos que através da tabela
22 a habilidade 19 esta em defasagem, pois o percentual apresentado nessa questao foi
muito baixo. Devemos focar e buscar outras atividades que envolvam essa habilidade para
trabalhar com os alunos a fim de que compreendam a mesma.

A habilidade H20 (Interpretar grafico cartesiano que represente relagdes entre
grandezas) nao apareceu em nenhuma questao e podemos concluir que essa habilidade é

cobrada raramente ou nao é cobrada no ENEM dentro de problemas relacionados com
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matrizes e sistemas lineares.

A habilidade H21 (Resolver situacdo problema cuja modelagem envolva conheci-
mentos algébricos) aparece na questao 138 (ENEM 2017), na questao 175 (ENEM 2009),
na questao 151 (ENEM 2009) e na questao 171 (ENEM 2013). Através da tabela 22,
podemos perceber que quando se trata da habilidade H21 sozinha na questao, a grande
maioria dos alunos acertam a mesma, que foi o caso da questdao 138 (ENEM 2017) e da
questao 151 (ENEM 2017). Para as questoes que envolvem outras habilidades junto com a
H21, os alunos nao obtém o mesmo éxito, errando a mesma, que foi o caso da questao 175
(ENEM 2009) e da questao 171 (ENEM 2013). Podemos tirar como conclusao, que, no
geral, a habilidade H21 nao estd em defasagem, desde que as demais também nao estejam.

A habilidade H22 (Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso
para a construcao de argumentacao) foi abordada nas questoes 175 (ENEM 2009), 166
(ENEM 2012) e 171 (ENEM 2013). Pela tabela 22 percebemos que apenas a questao
166 (ENEM 2012) teve um percentual considerado alto de acerto, as demais obtiveram
percentual mais baixo, o que indica uma possivel defasagem nessa habilidade.

Por fim, a habilidade H23 (Avaliar propostas de intervengao na realidade utilizando
conhecimentos algébricos), apresentada apenas na questao 166 (ENEM 2012), obteve um
percentual de acertos acima de 75%, o que podemos concluir que nao hé defasagem na
habilidade H23.

Com essas analises podemos perceber quais sdo os conteudos e habilidades com os
quais os alunos tem maior dificuldades e a partir dai trabalhar em cima disso para uma
maior aprovagao de seus alunos no ENEM.

A tabela 23 apresenta uma andlise das competéncias que estao em defasagens para

os alunos que erraram a questao:

Tabela 23 — Andlise das competéncias que estdo em defasagens

Questdo 138 Questao 175 Questao 151 Questdo 166 Questdo 171
(ENEM 2017) | (ENEM 2009) | (ENEM 2009) | (ENEM 2012) | (ENEM 2013)

Representacao X X X
e comunicagao
Investigacao X X X X
e compreencao
Contextualizacdo X X X X X

sociocultural

Percebemos, de uma maneira geral, que para aqueles alunos que erraram a questao
ha uma defasagem de todas as competéncias elencadas e, quanto as habilidades, a defasagem
maior estd nas habilidades H19 e H22, que estavam presentes nas questdoes em que os
alunos mais tiveram dificuldades.

J& percebemos que os erros indicam dificuldades na aprendizagem, mas para Chott

(et al., 2014) “sua ocorréncia nao deve ser apenas apontada ou penalizada; é preciso
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utiliza-los para promover a aprendizagem, a partir de estudos e pesquisas e da elaboragao
de estratégias de ensino baseadas nas dificuldades detectadas.”

Cury (2007, p. 49) apresenta classificagoes para erros com o propésito de desenvolver
estratégias a fim de auxiliar os alunos a suprir suas deficiéncias e dificuldades. As

classificacoes sao distribuidas em classes, conforme segue:

e Classe A: essa categoria contempla as resolugoes corretas.

e (Classe B: caracteriza os exercicios de alunos que desenvolvem grande parte do
raciocinio que é esperado para uma determinada questao, mas ao final respondem
de forma nao satisfatoria, pelo fato de nao compreenderem o raciocinio que estao

desenvolvendo.

e (Classe C: corresponde aos exercicios de alunos que cometem “erros coerentes”, sao
erros de alunos que, quando nao entendem o processo que deve ser realizado, partem
das informacoes que possuem para deduzir o que deveria ser feito no exercicio em

questao.

e (Classe D: engloba as questoes de alunos que erraram por nao entenderem o contetdo

que esta sendo abordado.

e Classe E: caracteriza-se pelos erros originados pela falta de atencao ou dificuldade

em conteidos anteriores ao que esta sendo trabalhado.

Com base nas andlises das habilidade e da classificacao quanto aos erros, é possivel
verificar com maior énfase quais as maiores dificuldades dos alunos e quais os erros mais
comuns (o porqué daqueles erros) - se é o fato de nao saber o contetido ou apenas de
nao ter conseguido desenvolver o raciocinio - e com isso podemos buscar meios a fim de
ajudar a compreendé-los, seja através de software, de jogos, ou até mesmo outros meios

diversificados.
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5 Consideracoes Finais

Esta pesquisa teve como objetivo subsidiar os docentes nas atividades de matema-
tica relacionadas aos conteiidos de matrizes e sistemas lineares, nas questoes das provas
do ENEM de 2009 a 2017, tendo em vista as habilidades e competéncias estabelecidas
pela Matriz de Referéncia do ENEM.

Propomos responder a seguinte questao: como as competéncias e habilidades discri-
minadas nos documentos citados, referentes aos contetidos de matrizes e sistemas lineares,
podem ser trabalhadas pelo docente da disciplina de matemaéatica de modo a auxiliar seus
alunos na hora de prestar o Enem?

Para isso, foi realizado levantamento bibliografico e analise documental e de con-
tetdo, a fim de caracterizar o estudo de matrizes e sistemas lineares no ambito escolar. Foi
possivel destacar a importancia e a necessidade de que o trabalho com esse contetdo seja
bem planejado, buscando outros meios de ensino que auxiliem na busca das competéncias
e habilidades requeridas pelos PCNEM, a fim de se alcancar sucesso no exame.

A fim de conhecer as competéncias e habilidades esperadas dos alunos e que pre-
cisam ser consideradas pelos docentes no planejamento e execucao de suas atividades,
procedemos com um estudo dos PCNEM, dos PCN+ Ensino Médio e da Matriz de Referén-
cia do ENEM. Como resultado foram expostas as competéncias e habilidades relacionadas
ao estudo de matrizes e sistemas lineares.

Apés apresentar todas as defini¢des, conceitos, operacoes e métodos de resolugao
sobre matrizes e sistemas lineares, foram levadas para a sala de aula algumas questoes
do ENEM para alunos da 2* série e 3* série do ensino médio. A partir da aplicacao
desta atividade foram feitas algumas analises de cada questao, buscando as habilidades e
competéncias presentes em cada uma delas e identificando se os alunos dominam essas
habilidades.

Pudemos perceber também que dentre todas as habilidades sobre matrizes e siste-
mas lineares, as que aparecem frequentemente nas questoes do ENEM sao as habilidades
H21 (Resolver situacgao problema cuja modelagem envolva conhecimentos algébricos) e
H22 (Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso para a construgao de
argumentagao), as quais, consequentemente, devem ser bastante trabalhadas e devido a
um maior indice de erros na habilidade H19 (Identificar representacoes algébricas que
expressem a relagao entre grandezas) e H22 (Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos
como recurso para a construcao de argumentagao) se faz necessario também uma maior
énfase nessas habilidades, utilizando diferentes metodologias, como tecnologias, jogos,
aplicacoes, etc.

Vemos também na apresentacao e resolucao das questoes do ENEM, que além dos
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contetidos de matrizes e sistemas lineares abordados durante a atividade, podem haver
também outros contetidos envolvidos nas questdes como por exemplo: fragoes, média, etc.,
0s quais nao menos importantes, que devem ser trabalhados diariamente em sala de aula
para um melhor desempenho dos alunos no ENEM.

A etapa desta pesquisa que consistiu na selecao e resolucao de questoes do ENEM,
apresentou como resultado a possibilidade de os docentes terem a disposicao o conheci-
mento de quais competéncias e habilidades estao sendo trabalhadas, bem como alguns
possiveis erros e discussoes dos mesmos para que no planejamento e preparacao das aulas
sobre matrizes e sistemas lineares ja se tenha um horizonte norteador sobre os diversos
processos de ensino que podem ser utilizados, observando qual se adapta melhor ao perfil
da turma, procurando tornar o processo de aprendizagem mais significativo.

Convém ressaltar que as questoes aqui resolvidas e apresentadas, representam
apenas um ponto de partida para os docentes na busca pela inser¢ao dessa metodologia no
contexto da sala de aula, servindo como uma referéncia de metodologia a ser trabalhada.
Cada docente deve analisar seu ambiemte e o perfil de seus alunos, a fim de buscar
situagoes problemas adequadas, bem como outras formas de utiliza-las no planejamento e
desenvolvimento de suas atividades.

Enfim, como resposta a questao proposta para esta pesquisa, é possivel afirmar
que a metodologia apresentada pode servir de auxilio ao trabalho do docente, de modo a
proporcionar aos alunos o desenvolvimento das competéncias e habilidades deles esperadas,
bem como garantir que esse processo ocorra de modo eficaz, oferecendo também algumas
ideias e propostas de trabalhos referenciados para o ensino deste contetdo.

Como proposta para futuras pesquisas esta a analise de recursos computacionais e
jogos para o ensino aprendizagem do contetido de matrizes e sistemas lineares, e, através de
realizacao de pesquisa de campo, mensurar as contribuigoes oferecidas ao desenvolvimento
do trabalho docente junto aos alunos, bem como prever novas formas de abordagem dessa

metodologia nas aulas de Matematica.
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ANEXO A - Matriz de Referéncia de
Matematica e suas Tecnologias do ENEM

Matriz de Referéncia de Matematica e suas Tecnologias

Competéncia de area 1 - Construir significados para os nimeros naturais, inteiros,

racionais e reais.

H1 - Reconhecer, no contexto social, diferentes significados e representagdes dos nimeros
e operagdes - naturais, inteiros, racionais ou reais.

H2 - Identificar padroes numéricos ou principios de contagem.

H3 - Resolver situagdo-problema envolvendo conhecimentos numéricos.

H4 - Avaliar a razoabilidade de um resultado numérico na constru¢ao de argumentos sobre
afirmagdes quantitativas.

H5 - Avaliar propostas de intervengao na realidade utilizando conhecimentos numéricos.

Competéncia de area 2 - Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a leitura e
a representacao da realidade e agir sobre ela.

H6 - Interpretar a localizagdo e a movimentacdo de pessoas/objetos no espago
tridimensional e sua representagao no espaco bidimensional.

H7 - Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais.

H8 - Resolver situacao-problema que envolva conhecimentos geométricos de espago e
forma.

H9 - Utilizar conhecimentos geométricos de espago e forma na selegdo de argumentos
propostos como solugao de problemas do cotidiano.

Competéncia de area 3 - Construir nocoes de grandezas e medidas para a
compreensao da realidade e a solugao de problemas do cotidiano.

H10 - Identificar relagdes entre grandezas e unidades de medida.

H11 - Utilizar a nogao de escalas na leitura de representagao de situagao do cotidiano.

H12 - Resolver situagdo-problema que envolva medidas de grandezas.

H13 - Avaliar o resultado de uma medigédo na construgcdo de um argumento consistente.
H14 - Avaliar proposta de intervengao na realidade utilizando conhecimentos geométricos

relacionados a grandezas e medidas.
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Competéncia de area 4 - Construir nocoes de variacdo de grandezas para a
compreensao da realidade e a solucao de problemas do cotidiano.

H15 - Identificar a relagdo de dependéncia entre grandezas.

H16 - Resolver situacdo-problema envolvendo a variacdo de grandezas, direta ou
inversamente proporcionais.

H17 - Analisar informagdes envolvendo a variagdo de grandezas como recurso para a
construgdo de argumentacgéo.

H18 - Avaliar propostas de intervengéo na realidade envolvendo variagao de grandezas.

Competéncia de area 5 - Modelar e resolver problemas que envolvem variaveis

socioecon6émicas ou técnico-cientificas, usando representacoes algébricas.

H19 - Identificar representagdes algébricas que expressem a relagédo entre grandezas.

H20 - Interpretar grafico cartesiano que represente relagdes entre grandezas.

H21 - Resolver situagdo-problema cuja modelagem envolva conhecimentos algébricos.
H22 - Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso para a construgdo de
argumentagéo.

H23 - Avaliar propostas de intervencéo na realidade utilizando conhecimentos algébricos.

Competéncia de area 6 - Interpretar informagoes de natureza cientifica e social
obtidas da leitura de graficos e tabelas, realizando previsio de tendéncia,
extrapolagao, interpolagao e interpretacao.

H24 - Utilizar informag6es expressas em gréaficos ou tabelas para fazer inferéncias.
H25 - Resolver problema com dados apresentados em tabelas ou graficos.
H26 - Analisar informagbes expressas em graficos ou tabelas como recurso para a

construgdo de argumentos.
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Competéncia de area 7 - Compreender o carater aleatorio e nao-deterministico dos
fenomenos naturais e sociais e utilizar instrumentos adequados para medidas,
determinacao de amostras e calculos de probabilidade para interpretar informacoes
de variaveis apresentadas em uma distribuicao estatistica.

H27 - Calcular medidas de tendéncia central ou de dispersdo de um conjunto de dados
expressos em uma tabela de freqiiéncias de dados agrupados (ndo em classes) ou em
gréficos.

H28 - Resolver situagao-problema que envolva conhecimentos de estatistica e
probabilidade.

H29 - Utilizar conhecimentos de estatistica e probabilidade como recurso para a
construcdo de argumentacao.

H30 - Avaliar propostas de intervencao na realidade utilizando conhecimentos de
estatistica e probabilidade.

Fonte: BRASIL, 2009, p. 5-7.
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Matematica - PCN-+ Ensino Médio

Representacdo e comunicacao

Na area Em Matematica

Simholos, cddigos e nomenclaturas de ciéncia e tecnologia

Reconhecer e utilizar » Reconhecer e utilizar simbolos, cddigos e
adequadamente, na nomenclaturas da linguagem matematica; por exemplo,
forma oral e escrita, ao ler embalagens de produtos, manuais técnicos,
simbolos, cddigos e textos de jornais ou outras comunicagoes,
nomenclatura da compreender o significado de dados apresentados por
linguagem cientifica. meio de porcentagens, escritas numeéricas, poténcias

de dez, variaveis em férmulas.

» |dentificar, transformar e traduzir adequadamente
valores e unidades bésicas apresentados sob diferentes
formas como decimais em fracGes ou poténcias de dez,
litros em metros clbicos, quilémetros em metros,
angulos em graus e radianos.

Articulacdo dos simhbolos e cddigos de ciéncia e tecnologia

Ler, articular e - Ler e interpretar dados ou informagdes apresentados em
interpretar simbolos e diferentes linguagens e representagdes, como tabelas,
codigos em gréficos, esquemas, diagramas, arvores de possibilidades,
diferentes linguagens formulas, equages ou representagées geométricas.

e representacdes: » Traduzir uma situagdo dada em determinada linguagem
sentencas, equagoes, para outra; por exemplo, transformar situagdes dadas em
esquemas, linguagem discursiva em esquemas, tabelas, graficos,
diagramas, tabelas, desenhos, formulas ou equacdes matematicas e vice-versa,
graficos e assim como transformar as linguagens mais especificas
representacoes umas nas outras, como tabelas em graficos ou equagdes.
geometricas. « Selecionar diferentes formas para representar um dado

ou conjunto de dados e informacdes, reconhecendo as
vantagens e limites de cada uma delas; por exemplo,
escolher entre uma equagdo, uma tabela ou um grafico
para representar uma dada variagao ao longo do
tempo, como a distribuigdo do consumo de energia
elétrica em uma residéncia ou a classificacdo de
equipes em um campeonato esportivo.

Andlise e interpretacao de textos e outras comunicacdes de ciéncia e tecnologia

« Ler e interpretar diferentes tipos de textos com
informag0es apresentadas em linguagem matematica,
desde livros didaticos até artigos de conteddo

Consultar, analisar e econdmico, social ou cultural, manuais técnicos,
interpretar textos e contratos comerciais, folhetos com propostas de
comunicagdes de vendas ou com plantas de iméveis, indicagdes em
ciéncia e tecnologia bulas de medicamentos, artigos de jornais e revistas.
veiculados em » Acompanhar e analisar 0s noticiarios e artigos relativos
diferentes meios. a ciéncia em diferentes meios de comunicagdo, como

jornais, revistas e televisdo, identificando o tema em
guestdo e interpretando, com objetividade, seus
significados e implicagdes para, dessa forma, ter
independéncia para adquirir informagdes e estar a par
do que se passa no mundo em que vive.

Elahoracédo de comunicacdes

Elaborar « Expressar-se com clareza, utilizando a linguagem
comunicagdes orais matematica, elaborando textos, desenhos, graficos,
ou escritas para tabelas, equagdes, expressoes e escritas numéricas —
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relatar, analisar e
sistematizar eventos,
fenémenos,
experimentos,
questdes, entrevistas,
visitas,
correspondéncias.

para comunicar-se via internet, jornais ou outros
meios, enviando ou solicitando informagdes,
apresentando idéias, solucionando problemas.

* Produzir textos analiticos para discutir, sintetizar e
sistematizar formas de pensar, fazendo uso, sempre que
necessario, da linguagem matematica. Redigir resumos,
justificar raciocinios, propor situagdes-problema,
sistematizar as idéias principais sobre dado tema
matematico com exemplos e comentarios préprios.

» Expressar-se da forma oral para comunicar idéias,
aprendizagens e dificuldades de compreensdo; por
exemplo, explicando a solugdo dada a um problema,
expondo duavidas sobre um contelido ou procedimento,
propondo e debatendo questoes de interesse.

Discussédo e argumentacédo de temas de interesse de ciéncia e tecnolagia

posicionar-se
criticamente em
relacdo a temas de
ciéncia e tecnologia.

Analisar, argumentar e

» Compreender e emitir juizos préprios sobre informacdes
relativas a ciéncia e tecnologia, de forma analitica e critica,
posicionando-se com argumentagdo clara e consistente
sempre que necessario, identificar corretamente o dmbito
da questao e buscar fontes onde possa obter novas
informacdes e conhecimentos. Por exemplo, ser capaz de
analisar e julgar calculos efetuados sobre dados
econdmicos ou sociais, propagandas de vendas a prazo,
probabilidades de receber determinado prémio em
sorteios ou loterias, ou ainda apresentadas em um dado
problema ou diferentes sinteses e conclusdes extraidas a
partir de um mesmo texto ou conjunto de informagoes.

Investigacdo e compreenséo

Na area

Em Matematica

Estratégias para enfrentamento de situacdes-problema

Identificar em
dada situagdo-
problema as
informacdes ou
variaveis
relevantes e
elaborar
possiveis
estratégias para
resolvé-la.

« |dentificar os dados relevantes em uma dada situagdo-
problema para buscar possiveis resolugdes; por exemplo, em
situagdes com uma diversidade de dados apresentados por
meio de tabelas, gréaficos, especificagdes técnicas, reconhecer
as informac0es relevantes para uma dada questdo que se
busca resolver.

« |dentificar as relagdes envolvidas e elaborar possiveis
estratégias para enfrentar uma dada situagdo-problema; por
exemplo, para obter uma dada disténcia, saber optar por
medi-la diretamente, utilizar uma planta em escala, usar
semelhanga de figuras, fazer uso de propriedades
trigonometricas ou utilizar um sistema de eixos cartesianos e
abordar o problema através da geometria analitica.

* Frente a uma situacdo ou problema, reconhecer a sua
natureza e situar o objeto de estudo dentro dos diferentes
campos da Matematica, ou seja, decidir-se pela utilizagdo das
formas algébrica, numérica, geométrica, combinatdria ou
estatistica. Por exemplo, para calcular distdncias ou efetuar
medicdes em solidos, utilizar conceitos e procedimentos de
geometria e medidas, enquanto para analisar a relagao entre
espaco e tempo no movimento de um objeto, optar pelo
recurso algébrico das fungdes e suas representacdes graficas.
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Interacdes, relacdes e funcdes; invariantes e transformacdes

|dentificar
fendmenos
naturais ou
grandezas em
dado dominio
do
conhecimento
cientifico,
estabelecer
relagoes,
identificar
regularidades,
invariantes e
transformacoes.

« |dentificar regularidades em situagfes semelhantes para
estabelecer regras, algoritmos e propriedades; por exemplo,
perceber que todas as fungdes do segundo grau possuem o
mesmo tipo de grafico, o que implica propriedades de sinal,
crescimento e decrescimento. Da mesma forma, ao
identificar a regularidade de que é constante a soma dos
termos eqiiidistantes de uma progressao aritmética finita,
estender essa propriedade a toda situacdo envolvendo
progressdes aritméticas e dai deduzir a soma de seus
termos.

« Reconhecer a existéncia de invariantes ou identidades que
impdem as condi¢des a serem utilizadas para analisar e
resolver situagdes-problema; por exemplo, estabelecer
identidades ou relagdes como aquelas existentes entre o
comprimento da circunferéncia e seu didmetro, os volumes
de um cilindro e de um cone que tenham a mesma base e a
mesma altura, a relagao entre catetos e hipotenusa em
qualquer triangulo retdngulo; ou ainda a identidade
fundamental da trigonometria.

« |dentificar transformagoes entre grandezas ou figuras para
relacionar variaveis e dados, fazer quantificagdes, previsoes
e identificar desvios. As ampliagdes e reducdes de figuras
sdo exemplos que devem ser entendidos como
transformagdes de uma situagdo inicial em outra final.

 Perceber as relagdes e identidades entre diferentes formas
de representacao de um dado objeto, como as relagGes entre
representacdes planas nos desenhos, mapas e telas de
computador com os objetos que Ihes deram origem.

» Reconhecer a conservagdo contida em toda igualdade,
congruéncia ou equivaléncia para calcular, resolver ou
provar novos fatos. Por exemplo, ao resolver uma equacao
ou um sistema linear, compreender que as operagdes
realizadas a cada etapa transformam a situacdo inicial em
outra que Ihe é equivalente, com as mesmas solugdes.

Medidas, guantificacdes, grandezas e escalas

Selecionar e
utilizar
instrumentos de
medicdo e de
calculo,
representar
dados e utilizar
escalas, fazer
estimativas,
elaborar
hipoteses e
interpretar
resultados.

« |dentificar e fazer uso de diferentes formas e instrumentos
apropriados para efetuar medidas ou célculos; por exemplo,
discriminar o melhor instrumento para medir, comparar ou
calcular comprimentos e distancias, angulos, volumes
ocupados por liquidos, em dada situagao especifica. Usar
adequadamente réguas, esquadros, transferidores,
compassos, calculadoras e outros instrumentos ou
aparelhos.
Identificar diferentes formas de quantificar dados numéricos
para decidir se a resolugdo de um problema requer célculo
exato, aproximado, probabilistico ou andlise de médias. Por
exemplo, de acordo com uma dada situagdo, escolher
nimero de algarismos apropriado ou fazer aproximagoes
adequadas, optar pelo uso de fracdo, porcentagem,
poténcias de dez; escolher melhor unidade para representar
uma grandeza.
Fazer previsdes e estimativas de ordens de grandeza, de
quantidades ou intervalos esperados para os resultados de
calculos ou medigbes e, com isso, saber avaliar erros ou
imprecisdes nos dados obtidos na solugdo de uma dada
situacao-problema.
« Compreender a necessidade e fazer uso apropriado de
escalas; por exemplo, na construgdo de graficos ou em
representacdes de plantas e mapas.
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Modelos explicativos e representativos

Reconhecer, utilizar,
interpretar e propor
modelos para
situagoes-problema,
fendmenos ou
sistemas naturais ou
tecnolégicos.

e nterpretar, fazer uso e elaborar modelos e
representagdes matematicas para analisar situagdes;
por exemplo, utilizar fungdes ou graficos para modelar
situagdes envolvendo célculos de lucro maximo ou
prejuizo minimo; utilizar ferramentas da estatistica e
probabilidade para compreender e avaliar as inteng@es
de votos em uma campanha eleitoral ou, ainda, optar
entre modelos algébricos ou geométricos para obter
determinadas medigdes de solidos.

Relacdes entre conhe

cimentos disciplinares, interdisciplinares e interareas

Articular, integrar e
sistematizar
fendmenos e teorias
dentro de uma ciéncia,
entre as varias
ciéncias e dreas do
conhecimento.

« Construir uma visao sistematizada das diferentes
linguagens e campos de estudo da Matematica,
estabelecendo conexdes entre seus diferentes temas e
contetdos, para fazer uso do conhecimento de forma
integrada e articulada.

* Compreender a Matemdatica como ciéncia autdnoma,
que investiga relagdes, formas e eventos e desenvolve
maneiras proprias de descrever e interpretar o mundo.
A forma logica dedutiva que a Geometria utiliza para
interpretar as formas geométricas e deduzir
propriedades dessas formas é um exemplo de como a
Matematica I e interpreta 0 mundo & nossa volta.

e Adquirir uma compreensdo do mundo da qual a
Matematica é parte integrante, através dos problemas que
ela consegue resolver e dos fendmenos que podem ser
descritos por meio de seus modelos e representagoes.

* Reconhecer relagdes entre a Matematica e outras areas
do conhecimento, percebendo sua presenca nos mais
variados campos de estudo e da vida humana, seja nas
demais ciéncias, como a Fisica, Quimica e Biologia,
seja nas ciéncias humanas e sociais, como a Geografia
ou a Economia, ou ainda nos mais diversos setores da
sociedade, como na agricultura, na satde, nos
transportes € na moradia.

Contextualizacao sacio-cultural

Na area

Em Matematica

Ciéncia e tecnologia na histdria

Compreender o
conhecimento
cientifico e 0
tecnoldgico como
resultados de uma
construgdo humana,
inseridos em um
processo histérico e
social.

» Compreender a construgdo do conhecimento
matematico como um processo histérico, em estreita
relagdo com as condicdes sociais, politicas e
econdmicas de uma determinada época, de modo a
permitir a aquisicdo de uma visdo critica da ciéncia em
constante construgdo, sem dogmatismos ou certezas
definitivas. Por exemplo, 0 uso da geometria classica ou
da analitica para resolver um mesmo problema pode
mostrar duas formas distintas de pensar e representar
realidades comparaveis em momentos histéricos
diferentes.

« Compreender o desenvolvimento histérico da
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tecnologia associada a campos diversos da Matematica,
reconhecendo sua presenca e implicagdes no mundo
cotidiano, nas relagdes sociais de cada época, nas
transformacoes e na criagdo de novas necessidades,
nas condigoes de vida. Por exemplo, ao se perceber a
origem do uso dos logaritmos ou das razdes
trigonométricas como resultado do avango tecnoldgico
do periodo das grandes navegagdes do século 16,
pode-se conceber a Matematica como instrumento para
a solugdo de problemas praticos e que se desenvolve
para muito além deles, ganhando a dimensdo de idéias
gerais para novas aplicagGes fora do contexto que deu
origem a elas.

* Perceber o papel desempenhado pelo conhecimento
matematico no desenvolvimento da tecnologia e a
complexa relagdo entre ciéncia e tecnologia ao longo da
historia. A exigéncia de rapidez e complexidade dos
calculos fez com que a Matematica se desenvolvesse e,
por outro lado, as pesquisas e avangos tedricos da
Matematica e demais ciéncias permitiram o
aperfeicoamento de maquinas como o computadar, que
vém tornando os calculos cada vez mais rapidos.

Ciéncia e tecnologia na cultura contemporénea

Compreender a ciéncia
e a tecnologia como
partes integrantes da
cultura humana
contemporanea.

« Compreender a Matematica como parte integrante da
cultura contemporanea, sendo capaz de identificar sua
presenga nas manifestagOes artisticas ou literarias,
teatrais ou musicais, nas construgdes arquiteténicas ou
na publicidade.

« Perceber a dimensdo da Matematica e da ciéncia em
espacos especificos de difusdo e mostras culturais,
como museus cientificos ou tecnoldgicos, planetérios,
exposicoes.

« Compreender formas pelas quais a Matematica influencia
nossa interpretagdo do mundo atual, condicionando
formas de pensar e interagir. Por exemplo, comparando
os calculos feitos pelas maquinas com aqueles feitos
“com lapis e papel”, e identificando a fungao,
especificidades e valores de cada um desses meios na
construgdo do conhecimento.

Ciéncia e tecnalogia na atualidade

Reconhecer e avaliar o
desenvolvimento
tecnoldgico
contemporéneo, suas
relagdes com as
ciéncias, seu papel na
vida humana, sua
presenca no mundo
cotidiano e seus
impactos na vida
social.

* Acompanhar criticamente o desenvolvimento tecnoldgico
contemporaneo, tomando contato com 0s avangos das
novas tecnologias nas diferentes dreas do conhecimento
para se posicionar frente as questdes de nossa
atualidade. Utilizar o conhecimento mateméatico como
apoio para compreender e julgar as aplicagdes
tecnoldgicas dos diferentes campos cientificos. Por
exemplo, o0 uso de satélites e radares nos rastreamentos
e localizagOes, ou dos diferentes tipos de transmissdo e
deteccdo de informacgdes, as formas de manipulagdo
genética ou de obtencdo e utilizagao de recursos
naturais.

Ciéncia e tecnologia, ética e cidadania

Reconhecer e avaliar o
carater ético do
conhecimento cientifico
e tecnolégico e utilizar

« Compreender a responsabilidade social associada a
aquisicdo e uso do conhecimento matematico, sentindo-
se mobilizado para diferentes agdes, seja em defesa de
seus direitos como consumidor, dos espagos e
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esse conhecimento no
exercicio da cidadania.

equipamentos coletivos ou da qualidade de vida.

» Conhecer recursos, instrumentos e procedimentos
econdmicos e sociais para posicionar-se, argumentar e
julgar sobre questoes de interesse da comunidade, como
problemas de abastecimento, educagdo, salde e lazer,
percebendo que podem ser muitas vezes quantificados e
descritos através do instrumental da Matematica e dos
procedimentos da ciéncia.

* Promover situagdes que contribuam para a melhoria das
condig@es de vida da cidade onde vive ou da
preservacdo responsavel do ambiente. Utilizar as
ferramentas matematicas para analisar situagOes de seu
entorno real e propor solugdes, por exemplo, analisando
as dificuldades de transporte coletivo em seu bairro por
meio de levantamento estatistico, manuais técnicos de
aparelhos e equipamentos, ou a melhor forma de plantio
de lavoura para subsisténcia de uma comunidade.

Fonte: Brasil, 2002, p. 114-119.
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