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Educar não é transferir
conhecimento mas criar as
possibilidades para a sua própria
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Resumo
Essa pesquisa tem por objetivo subsidiar os docentes nas atividades de matemática
relacionadas aos conteúdos de matrizes e sistemas lineares, tendo em vista as habilidades
e competências estabelecidas pela Matriz de Referência do Exame Nacional do Ensino
Médio (ENEM). Para isso, foram realizadas pesquisas bibliográficas e análises documentais
com o intuito de caracterizar o estudo de matrizes e sistemas lineares no âmbito escolar,
considerando tais competências e habilidades. Em seguida foram selecionadas algumas
questões que compuseram o ENEM no período de 2009 a 2017 para aplicação da atividade
com 1 turma da 2a série e 1 turma da 3a série do ensino médio, de uma escola do campo no
município de São Miguel do Iguaçu - Paraná. Este processo foi categorizado em um estudo
de caso, abrangendo a competência de área 5 da Matriz de Referência do ENEM, “Modelar
e resolver problemas que envolvem variáveis socioeconômicas ou técnico científicas, usando
representações algébricas”. A partir da aplicação dessa atividade foram feitas as análises
das diferentes estratégias de resolução e os tipos de erros envolvidos, buscando oferecer
um suporte didático ao trabalho do docente no sentido de desenvolver nos alunos as
competências e habilidades requeridas.

Palavras-chave: Matrizes, sistemas lineares, competências, habilidades.



Abstract
This research aims to subsidize mathematics educators towards matrices and linear systems,
given the competences and abilities established by the Reference Matrix of The National
Exam of High School (ENEM). For those purposes, bibliographical studies and documentary
analyzes were carried out with the goal of characterizing the study of matrices and linear
systems within the school environment attending to compentences and abilities. Next,
some questions featured in ENEM from 2009 to 2017 were selected to be resolved by
one class taking the 2nd grade and one taking the 3rd year of a rural high school in the
municipality of São Miguel do Iguaçu – Paraná. This process was categorized as a study
of case, reaching the competence of area 5 from the ENEM’s Reference Matrix, “Modeling
and solving problems that involve socioeconomic or scientific variables, using algebraic
representations”. From the application of this activity analyzes were made on the different
strategies to resolving the kinds of mistakes involved, seeking to offer didactic support
to the work of the teacher in the sense of developing in students the skills and abilities
required.

Keywords: Matrices, linear systems, competences, abilities.
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Introdução

O presente trabalho abrangerá sobre o tema: Matrizes e sistemas lineares nas
questões de matemática do ENEM: análise de competências e habilidades.

A escolha desse tema foi motivada pela importância atual da concepção do ENEM
e por ser um exame de grande impacto e interesse na sociedade brasileira. Buscamos com
esse trabalho, oferecer uma base que norteia o ensino de matrizes e sistemas lineares aos
docentes de matemática.

A importância do estudo das matrizes e dos sistemas lineares está na utilização
da resolução de diversos problemas. Esses problemas vão desde os mais simples métodos
de resolução até os mais abrangentes, envolvendo um grande número de variáveis e
necessitando de métodos mais elaborados de resolução.

Para Panciera e Ferreira (2007),

Os conteúdos de matrizes podem ser utilizados nas mais diversas situações
reais e constitui-se em tabelas que designam com clareza certas situações,
representando um grupo ordenado de números que se apresentam em
linhas e colunas. As matrizes ordenam e simplificam os problemas, con-
tribuindo para a resolução de vários tipos de questões, sendo utilizadas
na Estatística, na Física Atômica, na Engenharia, na Administração, na
Economia, enfim, na Matemática Pura e Aplicada. Os sistemas lineares
aparecem também em aplicações de diversas áreas, como Administra-
ção, Economia, Sociologia, Ecologia, Demografia, Genética, Eletrônica,
Engenharia e Física. As situações problemas propostas envolvem perca
de peso em um programa de dieta e com exercícios pré-estabelecidos,
determinando as calorias que se vai queimar e, também, o controle do
fluxo de veículos nas ruas de mão única no horário de rush no centro de
uma cidade (PANCIERA; FERREIRA, 2007, p. 1).

Uma metodologia bastante enriquecedora no ensino do conteúdo de matrizes e
sistemas linear é o uso de recursos computacionais, como por exemplo: Maxima, Winplot
e Geogebra devido a sua praticidade e facilidade. Ferreira (2013) apresenta algumas breves
explicações sobre cada um dos recursos:

O Maxima é um programa que realiza de cálculos matemáticos, nu-
méricos e simbólicos, manipula expressões algébricas, deriva e integra
funções e monta diversos tipos de gráfico. Além de outros procedimentos
disponíveis, possui uma ferramenta para resolução de sistemas lineares e
outra de representação de objetos no espaço tridimensional (FERREIRA,
2013, p. 60).

O Winplot “é um software para plotar gráficos de uma ou duas variáveis utilizando
o Windows” (FERREIRA, 2013, p. 60).

Ferreira (2013) ainda destaca o Geogebra:

um software de geometria dinâmica com duas janelas simultâneas, uma
para a parte algébrica e outra para as construções geométricas, podendo
representar graficamente equações de duas variáveis. Realiza também
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construções com característica de construção com régua e compasso
(FERREIRA, 2013, p. 60).

Outra metodologia interessante para o ensino de matrizes e sistemas lineares é
a utilização de jogos, pois, como afirma Gomes e Macedo (2015, p.1), “Esta proposta
didática propõe um método de ensino do conteúdo de Matrizes de forma mais dinâmica,
onde o aluno poderá testar seus conhecimentos e construir sua própria atividade brincando,
de forma que haja possibilidade do aluno aprender interagindo com os colegas”.

Alguns trabalhos que também podem ser encontrados na literatura envolvem a
apresentação e utilização de exemplos contextualizados que envolvem toda a modelagem
do problema e sua resolução por meio de matrizes e/ou sistemas lineares, como é o caso de
Levorato (2017, p. 9) que relata da necessidade de apresentação dos conceitos de matrizes
e sistemas lineares de forma mais simples daquela apresentada nos livros didáticos. Em
seu trabalho, o autor faz um estudo sobre tópicos da Álgebra Linear, como Matrizes,
Determinantes, Sistemas Lineares e mostrar a interdisciplinaridade e algumas aplicações
de tais tópicos.

De acordo com Paraná (2008), matrizes e sistemas lineares são conteúdos que
se desdobram do ensino médio do conteúdo estruturante “Números e Álgebra”. Ainda
sobre Paraná (2008), no ensino médio, o estudo dos números deve ser aprofundado para
ampliar o conhecimento e domínio desses conteúdos, para que o aluno tenha condições de
conceituar e interpretar matrizes e suas operações, além de conhecer e dominar o conceito
e as soluções de problemas que se realizam por meio de determinantes.

A realização deste trabalho se configura no aprofundamento do tema, garantindo
um estudo mais aprimorado voltado principalmente na resolução de questões do ENEM.
Desejamos investigar os conceitos sobre matrizes e sistemas lineares procurando algumas
ferramentas que dão suporte a esse estudo. Pretendemos também com este trabalho
ampliar as sugestões de atividades, recursos, e enfoques das matrizes e dos sistemas
lineares no ensino médio, aprofundando assim, a visão dos alunos na hora de realizar o
ENEM.

Para isso, foi feito o levantamento da Matriz de Referência do ENEM, abordando
suas competências e habilidades, com enfoque nos conteúdos de matrizes e sistemas lineares,
para assim, entender melhor os objetivos das mesmas e a direção que devemos tomar para
trabalhar com os alunos do ensino médio.

Nesse trabalho será abordado uma metodologia de estudo de caso, que segundo
Ponte (2006),

Um estudo de caso visa conhecer uma entidade bem definida como
uma pessoa, uma instituição, um curso, uma disciplina, um sistema
educativo, uma política ou qualquer outra unidade social. O seu objetivo
é compreender em profundidade o “como” e os “porquês” dessa entidade,
evidenciando a sua identidade e características próprias, nomeadamente
nos aspectos que interessam ao pesquisador (PONTE, 2006, p. 2).

Nesta perspectiva, o estudo de caso favorecerá para conseguir atingir o objetivo
geral do presente trabalho.

Buscamos nesse trabalho responder à seguinte questão: como as competências e
habilidades discriminadas na Matriz de Referência do ENEM, referentes aos conteúdos
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de matrizes e sistemas lineares, podem ser trabalhadas pelo docente da disciplina de
matemática de modo à auxiliar seus alunos na hora de realizar o ENEM?

Para responder a essa questão, foi escolhido como objetivo geral dessa pesquisa:

Objetivo Geral

• Subsidiar os docentes nas atividades de matemática relacionadas aos conteúdos de
matrizes e sistemas lineares, nas questões das provas do ENEM de 2009 a 2017, tendo
em vista as habilidades e competências estabelecidas pela Matriz de Referência do
ENEM.

Esse objetivo geral foi desdobrado nos seguintes objetivos específicos.

Objetivos específicos

• Identificar a competência de área e as habilidades avaliadas sobre matrizes e sistemas
lineares da área de conhecimento de Matemática e suas Tecnologias das provas do
ENEM.

• Propor ações didáticas para orientar o alcance dessas habilidades.

• Discutir os erros e acertos dos alunos nas questões, a fim de orientar os professores
para o alcance dessas habilidades.

Como forma de auxiliar os docentes de matemática no desenvolvimento de suas
atividades, foram selecionadas e resolvidas questões que envolvem matrizes e sistemas
lineares, retiradas das provas do ENEM no período de 2009 a 2017.

As questões foram aplicadas e desenvolvidas com alunos de uma turma da 2a série
e uma turma da 3a série do ensino médio, de uma escola do campo1 no município de São
Miguel do Iguaçu - Paraná, onde foram analisadas as diferenças dos métodos de resolução
entre os alunos e os erros cometidos por eles nas resoluções.

Foi realizado levantamento bibliográfico e análise documental e de conteúdo, com
intuito de caracterizar o estudo de matrizes e sistemas lineares no contexto escolar. Foi
feito também, o estudo da Matriz de Referência do ENEM, à qual, contempla competências
e habilidades essenciais à etapa do ensino médio, norteadas pelos eixos cognitivos, classifi-
cando cada competência e habilidade trabalhada. Além disso, foram organizados esses
dados em tabelas, fazendo suas análises e as análises das resoluções das questões que foram
realizadas com as turmas da 2a e 3a série do ensino médio, verificando as competências e
1 Segundo o Decreto no 7.352, escola do campo é aquela situada em área rural (IBGE) ou em área

urbana, desde que atenda predominantemente a populações do campo.
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habilidades designadas para cada questão.
O presente trabalho foi organizado em quatro capítulos: Matrizes e sistemas line-

ares no contexto do ENEM e dos Parâmetros Curriculares do Ensino Médio (PCNEM);
Matrizes; Sistemas de equações lineares; Análise do tema matrizes e sistemas lineares em
questões do ENEM com alunos da 2a e 3a série do ensino médio, além da introdução, das
considerações finais e da apresentação das referências bibliográficas.

No primeiro capítulo, ‘Matrizes e sistemas lineares no contexto do ENEM e dos
PCNEM’, foram apresentadas algumas considerações acerca do ensino de matrizes e siste-
mas lineares no âmbito da educação escolar, ressaltando a importância e os desafios do
trabalho com esses conteúdos, bem como as dimensões e unidades temáticas que o constitui.
Também foi feita uma análise do ENEM e sua Matriz de Referência, e, no contexto do
referido documento, foi abordado a competência de área 5 da Matriz de Referência ‘Mate-
mática e suas Tecnologias’. Além disso, foram apresentadas as competências, habilidades e
temas estruturadores de matemática no contexto dos PCNEM e PCN+ Ensino Médio,
ressaltando especificamente o tema estruturador ‘Álgebra: números e funções’ (Tema 1).

No segundo e terceiro capítulos, ‘Matrizes’ e ‘Sistemas de equações lineares’, res-
pectivamente, foram apresentados os conceitos e definições sobre tais conteúdos, bem como
suas operações. Além disso, foram discutidos os métodos de resolução de sistemas lineares
com duas ou mais equações lineares.

No quarto capítulo, ‘Análise do tema matrizes e sistemas lineares em questões do
ENEM com alunos da 2a e 3a série do ensino médio’, foram selecionadas e analisadas
algumas questões que compuseram o ENEM no período de 2009 a 2017. Essas questões
abrangem a competência de área 5 - ‘Modelar e resolver problemas que envolvem variáveis
socioeconômicas ou técnico-científicas, usando representações algébricas’, da Matriz de
Referência do ENEM. Com a análise das questões, discutimos meios de resolução para
cada questão, bem como as discussões de alguns erros apresentados pelos alunos em suas
resoluções, analisando também as competências e habilidades requeridas em cada uma
delas.

Por fim, foi apresentado as considerações finais que permeiam um suporte didático
como resposta à questão norteadora do trabalho e apontam para perspectivas de estudos
futuros sobre o tema, além da apresentação das referências e anexos.
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1 Matrizes e sistemas lineares no contexto do
ENEM e dos PCNEM

A Matriz de Referência do ENEM consiste de um instrumento para orientação e
elaboração dos itens das provas do ENEM, com um formato onde são requeridos uma
maior capacidade de raciocínio e compreensão do que a de memorização.

Os PCNEM apresentam habilidades básicas e competências específicas a serem
trabalhadas e desenvolvidas pelos alunos na disciplina de matemática até o término do
ensino médio. Essas competências e habilidades são de fundamental importância, pois,
norteiam as atividades do professor.

Dentro dos conteúdos abordados pelos PCN+ Ensino Médio, Brasil (2002) traz o
estudo de matrizes e sistemas lineares, o qual, deve receber um tratamento que enfatize sua
importância cultural, ou seja, estender os conhecimentos que os alunos possuem aplicando
esse estudo à resolução de problemas simples de outras áreas do conhecimento.

Diante disso, a análise desses conteúdos é de suma importância, pois remete o
aluno à resolução de problemas simples do dia a dia e até mesmo de mais elaborados.

1.1 Matrizes e sistemas lineares no ensino médio
A disciplina de matemática, segundo Brasil (2002), está dividida em três temas

estruturadores, a serem divididos nas três séries do ensino médio. Esses temas possibilitam
o desenvolvimento das competências almejadas com relevância científica e cultural. Os
três eixos são:

1. Álgebra: números e funções.

2. Geometria e medidas.

3. Análise de dados.

Cada um desses temas estruturantes foi dividido em diversos conteúdos que o
abrangem. Dentre eles, há os conteúdos de matrizes e sistemas lineares que se inserem no
eixo: “Álgebra: números e funções”.

Brasil (2000a), remete que a presença desses conteúdos como parte da disciplina
de matemática no ensino médio é justificada pela capacidade de transcrever mensagens
matemáticas da linguagem corrente para a linguagem simbólica.

Sobre os objetivos desses conteúdos no contexto da matemática, Paraná (2008)
ressalta que:

No Ensino Médio, há necessidade de aprofundar o estudo dos números,
de modo a ampliar o conhecimento e domínio deste conteúdo para que o



Capítulo 1. Matrizes e sistemas lineares no contexto do ENEM e dos PCNEM 19

aluno:
• [...]
• conceitue e interprete matrizes e suas operações;
• conheça e domine o conceito e as soluções de problemas que se realizam
por meio de determinante;
• [...]
• identifique e resolva equações, sistemas de equações [...] (PARANÁ,
2008, p. 52).

Em suma, as atividades relacionadas ao ensino de matrizes e sistemas de equações
lineares, assim como todos os outros conteúdos do ensino médio, devem ser norteadas pelas
finalidades desse nível de ensino estabelecidas pela Lei de Diretrizes e Bases da Educação
Nacional (LDB 9394/96), nos quais se incluem a possibilidade de relacionar a teoria com a
prática, no ensino de cada disciplina (BRASIL, 1996, p. 12).

De acordo com Gomes (2017),

O ENEM se insere nesse contexto como um mecanismo que pode con-
tribuir para a qualidade do Ensino Médio. Baseia-se em uma Matriz de
Referência que compreende grandes áreas do conhecimento, dentre elas
Matemática e suas Tecnologias, que, juntamente com as competências
estabelecidas pelos PCNEM para essa área, devem ser tomadas como
base para o desenvolvimento das atividades dos professores[...] (GOMES,
2017, p. 28).

Dentre as atividades desenvolvidas no contexto do ENEM, encontramos atividades
relacionadas aos conteúdos de matrizes e sistemas lineares.

1.2 O ENEM e sua Matriz de Referência
O ENEM foi instituído através da Portaria do Ministério da Educação (MEC) no

438, de 28 de maio de 1998, com os seguintes objetivos:

I – conferir ao cidadão parâmetro para autoavaliação, com vistas à
continuidade de sua formação e à sua inserção no mercado de trabalho;
II – criar referência nacional para os egressos de qualquer das modalidades
do ensino médio;
III – fornecer subsídios às diferentes modalidades de acesso à educação
superior;
IV – constituir-se em modalidade de acesso a cursos profissionalizantes
pós-médio.
(BRASIL, 1998).

De modo geral, Brasil (2005, p. 7) apresenta como objetivo principal do ENEM:
“possibilitar uma referência para autoavaliação, a partir das competências e habilidades
que o estruturam”. De acordo com o Relatório Pedagógico do ENEM 2011-2012, trata-se
de um exame individual e de caráter voluntário, oferecido anualmente aos concluintes do
ensino médio. É estruturado por competências e habilidades, as quais são desenvolvidas e
fortalecidas com a mediação da escola.

De acordo com Brasil (2015, p. 63), o ENEM tem como referência a LDB 9.394/96,
os Parâmetros Curriculares Nacionais (PCNs), as Orientações Curriculares para o Ensino
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Médio, a Reforma do Ensino Médio, os textos que sustentam sua organização curricular
em áreas de conhecimento e, ainda, as Matrizes Curriculares de Referência para o Sistema
de Avaliação da Educação Básica (SAEB).

Durante os anos 1998-2008, o ENEM era composto por 63 (sessenta e três) questões
de múltipla escolha. Brasil (2015) destaca que:

Sem uma ligação estrita com o currículo do Ensino Médio, a intenção
do Exame residia sobre a avaliação de competências e habilidades de-
senvolvidas ao longo da escolarização básica, com ênfase na resolução
de situações-problema, e não na memorização de conteúdos escolares
específicos do nível médio (BRASIL, 2015, p. 18).

A partir de 2009, o ENEM passou a ser utilizado como um dos principais mecanismos
para a seleção de alunos para o ingresso no ensino superior. Passou a abranger as quatro
áreas do conhecimento, relacionadas aos componentes curriculares da educação básica,
visando contribuir para a democratização das oportunidades de acesso às vagas oferecidas
pelas Instituições Federais do Ensino Superior (IFES), sendo composto por quatro provas
independentes entre si, cada uma contendo 45 (quarenta e cinco) itens objetivos, totalizando
assim 180 (cento e oitenta) itens, além de um teste de escrita (redação).

O ENEM é estruturado por uma Matriz de Referência, concebido pelo MEC e pelo
Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anísio Teixeira (INEP), que indica
a associação entre os conteúdos, as competências e habilidades básicas do participante
correspondente ao término da escolaridade básica.

A Matriz de Referência do ENEM apresenta inicialmente os eixos cognitivos comuns
a todas as áreas do conhecimento, conforme mostra a tabela 1. Cada um desses cinco eixos
cognitivos que se encontram na Matriz de Referência se referem a conteúdos normalmente
veiculados no ensino básico.

Tabela 1 – Eixos cognitivos do ENEM (comuns a todas as áreas)

Dominar linguagens (DL) Dominar a norma culta da Língua Portuguesa e
fazer uso das linguagens matemática, artística e
científica e das línguas espanhola e inglesa.

Compreender fenômenos (CF) Construir e aplicar conceitos das várias áreas do
conhecimento para a compreensão de fenômenos
naturais, de processos histórico geográficos, da
produção tecnológica e das manifestações artísti-
cas.

Enfrentar situações problema (SP) Selecionar, organizar, relacionar, interpretar da-
dos e informações representados de diferentes
formas, para tomar decisões e enfrentar situaçõ-
es problemas.

(Continua)
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(Conclusão)
Construir argumentação (CA) Relacionar informações, representadas em dife-

rentes formas, e conhecimentos disponíveis em
situações concretas, para construir argumenta-
ção consistente.

Elaborar propostas (EP) Recorrer aos conhecimentos desenvolvidos na es-
cola para elaboração de propostas de interven-
ção solidária na realidade, respeitando os valores
humanos e considerando a diversidade sociocul-
tural.

Fonte: BRASIL, 2009, p. 1. Adaptado.

Ainda na Matriz de Referência do ENEM, o conhecimento é dividido em quatro
grandes áreas e cada uma compreende disciplinas que compõem o currículo escolar, con-
forme mostra a tabela 2.

Tabela 2 – Áreas de conhecimento do ENEM
Áreas do Conhecimento Componentes Curriculares
Linguagens, códigos e suas Tecnologias Língua Portuguesa, Literatura, Língua Es-

trangeira (Inglês ou Espanhol), Artes, Edu-
cação Física e Tecnologias da Informação e
Comunicação

Matemática e suas Tecnologias Matemática
Ciências da Natureza e suas Tecnologias Química, Física e Biologia
Ciências Humanas e suas Tecnologias História, Geografia, Filosofia e Sociologia
Fonte: GOMES, 2017, p. 30.

Cada uma dessa áreas é composta por um conjunto de competências e habilidades,
as quais são utilizadas como base para a elaboração das questões do ENEM. O exame
objetiva aferir se o participante, ao final do ensino médio, “demonstra domínio dos princípios
científicos e tecnológicos que embasam a produção moderna, conhecimento das formas
contemporâneas de linguagem, bem como conhecimentos de ciências humanas necessários
ao exercício da cidadania.”(BRASIL, 2015, p. 63).

Considerando que o objeto maior desse estudo se baseia na abordagem do conteúdo
de matrizes e sistemas lineares no contexto do ENEM, será analisada especificamente a
área de conhecimento ‘Matemática e suas Tecnologias’, com foco principal na competência
de área 5 ‘Modelar e resolver problemas que envolvem variáveis socioeconômicas ou técnico-
científicas, usando representações algébricas’, juntamente com as habilidades que ela
compreende.

Moretto (2010), afirma que:
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As habilidades estão associadas ao saber fazer: ação física ou mental
que indica a capacidade adquirida. Assim, identificar variáveis, compre-
ender fenômenos, relacionar informações, analisar situações problema,
sintetizar, julgar, correlacionar e manipular são exemplos de habilidades.
Já as competências são um conjunto de habilidades harmonicamente
desenvolvidas e que caracterizam por exemplo uma função/profissão
específica: ser arquiteto, médico ou professor de química (MORETTO,
2010).

Dessa forma, fica claro que possuir habilidades é saber fazer as atividades propostas
dentro dos conteúdos apresentados, e ainda, ‘as habilidades devem ser desenvolvidas na
busca das competências’, ou seja, quando se tem todas as habilidades propostas nas
atividades, fica evidente que se tem a competência da mesma, alcançando resultado
positivo.

1.3 ‘Matemática e suas Tecnologias’ na Matriz de Referência do
ENEM
A área do conhecimento ‘Matemática e suas Tecnologias’ no contexto da Matriz

de Referência do ENEM apresenta 7 (sete) competências, as quais serão apresentadas na
tabela 3.

Tabela 3 – Competências que compõem a Matriz de Referência ‘Matemática e suas Tecno-
logias’

Competência de área 1 Construir significados para os números naturais, inteiros, ra-
cionais e reais.

Competência de área 2 Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a leitura e
a representação da realidade e agir sobre ela.

Competência de área 3 Construir noções de grandezas e medidas para a compreen-
são da realidade e a solução de problemas do cotidiano.

Competência de área 4 Construir noções de variação de grandezas para a compre-
ensão da realidade e a solução de problemas do cotidiano.

Competência de área 5 Modelar e resolver problemas que envolvem variáveis socio-
econômicas ou técnico-científicas, usando representações al-
gébricas.

Competência de área 6 Interpretar informações de natureza científica e social obti-
das da leitura de gráficos e tabelas, realizando previsão de
tendência, extrapolação, interpolação e interpretação.

Competência de área 7 Compreender o caráter aleatório e não-determinístico dos
fenômenos naturais e sociais e utilizar instrumentos ade-

(Continua)
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(Conclusão)
quados para medidas, determinação de amostras e cálcu-
los de probabilidade para interpretar informações de variá-
veis apresentadas em uma distribuição estatística.

Fonte: BRASIL, 2009, p. 5-7. Adaptado.

Essas competências se referem normalmente a conteúdos do ensino básico. De
acordo com Brasil (2015, p. 64), “(...) elas estão organizadas por temas matemáticos:
números, geometria, álgebra, grandezas e medidas, modelagem, tratamento da informação
e conhecimentos de estatística e probabilidade.”

Na tabela 4 será apresentado uma descrição geral da Matriz de Referência da área
de ‘Matemática e suas Tecnologias’ abordadas no ENEM. No anexo A deste trabalho será
apresentada a tabela completa da Matriz de Referência de ‘Matemática e suas Tecnologias’
com suas respectivas habilidades.

Tabela 4 – Descrição das Competências que compõem a Matriz de Referência ‘Matemática
e suas Tecnologias’

Competência 1 Composta por cinco habilidades e se refere ao pensamento numérico
que permite relacionar situações do contexto social analisando situa-
ções da realidade. Refere-se ainda à capacidade de analisar as dife-
rentes representações numéricas.

Competência 2 É formada por quatro habilidades que permitem estudar o conheci-
mento geométrico para realizar a leitura e a representação da reali-
dade.

Competência 3 Possui cinco habilidades, as quais constroem noções de grandezas e
medidas para a compreensão de problemas do cotidiano.

Competência 4 É formada por quatro habilidades as quais permitem identificar, re-
solver, analisar e avaliar a variação de grandezas para a compreen-
são da realidade.

Competência 5 Possui cinco habilidades e trata do desenvolvimento do pensamento
algébrico/geométrico para a resolução de situações problemas.

Competência 6 Possui três habilidades, trata da interpretação de informações atra-
vés de gráficos e tabelas para a resolução de problemas.

Competência 7 Possui quatro habilidades, explora a compreensão dos fenômenos na-
turais e sociais, utilizando conhecimentos de probabilidade e estatís-
tica para a resolução de situações da realidade.

Fonte: BRASIL, 2015, p. 65. Adaptado.
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Para Gomes (2017, p. 32) “As questões de Matemática que compõem o ENEM
são baseadas na aferição dessas habilidades e buscam avaliar a qualidade do pensamento
lógico-matemático básico dos participantes.”

1.3.1 Competência de área 5 - Matriz de Referência ‘Matemática e suas
Tecnologias’

‘Modelar e resolver problemas que envolvem variáveis socioeconômicas ou técnico-
científicas, usando representações algébricas’ se refere à competência de área 5 da Matriz
de Referência ‘Matemática e suas tecnologias’, e é composta por 05 (cinco) habilidades, as
quais serão apresentadas na tabela 5.

Tabela 5 – Habilidades compreendidas na competência 5 da Matriz de Referência ‘Mate-
mática e suas Tecnologias’

H19 Identificar representações algébricas que expressem a relação entre grandezas.
H20 Interpretar gráfico cartesiano que represente relações entre grandezas.
H21 Resolver situação problema cuja modelagem envolva conhecimentos algébricos.
H22 Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso para a construção

de argumentação.
H23 Avaliar propostas de intervenção na realidade utilizando conhecimentos algébri-

cos.
BRASIL, 2009, p. 6. Adaptado.

De acordo com Brasil (2000b), essas habilidades são verificadas com bases em
questões que demandam raciocínio lógico, poder de argumentação, leitura e representação
da realidade para a resolução de situações problemas, dentre outras.

A tabela 6 apresenta a descrição de cada uma das habilidades citadas na tabela 5.

Tabela 6 – Descrição das habilidades compreendidas na competência 5 da Matriz de
Referência ‘Matemática e suas Tecnologias’

H19 Verifica-se nessa habilidade a presença da capacidade de identificação. Trata-se
de uma competência que implica tomar decisões, interpretar, representar e ilus-
trar. Verifica-se que o trabalho com situações problemas diversificados e contex-
tualizados, e a possibilidade de que o aluno possa interagir no processo de reso-
lução, também pode ser uma alternativa que contribua para o ensino aprendiza-
do do mesmo.

H20 Verifica-se que a mesma se baseia na capacidade de interpretação. A situação
problema recorta, organiza, destaca, etc., um aspecto da experiência e propõe
uma reflexão sobre a experiência recortada. Descreve como algo que aconteceu,
apresentando o contexto que encaixa e dá sentido e autonomia ao acontecimen-

(Continua)
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(Conclusão)
to. A interpretação questiona o porquê isso aconteceu e se apoia nos dados das
experiências. É possível verificar ainda que a capacidade de interpretação re-
quer oportunizar o contato com experiências e a possibilidade de poder refletir
sobre elas.

H21 Essa habilidade requer a capacidade de calcular. Para a resolução de uma situa-
ção problema é necessário que se recorra as habilidades de ler, comparar, inter-
pretar, dentre outras para que se tome uma decisão. Diante disso, é preciso res-
saltar a importância e a necessidade do trabalho constante, a fim de proporcio-
nar o desenvolvimento dessas habilidades no âmbito escolar.

H22 Reque o poder de argumentação. “A capacidade de argumentar de modo consis-
tente é elemento fundamental tanto na ordenação do pensamento, quanto na
construção da própria ideia de cidadania”. Para a construção do conhecimento,
é preciso relacionar informações, interconectá-las, tecer teias de significações. O
fato de utilizar os conhecimentos algébricos/geométricos para a construção da
argumentação se deve ao fato de convencer a nós mesmos e aos outros sobre a
razoabilidade das conexões estabelecidas.

H23 Requer a capacidade de analisar/avaliar. Analisar “consiste em decompor um
texto em seus elementos essenciais, para apreender suas relações e dar um es-
quema de conjunto”. Analisar é uma tarefa fundamental para a tomada de de-
cisão sobre a alternativa a ser indicada como correta.

MACEDO, et al., 2005, p. 30 e p. 79-88. Adaptado.

Com base nas articulações apresentadas na tabela 6, podemos enfatizar que o
ensino de matrizes e sistemas lineares deve ser pautado no oferecimento de oportunidades
de desenvolvimento das habilidades que compõem as competências relacionadas à área,
em particular da competência de área 5, que modelam e resolvem problemas usando
representações algébricas. Desse modo, o ensino desse conteúdo deve ir muito além do
desenvolvimento da capacidade de representação, deve objetivar também, a capacidade de
raciocinar, argumentar e criticar. Além desses, deve objetivar também, a capacidade de
interpretar, calcular e raciocinar para a construção de argumentação a fim de agir sobre
as situações do cotidiano.

Para esclarecer melhor podemos relacionar as competências, habilidades e eixos
cognitivos conforme mostra a tabela 7.
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Tabela 7 – Relação entre competências, habilidades e eixos cognitivos - Matemática e suas Tecnologias

Competências de Dominar Compreender Enfrentar Construir Elaborar
matemática e suas Linguagens fenômenos situações argumentação propostas
Tecnologias (DL) (CF) problemas (CA) (EP)

(SP)
C1 - Contruir significado para
os números naturais, inteiros, H1 H2 H3 H4 H5
racionais e reais.
C2 - Utilizar o conhecimento
geométrico para realizar a lei- H6 H7 H8 H9
tura e a representação da rea-
lidade e agir sobre ela.
C3 - Construir noções de gran-
dezas e medidas para a com- H10 H11 H12 H13 H14
preensão da realidade e a solu-
ção de problemas do cotidiano.
C4 - Construir noções de varia-
ção de grandezas para a com- H15 H16 H17 H18
preensão da realidade e a solu-
ção de problemas do cotidiano.
C5 - Modelar e resolver proble-
mas que envolvem variáveis so-
cioeconômicas ou técnico-cientí- H19 H20 H21 H22 H23
ficas, usando representações al-
gébricas.
C6 - Interpretar informações de
natureza científica e social obti-
das da leitura de gráficos e tabe- H24 H25 H26
las, realizando previsão de ten-
dência, extrapolação, interpola-
ção e interpretação.
C7 - Compreender o caráter ale-
atório e não determinístico dos
fenômenos naturais e sociais e
utilizar instrumentos adequados
para medidas, determinação de H27 H28 H29 H30
amostras e cálculos de probabi-
lidade para interpretar informa-
ções de variáveis apresentadas
em uma distribuição estatística.
Fonte: Rabelo, 2013, p. 63. Adaptado.

Essa tabela, adaptada de Rabelo (2013, p. 63), mostra como os eixos cognitivos,
estão relacionados com as competências e as habilidades requeridas. Podemos observar que
o enfrentamento de situações problemas e a construção de argumentação estão presentes
em todas as competências.
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1.4 ‘Ciências da Natureza, Matemática e Suas Tecnologias’ se-
gundo os PCNEM
De acordo com Brasil (2000a), os PCNEM constituem o principal referencial para

a elaboração da Matriz de Referência dos conteúdos que compõem o currículo do ensino
médio. Nesse documento são abordadas as competências e habilidades que se espera dos
alunos desse nível de ensino, as quais servem de parâmetro para a avaliação da educação
básica em nível nacional.

Segundo os PCNEM, o conhecimento escolar é dividido em três grandes áreas: Lin-
guagens, códigos e suas Tecnologias; Ciências da Natureza, Matemática e suas Tecnologias;
e Ciências Humanas e suas Tecnologias. Essa divisão se baseia na reunião de conteúdos
que compartilham objetos de estudo, criando a possibilidade para que a prática escolar se
desenvolva numa perspectiva de interdisciplinaridade.

A estruturação por área de conhecimento justifica-se por assegurar uma
educação de base científica e tecnológica, na qual conceito, aplicação e
solução de problemas concretos são combinados com uma revisão dos
componentes socioculturais orientados por uma visão epistemológica
que concilie humanismo e tecnologia ou humanismo numa sociedade
tecnológica (BRASIL, 2000a, p. 19).

A área de ‘Ciências da Natureza, Matemática e suas Tecnologias’, abrange as
disciplinas de Biologia, Física, Química e Matemática, as quais elencam competências
gerais dessa área de conhecimento, conforme mostra a tabela 8.

Tabela 8 – Competências gerais da área ‘Ciências da Natureza, Matemática e suas Tecno-
logias’

Competência 1 Envolve a leitura, a interpretação e a produção de
Representação e comunicação textos nas diversas linguagens e formas textuais ca-

racterísticas dessa área do conhecimento.
Competência 2 Capacidade de enfrentamento e resolução de situa-
Investigação e compreensão ções problema, utilizando dos conceitos e procedi-

mentos peculiares do fazer e pensar das ciências.
Competência 3 Análise crítica das ideias e dos recursos da área e
Contextualização sociocultural das questões do mundo que podem ser respondidas

ou transformadas por meio do pensar e do conheci-
mento científico.

Fonte: GOMES, 2017, p. 35.

Para Brasil (2000b, p. 6), “os objetivos do Ensino Médio em cada área do conheci-
mento devem envolver, o desenvolvimento de conhecimentos práticos, contextualizados, que
respondam às necessidades da vida contemporânea, e o desenvolvimento de conhecimentos
mais amplos e abstratos, que correspondam a uma cultura geral e a uma visão de mundo”.
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Nesse contexto, a matemática é essencial, tendo fundamental importância para a
formação de cidadãos, visando nesses a capacidade de raciocínio lógico, poder de argumen-
tação, com possibilidade de interpretação dos fatos e capazes de intervir na sociedade em
que estão inseridos.

1.4.1 Matemática no contexto dos PCNEM
Os PCNEM estabelecem um conjunto de parâmetros para a organização do ensino

de matemática no ensino médio pretendendo de acordo com Brasil (2000b),

[...] contemplar a necessidade da sua adequação para o desenvolvimento
e promoção de alunos, com diferentes motivações, interesses e capacida-
des, criando condições para a sua inserção num mundo em mudança e
contribuindo para desenvolver as capacidades que deles serão exigidas
em sua vida social e profissional (BRASIL, 2000b, p. 40).

Nesse documento são estabelecidas as finalidades do ensino de matemática no
ensino médio. Além disso, apresenta as competências e habilidades esperadas pelos alunos,
conforme tabela 9.

Tabela 9 – Competências e habilidades a serem desenvolvidas em Matemática segundo os
PCNEM

Competências Habilidades
Ler e interpretar textos de Matemática.
Ler, interpretar e utilizar representações matemáti-
cas (tabelas, gráficos, expressões, etc.).
Transcrever mensagens matemáticas da linguagem
corrente para linguagem simbólica (equações, gráfi-
cos, diagramas, fórmulas, tabelas, etc.) e vice-versa.

Representação e comunicação Exprimir-se com correção e clareza, tanto na língua
materna, como na linguagem matemática, usando a
terminologia correta.
Produzir textos matemáticos adequados.
Utilizar adequadamente os recursos tecnológicos co-
mo instrumentos de produção e de comunicação.
Utilizar corretamente instrumentos de medição e de
desenho.
Identificar o problema (compreender enunciados, for
mular questões, etc.).

Investigação e compreensão Procurar, selecionar e interpretar informações relati-
vas ao problema.
Formular hipóteses e prever resultados.

(Continua)
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(Conclusão)
Selecionar estratégias de resolução de problemas.
Interpretar e criticar resultados numa situação con-
creta.
Distinguir e utilizar raciocínios dedutivos e indutivos.
Fazer e validar conjecturas, experimentando, recor-
rendo a modelos, esboços, fatos conhecidos, relações
e propriedades.
Discutir ideias e produzir argumentos convincentes.
Desenvolver a capacidade de utilizar a Matemática
na interpretação e intervenção no real.

Contextualização sociocultural Aplicar conhecimentos e métodos matemáticos em
situações reais, em especial em outras áreas do co-
nhecimento.
Relacionar etapas da história da Matemática com a
evolução da humanidade.
Utilizar adequadamente calculadoras e computador,
reconhecendo suas limitações e potencialidades.

Fonte: BRASIL, 2000b, p. 46. Adaptado.

Com relação as competências gerais da área ‘Ciências da Natureza, Matemática e
Suas Tecnologias’, apresentadas na tabela 8, os PCN+ Ensino Médio apontam e detalham
o sentido das mesmas no âmbito da matemática e explicita o que se espera do aluno em
cada uma delas, além de fornecer exemplos de modo a auxiliar a compreensão de como é
possível desenvolvê-las no contexto da referida disciplina.

Para os temas estruturadores (álgebra, geometria, análise de dados), Brasil (2002,
p. 120) relata que, “Cada tema estruturador é um campo de interesse com organização
própria em termos de linguagens, conceitos, procedimentos e, especialmente, objetos de
estudo”. Esses temas estruturados são divididos em conteúdos específicos, que podem ser
organizados dentro do projeto pedagógico da escola, “considerando características de seus
alunos e dos tempos e espaços para seu desenvolvimento” (GOMES, 2017, p. 37).

Considerando os objetivos previstos para esse estudo, será abordado especificamente
o tema estruturador ‘Álgebra: números e funções’ (Tema 1), para o qual são propostas,
dentro dos PCN+ Ensino Médio, duas unidades temáticas: variação de grandezas e
trigonometria. Cada unidade contempla um conjunto de conteúdos e habilidades, conforme
mostra a tabela 10.
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Tabela 10 – Conteúdos e habilidades da unidade temática Tema 1 – ‘Álgebra: números e
funções

1. Variação de grandezas: Reconhecer e utilizar a linguagem algébrica nas
noção de função; funções analíticas ciências, necessária para expressar a relação en-
e não-analíticas; representação e tre grandezas e modelar situações problema,
análise gráfica; seqüências numéri- construindo modelos descritivos de fenômenos e
cas: progressões e noção de infinito; fazendo conexões dentro e fora da Matemática.
variações exponenciais ou logarítmi- Compreender o conceito de função, associando-o
cas; funções seno, cosseno e tangen- a exemplos da vida cotidiana.
te; taxa de variação de grandezas. Associar diferentes funções a seus gráficos cor-

respondentes.
Ler e interpretar diferentes linguagens e repre-
sentações envolvendo variações de grandezas.
Identificar regularidades em expressões matemá-
ticas e estabelecer relações entre variáveis.

2. Trigonometria: Utilizar e interpretar modelos para resolução de
do triângulo retângulo; do triângulo situações problema que envolvam medições, em
qualquer; da primeira volta. especial o cálculo de distâncias inacessíveis, e

para construir modelos que correspondem a fe-
nômenos periódicos.
Compreender o conhecimento científico e tecno-
lógico como resultado de uma construção huma-
na em um processo histórico e social, reconhe-
cendo o uso de relações trigonométricas em di-
ferentes épocas e contextos sociais.

Fonte: BRASIL, 2002, p. 122-123. Adaptado.

De acordo com Brasil (2002), esse tema estruturador e suas unidades temáticas
podem desenvolver no aluno todas as habilidades relativas a interpretação de modelos,
percepção do sentido de transformações, busca da regularidade, conhecimento do desenvol-
vimento histórico e tecnológico de parte de nossa cultura e adquirir uma visão sistematizada
de parte do conhecimento matemático.

Para Gomes (2017, p. 39), “o processo de escolha de um conteúdo para ser desenvol-
vido junto aos alunos em uma sala de aula não encerra em si próprio a organização de um
trabalho pedagógico”. Desse modo, devemos pensar em diferentes formas de abordagem
desses conteúdos a fim de despertar o interesse pelo aprendizado e de inserir o aluno como
sujeito ativo no processo. Assim, para Brasil (2002),

Os temas específicos não são suficientes para o desenvolvimento de todas
as competências pretendidas, mas a cuidadosa articulação entre conteúdo
e forma pode organizar o ensino para que ele se aperfeiçoe e constitua de
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fato uma proposta de formação dos jovens do ensino médio (BRASIL,
2002, p. 132).

Nesse contexto, esse trabalho contribui com uma reflexão acerca da abrangência da
Matriz de Referência do ENEM com relação às competências e habilidades relacionadas
aos conteúdos de matrizes e sistemas lineares no ensino médio. Além disso, contribui
também para as análises das respostas dos alunos em relação as questões do ENEM, as
quais serão abordadas no capítulo 4.
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2 Matrizes

Nesse capítulo será apresentado os conceitos e definições sobre matrizes, bem
como suas operações. Esses conceitos são utilizados para a resolução de diversos tipos de
problemas e são essenciais para a organização de dados e informações.

Para apresentar as definições, conceitos e operações de matrizes utilizamos como
referência Boldrini (1978) e Dante (2008a).

As matrizes são estruturas matemáticas organizadas na forma de tabela, com uma
distribuição cartesiana de m linhas e n colunas, e são amplamente usadas na resolução de
sistemas lineares. Observe o exemplo 1:

1. Em uma editora, as vendas de livros de Matemática, Física e Química, no primeiro
trimestre de um ano podem ser expressas pela tabela 11.

Tabela 11 – Venda de livros de Matemática, Física e Química no primeiro trimestre de
um ano

Janeiro Fevereiro Março
Matemática 20000 32000 45000

Física 15000 18000 25000
Química 16000 17000 23000

Fonte: DANTE, 2008a, p. 240.

Observando a tabela 11 podemos tirar algumas informações, como por exemplo:

• Para sabermos quantos livros de matemática foram vendidos em fevereiro, basta
olharmos o número que está na primeira linha e na segunda coluna;

• Para sabermos quantos livros de física foram vendidos em janeiro, basta olharmos o
número que está na segunda linha e na primeira coluna;

Esse tipo de tabela pode ser representado como uma matriz de ordem 3× 3 (lemos:
três por três), pois possui três linhas e três colunas, e é expressada por:


20000 32000 45000
15000 18000 25000
16000 17000 23000

 .

Dessa forma, podemos expressar vários tipos de tabela como uma matriz.
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2.1 Definição
Denomina-se matriz m× n (lemos: m por n) uma tabela retangular formada por

m.n números reais, dispostos em m linhas e n colunas, onde m e n são dois números
naturais maiores ou iguais a 1.

Seguem alguns exemplos de matrizes:

1.

A3×2 =


5 2
−3 4
4 0


A matriz A3×2 tem ordem 3× 2, pois tem
3 linhas e 2 colunas.

2.

B2×1 =
 1

7

 A matriz B2×1 tem ordem 2× 1, pois tem
2 linhas e 1 coluna.

3.

C1×4 =
(
−8 3

4 0 5
) A matriz C1×4 tem ordem 1× 4, pois tem

1 linha e 4 colunas.

Genericamente representamos uma matriz m × n (m linhas por n colunas) da
seguinte forma:

Xm×n =


x11 x12 . . . x1n

x21 x22 . . . x2n

... . . .
. . . ...

xm1 xm2 . . . xmn

 = [xij]m×n,

onde [xij]m×n representa um elemento em sua forma geral, com i representando a posição
que o elemento se encontra em relação a linha e j a posição que o elemento se encontra
em relação a coluna.

2.2 Tipos especiais de matrizes
A seguir são apresentadas algumas matrizes especiais, e recebem essa nomenclatura

devido ao fato de apresentarem algumas características específicas.

2.2.1 Matriz quadrada

Matriz quadrada é aquela cujo número de linhas é igual ao número de colunas, ou
seja, m = n, e temos que esse tipo de matriz é de ordem n× n ou simplesmente de ordem
n. Observe os exemplos:
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1.

A2×2 =
 3 5

2 6

 A matriz é quadrada de ordem 2, pois
m = n = 2.

2.

B3×3 =


5 3 10
−1 −4 6
√

2 0 −1
2


A matriz é quadrada de ordem 3, pois
m = n = 3.

Uma matriz quadrada de ordem n possui duas diagonais: a diagonal principal e a
diagonal secundária.

A diagonal principal é formada pelos elementos x11, x22, x33, ..., xnn, ou seja, são
os elementos xij, com i = j. Veja os exemplos:

1.

A2×2 =
 3 2
−1 6

 A diagonal principal da matriz A2×2 é for-
mada pelos elementos a11 = 3 e a22 = 6.

2.

B3×3 =


1 3 10
−3 0 8
5 −1 6


A diagonal principal da matriz B3×3 é for-
mada pelos elementos b11 = 1, b22 = 0 e
b33 = 6.

A diagonal secundária é formada pelos elementos x1n, x2(n−1), x3(n−2), ..., x(n−1)2,
xn1, ou seja, são os elementos xij, com i+ j = n+ 1. Veja os exemplos:

1.

A2×2 =
 3 2
−1 6


A diagonal secundária da matriz A2×2

é formada pelos elementos a12 = 2 e
a21 = −1.

2.

B3×3 =


1 3 10
−3 0 8
5 −1 6


A diagonal secundária da matriz B3×3 é
formada pelos elementos b13 = 10, b22 = 0
e b31 = 5.

2.2.2 Matriz nula

A matriz nula é aquela que aij = 0 para todo i e j.
É simbolizada por Om×n, se for uma matriz de ordem m× n e por On se for uma

matriz de ordem n.
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2.2.3 Matriz-coluna

Uma matriz-coluna possui apenas 1 coluna, ou seja, n = 1. Por exemplo:

1.

A3×1 =


1
4
−3

 .

2.

B2×1 =
 2
−5

 .
2.2.4 Matriz-linha

De maneira análoga a matriz-coluna, existe também a matriz-linha, que é aquela
que possui apenas 1 linha, ou seja, m = 1.

1.

A1×3 =
(

3 0 −1
)
.

2.

B1×4 =
(

1 2 0 −1
)
.

2.2.5 Matriz diagonal

Matriz diagonal é uma matriz quadrada onde aij = 0, para i 6= j, ou seja, os
elementos que não estão na diagonal principal são zero, como mostram os exemplos:

1.

A3 =


7 0 0
0 1 0
0 0 −1

 .

2.

B4×4 =


3 0 0 0
0 3 0 0
0 0 3 0
0 0 0 3

 .
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2.2.6 Matriz identidade

É uma matriz diagonal com os elementos da diagonal principal todos iguais a 1, ou
seja, aij = 1, para i = j e aij = 0 para i 6= j. Veja os exemplos:

1.

I3 =


1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .
2.

I2 =
 1 0

0 1

 .
2.2.7 Matriz triangular superior

A matriz triangular superior é uma matriz quadrada onde todos os elementos
abaixo da diagonal principal são nulos, ou seja, m = n e aij = 0, para i > j. Seguem
alguns exemplos:

1.

A3×3 =


2 −1 0
0 −1 4
0 0 3

 .
2.

B2 =
 3 −1

0 2

 .
2.2.8 Matriz triangular inferior

A matriz triangular inferior, ao contrário da triangular superior, é aquela em que
todos os elementos acima da diagonal principal são nulos, ou seja, é também uma matriz
quadrada (m = n), com aij = 0, para i < j. Veja os exemplos:

1.

A4×4 =


2 0 0 0
1 −1 0 0
1 2 2 0
1 0 5 4

 .

2.

B3 =


5 0 0
7 0 0
2 1 3

 .
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2.2.9 Matriz simétrica

Matriz simétrica é uma matriz quadrada (m = n), onde aij = aji para todo i e j.
Observe o exemplo a seguir:

1.

A3 =


4 3 −1
3 2 0
−1 0 5

 .

Observe que no exemplo 1, temos:
a12 = a21 = 3,
a13 = a31 = -1,
a23 = a32 = 0.

Obs.: No caso de uma matriz simétrica, a parte superior é uma “reflexão” da parte inferior,
em relação à diagonal principal da matriz.

2.3 Operações com matrizes
Considere as tabelas 12 e 13:

Tabela 12 – Produção de grãos (em milhares de toneladas) durante o ano de 1976

soja feijão arroz milho
Região A 3000 200 400 600
Região B 700 350 700 100
Região C 1000 100 500 800
Fonte: BOLDRINI, 1978, p. 5.

e,

Tabela 13 – Produção de grãos (em milhares de toneladas) durante o ano de 1977

soja feijão arroz milho
Região A 5000 50 200 0
Região B 2000 100 300 300
Região C 2000 100 600 600
Fonte: BOLDRINI, 1978, p. 5.

Para montar uma tabela que dê a produção por produto e por região, nos anos
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1976 e 1977 conjuntamente, por exemplo, devemos somar os elementos correspondentes
das tabelas 12 e 13, ou seja,


3000 200 400 600
700 350 700 100
1000 100 500 800

+


5000 50 200 0
2000 100 300 300
2000 100 600 600

 =


8000 250 600 600
2700 450 1000 400
3000 200 1100 1400

 .

Assim,

Tabela 14 – Produção de grãos (em milhares de toneladas) durante os anos de 1976 e 1977

soja feijão arroz milho
Região A 8000 250 600 600
Região B 2700 450 1000 400
Região C 3000 200 1100 1400
Fonte: BOLDRINI, 1978, p. 6.

Tendo por exemplo a informação sobre a previsão para o ano de 1978, em que a
produção será o triplo da produção de 1976, podemos realizar a seguinte operação:

3.


3000 200 400 600
700 350 700 100
1000 100 500 800

 =


9000 600 1200 1800
2100 1050 2100 300
3000 300 1500 2400

 .

Dessa forma, a produção prevista seria:

Tabela 15 – Previsão da produção de grãos (em milhares de toneladas) para o ano de 1978

soja feijão arroz milho
Região A 9000 600 1200 1800
Região B 2100 1050 2100 300
Região C 3000 300 1500 2400
Fonte: BOLDRINI, 1978, p. 6.

Os exemplos acimas citados se referem à operações com matrizes, onde efetuamos
a soma e a multiplicação por um número, as quais serão definidas em 2.3.1 e 2.3.2.

2.3.1 Adição/Subtração de Matrizes

Adição

A adição de matrizes é definida como a soma de duas matrizes de mesma ordem
Am×n = [aij] e Bm×n = [bij], denotada por A+B de ordem m× n, cujos elementos são
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somas dos elementos correspondentes de A e B. Isto é,

A+B = [aij + bij]m×n.

Veja o exemplo abaixo:


1 −1
4 0
2 5

+


0 4
−2 5
1 0

 =


1 3
2 5
3 5

 .

Subtração

Da mesma forma que a adição, a subtração é a diferença entre duas matrizes de
mesma ordem Am×n = [aij] e Bm×n = [bij], denotada por A−B de ordem m× n, cujos
elementos são as diferenças dos elementos correspondentes de A e B. Isto é,

A−B = [aij − bij]m×n.

Veja o exemplo:

 3 −2 5
10 0 −1

−
 2 −3 6
−4 5 1

 =
 1 1 −1

14 −5 −2

 .
2.3.2 Multiplicação por escalar

Seja A = [aij ]m×n e k um número real qualquer, então kA é uma nova matriz m×n
cujos elementos são [kaij]m×n.

Veja o exemplo:

−2.
 2 10

1 −3

 =
 −4 −20
−2 6

 .
2.3.3 Transposição de Matrizes

Seja uma matriz A de ordem m× n.
A matriz transposta de A, indicada por At, é denominada como a matriz n×m

cujas linhas são, ordenadamente, as colunas de A, isto é, bij = aij.
Exemplo:

A3×2 =


2 1
0 3
−1 4

⇒ At
2×3 =

 2 0 −1
1 3 4

 .
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2.3.4 Multiplicação de Matrizes

As operações com matrizes citadas e explicadas em 2.3.1 e 2.3.2 são relativamente
fáceis e de manipulação direta, porém, o mesmo não acontece com multiplicação de
matrizes, pois não basta multiplicar os elementos correspondentes.

A operação de multiplicação apresenta dois cenários: a multiplicação de um escalar
por uma matriz, ou o produto entre duas matrizes. No primeiro caso basta multiplicar
cada elemento da matriz pela constante, conforme apresentado em 2.3.2. O segundo caso
tem um processo mais algébrico e deve obedecer uma importante restrição, em que a
multiplicação só é possível se o número de colunas da primeira matriz for igual ao número
de linhas da segunda matriz, ou seja,

Am×n.Bn×p = ABm×p.

Como resultado dessa multiplicação obtemos uma matriz de ordem igual ao número
de linhas da primeira matriz pelo número de colunas da segunda matriz.

Veja o exemplo 1:

1. Durante a primeira fase da Copa do Mundo de futebol, realizada no Japão e na
Coréia do Sul em 2002, o grupo C era formado por quatro países: Brasil, Turquia,
Costa Rica e China. Observe os resultados (números de vitórias, empates e derrotas)
de cada um, registrados em uma tabela e em sua matriz correspondente (A4×3).

Tabela 16 – Resultados dos times do grupo C na copa do Mundo de 2002

Vitórias Empates Derrotas
Brasil 3 0 0
Turquia 1 1 1

Costa Rica 1 1 1
China 0 0 3

Fonte: DANTE, 2008a, p. 247.

ou

A4×3 =


3 0 0
1 1 1
1 1 1
0 0 3

 .

Pelo regulamento da Copa, cada resultado (vitória, empate ou derrota) tem pontu-
ação correspondente conforme o que está registrado na tabela 17:
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Tabela 17 – Pontuação conforme os resultados (Vitórias, Empates e Derrotas)

Número de pontos
Vitória 3
Empate 1
Derrota 0
Fonte: DANTE, 2008a, p. 247.

ou, como na matriz B3×1 a seguir:

B3×1 =


3
1
0

 .
Terminada a primeira fase, foi verificado o total de pontos obtidos por cada país.

Essa pontuação pode ser registrada numa matriz que é representada por AB (produto de
A por B). Veja como é obtida a matriz da pontuação de cada país:

Brasil: 3.3 + 0.1 + 0.0 = 9,
Turquia: 1.3 + 1.1 + 1.0 = 4,
Costa Rica: 1.3 + 1.1 + 1.0 = 4,
China: 0.3 + 0.1 + 3.0 = 0.

Assim,

AB =


3 0 0
1 1 1
1 1 1
0 0 3

 .


3
1
0

 =


9
4
4
0

 .

Esse exemplo, sugere como deve ser feita a multiplicação de matrizes. Observe a
relação que existe entre as ordens das matrizes:

A4×3.B3×1 = AB4×1.

Dessa forma, como o número de colunas da matriz A é igual ao número de linhas
da matriz B, a multiplicação de A por B é possível e obtemos como resultado uma matriz
de ordem igual ao número de linhas da matriz A e número colunas da matriz B.

Com isso, a multiplicação de matrizes é definida da seguinte forma:
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Definição: Sejam A = [aij]m×n e B = [bij]n×p matrizes. O produto AB = [cij]m×p é
definido por

cij = ∑n
k=1 aikbkj = ai1b1j + ...+ ainbnj.

2.4 Determinante
Toda matriz quadrada tem associada a ela um número chamado determinante da

matriz, obtido por meio de operações que envolvam todos os elementos da matriz. Os
determinantes, juntamente com as matrizes, são uma importante ferramenta matemática,
para a resolução de sistemas lineares, a qual será abordado no Capítulo 3.

Determinante de matriz quadrada de ordem 1

Seja a matriz quadrada de ordem 1, indicada por

A =
(
a11

)
.

Por definição, o determinante de A é igual ao número a11.
Indicamos por: det(A) = a11.

Determinante de matriz quadrada de ordem 2

Se A é uma matriz quadrada de ordem 2, seu determinante é calculado fazendo o
produto dos elementos da diagonal principal menos o produto dos elementos da diagonal
secundária.

Dada a matriz

A =
 a11 a12

a21 a22

 ,
seu determinante é indicado assim:

det(A) = a11.a22 − a12.a21,

ou

∣∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣ = a11.a22 − a12.a21.

Veja o exemplo:
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A =
 6 3

2 −4

⇒ det(A) = 6.(−4)− 3.2 = −24− 6 = −30.

Determinante de matriz quadrada de ordem 3

Dada a matriz genérica de ordem 3:

A =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 .

O determinante da matriz de ordem 3 é definido pelo número:

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11.a22.a33 + a12.a23.a31 + a13.a21.a32 − a13.a22.a31 − a12.a21.a33 − a11.a23.a32.

Podemos obter esses seis produtos de uma forma prática, conhecida como regra de
Sarrus, fazendo o seguinte:

• Repetimos as duas primeiras colunas à direita da matriz:

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

• Os resultados dos produtos obtidos na direção da diagonal principal permanecem
com o mesmo sinal;

a11.a22.a33;
a12.a23.a31;
a13.a21.a32.

• Os resultados dos produtos obtidos na direção da diagonal secundária mudam de
sinal;
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−a13.a22.a31;
−a12.a21.a33;
−a11.a23.a32.

• O determinante é a soma dos valores assim obtidos.

= a11.a22.a33 + a12.a23.a31 + a13.a21.a32 − a13.a22.a31 − a12.a21.a33 − a11.a23.a32.

Veja o exemplo:

1. Seja a matriz

A =


3 1 5
2 0 −2
−1 4 −3

 .
O determinante de A é dado por

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 5 3 1
2 0 −2 2 0
−1 4 −3 −1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 3.0.(−3) + 1.(−2).(−1) + 5.2.4− 1.2.(−3)− 3.(−2).4− 5.0.(−1)

= 0 + 2 + 40 + 6 + 24− 0 = 72.

Desenvolvimento de Laplace

O desenvolvimento de Laplace é uma fórmula que permite calcular o determinante
de uma matriz de ordem n, a partir dos determinantes das submatrizes quadradas de
ordem n − 1. Em muitos casos, o desenvolvimento de Laplace simplifica o cálculo do
determinante.

Pela regra de Sarrus temos que:

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11.a22.a33 + a12.a23.a31 + a13.a21.a32 − a13.a22.a31 − a12.a21.a33 − a11.a23.a32,

o qual pode ser manipulado algebricamente e escrito como:

a11.(a22.a33 − a23.a32)− a12.(a21.a33 − a23.a31) + a13.(a21.a32 − a22.a31),
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ou ainda:

a11.

 a22 a23

a32 a33

− a12.

 a21 a23

a31 a33

+ a13.

 a21 a22

a31 a32

 .
Assim, o determinante da matriz A3×3 pode ser expresso em função dos determi-

nantes das submatrizes 2x2, isto é,

det(A) = a11.
(
A11

)
− a12.

(
A12

)
+ a13.

(
A13

)
,

onde Aij é a submatriz da matriz A3×3, de onde a i-ésima linha e a j-ésima coluna foram
retiradas. Além disso, escrevemos

4ij = (−1)i+j.
(
Aij

)
,

e obtemos a expressão:

det(A) = a11411 +a12412 +a13413.

Esta definição continua sendo válida para matrizes de ordem n, e assim expressamos
por:

det(An×n) = ai14i1 +...+ ain4in

= ∑n
j=1 aij(−1)i+jdet(Aij)
= ∑n

j=1 aij4ij.

Observe que na fórmula dada o determinante foi “desenvolvido” pela i-ésima linha.
De maneira análoga é válida para as colunas.

Veja o exemplo:

1. Calcule o determinante da matriz:

A =


1 −2 3
2 1 −1
−2 −1 2

 .

Retirando a segunda coluna, temos que:

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 3
2 1 −1
−2 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = a12412+a22422+a32432 = (−2)412+1422+(−1)432,
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onde,

412 = (−1)1+2

 2 −1
−2 2

 = −
 2 −1
−2 2

 = −(2.2−(−1).(−2)) = −(4−2) = −2,

422 = (−1)2+2

 1 3
−2 2

 = (1.2− 3.(−2)) = 2 + 6 = 8,

432 = (−1)3+2

 1 3
2 −1

 = −
 1 3

2 −1

 = −(1.(−1)−3.2) = −(−1−6) = −(−7) = 7.

Portanto, det(A) = (−2).(−2) + 1.8 + (−1).7 = 4 + 8− 7 = 5.

As definições, operações e conceitos apresentados nesse capítulo podem ser utilizados
para a resolução de diversos problemas, bem como, os que serão apresentados no Capítulo
4.
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3 Sistemas de equações lineares

Nesse capítulo será apresentado os conceitos e definições sobre sistemas de equações
lineares, bem como alguns métodos de resolução de sistemas lineares com duas ou mais
equações lineares. Para apresentar as definições, conceitos e métodos de resolução de
sistemas lineares desse capítulo será utilizado como referência Boldrini (1978), Dante
(2008b) e Leonardo (2013).

3.1 Definição de sistemas lineares

Equações lineares

Para entender sistemas lineares, precisamos compreender o que são equações lineares
e de que forma ela é aplicada nos problemas do cotidiano. Veja a seguinte situação:

1. Luísa foi ao caixa eletrônico sacar R$100, 00 de sua conta. Se no caixa havia apenas
notas de R$10, 00, R$20, 00 e R$50, 00, de quantas maneiras ela pode ter efetuado o
saque?”

Esse tipo de problema pode ser expresso por meio de uma equação linear. Para isso,
chamemos de x o número de cédulas de R$10, 00, y o número de cédulas de R$20, 00 e z o
número de cédulas de R$50, 00. Podemos associar essa situação à equação 10x+20y+50z =
100.

A equação 10x+ 20y + 50z = 100 é um exemplo de equação linear, e nesse caso, as
variáveis x, y e z devem ser inteiras, pois trata-se de cédulas.

Algumas das soluções do exemplo 1 são:

1. x = 10, y = 0, z = 0⇒ (10, 0, 0);

2. x = 6, y = 2, z = 0⇒ (6, 2, 0);

3. x = 1, y = 2, z = 1⇒ (1, 2, 1).

Definição de equações lineares

Equação linear é toda equação do tipo a1x1 + a2x2 + ...+ anxn = b, n∈ N em que
x1, x2, ..., xn são incógnitas, os números reais a1, a2, ..., an são coeficientes das incógnitas; e
o número real b é o termo independente.
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Definição de sistemas de equações lineares (sistemas lineares)

Um sistema S de equações lineares de m equações com n incógnitas é um conjunto
de equações lineares do tipo:

S =



a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = b2

a31x1 + a32x2 + ...+ a3nxn = b3
...
am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn = bm

, (3.1)

com aij, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, números reais.

Definição: (α1, α2, ..., αn) é solução de um sistema linear quando satisfazem simultanea-
mente cada uma das m equações do sistema.

Veja alguns exemplos:

1. (5,1) é solução do sistema

 2x+ 3y = 13
3x− 5y = 10

, pois

 2.5 + 3.1 = 13
3.5− 5.1 = 10

.

2. (2,3) não é solução do sistema

 2x+ 3y = 13
3x− 5y = 10

, pois

 2.2 + 3.3 = 13
3.2− 5.3 6= 10

.

3.1.1 Existência e Unicidade

O sistema dado pela equação 3.1 pode ou não ter soluções, e é classificado abaixo
conforme esse número de soluções.

1. Sistema possível e determinado (SPD): quando possui uma única solução;

2. Sistema possível e indeterminado (SPI): quando possui infinitas soluções;

3. Sistema impossível (SI): quando não possui solução.

Discussão de um sistema linear por meio do determinante

Para discutir a existência e unicidade de um sistema n× n, é conveniente utilizar o
cálculo do determinante da matriz dos coeficientes aliado ao escalonamento, o qual será
apresentado em 3.3.1.

Primeiramente calculamos o determinante de modo que seu valor não seja nulo,
obtendo então as condições dos parâmetros para que o sistema seja SPD. Depois, com o
mesmo determinante, impõe-se que seu valor seja nulo para então substituirmos no sistema
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os valores obtidos a partir dessa condição.
Veja o exemplo:

1. Vamos discutir o sistema:

 ax+ 2y = 1
x+ y = b

.

Temos que :

D =

∣∣∣∣∣∣ a 2
1 1

∣∣∣∣∣∣ = a− 2.

Se D 6= 0⇒ a− 2 6= 0⇒ a 6= 2. Logo, o sistema será SPD.
Para D = 0⇒ a = 2, é preciso observar as duas equações.

Substituindo a = 2 temos

 2x+ 2y = 1
x+ y = b

.

Note que os coeficientes da primeira equação são o dobro dos da segunda equação.
Então, para ter equações equivalentes, b = 1

2 , e para serem incompatíveis, b 6= 1
2 .

Portanto:

• a 6= 2→ SPD;

• a = 2 e b = 1
2 → SPI;

• a = 2 e b 6= 1
2 → SI.

3.1.2 A equação matricial Ax = B

Qualquer sistema linear, pode ser expresso numa forma matricial Ax = B, conforme
apresentado a seguir:


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

... . . .
. . . ...

am1 am2 . . . amn

 .

x1

x2
...
xn

 =


b1

b2
...
bm

 ,

onde,

A =


a11 . . . a1n

... . . . ...
am1 . . . amn


é a matriz dos coeficientes,
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x =


x1
...
xn


é a matriz das incógnitas,

e,

B =


b1
...
bm


é a matriz dos termos independentes.

Podemos associar ao sistema de equações lineares uma matriz ampliada do sistema,
dada por: 

a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2
... . . .

. . . ... ...
am1 am2 . . . amn bm

 .

Cada linha dessa matriz é simplesmente uma representação abreviada da equação
correspondente no sistema. Essa representação de sistema, serve para encontrar a resolução
de um sistema de forma mais prática, através do escalonamento (método da eliminação de
Gauss), o qual será estudado em 3.3.1.

Veja o exemplo:

1. 
x+ 4y + 3z = 1
2x+ 5y + 4z = 4
x− 3y − 2z = 5

. (3.2)

O sistema de equação 3.2 pode ser escrito na forma matricial
1 4 3
2 5 4
1 −3 −2

 .

x

y

z

 =


1
4
5

 ,
ou na forma de matriz ampliada 

1 4 3 1
2 5 4 4
1 −3 −2 5

 .
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3.2 Métodos de resolução de sistemas lineares com 2 equações
Para sistemas lineares com duas equações e duas incógnitas, há métodos de resolução

como o método da adição e o método da substituição, os quais serão apresentados em 3.2.1
e em 3.2.2.

3.2.1 Método da Adição

O método da adição1 visa a eliminar uma das incógnitas de um sistema pela
soma dos termos semelhantes das equações que o compõem.

Observe o exemplo:

1.

 2x+ 8y = 16
4x− 8y = 8

.

Note que as equações apresentam os termos opostos 8y e −8y. Adicionando as
equações membro a membro, a incógnita y será eliminada.

2x+ 8y = 16
4x− 8y = 8
6x+ 0y = 24

6x = 24

Resolvendo a equação 6x = 24, temos x = 4.
Agora, substituindo x por 4 em qualquer uma das equações do sistema obtemos

y = 1.
Portanto, a solução do sistema é x = 4 e y = 1, ou seja, S = {4, 1}.

Alguns sistemas não apresentam termos opostos nas equações. Nesses casos,
multiplicamos uma ou as duas equações por números escolhidos convenientemente, a fim
de obter termos opostos. Observe o exemplo:

1.

 2x− y = 23
x+ 3y = 22

.

Para resolver esse sistema pelo método da adição, podemos multiplicar inicialmente
por (-2) a equação x+ 3y = 22, a fim de obter termos opostos.

 2x− y = 23
x+ 3y = 22.(−2)

.

1 Fonte: SOUZA e PATARO (2015)
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Assim,
 2x− y = 23
−2x− 6y = −44

.

Temos agora termos opostos 2x e −2x.
Agora, podemos resolver o sistema obtido pelo método da adição:

2x− y = 23
−2x− 6y = −44
0x− 7y = −21
−7y = −21
y = 3.

Agora, substituindo y por 3 em qualquer uma das equações do sistema obtemos
x = 13.

Portanto, a solução do sistema é x = 13 e y = 3, ou seja, S = {13, 3}.

3.2.2 Método da substituição

O método da substituição2 é muito conhecido para resolver sistemas lineares.
Para calcular um sistema linear pelo método da substituição há alguns passos a

serem seguidos.

1. Escolher uma incógnita e calcular seu valor algébrico;

2. Substituir o valor algébrico da incógnita na outra equação;

3. Calcular o valor numérico de uma das incógnitas;

4. Substituir o valor numérico da incógnita encontrada em (3) em qualquer uma das
duas equações e encontrar o valor numérico da outra incógnita.

Observe o exemplo abaixo:

1.

 2x+ y = 40
2x− 2y = 10

.

Seguindo os passos anteriores, temos:

1. Para resolver esse sistema pelo método da substituição, escolhemos inicialmente uma
das equações e isolamos uma das incógnitas, obtendo seu valor algébrico.

2 Fonte: SOUZA e PATARO (2015)
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2x+ y = 40
y = 40− 2x.

2. Substituímos y por 40− 2x na outra equação e resolvemos a equação obtida, que
possui agora apenas uma incógnita.

2x− 2y = 10
2x− 2(40− 2x) = 10

2x− 80 + 4x = 10
6x = 90
x = 15.

3. Para determinar o valor de y, substituir x por 15 em qualquer uma das equações do
sistema.

2x+ y = 40
2.15 + y = 40
30 + y = 40
y = 10.

Portanto, a solução do sistema é x = 15 e y = 10, ou seja, S = {15, 10}.

3.3 Métodos de resolução de sistemas lineares com 3 ou mais equa-
ções e incógnitas
Para resolução de sistemas com três equações e três incógnitas é possível ainda usar

os métodos apresentados em 3.2, porém, o nível de dificuldade já se torna maior. Além dos
métodos já citados, existem outros métodos de resolução de sistemas lineares que podem
ser usados para sistemas com n equações (n ≥ 3), como o apresentado em 3.3.1.

3.3.1 Método da eliminação de Gauss

De acordo com Justo (2017), a eliminação Gaussiana, também conhecida como
escalonamento é um método para resolver sistemas lineares. Para Justo (2017, p. 93) “Este
método consiste em manipular o sistema através de determinadas operações elementares,
transformando a matriz ampliada do sistema em uma matriz triangular (chamada de
matriz escalonada do sistema)”.

Essas operações de escalonamento são apresentadas a seguir:
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Operações elementares

Dada uma matriz, são três as operações elementares sobre as linhas dessa matriz.
São elas:

1. Permuta das i-ésima e j-ésima linhas (Li ←→ Lj).
Veja o exemplo: 

1 0
4 −1
−3 4

 .

Fazendo L2 ←→ L3, temos: 
1 0
−3 4
4 −1

 .

2. Multiplicação da i-ésima linha por um escalar não nulo (Li ←→ kLi).
Veja o exemplo: 

1 0
4 −1
−3 4

 .

Fazendo L2 ←→ −3L2, temos: 
1 0
−12 3
−3 4

 .

3. Substituição da i-ésima linha pela i-ésima linha mais k vezes a j-ésima linha (Li ←→
Li + kLj).
Veja o exemplo: 

1 0
4 −1
−3 4

 .

Fazendo L3 ←→ L3 + 2L1, temos: 
1 0
4 −1
−1 4

 .
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Se A e B são matrizes m× n, dizemos que B é equivalente a A, se B for obtida de
A através de um número finito de operações elementares sobre as linhas de A. Sistemas
equivalentes possuem mesmas soluções.

Escalonamento

O escalonamento é um dos métodos para se chegar as soluções de um sistema de
equações lineares.

Uma matriz m× n está na forma escalonada se:

1. O primeiro elemento não nulo de uma linha não nula é 1;

2. Cada coluna que contém o primeiro elemento não nulo de alguma linha tem todos os
seus outros elementos iguais a zero;

3. Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas não nulas (isto é, daquelas que
possuem pelo menos um elemento não nulo);

4. Se as linhas 1,...,r são as linhas não nulas, e se o primeiro elemento não nulo da linha
i ocorre na coluna ki, então k2 < k2 < ... < kr.

Veja o exemplo: 
0 1 −3 0 2
0 0 0 1 2
0 0 0 0 0

 .

A matriz acima está na forma escalonada pois todas as condições anteriores foram
satisfeitas.

Veja alguns exemplos de matrizes não escalonadas:

1. 
1 0 0 0
0 1 −1 0
0 0 1 0

 .
A matriz não está na forma escalonada pois a segunda condição não é satisfeita, ou
seja, no elemento a33 = 1, temos que ele é o primeiro elemento não nulo da terceira
linha, porém, os demais elementos da terceira coluna não são todos iguais a zero.

2. 
0 2 1
1 0 −3
0 0 0

 .



Capítulo 3. Sistemas de equações lineares 56

A matriz não está na forma escalonada pois a primeira e quarta condições não são
satisfeitas, ou seja, o primeiro elemento não nulo da primeira linha é diferente de 1 e
não atende a condição de que k1 < k2 pois na primeira linha o primeiro elemento
não nulo está na coluna 2 e na segunda linha o primeiro elemento não nulo está na
coluna 1.

3. 
0 1 −3 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 −1 2

 .

A matriz não está na forma escalonada pois a primeira e terceira condições não são
satisfeitas, ou seja, o primeiro elemento não nulo da terceira linha é diferente de 1 e
não atende a condição de que toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas não
nulas.

Considerando o método de eliminação de Gauss para um dado sistema de equações
lineares S (equação 3.1), os seguintes passos podem ser efetuados3:

1. Escrever a matriz ampliada do sistema;

2. Usar operações elementares com linhas para reduzir a matriz ampliada à forma
escalonada reduzida;

3. Se o sistema resultante for possível, resolvê-lo. O conjunto solução obtido, é o
conjunto solução do sistema S (equação 3.1).

Portanto, matrizes e sistemas lineares são conteúdos da matemática que estão
interligados. Veja um exemplo, o qual será resolvido usando os passos acima:

1. Resolva o sistema linear abaixo:
x+ y + z = 1
4x+ 4y + 2z = 2
2x+ y − z = 0

.

Resolução:
Para iniciar a resolução mais facilmente, precisamos primeiramente colocar o sistema

na forma de matriz ampliada.
Dessa forma temos:

3 Fonte: RUFATO (2014).
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1 1 1 1
4 4 2 2
2 1 −1 0

 .

Onde os elementos da primeira coluna representam o x, os elementos da segunda
coluna representam o y, os elementos da terceira coluna representam o z e os elementos
da quarta coluna representam os termos independentes.

Agora aplicamos à matriz acima, as operações elementares apresentadas anterior-
mente.

Operações:
L2 −→ 4L1 − L2

L3 −→ 2L1 − L3
∼


1 1 1 1
0 0 2 2
0 1 3 2


Operações:
L2 −→ L3

L3 −→ L2
∼


1 1 1 1
0 1 3 2
0 0 2 2



Nesse momento, a matriz já se encontra na forma de matriz triangular e já seria
possível determinar os valores de x, y e z usando substituição regressiva, porém, a matriz
ainda não se encontra na forma escalonada, o qual será feito agora:

Operações:
L1 −→ L1 − L2

∼


1 0 −2 −1
0 1 3 2
0 0 2 2


Operações:
L3 −→ L3

2
∼


1 0 −2 −1
0 1 3 2
0 0 1 1


Operações:
L1 −→ L1 + 2L3

L2 −→ L2 − 3L3
∼


1 0 0 1
0 1 0 −1
0 0 1 1



Temos, que essa última matriz está na forma escalonada.
Há ainda que:
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1 1 1 1
4 4 2 2
2 1 −1 0

 ∼


1 0 0 1
0 1 0 −1
0 0 1 1

 .

Como a matriz inicial e a matriz escalonada são semelhantes, sem que seja necessário
realizar mais cálculos temos que z = 1, y = −1 e x = 1, resultados esses que tiramos
apenas observando a matriz na forma escalonada.

As operações, definições e conceitos desse capítulo serão utilizadas para a resolução
de diversas questões, dentre elas, as apresentadas no Capítulo 4.
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4 Análise do tema matrizes e sistemas linea-
res em questões do ENEM com alunos da
2a e 3a série do ensino médio

Para a elaboração desse capítulo foram selecionadas algumas questões das provas
do ENEM do período de 2009 a 2017 pertencentes à competência de área 5 (Modelar e
resolver problemas que envolvem variáveis socioeconômicas ou técnico-científicas, usando
representações algébricas) da Matriz de Referência de Matemática e suas Tecnologias.
Essas questões foram aplicadas em uma turma da 2a série do ensino médio, composta por
7 alunos e em uma turma da 3a série do ensino médio, composta por 10 alunos, a fim de
verificar as habilidades referentes a Matriz de Referência do ENEM.

Escolhemos essas turmas para a realização da atividade pelo fato de que a 2a série
iria ver tal conteúdo no decorrer do ano da aplicação da atividade e a 3a série pois já havia
estudado sobre o mesmo, e, também, pelo fato de que ambas estavam prestes a realizar o
exame do ENEM.

Em cada uma das questões, foram descritas no trabalho, as competências e habili-
dades abrangidas por cada uma delas de acordo com os PCNEM. Quanto aos conteúdos
e habilidades previstos no PCN+ Ensino Médio, o tema estruturador que as questões
selecionadas abrangem é o tema 1: ‘Álgebra: número e funções’.

Para cada questão, apresentamos inicialmente a resolução por meio dos conhecimen-
tos de álgebra, envolvendo matrizes e sistemas lineares, e, posteriormente, apresentamos
os métodos de resolução utilizados pelos alunos, procurando entender o raciocínio em caso
de acerto e discutindo os possíveis erros.

Após apresentar todas as questões, foram feitas as análises das competências e
habilidades abordadas nas questões, identificando também quais os alunos possuem mais
dificuldades.

4.1 Aplicação da atividade
Nessa seção será feita a análise das questões que foram aplicadas e desenvolvidas

com os alunos, englobando as competências e habilidades requeridas, discutindo os meios
de resolução e os possíveis erros das mesmas.
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4.1.1 Questão 138 (ENEM 2017)

Figura 1 – Questão 138 (ENEM 2017)

Fonte: INEP, 2017, p. 16.

De acordo com as habilidades compreendidas na competência 5 da Matriz de
Referência de Matemática e suas Tecnologias do ENEM, apresentadas na tabela 5, a
questão trabalha com a habilidade H21 (Resolver situação problema cuja modelagem
envolva conhecimentos algébricos).

Segundo os PCNEM, Parte III - Ciências da Natureza, Matemática e suas Tecnolo-
gias, as questões trabalham as seguintes competências e habilidades (Tabela 9):

Representação e comunicação

• Ler e interpretar textos de Matemática.

• Ler, interpretar e utilizar representações matemáticas (tabelas, gráficos, expressões,
etc.).
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• Transcrever mensagens matemáticas da linguagem corrente para linguagem simbólica
(equações, gráficos, diagramas, fórmulas, tabelas, etc.) e vice-versa.

Investigação e compreensão

• Identificar o problema (compreender enunciados, formular questões, etc.).

• Procurar, selecionar e interpretar informações relativas ao problema.

• Formular hipóteses e prever resultados.

• Selecionar estratégias de resolução de problemas.

Contextualização sociocultural

• Desenvolver a capacidade de utilizar a Matemática na interpretação e intervenção
no real.

Resolução:

Usando a multiplicação de matrizes apresentada em 2.3.4 e sendo que a embalagem
da polpa de morango custa R$18, 00 e a embalagem da polpa de acerola R$14, 70, o custo
atual para a preparação do suco é:

(
2
3

1
3

)
.

 18
14, 7

 = 2
3 .18 + 1

3 .14, 7 = 12 + 4, 9 = 16, 9.

Agora, se a polpa de acerola passará a custar R$15, 30, para não aumentar o custo
do suco, devemos ter que a embalagem da polpa de morango x deverá passar a custar:

(
2
3

1
3

)
.

 x

15, 3

 =
(

16, 9
)
.

Assim, usando a multiplicação de matrizes apresentada em 2.3.4 e, posteriormente,
resolução de equações lineares, temos:

2
3 .x+ 1

3 .15, 3 = 16, 9
2
3 .x=11,8
x = 17, 7.

o que representa uma redução, em reais, de: 18− 17, 7 = 0, 3.
Logo, a alternativa correta é a letra E.
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Dos alunos que resolveram a essa questão, 12 alunos acertaram a mesma, sendo 5
da 2a série e 7 da 3a série. Além disso, dos 12 que acertaram a mesma, apenas 3 alunos,
sendo eles da 2a série responderam à questão usando conhecimentos da álgebra, mais
precisamente equações, os demais, utilizaram outros métodos envolvendo desenhos ou
diagramas indicando as frações e os descontos, mostrando a lógica do processo.

Seguem algumas resoluções:

Figura 2 – Resolução 1 da questão 138 (ENEM 2017)

A primeira resolução que apresentamos, é a resolução através da álgebra (equações
lineares), onde a aluna multiplica 1

3 de polpa de acerola por R$0, 60, onde R$0, 60 é o valor
do desconto da polpa de acerola, somando com 2

3 de polpa de morango por x, onde x é o
valor que queremos descobrir, no caso, o desconto que será dado a polpa de morango, e
por fim iguala a 0, pois como não se quer aumentar o valor do suco, devemos ter igualdade
0. Resolvendo a equação montada, ela resolve e encontra x = R$0, 30, o qual será o valor
do desconto procurado.

Figura 3 – Resolução 2 da questão 138 (ENEM 2017)

O autor da resolução 2, apresentado pela figura 3, montou um esquema através de
desenhos. Como são 2

3 para a polpa de morando e 1
3 para a polpa de acerola, então numa

barra dividida em três pedaços, tomamos 2 para os morangos e 1 para as acerolas, assim
da mesma forma que a resolução da figura 2, o aluno calculou o desconto dado a polpa de
acerola cujo resultado obteve R$0, 60. Como são 2 pedaços para os morangos, o aluno
dividiu o desconto de R$0, 60 por 2, obtendo como resposta o desejado, R$0, 30.
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Figura 4 – Resolução 3 da questão 138 (ENEM 2017)

Na resolução da figura 4, a aluna realizou através do mesmo raciocínio que os
alunos da resolução da figura 3, porém, com o desenho de forma diferenciada, desenhando
uma barra para os morangos, marcando 2

3 e uma para a acerola, marcando 1
3 . Fez o

procedimento de calcular o desconto da acerola de R$0, 60, e por fim dividiu por 2, pois
há 2 pedaços do morando de um total de 3, e obteve a mesma resposta: R$0, 30.

Figura 5 – Resolução 4 da questão 138 (ENEM 2017)

Essa resolução foi feita de forma parecida com as das figuras 3 e 4, porém sem os
desenhos. Foi calculado o desconto de R$0, 60 e dividido por 2, obtendo R$0, 30 como
resposta. Outra aluna que resolveu da mesma forma, ainda complementa que divide por 2
porque são 2 partes, como já citado nas outras resoluções.

Dos alunos que resolveram corretamente a essa questão, abordamos apenas esses 4
métodos de resolução, pois os demais tiveram raciocínio equivalente de resolução, dessa
forma optamos por não expor. Para os demais alunos, os que não tiveram êxito em suas
resoluções, apenas 1 apresentou resolução, porém incompleta e por isso não acertou a
questão. Segue sua resolução:
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Figura 6 – Resolução errada da questão 138 (ENEM 2017)

O aluno calculou o desconto dado a polpa de acerola, porém ao final não dividiu
por 2 (partes da polpa de morango) e por isso obteve uma resposta errada, marcando a
alternativa C ao invés da alternativa E.

4.1.2 Questão 175 (ENEM 2009)

Figura 7 – Questão 175 (ENEM 2009)

Fonte: INEP, 2009, p. 29.

De acordo com as habilidades compreendidas na competência 5 da Matriz de
Referência de Matemática e suas Tecnologias do ENEM, apresentadas na tabela 5, a
questão trabalha com a habilidade H21 (Resolver situação problema cuja modelagem
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envolva conhecimentos algébricos) e H22 (Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos
como recurso para a construção de argumentação).

Segundo os PCNEM, Parte III - Ciências da Natureza, Matemática e suas Tecnolo-
gias, as questões trabalham as seguintes competências e habilidades (Tabela 9):

Representação e comunicação

• Ler e interpretar textos de Matemática.

• Ler, interpretar e utilizar representações matemáticas (tabelas, gráficos, expressões,
etc.).

• Transcrever mensagens matemáticas da linguagem corrente para linguagem simbólica
(equações, gráficos, diagramas, fórmulas, tabelas, etc.) e vice-versa.

• Exprimir-se com correção e clareza, tanto na língua materna, como na linguagem
matemática, usando a terminologia correta.

Investigação e compreensão

• Identificar o problema (compreender enunciados, formular questões, etc.).

• Procurar, selecionar e interpretar informações relativas ao problema.

• Formular hipóteses e prever resultados.

• Selecionar estratégias de resolução de problemas.

Contextualização sociocultural

• Desenvolver a capacidade de utilizar a Matemática na interpretação e intervenção
no real.

Resolução:

Como o IcadÚnico (Icad) é a média aritmética do TC com o TA, então

Icad = T C+T A
2 ⇒ TC + TA = 2.Icad.

Usando a informação de que o Icad de um município é 0, 6, temos que

TC + TA = 2.0, 6
TC + TA = 1, 2.
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Assim,

NV

NF
+ NA

NV
= 1, 2. (4.1)

Se NF dobrar, Icad = 0, 5, assim:
NV

2NF + NA

NV
= 2.0, 5 = 1. (4.2)

Das equações 4.1 e 4.2 obtemos o sistema:


NV

NF
+ NA

NV
= 1, 2

NV

2NF + NA

NV
= 1


NV 2 +NA.NF

NF.NV
= 1, 2

NV 2 + 2NA.NF
2NF.NV = 1

 NV 2 +NA.NF = 1, 2NF.NV
NV 2 + 2NA.NF = 2NF.NV

(4.3)

Antes de resolver o sistema, será feita a verificação da existência e unicidade do
mesmo por meio do determinante conforme apresentado na seção 3.1.1. Dessa forma, note
que temos associado ao sistema de equação 4.3 à matriz dada por: 1 1

1 2

 .
O determinante dessa matriz será

det

∣∣∣∣∣∣ 1 1
1 2

∣∣∣∣∣∣ = 1.2− 1.1 = 2− 1 = 1 6= 0.

Logo, o sistema de equação 4.3 é SPD e será resolvido usando os métodos de
resolução apresentados na seção 3.2.

Como NA+NV = 3600⇒ NA = 3600−NV . Assim,

 NV 2 + (3600−NV ).NF = 1, 2NF.NV
NV 2 + 2(3600−NV ).NF = 2NF.NV

 NV 2 + 3600NF −NV.NF − 1, 2NF.NV = 0
NV 2 + 7200NF − 2NV.NF − 2NF.NV = 0
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NV 2 + 7200NF − 4NV.NF = 0

Agora, igualando as duas equações, obtemos:

3600NF − 1, 8NV.NF = 0
1, 8NV.NF = 3600NF

NV = 3600NF
1,8NF

NV = 2000.

Logo, NA = 3600− 2000 = 1600. Assim,

NV
NF

+ NA
NV

= 1, 2
2000
NF

+ 1600
2000 = 1, 2

2000
NF

= 0, 4
NF = 2000

0,4

NF = 5000.

Logo, a alternativa correta é a letra C.

Nessa questão apenas 6 alunos acertaram a mesma, sendo todos da 2a série. Os
alunos da 3a série, por terem visto o conteúdo no ano anterior relaram que não lembravam
do conteúdo, e por isso, não conseguiram realizar a atividade. Fica aqui um alerta aos
professores sobre a necessidade de trabalhar o conteúdo de modo eficiente e significativo
com os alunos da 2a série, para que na 3a série e próximos a realizar o ENEM, o aluno
tenha compreendido o tema.

Essa questão envolve muito a competência de representação de comunicação, além
das demais já apresentadas, porém, a maior parte da atividade é compreender o enunciado
e interpretá-lo, o qual não está compreendido pelos alunos da 3a série e por isso, deve ser
retomado.

No caso dos alunos da 2a série, todos os que resolveram, fizeram de forma semelhante
ao apresentado na figura 8:
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Figura 8 – Resolução 1 da questão 175 (ENEM 2009)

4.1.3 Questão 151 (ENEM 2009)

Figura 9 – Questão 151 (ENEM 2009)
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Fonte: INEP, 2009, p. 23.

De acordo com as habilidades compreendidas na competência 5 da Matriz de
Referência de Matemática e suas Tecnologias do ENEM, apresentadas na tabela 5, a
questão trabalha com a habilidade H21 (Resolver situação problema cuja modelagem
envolva conhecimentos algébricos).

Segundo os PCNEM, Parte III - Ciências da Natureza, Matemática e suas Tecnolo-
gias, as questões trabalham as seguintes competências e habilidades (Tabela 9):

Representação e comunicação

• Ler e interpretar textos de Matemática.

• Ler, interpretar e utilizar representações matemáticas (tabelas, gráficos, expressões,
etc.).

• Transcrever mensagens matemáticas da linguagem corrente para linguagem simbólica
(equações, gráficos, diagramas, fórmulas, tabelas, etc.) e vice-versa.

Investigação e compreensão

• Identificar o problema (compreender enunciados, formular questões, etc.).

• Procurar, selecionar e interpretar informações relativas ao problema.

• Formular hipóteses e prever resultados.

• Selecionar estratégias de resolução de problemas.

Contextualização sociocultural

• Desenvolver a capacidade de utilizar a Matemática na interpretação e intervenção
no real.

Resolução:
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Podemos chamar as despesas totais de D. Assim, como a despesa total seria
dividida igualmente entre 55 pessoas, tome x sendo a parte de cada pessoa e lembre que
no acerto inicial, cada uma das 50 pessoas estava pagando (x− 7) reais e estava faltando
510 reais para completar o valor da despesa. Assim, temos o sistema:

 D = 55x
D − 510 = 50(x− 7)

.

 D = 55x
D = 50x+ 160

(4.4)

Antes de resolver o sistema, será feita a verificação da existência e unicidade do
mesmo por meio do determinante conforme apresentado na seção 3.1.1. Dessa forma, note
que temos associado ao sistema de equação 4.4 à matriz dada por:

 55 0
50 160

 .
O determinante dessa matriz será

det

∣∣∣∣∣∣ 55 0
50 160

∣∣∣∣∣∣ = 55.160− 0.50 = 8800− 0 = 8800 6= 0.

Logo, o sistema de equação 4.4 é SPD e será resolvido usando os métodos de
resolução apresentados na seção 3.2.

Assim,

D −D = 55x− (50x+ 160)
0 = 5x− 160
x = 32.

Logo, a alternativa correta é a letra D.

Dos alunos que resolveram a essa questão, apenas 1 aluno que não respondeu a
mesma. Os demais, todos responderam corretamente, porém, desses, 3 alunos marcaram
a alternativa correta, mas apresentou método de resolução errado. Dos que resolveram
corretamente, apenas 3 utilizaram conhecimentos envolvendo o conteúdo, os demais
abordaram outros métodos de resolução. Seguem algumas resoluções:
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Figura 10 – Resolução 1 da questão 151 (ENEM 2009)

Nessa resolução o aluno utilizou os conhecimentos de álgebra: sistemas de equações
lineares, e resolveu de forma parecida com a resolução da figura 10.

Figura 11 – Resolução 2 da questão 151 (ENEM 2009)

A resolução 2 (figura 11) desse aluno nos mostra que multiplicou os R$ 7,00 a
mais pelas 50 pessoas que pagariam totalizando R$ 350,00. Na sequência, diminuiu os
R$510,00 que estava faltando a ser pago com os R$ 350,00 a mais que as primeiras 50
pessoas estavam pagando, totalizando R$160,00, o qual seria dividido entre as 5 pessoas
que ingressaram no grupo, obtendo como resposta R$ 32,00 a ser pago por cada uma das
55 pessoas.
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Figura 12 – Resolução 3 da questão 151 (ENEM 2009)

De forma semelhante a resolução 2 (figura 11), na resolução da figura 12 o aluno
multiplicou 55 pessoas por R$ 7,00, obtendo R$ 385,00. A partir daí subtraiu R$ 510,00
que faltava para fechar a conta com os R$ 385,00 que era os R$ 7,00 a mais de cada pessoa,
totalizando R$ 125,00. Porém, na primeira conta foram contados R$ 7,00 a mais também
das 5 pessoas que ingressaram no grupo depois. Dividiu R$ 125,00 pelas 5 novas pessoas e
soma R$ 7,00 que havia sido tirado anteriormente, obtendo como resposta R$ 32,00.

Dos alunos que resolveram corretamente a essa questão, abordei apenas esses 3
métodos de resolução pois os demais tiveram raciocínio equivalente de resolução. Para os
demais alunos, os que acertaram, porém com resoluções erradas, utilizaram o método da
regra de três como se 50 pessoas fosse equivalente a 100% e x reais por pessoa equivalente a
R$ 510,00, mas, como sabemos, na regra de três devemos ter porcentagem com porcentagem,
pessoas com pessoas, reais com reais, etc., por isso a resolução está errada, mas como o
resultado ficou próximo, o aluno assinalou a alternativa mais próxima. Segue sua resolução:

Figura 13 – Resolução 4 da questão 151 (ENEM 2009)

Deve ficar claro aqui que essa resolução não é considerada correta, mesmo o aluno
tendo acertado a questão.
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4.1.4 Questão 166 (ENEM 2012)

Figura 14 – Questão 166 (ENEM 2012)

Fonte: INEP, 2012, p. 27.

De acordo com as habilidades compreendidas na competência 5 da Matriz de
Referência de Matemática e suas Tecnologias do ENEM, apresentadas na tabela 5, a
questão trabalha com a habilidade H22 (Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos
como recurso para a construção de argumentação) e H23 (Avaliar propostas de intervenção
na realidade utilizando conhecimentos algébricos).

Segundo os PCNEM, Parte III - Ciências da Natureza, Matemática e suas Tecnolo-
gias, as questões trabalham as seguintes competências e habilidades (Tabela 9):
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Representação e comunicação

• Ler e interpretar textos de Matemática.

• Ler, interpretar e utilizar representações matemáticas (tabelas, gráficos, expressões,
etc.).

• Transcrever mensagens matemáticas da linguagem corrente para linguagem simbólica
(equações, gráficos, diagramas, fórmulas, tabelas, etc.) e vice-versa.

Investigação e compreensão

• Identificar o problema (compreender enunciados, formular questões, etc.).

• Procurar, selecionar e interpretar informações relativas ao problema.

• Formular hipóteses e prever resultados

• Selecionar estratégias de resolução de problemas.

• Distinguir e utilizar raciocínios dedutivos e indutivos.

• Discutir ideias e produzir argumentos convincentes.

Contextualização sociocultural

• Desenvolver a capacidade de utilizar a Matemática na interpretação e intervenção
no real.

• Aplicar conhecimentos e métodos matemáticos em situações reais, em especial em
outras áreas do conhecimento.

Resolução:

Leve em consideração que a média de cada matéria deverá ser:

Matemática 5,9+6,2+4,5+5,5
4

Português 6,6+7,1+6,5+8,4
4

Geografia 8,6+6,8+7,8+9,0
4

História 6,2+5,6+5,9+7,7
4

Sendo assim, para determinar as médias anuais de cada uma dessas disciplinas
usamos os conceitos apresentados na seção 2.3.4 de multiplicação de matrizes. Assim:
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5, 9 6, 2 4, 5 5, 5
6, 6 7, 1 6, 5 8, 4
8, 6 6, 8 7, 8 9, 0
6, 2 5, 6 5, 9 7, 7

 .


1
4
1
4
1
4
1
4

 =



5,9+6,2+4,5+5,5
4

6,6+7,1+6,5+8,4
4

8,6+6,8+7,8+9,0
4

6,2+5,6+5,9+7,7
4

 ,

onde,


5, 9 6, 2 4, 5 5, 5
6, 6 7, 1 6, 5 8, 4
8, 6 6, 8 7, 8 9, 0
6, 2 5, 6 5, 9 7, 7


indica a matriz das notas de cada matéria
em cada bimestre, como indicado na tabela
do problema.


1
4
1
4
1
4
1
4


indica que a média de cada matéria será no
final dividida por 4, pois temos 4 bimestres.

e



5,9+6,2+4,5+5,5
4

6,6+7,1+6,5+8,4
4

8,6+6,8+7,8+9,0
4

6,2+5,6+5,9+7,7
4


indica o cálculo da média de cada matéria,
que é encontrado através da multiplicação
das duas matrizes anteriores.

Logo, a alternativa correta é a letra E.

Dos 17 alunos que participaram da atividade 13 acertaram a mesma, sendo 6 da
2a série e 7 da 3a série. Destes, muitos apenas marcaram a alternativa correta, sem dar
melhores explicações. Alguns, porém, trazem anexado à questão algumas explicações por
terem marcado a alternativa E (correta). Segue algumas delas:
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Figura 15 – Resolução 1 da questão 166 (ENEM 2012)

Na resolução da aluna, ela afirma que o numerador da fração 1
4 é o que será

multiplicado pelas notas e que o denominador é a quantidade de matérias, por isso
dividimos por 4.

Figura 16 – Resolução 2 da questão 166 (ENEM 2012)

Na resolução 2 (figura 16), a aluna faz um esquema de como deve ser a ordem da
matriz a se multiplicar. Temos que a ordem da matriz que apresenta as notas é 4× 4, logo
a matriz que irá multiplicar para obter as médias deverá ser 4× �, e a matriz resultado é
de ordem 4× 1, assim, a matriz multiplicada deve ser 4× 1. Complementa ainda que tem
4 bimestres e cada bimestre representa 1

4 da média anual. Por isso, a alternativa correta é
a E.

Apresentamos agora os erros dos alunos:
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Figura 17 – Resolução errada 1 da questão 166 (ENEM 2012)

Nessa resolução percebemos que o aluno tem claro o significado de médias, porém
não fez a comparação igual a resolução da aluna da figura 16, para verificar a ordem da
matriz, e por isso não obteve êxito na resolução.

Figura 18 – Resolução errada 2 da questão 166 (ENEM 2012)
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Diferente da resolução apresentada na figura 15 e 16, para esse aluno ainda não
está clara a definição de médias. Para ele, para se calcular média basta apenas dividir o
resultado por 2, sem verificar quantos elementos estão somados. Além disso, também não
está clara a definição de multiplicação de matrizes, em que só devemos multiplicar se o
número de colunas da primeira for igual ao número de linhas da segunda. Esse conceito
deve ser focado com bastante ênfase, para que erros como esse não aconteçam na hora em
que o aluno for prestar o ENEM.

4.1.5 Questão 171 (ENEM 2013)

Figura 19 – Questão 171 (ENEM 2013)

Fonte: INEP, 2013, p. 29.

De acordo com as habilidades compreendidas na competência 5 da Matriz de
Referência de Matemática e suas Tecnologias do ENEM, apresentadas na tabela 5, a ques-
tão trabalha com a habilidade H19 (Identificar representações algébricas que expressem
a relação entre grandezas), H21 (Resolver situação problema cuja modelagem envolva
conhecimentos algébricos) e H22 (Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como
recurso para a construção de argumentação).

Segundo os PCNEM, Parte III - Ciências da Natureza, Matemática e suas Tecnolo-
gias, as questões trabalham as seguintes competências e habilidades (Tabela 9):

Representação e comunicação

• Ler e interpretar textos de Matemática.
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• Ler, interpretar e utilizar representações matemáticas (tabelas, gráficos, expressões,
etc.).

• Transcrever mensagens matemáticas da linguagem corrente para linguagem simbólica
(equações, gráficos, diagramas, fórmulas, tabelas, etc.) e vice-versa.

Investigação e compreensão

• Identificar o problema (compreender enunciados, formular questões, etc.).

• Procurar, selecionar e interpretar informações relativas ao problema.

• Selecionar estratégias de resolução de problemas.

• Discutir ideias e produzir argumentos convincentes.

Contextualização sociocultural

• Desenvolver a capacidade de utilizar a Matemática na interpretação e intervenção
no real.

Resolução:

Como a luz verde fica acesa, em cada ciclo, durante x segundos, e o tempo em
que a luz verde fica acesa é igual a 2

3 do tempo em que a luz vermelha fica acesa, então
podemos relacioná-la como

x = 2
3w, com w sendo o tempo em que a luz vermelha fica acesa

Assim,
w = 3

2x (4.5)

Temos que o tempo que a luz amarela fica acesa é 5 segundos e que cada ciclo tem
duração de y segundos. Assim,

x+ w + 5 = y (4.6)

Das equações 4.5 e 4.6, podemos montar o sistema: w = 3
2x

x+ w + 5 = y
(4.7)

Agora, resolvendo o sistema de equação 4.7 pelo método da substituição apresentado
em 3.2.2, temos:
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x+ 3
2x+ 5 = y

2x+3x+10
2 = y

5x+ 10 = 2y
5x− 2y + 10 = 0

Portanto, a alternativa correta é a letra B.

Para essa questão, apenas 4 alunos da 3a série acertaram a mesma. Dos alunos que
acertaram a questão, todos resolverem de forma semelhante à apresentada acima. Já, para
as resoluções erradas, o erro mais comum foi o de ter usado para a luz verde um tempo
equivalente à 2

3x, ao invés de usar a igualdade de que a luz verde fica acessa 2
3 do tempo

da luz vermelha, acreditando que a luz vermelha fica acessa x segundos, como mostra a
figura 20.

Figura 20 – Resolução errada da questão 171 (ENEM 2013)

4.2 Análise das habilidades utilizadas nas questões da seção 4.1
Nessa seção será feita uma análise das habilidades esperadas nas questões apresen-

tadas na seção 4.1 para auxiliar os professores a entender e perceber quais as principais
dificuldades encontradas pelos alunos, a fim de perceber quais habilidades e competências
devem ser retomadas para um melhor desempenho de seus alunos no ENEM.
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Inicialmente será apresentado uma tabela com a quantidade de erros e acertos em
cada questão:

Tabela 21 – Análise das questões apresentadas (quantidade de erros e acertos dos alunos)

Série No de Questão 138 Questão 175 Questão 151 Questão 166 Questão 171
alunos (ENEM 2017) (ENEM 2009) (ENEM 2009) (ENEM 2012) (ENEM 2013)

Acertos Erros Acertos Erros Acertos Erros Acertos Erros Acertos Erros
2a série 7 5 2 6 1 6 1 6 1 0 7
3a série 10 7 3 0 10 10 0 7 3 4 6

Pela tabela 21 podemos perceber que a maioria das questões teve um número de
acertos significativos, exceto na questão 175 (ENEM 2009) para os alunos da 3a série e
na questão 171 (ENEM 2013) para os alunos da 2a série. Mais adiante será discutido as
habilidades e competências esperadas para a resolução dessas questões.

Será apresentado agora uma tabela com as habilidades competentes a cada questão,
a fim de perceber quais as habilidades que faltaram, apresentando também a porcentagem
de erros e acertos de cada questão baseado nas informações da tabela 21. Essa porcentagem
irá nos ajudar a perceber quais as habilidades pertencentes a competência de área 5 estão
em defasagem no ensino dos conteúdos.

Tabela 22 – Habilidades presentes em cada questão

H19 H20 H21 H22 H23 % Acertos % Erros
Questão 138 X 70,6% 29,4%
(ENEM 2017)
Questão 175 X X 35,3% 64,7%
(ENEM 2009)
Questão 151 X 94,1% 5,9%
(ENEM 2009)
Questão 166 X X 76,5% 23,5%
(ENEM 2012)
Questão 171 X X X 23,5% 76,5%
(ENEM 2013)

A habilidade H19 (Identificar representações algébricas que expressem a relação
entre grandezas) aparece nas questões 171 (ENEM 2013). Temos que através da tabela
22 a habilidade 19 está em defasagem, pois o percentual apresentado nessa questão foi
muito baixo. Devemos focar e buscar outras atividades que envolvam essa habilidade para
trabalhar com os alunos a fim de que compreendam a mesma.

A habilidade H20 (Interpretar gráfico cartesiano que represente relações entre
grandezas) não apareceu em nenhuma questão e podemos concluir que essa habilidade é
cobrada raramente ou não é cobrada no ENEM dentro de problemas relacionados com
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matrizes e sistemas lineares.
A habilidade H21 (Resolver situação problema cuja modelagem envolva conheci-

mentos algébricos) aparece na questão 138 (ENEM 2017), na questão 175 (ENEM 2009),
na questão 151 (ENEM 2009) e na questão 171 (ENEM 2013). Através da tabela 22,
podemos perceber que quando se trata da habilidade H21 sozinha na questão, a grande
maioria dos alunos acertam a mesma, que foi o caso da questão 138 (ENEM 2017) e da
questão 151 (ENEM 2017). Para as questões que envolvem outras habilidades junto com a
H21, os alunos não obtêm o mesmo êxito, errando a mesma, que foi o caso da questão 175
(ENEM 2009) e da questão 171 (ENEM 2013). Podemos tirar como conclusão, que, no
geral, a habilidade H21 não está em defasagem, desde que as demais também não estejam.

A habilidade H22 (Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso
para a construção de argumentação) foi abordada nas questões 175 (ENEM 2009), 166
(ENEM 2012) e 171 (ENEM 2013). Pela tabela 22 percebemos que apenas a questão
166 (ENEM 2012) teve um percentual considerado alto de acerto, as demais obtiveram
percentual mais baixo, o que indica uma possível defasagem nessa habilidade.

Por fim, a habilidade H23 (Avaliar propostas de intervenção na realidade utilizando
conhecimentos algébricos), apresentada apenas na questão 166 (ENEM 2012), obteve um
percentual de acertos acima de 75%, o que podemos concluir que não há defasagem na
habilidade H23.

Com essas análises podemos perceber quais são os conteúdos e habilidades com os
quais os alunos tem maior dificuldades e a partir daí trabalhar em cima disso para uma
maior aprovação de seus alunos no ENEM.

A tabela 23 apresenta uma análise das competências que estão em defasagens para
os alunos que erraram à questão:

Tabela 23 – Análise das competências que estão em defasagens

Questão 138 Questão 175 Questão 151 Questão 166 Questão 171
(ENEM 2017) (ENEM 2009) (ENEM 2009) (ENEM 2012) (ENEM 2013)

Representação X X X
e comunicação
Investigação X X X X

e compreenção
Contextualização X X X X X
sociocultural

Percebemos, de uma maneira geral, que para aqueles alunos que erraram a questão
há uma defasagem de todas as competências elencadas e, quanto as habilidades, a defasagem
maior está nas habilidades H19 e H22, que estavam presentes nas questões em que os
alunos mais tiveram dificuldades.

Já percebemos que os erros indicam dificuldades na aprendizagem, mas para Chott
(et al., 2014) “sua ocorrência não deve ser apenas apontada ou penalizada; é preciso
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utilizá-los para promover a aprendizagem, a partir de estudos e pesquisas e da elaboração
de estratégias de ensino baseadas nas dificuldades detectadas.”

Cury (2007, p. 49) apresenta classificações para erros com o propósito de desenvolver
estratégias a fim de auxiliar os alunos a suprir suas deficiências e dificuldades. As
classificações são distribuídas em classes, conforme segue:

• Classe A: essa categoria contempla às resoluções corretas.

• Classe B: caracteriza os exercícios de alunos que desenvolvem grande parte do
raciocínio que é esperado para uma determinada questão, mas ao final respondem
de forma não satisfatória, pelo fato de não compreenderem o raciocínio que estão
desenvolvendo.

• Classe C: corresponde aos exercícios de alunos que cometem “erros coerentes”, são
erros de alunos que, quando não entendem o processo que deve ser realizado, partem
das informações que possuem para deduzir o que deveria ser feito no exercício em
questão.

• Classe D: engloba as questões de alunos que erraram por não entenderem o conteúdo
que está sendo abordado.

• Classe E: caracteriza-se pelos erros originados pela falta de atenção ou dificuldade
em conteúdos anteriores ao que está sendo trabalhado.

Com base nas análises das habilidade e da classificação quanto aos erros, é possível
verificar com maior ênfase quais as maiores dificuldades dos alunos e quais os erros mais
comuns (o porquê daqueles erros) - se é o fato de não saber o conteúdo ou apenas de
não ter conseguido desenvolver o raciocínio - e com isso podemos buscar meios a fim de
ajudar a compreendê-los, seja através de software, de jogos, ou até mesmo outros meios
diversificados.
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5 Considerações Finais

Esta pesquisa teve como objetivo subsidiar os docentes nas atividades de matemá-
tica relacionadas aos conteúdos de matrizes e sistemas lineares, nas questões das provas
do ENEM de 2009 a 2017, tendo em vista as habilidades e competências estabelecidas
pela Matriz de Referência do ENEM.

Propomos responder à seguinte questão: como as competências e habilidades discri-
minadas nos documentos citados, referentes aos conteúdos de matrizes e sistemas lineares,
podem ser trabalhadas pelo docente da disciplina de matemática de modo à auxiliar seus
alunos na hora de prestar o Enem?

Para isso, foi realizado levantamento bibliográfico e análise documental e de con-
teúdo, a fim de caracterizar o estudo de matrizes e sistemas lineares no âmbito escolar. Foi
possível destacar a importância e a necessidade de que o trabalho com esse conteúdo seja
bem planejado, buscando outros meios de ensino que auxiliem na busca das competências
e habilidades requeridas pelos PCNEM, a fim de se alcançar sucesso no exame.

A fim de conhecer as competências e habilidades esperadas dos alunos e que pre-
cisam ser consideradas pelos docentes no planejamento e execução de suas atividades,
procedemos com um estudo dos PCNEM, dos PCN+ Ensino Médio e da Matriz de Referên-
cia do ENEM. Como resultado foram expostas as competências e habilidades relacionadas
ao estudo de matrizes e sistemas lineares.

Após apresentar todas as definições, conceitos, operações e métodos de resolução
sobre matrizes e sistemas lineares, foram levadas para a sala de aula algumas questões
do ENEM para alunos da 2a série e 3a série do ensino médio. A partir da aplicação
desta atividade foram feitas algumas análises de cada questão, buscando as habilidades e
competências presentes em cada uma delas e identificando se os alunos dominam essas
habilidades.

Pudemos perceber também que dentre todas as habilidades sobre matrizes e siste-
mas lineares, as que aparecem frequentemente nas questões do ENEM são as habilidades
H21 (Resolver situação problema cuja modelagem envolva conhecimentos algébricos) e
H22 (Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso para a construção de
argumentação), as quais, consequentemente, devem ser bastante trabalhadas e devido a
um maior índice de erros na habilidade H19 (Identificar representações algébricas que
expressem a relação entre grandezas) e H22 (Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos
como recurso para a construção de argumentação) se faz necessário também uma maior
ênfase nessas habilidades, utilizando diferentes metodologias, como tecnologias, jogos,
aplicações, etc.

Vemos também na apresentação e resolução das questões do ENEM, que além dos
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conteúdos de matrizes e sistemas lineares abordados durante a atividade, podem haver
também outros conteúdos envolvidos nas questões como por exemplo: frações, média, etc.,
os quais não menos importantes, que devem ser trabalhados diariamente em sala de aula
para um melhor desempenho dos alunos no ENEM.

A etapa desta pesquisa que consistiu na seleção e resolução de questões do ENEM,
apresentou como resultado a possibilidade de os docentes terem à disposição o conheci-
mento de quais competências e habilidades estão sendo trabalhadas, bem como alguns
possíveis erros e discussões dos mesmos para que no planejamento e preparação das aulas
sobre matrizes e sistemas lineares já se tenha um horizonte norteador sobre os diversos
processos de ensino que podem ser utilizados, observando qual se adapta melhor ao perfil
da turma, procurando tornar o processo de aprendizagem mais significativo.

Convém ressaltar que as questões aqui resolvidas e apresentadas, representam
apenas um ponto de partida para os docentes na busca pela inserção dessa metodologia no
contexto da sala de aula, servindo como uma referência de metodologia a ser trabalhada.
Cada docente deve analisar seu ambiemte e o perfil de seus alunos, a fim de buscar
situações problemas adequadas, bem como outras formas de utilizá-las no planejamento e
desenvolvimento de suas atividades.

Enfim, como resposta à questão proposta para esta pesquisa, é possível afirmar
que a metodologia apresentada pode servir de auxílio ao trabalho do docente, de modo a
proporcionar aos alunos o desenvolvimento das competências e habilidades deles esperadas,
bem como garantir que esse processo ocorra de modo eficaz, oferecendo também algumas
ideias e propostas de trabalhos referenciados para o ensino deste conteúdo.

Como proposta para futuras pesquisas está a análise de recursos computacionais e
jogos para o ensino aprendizagem do conteúdo de matrizes e sistemas lineares, e, através de
realização de pesquisa de campo, mensurar as contribuições oferecidas ao desenvolvimento
do trabalho docente junto aos alunos, bem como prever novas formas de abordagem dessa
metodologia nas aulas de Matemática.
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Fonte: BRASIL, 2009, p. 5-7.
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Fonte: Brasil, 2002, p. 114-119.
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