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Resumo

A presente dissertacao tem como objetivo discorrer sobre diagonaliza¢do de operadores
lineares, de modo que possamos explorar esses conceitos na solucao de sistemas de equacdes
diferenciais ordindrias e na identificacdo de conicas. Um operador linear em um espago veto-
rial de dimensado finita, pode ser representado por uma matriz. Sendo as matrizes diagonais as
mais simples do ponto de vista das operagdes matriciais, mostraremos sob que condi¢des, dado
um operador linear € possivel representd-lo por uma matriz diagonal. Dessa forma, este tra-
balho apresenta o processo de diagonalizacdo de operadores, introduz conceitos basicos sobre

sistemas de equacdes diferenciais ordindrias e aplicagoes.

Palavras-chave: Conicas; Diagonalizacdo de operadores; Sistemas de equagdes dife-

renciais.



Abstract

The present dissertation aims to discuss diagonalization of linear operators, so that we
can explore these concepts in the solution of systems of ordinary differential equations and in
the identification of conics. A linear operator in a vector space of finite dimension can be re-
presented by a matrix. Since diagonal arrays are the simplest from the point of view of matrix
operations, we will show under what conditions, given a linear operator it is possible to repre-
sent it by a diagonal matrix. Thus, this paper presents the process of operator diagonalization,

introduces basic concepts about systems of ordinary differential equations and applications.

Keywords: Conical; Diagonalization of operators; Systems of differential equations.
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Introducao

Este trabalho tem como objetivo discorrer sobre Diagonalizacdo de Operadores Linea-
res, assim como sua aplicacdo em algumas éreas, especialmente na solu¢do de problemas que
envolvem Equacgdes e Sistemas de Equacdes Diferencias.

Um operador linear em um espaco vetorial de dimensao finita, pode ser representado
por uma matriz. Sendo as matrizes diagonais as mais simples do ponto de vista das operagdes
matriciais, nos perguntamos se dado um operador linear, € sempre possivel representd-lo por
uma matriz diagonal? Mais precisamente, queremos saber se para todo operador existe uma
base do espago vetorial tal que a matriz do operador na base seja uma matriz diagonal.

Como todo conhecimento cientifico, as ideias matemadticas passam por um processo
evolutivo incorporando mudangas, sendo tratadas com novas ferramentas e métodos os quais,
muitas vezes, lhes permitem um incremento no seu desenvolvimento. Uma se¢do cOnica € uma
curva cuja equagdo cartesiana é do segundo grau, e inversamente, toda curva cuja equagdo €
do segundo grau pode ser obtida a partir da intersecdo de um cone circular reto de duas folhas
com um plano. Por essa razdo, as curvas cujas equacodes sao do segundo grau sdo chamadas
de se¢des cOnicas, ou simplesmente de cOnicas. Exposi¢Oes gerais sobre as se¢des conicas
sdo conhecidas antes da época de Euclides, e existe uma diversidade de defini¢des para elas,
cuja equivaléncia € mostrada na Geometria Elementar. As cdnicas desempenham um papel
importante em vdrios dominios da fisica, incluindo a astronomia, a economia, a engenharia e
em muitas outras situacdes, pelo que ndo € de estranhar que o interesse pelo seu estudo seja tdo
antigo. Neste trabalho, veremos como a diagonaliza¢do de matrizes simétricas pode ser usada

na identifica¢do de cOnicas.
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O trabalho estd dividido em quatro capitulos. No primeiro capitulo, traremos algumas
defini¢des e resultados necessarios para o desenvolvimento do texto, mais claramente, falamos
sobre Matrizes, Sistemas lineares, Espacos Vetoriais, Transformagdes Lineares o sobre o Teo-
rema do ponto fixo de Banach.

No segundo capitulo, iniciamos com uma breve motivacao para o estudo do processo
de diagonalizagcdo e, em seguida, tratamos das importantes no¢des de autovalor e autovetor
de um operador linear, no¢des estas centrais na teoria das equagdes diferenciais ordindrias,
de polindmio caracteristico e, encerramos, com uma versao de um teorema chamado Teorema
Espectral para operadores simétricos, que garante que todo operador simétrico € diagonalizavel.

No terceiro capitulo, faremos um breve histérico sobre o estudo das equagdes diferen-
ciais, também apresentaremos algumas defini¢des sobre as equacdes diferenciais ordindrias, e
principalmente, falaremos sobre sistemas de equacdes diferenciais de primeira ordem.

Ja no quarto e ultimo capitulo, traremos um método alternativo de resolugdo de sistemas
de equacdes diferencias através da diagonalizacao, também sao resolvidos alguns problemas de
aplicacdo utilizando os sistemas de equacdes diferenciais como modelos matematicos e finali-

zamos falando sobre identificagdo de conicas, também utilizando diagonalizacao.



CAPITULO 1

Preliminares

Apresentaremos neste capitulo algumas definicdes e resultados necessarios para o de-

senvolvimento deste trabalho.

1.1 Resultados Basicos de Algebra Linear

1.1.1 Matrizes

As matrizes sdo ferramentas bdsicas, pois além de fornecerem meios para a resolucao

de sistemas lineares, também representardo as transformacdes lineares entre espagos vetoriais.

Definicao 1.1.1. Uma matriz m x n A sobre o corpo dos niimeros reais R é uma tabela retan-

gular com m linhas e n colunas da forma

@13 Q2 -+ Qin

Q21 Q22 - Q2p
A=

Am1 Am2 - Amn

onde a;;,€ Ryi=1,....,mej=1,..,n Usamos, também, a notacdo A = [a;j|mxn.
O simbolo a;; significa o elemento da matriz A que estd na i-ésima linha e j-ésima coluna

11
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e serd chamado de entrada da matriz A. O conjunto de todas as matrizes A do tipo m X n serd
denotado por M (m,n). Uma matriz A € M (m,n) é chamada de matriz quadrada se m = n.

Dizemos que uma matriz quadrada A € uma matriz diagonal se

aij =0, i # .

Em particular, dizemos que a matriz diagonal A € uma matriz identidade se

lsei=3
QAij = S
0sei#j
e serd denotada por [,,. A matriz A = [a;;] € M(m,n)coma;; =0, 1 <i<mel<j<mn,
€ chamada de matriz nula e serd denotada por 0.
Dada uma matriz A = [a;j],xn, chamamos de transposta de A, e denotamos por A’, a
matriz [b;;],,xm, onde

bij = aji,
paratodo 1 <7 <meparatodol < j < m.

Definiciio 1.1.2. A soma de duas matrizes A = [a;j|mxn € B = [bijlmxn € a matriz C' = [¢ij]mxn
tal que
Cij = aij + b”

Observacao 1.1.1. A diferenca A — B de duas matrizes do tipo m x n é a matriz C' tal que

Cij = aij — b”

Exemplo 1.1.1. Uma matriz quadrada A se diz simétrica se A' = A e anti-simétrica se A' =
—A. Mostrar que a soma de duas matrizes simétricas € também simétrica. Mostrar que o mesmo
vale para matrizes anti-simétricas.

Solucdo. Sejam A e B as matrizes. Entdo (A+B)! = A'+ B' = A+ B. Logo A+ B é simétrica.
Analogamente, se A e B sdo anti-simétricas, (A+ B)' = A'+ B' = —A+(—B) = —(A+B).

Definiciio 1.1.3. O produto de uma matriz A = [a;j]ymxn por um niimero real o, denotado por

aA é a matriz obtida multiplicando cada elemento de A por o, e é,

aA = [aaij]mxn-
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Definicao 1.1.4. O produto de duas matrizes estd definido da seguinte forma. Sejam as matrizes
A = [ajj]mxr € B = [bjjlrxn. Entdo AB = C, onde C' = [c;;]mxn € uma matriz e cada elemento

cij € dado por
n
Cij = E aikbkj.
k=1

Observacao 1.1.2. A multiplicacdo de matrizes ndo € comutativa, pois existem matrizes A e B

tais que AB # BA.

Exemplo 1.1.2. Para cada ndmero real o consideremos a matriz:

cosa —Ssino

T, =
sina  cosa
Mostrar que 1,15 = T4 4.
Solucio.
cosa —sina cosf3 —sinf
1,15 = =
sina cos sinf3  cospf

T, = cos(a + ) —sin(a + f)
sin(a + )  cos(a+ )

ToTs = Toyp.

Em matemdtica, determinante é uma func¢do matricial que associa a cada matriz qua-
drada um escalar; ela transforma essa matriz em um ndmero real. Esta funcdo permite saber
se a matriz tem ou ndo inversa. A seguir mostraremos como encontar o determinante de uma

matriz quadrada.

Definiciio 1.1.5. Seja A = [a;;] uma matriz quadrada:

(i) do tipo 1 x 1. Definimos o determinante da matriz A, sendo det A = aq;.

(ii) do tipo 2 x 2. Definimos o determinante de A, sendo det A = aj1a25 — aq2a91.

(iii) do tipo n x n. O ij-ésimo menor de A é o determinante da submatriz M;; do tipo (n —1) x
(n — 1) obtida quando suprimimos a i-ésima linha e a j-ésima coluna de A. O ij-ésimo
cofator Cyj de A é definido como C;; = (—1)"*7 det M,;. Definimos o determinante da

matriz A, sendo det A = a1,C11 + a12C12 + ... + a1,Cip.
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Definicao 1.1.6. Uma matriz quadrada A é dita ndo-singular ou invertivel se existe uma outra
matriz B do mesmo tipo n x n tal que AB = BA = I, e denota-se B = A~'. Caso contrdrio

diz-se que A é uma matriz singular ou ndo-invertivel.

Existem vdrias maneiras de se encontrar a inversa A~! de uma matriz A. Supondo que
a matriz A possui inversa, um método que envolve o uso de determinantes € associar a cada
elemento a;; com o determinante da matriz M;; que € obtida através da eliminagdo da linha e
da coluna onde a;; se encontra. Além disso, associa-se a;; com o cofator Cj;.

Se B = [b;;], tal que B = A~', entdo podemos definir

C.
by = —2—.
7 det A

1.1.2 Sistemas de Equacoes Lineares

Desde a antiguidade, em diversas dreas do conhecimento, muitos problemas sao mode-

lados matematicamente por sistemas de equacdes lineares.

Definicao 1.1.7. Um sistema de equacoes lineares com m equacdes e n incognitas é um con-

junto de equagoes da forma:

a;1ry + appxy + ... 4+ apr, = b1
a21T1 + 299 + ... + aonTy — bg

3
| ami?1 4+ A2ty + ...+ AT, = by

onde a;j,b; e R,i=1,...mej=1,..n

Uma solucdo do sistema de equagdes lineares € uma n-upla

Y = (y17y27 Jyn>

que satisfaz cada uma das m equacdes.

Observacao 1.1.3. Se b = b, = ... = b,, = 0, dizemos que o sistema de equacdes lineares
¢ um sistema homogéneo. Note que a n-upla (0,0, ...,0) é sempre uma solucdo do sistema

homogéneo.
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O sistema de equagdes lineares pode ser escrito sob a forma matricial

AX =B
onde _ -
ay; a2 - Adip
Q21 Q22 -+ Q2
A=
Am1  Am2 Amn
¢ a matriz dos coeficientes, )
A
T2
X =
I?’L
¢ a matriz das incégnitas e
by
by
B =
b,

¢ a matriz dos termos independentes.
Se a matriz A for uma matriz quadrada do tipo n X n e invertivel, ou seja, se det A # 0

e assim existe A~! que € a inversa de A, temos que

AX =B =

A'AX = A 'B =
ILX=A"'B=
X =A"'B.

Isto significa que se det A # 0 o sistema de equagdes terd uma tunica solugdo. Caso

tenhamos det A = 0 temos que A~! nflo existe e assim a igualdade X = A~! B ndo é vilida.
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Exemplo 1.1.3. Resolver o sistema de equagdes lineares

d3r + y =
r — 2y = —3

Solucao. Note que a matriz dos coeficientes

possuidet A=3-(—2)—1-1=—-6—1= —7# 0. Logo, A possui inversa. Note também,

que sua inversa € dada por

AT =

= NN
~|—=

Portanto, usando a equacdo X = A~'B, onde

¢ a matriz dos termos independentes, temos que a solucao do sistema € dada por

X=A"'B=

LN ] V]

xllt"o ==
|

w

[\

1.1.3 Espacos Vetoriais

Os espacgos vetoriais sdo conjuntos com uma estrutura algébrica especifica, seus ele-
mentos podem ser somados e multiplicados por elementos de um corpo, estes elementos serdo

chamados de vetores.

Definicao 1.1.8. Um espaco vetorial sobre o corpo R é um conjunto ndo-vazio V munido com
duas operagoes: adigcdo
+: VxV — V
(u,v) — u+v
e multiplicacdo por escalar
cr RxV — V

(a,u) — au
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tal que as seguintes propriedades valem:
. v+ (v+w) = (u+v) +w, para todos u,v,w € V.
2. Existe 0 € V tal que w4+ 0 = u, para todo u € V.
3. Para cadau €V, existe —u € V tal que u + (—u) = 0.
4. u+v =v+u, para todos u,v € V.
5. a(bu) = (ab)u, para todos a,b € Reu € V.
6. (a+ b)u = au+ bu, para todos a,b € Reu € V.
7. a(u+v) = au + av, para todos u,v € Ve a € R.

8 1-u=wu, paratodou V.

Definicao 1.1.9. Sejam V um espaco vetorial sobre R e W um subconjunto de V. Dizemos que

W é um subespaco (vetorial) de V se as seguintes condigdes sdo satisfeitas:

1. W £ 0.
2. u+wv e W, para todos u,v € W.

3. au € W, paratodoa € Reu e W.

Exemplo 1.1.4. Sejam V' = M(n,n) e
W={AeV;A" = A}

o conjunto das matrizes simétricas. Entdo W' é um subespaco de V.

Solucdo. E claro que TV # (), pois
0'=0=0ecW.
Dados A, B € Wea € R. Como A, B € W temos que A' = Ae B' = B. Logo,

(A+B)!=A"+B'=A+B=A+BeW
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(aA) = aA' = aA = aA e W.
Portanto, 1 € um subespaco de V.

Definicao 1.1.10. Seja V' um espaco vetorial sobre R. Um vetor w em V é uma combinagdo

linear dos vetores uy,us, ..., u, em V se existirem escalares o, oo, ..., o, € R tais que

U= U1 + QU + ... + QpUy,.

Além disso, sendo V' um espago vetorial sobre R e uy, us, ..., u, € V, dizemos que os
vetores uy, Us, ..., U, SA0 linearmente dependentes (LD) se existirem escalares oy, g, ..., iy €

R ndo todos iguais a 0, tais que

QU + oy + ... + au, = 0.

Ou, equivalentemente, a equagdo vetorial acima admite uma solucao ndo-nula. Caso contrério,
dizemos que os vetores uy, Us, ..., U, S0 linearmente independentes (LI), ou, equivalentemente,

a equacdo vetorial admite apenas a solugdo nula.

Teorema 1.1.1. Sejam V' um espago vetorial sobre R e uy,us, ..., u, vetores fixados em V.

Entdo o conjunto

W = {aiug + agus + ... + Quuy; ag, ag, ..., a, € R}

é um subespago de V.

Demonstracio. Note que W # (), pois

0=0u; +0us + ... + 0u,, € W

Dados u,v € W e a € R. Como u,v € W temos que existem

Ty eees Ty Y1y ooy Yn € R

tais que

U=2T1UL + ... +TpUy,
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UV = Yiuy + ...+ YnUp,-

Logo,

u+v=(r1u + ... + Tpuy) + (11 + oo + Yptun) = (X1 + y1)us + oo + (T + Yo )u, €W

au = a(r1uy + ... + Tuy,) = (ax)ug + ... + (ax,)u, € W

Portanto, W € um subespaco de V.

O subespacgo
W = {a1u1 + QolUo + ... + QpUn; O, g, ..., Oy € R}

de V' é chamado o subespaco gerado por uy, us, ..., Us,.
Mais geralmente, seja # um subconjunto ndo-vazio de V. Entdo
k
W:{Zaiui; a; R, u; € ek €N}
i=1

¢ o subespaco de V' gerado por 3, onde 3 € o conjunto de geradores de V.

Definicao 1.1.11. Um subconjunto 3 de um espago vetorial V' é uma base de V', se
1. (B é um conjunto de geradores de V' e
2. (B é um conjunto linearmente independente.

Dizemos que um espaco vetorial V' tem dimensdo finita se ele tem uma base consistindo
de um ndmero finito de vetores. O niimero de elementos de uma de suas bases ¢ chamado de
dimensdo de V. Quando um espaco ndo tem dimensao finita, dizemos que ele tem dimensdo

infinita.

Exemplo 1.1.5. Sejan € N. Para cada 1 < ¢ < n, denotemos por e; o vetor

(5i176i27 75177,) = (07 ceey 0, 170, ,0)
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em R", onde a componente 1 encontra-se na i-ésima posi¢ao. O conjunto o = {ey, ey, ..., €, } €

linearmente independente, pois a equagio

/{7161 + k'2€2 + ...+ knen =0

¢ satisfeita somente de k; = ko = ... = k,, = 0. Além disto, este conjunto também gera R",

pois qualquer vetor v = (aq, as, ..., a,) em R" pode ser escrito como

V= a1e1 + asey + ... + a,ey.

Assim, o, com a ordenagdo dada pelos indices dos e; € uma base do R", chamada base canénica

de R"™.

1.1.4 Transformacoes Lineares

Lembramos que uma funcdo f de um conjunto A em um conjunto B, f : A — B, é
uma regra que associa a cada elemento do conjunto A, um unico elemento do conjunto B. O
conjunto A é chamado dominio e o conjunto B é chamado contradominio. O subconjunto de
B formado por elementos b € B tais que f(a) = b para algum a € A é chamado (conjunto)

imagem de f. Para todo elemento a € A, f(a) é chamado a imagem de a por f.

Definicao 1.1.12. Sejam V' e W espagos vetoriais. Uma transformagdo linear de Vem W é

uma funcdo T’ : V. — W que possui as seguintes propriedades:

1. T(vy +v9) =T (v1) + T(v2), para quaisquer vy e vy em V;

2. T(av) = aT(v), para quaisquer v em V e a em R.

Observacao 1.1.4. As duas propriedades anteriores sdo equivalentes a seguinte propriedade:

T'(v1 + ave) = T(v1) + aT (va),

para quaisquer vy € vo em V e a em R.

Quando a transformacao linear for de um espago vetorial V' nele mesmo, ela serd cha-

mada de operador em V.
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Exemplo 1.1.6. Seja f(z) um polindmio arbitrariamente fixado em R|x]. A fun¢do 7" : R[z| —
Rlz], dada por T'(p(z)) = p(f(z)), é uma transformagio linear.

De fato, se p1(z), pa(x) € R[z] e a € R, temos que

T(py(z) + apa(z)) = pi(f(z)) + ap2(f(2)) = T(p1(z)) + aT (p2(x)),

mostrando que 7' é uma transformacao linear.

Definicao 1.1.13. Seja T : V' — W uma transformagdo linear. O niicleo de T, denotado por

N(T), é definido pelo conjunto
N(T)={veV; T(v) =0}

E, a imagem de T é o conjunto

O estudo de transformagdes lineares em espagos vetoriais de dimensao finita pode ser
reduzido ao estudo de matrizes. Para tal, considere V', W espacos vetoriais de dimensao finita

sobre R e

a={uy,...,u.}, B ={wy, ..., wy,}

bases de V' e IV, respectivamente. Seja 7' : V' — W uma transformacao linear. Entao

Como [ é uma base de W temos que existem tnicos a;; € R tais que
m
T(U,]) = Zaijwi, j = 1, o, n.

=1

A transposta da matriz dos coeficientes deste sistema serd chamada a representacdo matricial

de T em relagdo as bases a e J e denotada por

aix - Qin
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Agora, definiremos um importante operador em espagos vetoriais com produto interno.
Mais precisamente, mostraremos a existéncia do operador adjunto de um operador linear e, a

partir deste, a no¢do de operador simétrico.

Definicao 1.1.14. Um produto interno em um espago vetorial V' é uma funcdo que a cada par
de vetores u e v em V associa o nimero real, denotado por (u,v), que satizfaz as seguintes
propriedades:

Para quaisquer vetores u, v e w de V' e qualquer niimero real k,

1. (v,v) >0;

N

(v,v) = 0 se, e somente se v = 0;
3. (u,v) = (v,u),

4. (u+v,w) = (u,w) + (v,w);

5. (ku,v) = k(u,v).

Observacio 1.1.5. A norma do vetor v de V, denotada por ||v||, é o nlimero real
1
[o]] = (v, v)2.

Se ||v|| = 1, dizemos que v é um vetor unitdrio.
Definicdo 1.1.15. Dois vetores u e v em V sdo ortogonais quando (u,v) = 0.

Definicao 1.1.16. Um conjunto de vetores em V é chamado conjunto ortogonal se quaisquer
dois vetores distintos do conjunto sdo ortogonais. Um conjunto ortogonal no qual cada vetor é

unitdrio é chamado conjunto ortonormal.

Teorema 1.1.2. Dado um operador linear T' em V', existe um uinico operador linear T em V'

tal que
(T'(v), w) = (v, T"(w)),

para quaisquer v,w € V.

Demonstracdo. Tome w € V. Como a fungdo definida por v — (T'(v), w) é linear em V' segue

que existe um tnico vetor w’ € V tal que

(T(v), w) = (v,w'),
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para todo v € V. Basta definir 7*(w) = w’ e sendo {vy, ..., v, } uma base ortonormal de V/,
entao

T (w) =w' = (T(v1),w)vy + ... + (T'(v,), w)vy,.
Dai, vé-se que 1™ € linear.
[ |

O operador 7™ é chamado de operador adjunto de 'I'. Podemos obter 1™ a partir de uma

representacdo matricial de 7', tendo em vista que para toda base ortonormal o de V', temos que

75 = (IT12)"

[0}

Definicao 1.1.17. Um operador linear T' : V' — V é dito ser um operador simétrico quando

T =T.
Assim, T : V' — V & simétrico se, e somente se, [1]¢ é uma matriz simétrica.

Exemplo 1.1.7. Seja T : R® — R? o operador linear definido por T'(z,y,2) = (2 — y +
z,—x + 1y + 3z, + 3y). Verificar se T' é um operador simétrico.

Solucio. Se « € a base candnica de R, entdo

¢ uma matriz simétrica e, portanto, 7' € um operador simétrico.

1.2 O Teorema do Ponto Fixo de Banach

Definicao 1.2.1. Uma métrica num conjunto M é uma funcdo d : M x M — R, que associa a
cada par ordenado de elementos x,y € M um niimero real d(x,y), chamado a distdancia de x

a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes condicdes para quaisquer x,y,z € M:
1. d(z,z) =0;

2. se x # y entdo d(x,y) > 0;
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3. d(z,y) = dly, x);
4. d(z,z) < d(xz,y) + d(y, 2).

Definicao 1.2.2. Um espagco métrico é um par (M, d), onde M é um conjunto e d é uma métrica

em M.

Diremos, salvo quando houver possibilidade de divida, simplesmente "o espaco métrico
M", deixando subentendida qual a métrica d que estd sendo considerada. Os elementos de um
espaco métrico podem ser de natureza bastante arbitrdria: ndmeros, pontos, vetores, matrizes,

funcdes, conjuntos, etc. Mas é comum chamarmos sempre os pontos de M.

Definicdo 1.2.3. Uma sequéncia (x,,) num espaco métrico M chama-se sequéncia de Cauchy

quando, para todo € > 0 dado, existe ng € N tal que m,n > nyg = d(x,,, r,) < €.

Definicao 1.2.4. Diz-se que o espagco métrico M é completo quando toda sequéncia de Cauchy

em M ¢é convergente.

Definicao 1.2.5. Seja (X, d) um espago métrico. Um ponto fixo de uma aplicacdo f : X — X

é um ponto x € X tal que f(x) = .

Definicao 1.2.6. Sejam X,Y espacos métricos. Uma aplicacdo f : X — Y chama-se uma

contragdo quando existe uma constante ¢, com 0 < ¢ < 1, tal que

d(f(z), f(y)) < cd(z,y),

para quaisquer x,y € X.

Teorema 1.2.1 (Teorema de Banach). Se X é um espaco métrico completo, toda contragcdo
f X — X possui um iinico ponto fixo em X. Mais precisamente, se escolhermos um ponto

qualquer xy € X e pusermos

x1 = f(xo), wo= f(x1),. .., Tps1 = f(xn),...,

a sequéncia (z,) converge em X e a = lim x,, € o tinico ponto fixo de f.

Demonstracdo. Provemos inicialmente a unicidade. Se f(a) = a e f(b) = b, como f é uma

contracdo, temos

d(av b) = d(f(a>7 f<b>> < C'd<a7 b)7
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ou seja,

(1 —c)d(a,b) <0.

Como 1 — ¢ > 0, concluimos que d(a, b) = 0, isto é, a = b. Provemos agora a existéncia, para

isso, provemos que (z,,) é uma sequéncia de Cauchy em X. Ora

d(z1,z9) = d(f(w0), f(21)) < c.d(wo, 1),

d(xq,23) = d(f(21), f(22)) < c.d(x1, 2) < .d(z0, 71),

e, por recorréncia, temos
d(Tp, Tny1) < ".d(wo,71), Vn € N.

Entdo para n, p € N quaisquer, segue que

(T, Tnap) < AT, Tng1) + d(Tng1, Tngz) + -+ d(Tngp-1, Tntp)
< [ +c+ -+ H]d(zg, 71)
CTL
S 1 C.d($07$1).

Calculando o limite quando n — oo, obtemos

lim d(z,, Tp4p) =0,
n—oo

concluindo que (z,,) é uma sequéncia de Cauchy em X. Logo existe a € X tal que lim z, = a.
n—oo

Provemos que a é ponto Fixo de f. De fato, como f é continua, temos

fla) = f(lim z)

n—oo

n—o0

= lim z,
n—oo

= a,

o que conclui a demonstragao.
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Corolario 1.2.1. Seja X um espaco métrico completo. Se ' : X — X é continua e, para
algum m, F'™ é uma contracdo, entdo existe um vnico ponto p fixo por F'. Mais ainda, p é um

atrator de F, isto é, F"™(x) — p quando n — oo, onde F™(x) é definido por F(F™ *(x)).
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Diagonalizagao de Operadores

Motivacao. Vamos considerar o problema de encontrar as fungdes que dao a evolucdo das
populacdes de duas espécies, S; e Sz, convivendo em um mesmo ecossistema no tempo ¢ >
0. Vamos denotar as populagdes das espécies S; e Sy em um instante ¢ por x(t) e xo(t),
respectivamente. Inicialmente vamos supor que a taxa de crescimento da populacdo de uma
espécie ndo depende do que ocorre com a outra espécie € que esta taxa € proporcional a sua
populacdo existente (ou equivalentemente que a taxa de crescimento relativa é constante), ou

seja, vamos supor que

dl’l
E(t) = az:(t)
de‘Q
E(t) = du(1)

em que a,d € R. Temos aqui um sistema de equacgdes diferenciais, ou seja, um sistema de
equagdes que envolvem derivadas das fung¢des que sdo incognitas. Neste caso as duas equagdes
sdo desacopladas, isto €, podem ser resolvidas independentemente. A solugdo do sistema é

21(t) = 21(0)e™ e z5(t) = 29(0)e™, parat > 0.

Vamos supor, agora, que as duas populacdes interagem de forma que a taxa de cresci-

mento da populacdo de uma espécie depende de forma linear ndo somente da sua populagdo

27
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existente, mas também da populacio existente da outra espécie. Ou seja, vamos supor que

dl’l
E(t) = ax1(t) + bxa(1)

%(t) = cx1(t) + dxa(t).

Por exemplo, se os individuos de uma espécie competem com os da outra por alimento (a, d >
0) e (b,c < 0), ou os individuos da espécie S sdo predadores dos da outra (a,b,d > 0e ¢ < 0).
Neste caso a solu¢cdo de uma equagdo depende da outra. Podemos escrever este sistema na

forma de uma equacao diferencial matricial

X'(t) = AX (),
2 (t) a b x1(t) _
em que X'(t) = A= e X(t) = . Vamos supor que existam
xh(t) c d xa(t)
matrizes P e D tais que
A=pPDP!
A0 .
em que D = . Substituindo-se A = PDP~!em X'(t) = AX(t) obtemos
0 X

X'(t) = PDP'X(t).

Multiplicando-se a esquerda por P! e fazendo a mudanga de varidvel Y (t) = P~1X (), obte-
mos a equagio

Y'(t) = DY (),

que pode ser escrita na forma de um sistema de equagdes desacopladas

yi (t) = M1 (t)

Yo(t) = Aaya(t)

A1

que tem solugdo dada por y;(t) = cieM! e yo(t) = cpe*?’. Assim, da mudanga de varidveis
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Y(t) = P7'1X(t), asolugdo de X'(t) = AX(t) é

crett

X(t)=PY(t)=P

026/\2t

Vamos mostrar como podemos determinar matrizes P e D, quando elas existem, tais
que A = PDP~!, ou multiplicando 2 esquerda por P~! e 2 direita por P, D = P~ AP, com
D sendo uma matriz diagonal. Chamamos diagonalizacdo ao processo de encontrar as matrizes

PeD.

2.1 Autovalores e Autovetores

Definicao 2.1.1. Sejam V um espaco vetorial sobre R e'l" : V' — V um operador linear. Um

niimero real \ serd dito um autovalor de T’ se existir um vetor ndo-nulo v em V tal que
T(v) = Av.

O vetor v é chamado de autovetor de T associado a M.

Observacao 2.1.1. Se v é um autovetor de um operador 7" associado a um autovalor A, entdo
todo multiplo por escalar de v é também um autovetor de 7" associado a A\. Mais ainda, se
A(N) ={v e V; T(v) = v}, entdo A(X) é um subespago vetorial de V', chamado autoespaco

de T associado a \.

O seguinte teorema mostra que autovetores associados a autovalores distintos sao line-

armente independentes.

Teorema 2.1.1. Sejam T : V' — V um operador linear e \i, )\s, ..., \, autovalores distintos
deT. Se vi,vq,...,v, sdo autovetores de " associados aos autovalores \i, \a, ..., \,, entdo o

conjunto {vy, vy, ..., v, } € linearmente independente.

Demonstracao. (Indugdo sobre n). Sejam x4, zo, ..., z, € R, tais que

U1 + ToUs + ... + xv, = 0.

Se n = 1, entdo x1v; = 0. Logo, x1 = 0, pois v; # 0. Agora, suponhamos que n > 2

e que o resultado seja vdlido para todo k com 1 < k < n — 1. Aplicando 7" a equagdo
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101 + Tove + ... + 2,0, = 0. e usando que T'(v;) = \;v;, temos que
-Tl)\lvl -+ .1'2)\2’02 + ...+ ajn)\nvn =0.

Agora, multiplicando a equagdo x1v; + z2vs + ... + x,v, = 0 por A\, e subtraindo da equagao

T1AU] + a2 AoUg + ... + £, AU, = 0, temos que
(A — Az + (A — A2)mava + oo + (A — A1) @101 = 0.
Logo, pela hipétese de inducdo,
A= N)x;=0,i=1,...,n—1.
Como A\, — A\, #0,i1=1,...n—1,temosque z; =0, i = 1,...,n — 1. Assim,
TV, = 0
mas isto implica que x,, = 0. Portanto, o conjunto

{Ul,Ug, --~7Un}

¢ linearmente independente.
|

Corolario 2.1.1. Seja T : V — V um operador linear. se dimV = n e T possui n autovalores

distintos, entdo V' possui uma base formada por autovetores de T'.

Demonstracao. Pelo teorema anterior, n autovalores distintos implicam na existéncia de um
conjunto de autovetores {vy, va, ..., v, } linearmente independente. Considere W um subespaco
gerado por vy, vy, ...,v,. Como W C VedimW = n = dimV, temos que W = V, logo

{v1,vg,...,v,} é uma base de V.
n

Veremos que a existéncia de uma base de V' formada por autovetores de um operador
linear 7" : V — V & equivalente a existéncia de uma representacdo deste operador por uma

matriz diagonal.
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2.2 Polinomio Caracteristico

Definicao 2.2.1. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. A matriz tl, — A, onde t é uma inde-
terminada, é chamada matriz caracteristica de A. O determinante dessa matriz é um polindmio

em t, chamado polinémio caracteristico de A e denotado por P, (t).

Existe uma relagdo entre os autovalores de um operador e as raizes do polindmio carac-

teristico de alguma matriz associada a ele. Essa relagcdo € dada pelo resultado a seguir.

Teorema 2.2.1. Seja T : V — V um operador linear e seja a« = {vy, v, ..., v, } uma base de

V. Entdo:

(i) v é um autovetor de T associado a ty se, e somente se, [v], é uma solugdo ndo trivial do

sistema linear AX =0, onde A = tol,, — [T

o’

(ii) to € R é um autovalor de T se, e somente se, ty é uma raiz do polinémio caracteristico da

matriz T3, ou seja, Prrya (to) = 0.

Demonstracao.
(i) Seja to um autovalor de 7' e v um autovetor de 7" associado a ty. Como [T'(v)], =
[T)%[v]o € T(v) = tov, temos

[tov]a = [T]a[0]a

ou seja, tol,[v]o = [T]%[v]s. Equivalentemente,

(toln = [T]3)[vla = 0.

o

(ii) Consideremos o sistema linear AX = 0, onde A = oI, — [T]%. De, (tol, —

o
[T)2)[v]a = 0, segue que AX = 0 tem uma solucao ndo trivial, a saber [v],, jd que v ndo é o
vetor nulo. Como A ndo € invertivel, temos Pir)a (to) = 0, provando que t; é uma raiz de Prrja.
Reciprocamente, se {y € R € uma raiz de Pr}a, entdo Pir)a (to) = 0. Portanto, o sistema linear
AX =0,onde A = tol,, — [T]%, tem uma solu¢do X = [z1 3 ... x,,] ndo nula, pois det A = 0.
Vamos provar que £, € um autovalor de 7' e que v = z1v; + 223 + ... + 2,0, € um autovetor
de T associado a t;. De fato, como X; é uma solugdo do sistema AX = 0, temos AX; = 0.

Equivalentemente,

(tol, — [T]) X1 = to X, — [T]2X; = 0,
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ou seja,

[tovla = to[v]a = [TI5[V]a = [T(v)]a,
pois, pela construgdo de v, X1 = [v]s. De [tov]a = to[v]a = [T]2[v]a = [T(v)]a, obtemos
que [T (v)]a = [tov]a, isto é, as coordenadas dos vetores T'(v) e tov na base « sdo iguais.

Consequentemente, estes vetores sdo iguais, ou seja, 7'(v) = tyv. Como por construgio v # 0,

segue-se que ty € um autovalor de 7" e v é um autovetor de 7" associado a ;.
[ |

Exemplo 2.2.1. Seja T : R? — R? um operador linear cuja representacdo matricial em relagio

a base canonica de R? é

4 -1
A=
2 1
Determine os autovalores e autovetores de 7.
Soluc¢do. O polindmio caracteristico é
t—4 1 )
Py(t) = det(tl; — A) = det =t — 5t +6.
-2 t-1

Como % — 5t + 6 = 0 somente parat; = 2 e t, = 3, 0 teorema anterior nos mostra que
t1 e to sdo os unicos autovalores de 7'. Para determinarmos os autovetores de 1" associados a ¢4,

devemos resolver o sistema linear

tl —4 1 T 0
2 -1 || 0
ou seja,
-2 1 I 0
2 1| | 2 0

que equivale a equacgdo linear —2x; 4+ x5 = 0. Assim, o autoespago de 7' associado a t; €
{(z,2x); x € R}. Agora, para determinarmos os autovetores de 7" associados a t5, devemos

resolver o sistema linear

tQ —4 1 i 0
—2 tg —1 T 0
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ou seja,
-1 1 T 0

-2 2 T2 0

que equivale a equacdo linear —x; + 2 = 0. Assim, o autoespaco de 7' associado a t; €

{(z,z); v € R}.

2.3 Processo de Diagonalizacao

Definicao 2.3.1. Dizemos que uma matriz A, n X n, é semelhante a uma matriz B, n X n, se

existir uma matriz invertivel P tal que
A=PBP.

A relacdo de semelhanga satisfaz as seguintes propriedades:
e toda matriz quadrada € semelhante a si mesma;
e se a matriz A é semelhante a B, entdo B é semelhante a A e
e se A é semelhante a B e B é semelhante a C, entdo A € semelhante a C.

Definicao 2.3.2. Dizemos que uma matriz A, n X n, é diagonalizdvel, se ela é semelhante a
uma matriz diagonal. Ou seja, se existem matrizes Q) e D tais que A = QDQ™', em que D é

uma matriz diagonal.

Definicao 2.3.3. Dizemos também que uma operador T' : V' — V de um espacgo vetorial de

dimensdo finita V ¢é diagonalizdvel, se existir uma base [3 de V tal que [T]g é uma matriz

diagonal.
Exemplo 2.3.1. Toda matriz diagonal A é diagonalizavel, pois A = (I,,) ' AI,.

Teorema 2.3.1. Um operador linearT" : V — V admite uma base 3 em relagcdo a qual a matriz

r ]g é diagonal se, e somente se, essa base [ for formada por autovetores de T.

Demonstracao. Suponhamos que § = {vy, vy, ..., v, } é uma base de V' tal que [T]g ¢ diagonal,
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digamos i i
aq 0 0
0 a9 0
[T]5 =
0 O an

Como, paracadai < 57 < n,
T(Uj) = 0U1 + ...+ OUj_l + a;V; + OUj_H + ...+ Ovn = a;vy,

segue que a; € um auto valor de 7" e v; é um auto vetor de 7" associado a a;. Portanto, 5 é uma
base formada por autovetores de 7.

Suponhamos agora que 5 = {uy, us, ..., u, } € uma base de V' formada por autovetores
de T'. Existem, entdao, nimeros reais by, bo, ..., b, tais que, paracadai < j < n, T(uj) = bju;.

Observamos que o0s b; 's ndo sdo necessariamente todos distintos. Pela defini¢do de [7'] g, temos

by 0 - 0

0 by - 0
15 = ,

0 O b,

ou seja, [T]g ¢ uma matriz diagonal.

Na demonstragdo do teorema anterior fica claro que, se um operador 7' tem uma re-
presentac¢do por uma matriz diagonal [T]g, entdo as entradas da diagonal principal de [T}g sdo
dadas pelos autovalores de 7. Mais ainda, se 7' é um operador linear em um espaco V' de
dimensdo n, o teorema anterior nos diz que 7' é diagonalizdvel se, e somente se, 7' tem n auto-
vetores linearmente independentes. Em particular, se 7' tem n autovalores distintos, entdo 7' é
diagonalizavel.

Veremos agora que se V' é um espaco com produto internoe se 7' : V. — V é um
operador simétrico, entdo existe uma base ortonormal de V' formada por autovetores de 7". Em

particular, todo operador simétrico € diagonalizavel. Este resultado é conhecido como Teorema

Espectral.
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Teorema 2.3.2 (Teorema Espectral). Seja V' um espaco vetorial de dimensdo finita sobre R.
SeT : V — V é um operador simétrico, entdo existe uma base ortonormal (3 de V' tal que [T]g

é diagonal.

Demonstracao. A prova serd feita por inducio sobre a dimensdo de V. Chamaremos a matriz
[T]2 de A. Se dim V' = 1, o resultado é 6bvio. Suponhamos que n > 1 e que o resultado é
vélido para espagos de dimensdo n. Seja V' um espago vetorial tal que dim V' = n + 1. Seja «
uma base de V' e seja A uma raiz complexa do polindmio P4. No entanto, sabemos que todas
as raizes do polindmio caracteristico Pirje em C s3o nameros reais. Portanto, A é um autovalor

de T'. Seja v um vetor unitdrio de 7" associado a A\. Consideremos o subespaco
W ={w e V;{w,v) =0}.

Note que W = G(v)*, onde G(v) é o subespago gerado por v. Afirmamos que T(W) C W.

De fato, seja w € W. Como 71" € um operador simétrico, temos que
(T(w),v) = (w, T(v)) = (w, \w) = Mw,v) = A0 =0,
donde T'(w) € W. Assim, podemos considerar o operador restri¢ao
S = Tlw,

que é também um operador simétrico. Além disso, como dim G(v) = 1, segue que dim W = n.
Assim, podemos aplicar a hipdtese de inducdo ao operador S para garantir a existéncia de uma
base ortonormal {v1, v, ..., v, } de W formada por autovetores de S (logo de T'). Consequente-
mente, 5 = {v, vy, vy, ..., v, } é uma base ortonormal de V' formada por autovetores de 7". Dai,

[T]g ¢ diagonal.
|

Observacao 2.3.1. Uma outra versdo (matricial) do Teorema Espectral, nos diz que se A €
M (n,n) é uma matriz simétrica, entdo existe uma matriz ortogonal P € M(n,n) tal que
P~YAP(= P'AP) é diagonal. Neste caso, dizemos que A é ortogonalmente diagonalizdvel

e que P diagonaliza A ortogonalmente.
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Exemplo 2.3.2. Considere o operador 7' : R? — R3 dado por T'(z,y,2) = (v +y,—y,2) e a

base candnica o do R3. A matriz que representa 7' com relacdo a base o é:

Pa(t) = det(tly — A) = det 0 t+1 0 ={t-1t+1)(Et—-1).

As raizes do polindmio caracteristico de 71" sdo:
Pyt) =0 (t-1)(t+1)(t—-1)=0<1t==+l.

Assim, os autovalores de 7" sdo t; = 1 com multiplicidade 2 e t, = —1 com multiplicidade 1.

E, para determinar os autovetores de I’ resolvemos o sistema linear

t—1 -1 0 T 0
0 t+1 0 y| =10
0 0 t—1 z 0
Para ¢; = 1, temos:
0 -1 0 T 0
0 2 0 y | =101,
0O 0 0 z 0

que implica em y = 0. Assim o autoespago de 7" associado a t; é {(z,0, 2); z, = € R}. Observe

que {(1,0,0),(0,0,1)} é uma base para o autoespago de 7" associado a t;.
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Para t, = —1, temos:

—2 -1 0 x 0
0 0 0 yl=10]1,
0 0 -2 2 0

que equivale a equacgdo linear —2x —y = 0 e a z = 0. Assim o autoespaco de 7" associado a t,
é {(z,—2z,0);z € R}. Observe que {(1, —2,0)} € uma base para o autoespago de 7" associado
ats.

Considere entdo o conjunto 8 = {(1,0,0),(0,0,1), (1,—2,0)}. Esse conjunto ¢ linear-
mente independente, e como dim R? = 3, temos que 3 é uma base para R?, formada por auto-
vetores de 7'. Portanto, 7' € um operador diagonalizavel. Escrevendo as imagens dos elementos

da base 3, pela transformacdo 7', como combinacdes lineares dos elementos de 3, temos:

T(1,0,0) = (1,0,0) = 1(1,0,0) + 0(0,0, 1) + 0(1, —2, 0)

T(0,0,1) = (0,0,1) = 0(1,0,0) 4 1(0,0, 1) + 0(1, —2, 0)
T(1,-2,0) = (—1,2,0) = 0(1,0,0) + 0(0,0,1) + —1(1, —2,0)

Portanto, a matriz que representa 7' com relagio a base [ de autovetores é:

10 0
T]5=101 o0

00 —1
que € uma matriz diagonal.
Exemplo 2.3.3. Considere a matriz A dada por

1 2

A —

0 -2
O polindmio caracteristico é dado por

t—1 =2

Py(t) = det(tl; — A) = det =({t—-1)(t+2).
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As raizes do polindmio caracteristico s30 P4(t) =0« (t—1)(t+2) =0<t=1out = —2.
Portanto, A possui dois autovalores t; = 1 ety = —2.

Para t; = 1, temos que:

1 2 T T
AX =tX & =1 & 19 = 0.
0 —2 ) )

Assim, os autovetores da matriz A associados ao autovalor t; = 1 sdo da forma:

I 1
X1 = =T
0 0
Para t, = —2, temos que:
1 2 1 T -3
AX:tQX@ = -2 ~ Ty = —I7.
0o -2 To T2 2
Assim, os autovetores da matriz A associados ao autovalor ¢, = —2 sdo da forma:
I 1
XQ = 5 =T 3

Observe que (1,0) e (1,5%) sdo linearmente independentes, portanto A possui 2 autovetores
linearmente independentes, o que implica que a matriz A € diagonalizavel. De fato, basta tomar

a matriz diagonalizante

0 1 1
0 3
e a matriz diagonal
1 0
D=
0 —2

Observe que as colunas de () sdo os autovetores de A e a matriz diagonal D foi construida com
os autovalores de A. Temos que A é semelhante a matriz D, ou seja, A = QDQ !, de fato,

podemos verificar que:

QDQ ™" =
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Assim, A é uma matriz diagonalizavel.

39



CAPITULO 3

Equacgdes Diferenciais

3.1 Um Breve Historico

A teoria das equacdes diferenciais foi aplicada primeiramente as ciéncias fisicas, pos-
teriormente a outras atividades humanas, envolvendo desde a engenharia e a biologia até a
medicina, os esportes e as artes. Elas associam uma funcdo a uma ou mais de suas derivadas, e
resolvé-las significa encontrar todas as suas solugdes, isto €, todas as fungdes que satisfazem a
equacao.

O estudo das equagdes diferenciais iniciou-se com o estudo do Célculo durante o século
XVII, pelos matemdticos Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716).
No entanto, além de Newton e Leibniz, podemos citar matematicos de grande relevancia para o
desenvolvimento desta teoria, como Bernoulli, Cauchy, Euler, Lagrange, Laplace e Gauss.

O avanco do Célculo proporcionou a resolucao de inumeros problemas, os quais pude-
ram ser modelados matematicamente na forma de equacdes diferenciais e varios desses pro-
blemas, como por exemplo, a resolu¢do da braquistécrona, um problema que se destinava a
determinar a forma de uma curva ligando dois pontos distintos sobre um plano vertical, foram
resolvidos explicitamente por grandes mateméticos como os da familia Bernoulli e Leonhard
Euler.

Leonhard Euler(1707-1783), o maior matematico do século XVIII, foi um dos matema-

40
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Figura 3.1: Leonhard Euler

ticos que mais contribuiram no desenvolvimento da teoria das equagdes diferenciais, embora,
seus interesses incluissem todas as dreas da matemadtica e muitos campos de aplicagdo. Euler
identificou a condicao para que equacdes diferenciais de primeira ordem sejam exatas, desenvol-
veu o0 método de variagdo de parametros, demonstrou a teoria de fatores integrantes, encontrou
a solugdo geral de equacdes lineares homogéneas com coeficientes constantes. Nas equacoes
diferenciais parciais fez, também, importantes contibui¢des.

No final do século XVIII, ja haviam sido descobertos diversos métodos elementares
para solucionar equagdes diferenciais ordindrias. J4 no comego do século XIX, Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) contribuiram no desenvolvimento das
teorias e conceitos de fungdes de varidveis complexas. O desenvolvimento das solugdes de
determinadas equagdes diferenciais ainda continua como objeto de pesquisa, com problemas

atrativos e importantes ainda nao resolvidos.

3.2 Equacoes Diferenciais Ordinarias

De uma maneira geral, podemos dizer que temos uma equacao diferencial se na equacao
estdo envolvidas fun¢des incognitas e suas derivadas.

Uma equacao diferencial € dita ordinaria (EDO) se a fun¢ao incégnita depender apenas
de uma varidvel. Se depender de mais de uma varidvel serd denominada equacgdo diferencial
parcial.

A ordem de uma equacgdo diferencial € indicada pela maior ordem de derivagdo que

aparece na equacdo. Uma EDO de ordem n tem como expressao geral

F< dy & dny) —0, (3.2.1)

xuiU?%)@a '7%
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onde F' € uma fun¢do de n + 1 varidveis.

A equagdo (3.2.1) representa a relagdo entre a varidvel independente x e os valores da

n
.~ . . . .. Yy ~
func¢do incognita y e suas n primeiras derivadas. Quando pudermos explicitar —— na equagao

dz™
(3.2.1) teremos uma forma normal da EDO de ordem n, isto é,
d"y f< dy d*y d"_1y> (3.2.2)
den I\ g a1 ) o

As equagdes na forma normal podem sempre ser escritas na forma da equagéo [3.2.1] basta

considerar

dy d? d" d" dy d? a1
o 20 ) P e 25 2

dz’ dz?’ " dxn1

-2 27 . 2.
T o o (3.2.3)

Entretanto, uma equagdo na forma geral (3.2.1)) pode acarretar mais de uma equacio na forma

normal (3.2.2). Por exemplo,

() oo

leva as duas equagdes na forma normal:

A equagdo diferencial (3.2.2)) € chamada linear se a fungdo f for linear nas varidveis
dy d2y dn—ly

Yy, —,—=, -+, ——. Sendo assim, a forma geral de uma EDO linear de ordem n é
dr’ dz? dzn—1
d" a1 d
an(2) 2+ apa (1) T + o+ (@) + an(a)y = g(a) (3.2.4)

onde a,, ndo € identicamente nula.

Uma solugdo de uma EDO, no intervalo I = (a,b), é uma funcdo y = ¢(x) que,
juntamente com suas derivadas, satisfaz a equagdo Assim, resolver uma EDO (3.2.2) é
encontrar uma funcdo y = ¢(x), definida e derivdvel até a ordem n no intervalo I, que satisfaz
a equacao (3.2.2)).

Solugdo geral de uma EDO € o conjunto de todas as suas solucdes. Nas aplicagdes,

geralmente estamos interessados em solugdes particulares que satisfacam uma dada condi¢@o

inicial, ou condi¢des complementares.
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Para uma equacao diferencial de orem n, o problema

dn dy d2 dn—ly
Resolver : = ( Ty Yy =y ==, ,—)
=/ dz’ dx? dzn—1 (3.2.5)
Sujeito a : 3/(370) = yo, ¥ (x0) = Y1, -,y D (20) = Yot
em que Yo, Y1, - - - , Yn—1 SA0 constantes arbitrarias, € chamado de um problema de valor inicial

(PVI) de ordem n. Os valores especificos y(zo) = vo, ¥'(20) = Y1, ...,y (20) = Yn_1 sd0
chamados de condig¢des iniciais. Em particular,
dny dnfly

d
an(x)% + an71<x)m Tt al(:c)ﬁ +aol@)y = g(x) (3.2.6)

y(zo) = yo, ¥'(x0) = y1, - .. ’y(nq)(%) = Yp—1
¢ um PVI linear de ordem n.

Teorema 3.2.1 (Existéncia e Unicidade). Sejam a,(x),an_1(z),...,a1(x),ao(z) e g(x) fun-
¢oes continuas em um intervalo I com a,(x) # 0 para todo x neste intervalo. Se xq é algum

ponto deste intervalo, entdo existe uma tinica solugdo y(x) para o PVI neste intervalo.
Para o nosso propésito, precisamos da seguinte proposi¢ao.

Proposicao 3.2.1. Se [ é uma funcdo continua em um intervalo I, entdo o conjunto de todas

solugoes da EDO linear de primeira ordem

d
ﬁ —ay+ f(z), a€R, a#0, (3.2.7)
é o conjunto W = {y(x /f e dr+ ce®™ :ce€R}em I

Demonstracao. Em primeiro lugar, mostraremos que qualquer funcdo de V € uma solugado de

3.2.7| De fato, seja y(z) = e** / f(z)e™dx + ce®, x € I. Entao,

y = ae™ / f(x)e dx + e* e f(x) + ace™
= a(e™ / f(x)e *dx + ce®) + f(z)

= ay+ f(z).

Vamos mostrar que toda solugdo é desta forma. Seja ¢(z) uma solu¢do qualquer de
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(3.2.7) em I. Entdo

dp
%—aqﬁ—l—f(a:), el

Multiplicando esta equagdo por e~ **, obtemos

—ax d¢
e _

e ae”"p=e “pf(x), xvel,

ou

%[e‘mqﬂ =e “f(zx), vel.

Integrando membro a membro, obtemos

e o= /eaxf(ac)dac +c¢ el

para alguma constante ¢ € R. Finalmente,

¢ = eam/e‘””f(x)dx +ce™, zvel,

para alguma constante ¢ € R.
|

Observacao 3.2.1. Note que a solugdo geral da equagdo ((3.2.7|€é dada por y = y. + y,, onde
y. = ce® é a solugdo geral da equagdo homogénea v’ = ay e y, = e* [ e * f(x)dr é uma

solugdo particular da equacdo ndo homogénea (3.2.7

Observacao 3.2.2. Segue da proposi¢do anterior juntamente com o Teoreme de existéncia e

unicidade que y = yoe“("”*“), x € R, € a dnica solucdo do Problema de valor inicial

3.3 Sistemas de Equacoes Diferenciais de Primeira ordem

Nos concentraremos somente em sistemas de equacdes diferenciais de primeira ordem
lineares. Desenvolveremos uma teoria para esse tipo de sistema e, no caso de sistemas com
coeficientes constantes, um método de solug¢do que utiliza alguns conceitos basicos de dlgebra

matricial.
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Definicao 3.3.1. Um sistema de n equacoes diferenciais de primeira ordem é um conjunto de
equacoes da forma:

( dl‘l

i

1)

2 ot o

it ga(t, 21, 22, ., ) (3.3.1)

- gl(t7x17x27 7'1;77,)

dan
\dt

Quando cada uma das fung¢des g1, go, ..., gn, do sistema de equagdes anterior, for linear

= gn(t7I17$27'--7$n)

nas varidveis dependentes x4, zo, ..., T, obtemos a forma normal de um sistema de primeira

ordem de equagdes lineares:

(d
% = a11(t)1’1 + alg(t)l’z +...+ afln(t)xn + fl (t)
a
d_t2 = a21 (t)131 + a22<t)132 +...F a2n<t)xn + f2(t) (332)
dxy,
\ % - anl(t)xl + an2(t)x2 +.o..F a”"(t)x” + fn(t)

Consideramos que os coeficientes a;;(t) bem como as fungdes f;(¢) sejam continuos em
um intervalo comum /. Quando f;(¢t) = 0,7 = 1,2, ..., n, o sistema linear ¢ dito ser homogéneo;
caso contrdrio, ele € nio homogéneo.

Se X, A(t) e F(t) representarem as respectivas matrizes

(1) an(t) aw(t) -+ a(t) fi(t)
e B TR B VORI §
T (1) ani(t) an2(t) -+ ann(t) fn(t)

entdo o sistema de equacgdes diferenciais de primeira ordem lineares pode ser escrito como

T ar(t) aw(t) -+ am(t) xy fi(t)
d | agi(t) age(t) -+ agn(t) T2 fa(t)
a7 = . . . + .

T ap1(t)  ana(t) -+ apn(t) T fa(t)

ou simplesmente

X' =AX 4+ F. (3.3.3)
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Se o sistema for homogéneo, sua forma matricial € entdo
X' = AX. (3.3.4)

Uma das motivacdes para o estudo de sistemas de equacdes diferenciais lineares de

primeira ordem € que toda equacgao diferencial linear de ordem n pode ser reduzida a um sistema

linear com a forma normal (i3.3.2)).

Suponhamos uma equagdo diferencial linear de ordem n dada por

dny _ dn—ly dy

Introduzindo as variaveis

Yy =T, y/ = T2, y” = XT3, ... ay(n_l) = Tn, (336)

decorre que v = 7| = 1y, ¥’ =2 = x3,...,y" YV =2/ | =z, ey™ = 2/ . Logo, de

(3.3.5)) e (3.3.6)), verificamos que uma equacéo diferencial linear de ordem n pode ser expressa

como um sistema de equacdes lineares de primeira ordem:

T = 9
xh = 13
) Th =1y
Ty = Tn
= ap1(t)x, + -+ ar(t)zs + ao(t)z + f(1).

X

Exemplo 3.3.1. Se X = y |, entdo a forma matricial do sistema ndo homogéneo

z
dx
- = briytztt
I

&

L dt

= 8+ 7y —z+ 10t

= 20+9y— 246t



CAPITULO 3. EQUACOES DIFERENCIAIS 47

[N

6 1 1 t
X =18 7 -1 | X+ 10t
2 9 —1 6t

Definicao 3.3.2. Um vetor solugdo em um intervalo é qualquer matriz coluna

.Z‘1<t)
¥ $2.(t)
T (t)

cujas entradas sdo fungoes diferencidveis que satizfazem o sistema (3.3.3)) no intervalo.

—2t

e
Exemplo 3.3.2. Verifique que no intervalo (—oo, 00), as matrizes X; = , e Xy =
—2t
—e
3¢t 13
sdo solucgdes de X' =
5ebt 5 3
. _ —2e~ % 18¢°
Solucdo. A partir de X| = e X)) = , temos que
22 305t
6721‘, 67225 _ 36721‘ _26727&
AXl = = = = X{
5 3 —e % Se 2 — Ze 2e 2
3ebt 3¢5t + 155 18¢5¢ )
AX, = = = =X,
5 3 55t 15e5 + 15¢5¢ 30¢5

Definicao 3.3.3 (Problema de valor inicial). Seja to um ponto em um intervalo I e

x1(to) M

V2
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onde v;,i = 1,2, ...,n, sdo constantes dadas. Assim, o problema

Resolver : X' = A(t)X + F(t)
Sujeito a : X (ty) = Xo

(3.3.7)

é um problema de valor inicial em 1.

Observacio 3.3.1. Note que o sistema (3.3.1]) pode ser escrito como

X/:f<t7X>7
onde
T
x=| "1,
L,

e f:RxR"— R"
Esse fato motiva a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.3.4. Dada uma aplicagdo f : U — R™, definida em cada ponto (t,X) de um

aberto de U de R x R™ = R"", dizemos que

X' = f(t, X)

€ a equagdo diferencial ordindria em R" definida por f.

Uma solugdo dessa equacdo diferencial ordindria, as vezes denominada curva integral
da equacgdo, € um caminho X : I — R" definido e derivdavel num intervalo I de R, com grafico

inteiramente contido em U e velocidade determinada por f, ou seja, paracadat € [

(t,X(t) eU e X' = f(t, X(t)).

Definicao 3.3.5. O problema

Resolver : X' = f(t, X)
Sujeito a : X (ty) = Xo

(3.3.8)
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€ um problema de valor inicial em R".

Teorema 3.3.1 (Teorema de Picard). Seja f continua e lipschitziana em ) = 1, X By, onde

I, = {t;|t — to| < a}, By = {a;|t — x| < b}. Se |f| < M em Q, entdo existe uma tinica

b
solucdo do PVI (3.3.8|) em I, onde o« = min {a, M}

Demonstracdo. Seja X = C(I,, B,) o espagco métrico completo das fungdes continuas ¢ :

I, — By, com a métrica da convergéncia uniforme

d(¢1, d2) = sup{dn(t) — ¢2(1)}.

tel,

Para ¢ € X, seja F'(¢) : I, — R™ definida por

FO0 =X+ [ 16.0)6)ds
0
Destacamos as seguintes propriedades de [
(i) F(X)CX;
(ii) F™ ¢ uma contracdo, para n suficientemente grande.

De fato, paratodo t € [,

FO0 -l = | [ fs006)s

IA N AN
= 5

P~

QL

5’*03

IN
o>

Logo, F'(X) C X. Quanto a (i), para todo par ¢1, ¢ € X etodon € N, temos

) - P < S 6,0, t e 339
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onde K € a constante de Lipschitz de f. Verificamos esta desigualdade por indu¢do em n. Para

n = 0 € vélida. Suponha que seja valida para n = [, isto &,

K|t — o]

F{(6)(0) = Fl(o2)(1)] < = d(61,62), 1 € Lo
Entao,
F1(60)(t) — FH (o) (B)] = F(FU(60))(t) — F(F'(6))(8)
< | [ eFone) - sts oo
< / K| (¢1)(s) — F'(¢2)(s)lds.

Por hipétese de indugdo, obtemos

t ol 4|l
P00 - o] < K& [ EE0E a0, 60
to :
Kl+1 t—1 I+1
- (l’—i- 1)(!)‘ (o1, P2).

Portanto a desigualdade (3 ¢ vélida. Calculando o supremo, segue que

n-n

A(F™(61) = F"(2)) < o

d(¢1, p2).

E para n grande
K"a"

<1
n!

pois é o termo geral de uma série cuja soma é e, Portanto I é uma contracio em X . Pelo

Coroldrio (|1.2.1]) , existe uma tinica ¢ € X tal que F'(¢) = ¢, e isto, prova o teorema.

Proposicao 3.3.1. Seja f continua e Lipschitziana em Q) = |a,b] x R™. Entdo, para todo

(to, z0) € 2 existe uma nica solugdo do PVI (3.3.8) em I = [a, b].
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Demonstracio. Considere X = C(I, F) e F': X — X definida por

t
FO)) =+ [ f(s,0)(s))ds.
to
Seguindo os passos da demostragido do Teorema (|3.3.1)), obtemos que F' tem um dnico ponto
fixo pois, para n grande, /' é uma contracao.

Corolario 3.3.1 (Equagdes Lineares). Considere as entradas das matrizes A(t) e F(t) como
sendo funcées continuas em um intervalo comum I que contenha o ponto ty. Logo, existe uma

tinica solugcdo do problema de valor inicial (3.3.7)) neste intervalo.

Demonstracao. Seja I = U,I,, onde [,, C [, sdo intervalos compactos que contém t.

f(t,x) = A(t)x + F(t) satisfaz as hipéteses da Proposicdo (3.3.1) em cada intervalo I,,. Seja

¢n a unica solugdo neste intervalo passando por (%o, xg). E claro que ¢, 1,= ¢n. Logo

o(t) = ¢n(t), t € I, estd bem definida em I. E claro também que ¢ € a tnica solugio em [

passando por (%o, o).
[

O seguinte Teorema diz que o conjunto de todas as solu¢des de um sistema linear ho-

mogéneo € um espago vetorial sobre os reais.

Teorema 3.3.2 (Principio da Superposicao). Considere X1, Xo, ..., X} um conjunto de vetores

solucdo do sistema homogéneo X' = AX em um intervalo 1. Entdo a combinagdo linear
X = 01X1 + CQXQ + ...+ Cka;,

onde os c;,i = 1,2, ..., k, sdo constantes arbitrdrias, é também uma solugdo neste intervalo.

Demonstracao.

X' = aX|+aXi+.. . +aX,
= qA)X; +AB)Xo+ ...+ A X,
= AW (X1 + X+ ...+ Xy)
= A(t)X.
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Definicao 3.3.6 (Dependéncia/independéncia linear). Considere X1, Xo, ..., X} como sendo um
conjunto de vetores solugdo do sistema homogéneo X' = AX em um intervalo 1. Dizemos que
o conjunto é linearmente dependente no intervalo se existirem constantes ci,Cs, ..., Ck, nem
todas nulas, de modo que

Cle + C2X2 —+ ...+ Cka =0

para todo t no intervalo. Se o conjunto de vetores ndo for linearmente dependente no intervalo,

ele serd linearmente independente.

Definicao 3.3.7. Qualquer conjunto X1, X, ..., X,, de n vetores solucdo linearmente indepen-
dentes do sistema homogéneo X' = AX em um intervalo I é dito ser um conjunto fundamental

de solugoes no intervalo.

Teorema 3.3.3 (Existéncia de um conjunto fundamental). Existe um conjunto fundamental de

solugoes para o sistema homogéneo (3.3.4) em um intervalo L.

Demonstracao. Seja ¢, um ponto qualquer de [ e seja x1, xs, - - - , T, quaisquer n vetores line-

armente independentes em R™. Pelo Coroldrio ((3.3.1)), o sistema ({3.3.4)) possuem n solugdes

®1, P2, , On, cada uma definida no intervalo [ e satisfazendo a condi¢@o inicial

qu(to) = Iy, ] = 1,2,...,”. (3310)
Mostraremos que as solucdes ¢1, ¢o, - - - , ¢, sdo linearmente independentes em /. Para isso,
suponha que nao sdo. Entdo existem escalares aq, as, . . . , a,, nem todos nulos, tais que

arp1(t) + azpa(t) + - - - + anon(t) =0, Vt € 1.

Em particular, pondo ¢ = %, e usando as condig¢des iniciais (3.3.10)), temos

a1 + asxy + -+ + apxr, = 0.

Porém, isto é impossivel pois x1, xs, . . ., x,, foram escolhidos para serem linearmente indepen-

dentes.
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Teorema 3.3.4. Se A(t) é continua em algum intervalo I, entdo o conjunto de todas as solugoes
do sistema ([3.3.4)) forma um espago vetorial de dimensdo n sobre o conjunto dos niimeros reais.

Demonstracao. Seja t, um ponto qualquer de [ e seja x1, 2o, - - - , x,, quaisquer n vetores li-
nearmente independentes em R™. Pelo Teorema (|3.3.3|) existe um conjunto fundamental de

solugdes @1, ¢o, - - - , ¢, satisfazendo

(bj(to):xj, j:1,2,...,7’l.

Seja 1) uma solucdo qualquer do sistema (3.3.4)) em /. Dessa forma existem Unicas constantes
C1,Ca, ..., Cy tais que

U(ty) = c1x1 + oy + + -+ + Ty, = 0.

Agora considere

¢(t) = 1 (t) + c202(t) + -+ + cnn(t).

Claramente, ¢(t) é uma solugdo de (3.3.4)) em I. Além disso,

B(to) = c1d1(to) + cada(to) + -+ + cndn(0) = c121 + coma + - - + cuzn = Y(to).

Portanto, ¢(t) e ¢ () sdo ambas solugdes de (3.3.4) em I com ¢(ty) = ¥(tg) = ¢. Portanto,
pelo Coroldrio (3.3.1)), ¢(t) = ¥(t), Vt € I.

Corolario 3.3.2 (Solugdo geral de sistemas homogéneos). Considere ¢, ¢, . . . , ¢, como sendo
um conjunto fundamental de solucdes do sistema homogéneo (3.3.4) em um intervalo 1. Assim,

a solugdo geral do sistema no intervalo é

¢ = Cl¢1 + 62¢2 + ...+ Cn¢n>

onde os c;,i = 1,2, ..., n, sdo constantes arbitrdrias.

Demonstracao. E uma consequéncia imediata do Teorema anterior.

Exemplo 3.3.3. A partir do exemplo anterior, sabemos que X; = , | € Xy = ]
—2t 5e t
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1 3
sdo solugdes linearmente independentes do sistema X' = X em (—o00,00). Por-

5 3
tanto, X; e X, formam um conjunto fundamental de solu¢des no intervalo. A solucdo geral do

sistema no intervalo € entdo

X=X +eXs=cq e 24 o bt
-1 5

Definicao 3.3.8. Para sistemas ndo homogéneos, uma solugdo particular X, em um intervalo
I é qualquer vetor, livre de pardmetros arbitrdrios, cujas entradas sdo funcdes que satisfazem

o sistema (3.3.3)).

Teorema 3.3.5 (Solugdo geral de sistemas ndo homogéneos). Considerando x, uma solugdo
dada do sistema ndo homogéneo (3.3.3)) em um intervalo I, e sendo . = c1p1+Copo+...4+Cpdn
a solugdo geral no mesmo intervalo do sistema homogéneo associado (3.3.4)), temos que a

solucdo geral do sistema ndo homogéneo no intervalo é
T =T.+ Tp. (3.3.11)
Demonstracao. Temos que

¥ o=zl + a:;,
= Ax.+ Az, + f(t)
= A(z.+xp) + f(1)

= Az + f(¢).

Logo, toda fun¢do da forma (3.3.11)) é solucdo do sistema linear nio homogéneo. Suponha

agora que 1 é uma solugdo qualquer do sistema nao homogéneo ((3.3.3)). Entao, desde que
(W —ap) =o' —ay, = A+ f(t) — Az, — f(t) = A(p — 2p),

segue que Y)—x,, é solucdo do sistema linear homogéneo ([3.3.4]). Dessa forma, existem escalares

C1,C2,...,Cq taAlIS quUe Y — T, = 101 + CaPa + - - - + Py, = 7. Segue daf que Y = x, + ).
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Observacao 3.3.2. A solucdo geral z. do sistema homogéneo é chamada de funcdo comple-

mentar do sistema nao homogéneo.



CAPITULO 4

Aplicagoes

4.1 Solucao de Sistemas de Equacoes Diferenciais por Diago-

nalizacao

4.1.1 Sistemas Lineares Homogéneos

Nessa se¢do, consideraremos um método alternativo para resolver um sistema homogeé-
neo de equacgdes diferenciais de primeira ordem lineares. Esse método pode ser aplicado a um

sistema X’ = AX sempre que a matriz dos coeficientes A for diagonalizavel.

Definicao 4.1.1. Um sistema de equagoes diferenciais linear homogéneo X' = AX,

/
Ty aix Q2 -+ Aip Ty
/
Lo Q21 Q22 -+ dA2p T2
- )
/
Xy, Ap1 Ap2 - Qpp Tn

no qual cada ), é escrito como uma combinagdo linear de x4, xs, ..., x,, € dito ser acoplado.

Observacao 4.1.1. Se a matriz dos coeficientes A for diagonalizdvel, entdo o sistema pode ser

desacoplado de modo que cada x} possa ser expresso somente em termos de ;.

56
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Em um dos exemplos apresentados anteriormente, vimos que a solu¢do geral do sistema

3
homogéneo X' = XéX = e 2+ ¢ e%. Como ambos os
5 3 —1 5
R ki), 3
vetores da solucdo tém a forma X; = e’i', 1 =1,2, onde k1, ko, A1 € Ay s80 constantes,
ko

somos solicitados a dizer se podemos sempre obter uma solucdo da forma

ks
X = ki2 M = KeM
K

para o sistema de primeira ordem linear homogéneo X’ = AX, onde a matriz de coeficientes

A é uma matriz de constantes n X n.
ka
2 At At ~ . o Y/ At
Se X = _ e’ = Ke? for um vetor solucdo do sistema , entdo X' = K \e™ de

Ky,

modo que X’ = AX se escreve K eM = AKeM. Apés cancelar e e rearranjando, obtemos
AK — AK = 0. Como K = [K, a ultima equagdo é o mesmo que (A — A[)K = 0. Para
obter uma solucdo ndo trivial X de X’ = AX, temos que calcular um vetor ndo trivial X que
satisfaca (A — AI)K = 0. Porém, para que (A — A\[)K = 0 tenha outras solu¢des que nao

apenas a solucdo trivial, temos que ter
det(A — M) = 0.

Essa equagdo polinomial em A é chamada de equacdo caracteristica da matriz A; as solugdes
dessa equagdo sdo os autovalores de A. Uma solug¢do K # 0de (A—AI)K = 0 que corresponde
a um autovalor A é denominada um autovetor de A. Uma solucdo do sistema homogéneo
X' = AX éentio X = KeM,

Quando a matriz A tem autovalores reais e distintos A;, Ag, ..., A,,, entdo um conjunto de

n autovetores linearmente independentes K1, K, ..., I, pode sempre ser obtido e

X, = KieMt Xy = Kyet ., X, = K,e!
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¢ um conjunto fundamental de solugdes de X’ = AX em (—oo,00). Sendo assim a solugdo

geral de X’ = AX no intervalo (—oo, 00) é definida como
X = 1 KMt + ¢y Ko™t + .+ ¢, K, e,

Se a matriz A tiver n autovetores linearmente independentes, entdo sabemos que pode-
mos obter uma matriz P tal que P~'AP = D, onde D ¢ uma matriz diagonal. Se fizermos
a substituicdio X = PY no sistema X’ = AX, entdo PY’' = APY ou Y’ = P7'APY ou
Y= DY.

A equagdo Y’ = DY éigual a

U M0 - 0 (70
Y B 0 X - 0 Yo
U, 0 0 An Un

Como D é diagonal, a inspegdo de Y’ = DY revela que esse novo sistema é desacoplado; cada
equagdo diferencial no sistema é da forma y, = \y;,¢ = 1,2,...,n. A solu¢do de cada uma
dessas equacdes lineares é y; = c;e™t i = 1,2, ..., n. Logo, a solucdo geral de Y’ = DY pode

ser escrita como o vetor coluna

Cle>\1t

¢, et

Como agora conhecemos Y e como a matriz P pode ser construida a partir dos autovetores de

A, a solucdo geral do sistema original X’ = AX é obtida a partir de X = PY.

-2 -1 8
Exemplo 4.1.1. Resolva X' = 0 —3 8 | X pordiagonalizacao.
0 —4 9

Solucao. Inicialmente calculamos os autovalores e os autovetores correspondentes da matriz
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dos coeficientes. A partir de

A2 1 -8
det(A — A) = det 0 M+3 -8 =A+2)A=-1)(A=D5),
0 4 A=9

obtemos Ay = —2, Ay = 1 e A3 = 5. Como os autovalores sdo distintos, os autovetores sio line-

armente independentes. Resolvendo (\;/ — A)K = 0 para i = 1,2, 3, temos, respectivamente,

1 2 1
Ki=| 0|, K:=1]|2 |,Ks=1]1
0 1 1

Portanto, uma matriz que diagonaliza a matriz de coeficientes é

1 21
P=1021
011

As entradas na diagonal principal de D sdo os autovalores de A que correspondem a ordem na

qual os autovetores aparecem em FP:

-2 00
D= 0 10
0 0 5
Conforme vimos anteriormente, a substituicio X = PY em X’ = AX resulta no

sistema desacoplado Y/ = DY'. A solugdo geral desse dltimo sistema é imediata:
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Logo, a solugdo do sistema dado é

1 21 cre cre 2t + 2cqet + cs5edt
X=PY=|0 21 coet = 2c9€t + c3edt
011 cse® coel + c3e®

A solucdo por diagonalizacido sempre funcionard desde que possamos determinar n au-
tovetores lincarmente independentes de uma matriz A n X n; o método falha quando A tem
autovalores repetidos e n autovetores linearmente independentes nio podem ser obtidos. E
claro que nessa ultima situagdo A ndo é diagonalizavel.

No entanto, caso a matriz dos coeficientes tenha autovalores repetidos, ainda assim,
podemos solucionar o sistema utilizando conceitos apresentados anteriormente, Como veremos

no exemplo seguinte.

Exemplo 4.1.2. Resolver o sistema

satisfazendo a condicdo inicial z1(0) = 1, 25(0) = 0 e 23(0) = 1.

Solucao. Note que o sistema pode ser escrito da forma

301
X'=1020|X
10 3

Inicialmente calculamos os autovalores e os autovetores correspondentes da matriz dos coefici-

entes. A partir de

det(N — A) = det 0 X=2 0 =A=2)(A—2)(A—4).

Os autovalores sdo A\; = 2 (multiplicidade 2) e A\, = 4 (simples). Sendo assim, o autoespago

associado a A\ = 2 é {(z,y, —x);x,y € R} de dimensdo 2, do qual {(1,0,—1);(0,1,0)} é
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base e o autoespaco associado a Ay = 4 e {(z,0,x);x € R}, de dimensdo 1, cuja base mais

natural é (1,0, 1). Assim, a matriz A é diagonalizavel e, se

1 01
P = 0O 10
-1 0 1
entao
2 00

D=P ' A-P=]0 2 0
0 0 4

Desta forma, de X (t) = crk1e?t 4 cokoe® 4 cskse®, onde ki, ko € k5 sdo os vetores das bases

dos autoespagos, segue que
x1(t) = c1e?t + czett

To(t) = cpe?

Jfg(t) = —Cle2t + C3€4t

A fim de que x,(0) = 1, 25(0) = 0 e 23(0) = 1, deveremos ter

1 C1
0 =P Co
1 C3

cuja solugdo é ¢; = 0, co = 0 e c3 = 1. Logo, a solugdo que satisfaz a condi¢do inicial dada é

z1(t) = e x29(t) = 0 e w3(t) = e

4.1.2 Sistemas Lineares Nao Homogéneos

Seja o sistema nao homogéneo
X' = AX + f(t), @.1.1)
onde A é uma matriz e f(¢) um vetor. Pelo Teorema ((3.3.5)) a solugdo geral é dada por

X=X.+X,
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onde X, € a solugdo geral do sistema homogéneo e X, uma solucdo particular do sistema nio
homogéneo. Utilizaremos o método de diagonalizacdo de matrizes para achar uma solugao
particular.

Suponhamos que a matriz A seja diagonalizavel, isto €, que existe uma matriz inverti-

vel P tal que P~*AP = D com D diagonal. Fazendo a mudanca de varidveis X = PY e
substituindo na equag@o (|4.1.1]), temos

PY' = APY + f(t) = Y' = PYAPY + P~ f(t) = Y’ = DY + P 1 f(t).

Dessa forma, Y’ = DY + g(t), onde g(t) = P71 f(¢).

Com a diagonaliza¢do obtemos n equagOes lineares de primeira ordem da forma

yi = A\iyi + 9i(t) (4.1.2)

comi = 1,2,...,n. Pela Proposi¢do (3.2.1), y;(t) = e’\it/gi(t)e_k"tdt + c;e™' é a solugdo

geral de cada equagé@o em (|4.1.2). Finalmente a soluc@o da equacéo (4.1.1)) é obtida através da
equagcdao X = PY, onde

Y1
y=|"
Yn
4 2 3et _ ‘
Exemplo 4.1.3. Resolva X’ = X+ por diagonalizacgao.
2 1 et
Solucao. Os autovalores e autovetores correspondentes da matriz de coeficientes sdo \; = 0,
1 2 ) 1 2
Ao = 5, K; = e Ky = . Assim, obtemos P = e P71 =
-2 1 -2 1

. Aplicando-se a substituicdo X = PY e

ST
|
[y mlw

12 : 1.
Pf(E) = 5 5 e _ | 3¢

2 1 ot Tt

5 5 5
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o sistema desacoplado é

[}
~

, 00
Y = Y +
05

(SRS BN Lo
A
~

As solugdes das duas equagdes diferenciais y; = %et ey, = Dys + get sdo, respectivamente,

y1 = te' + ¢y e yo = 5L’ + coe™. Portanto, a solugdo do sistema original &
Y py 1 2 %et + %let + ¢1 + 2c5€t
-2 1 Seet + cpe™ el — 2¢1 + cpe™

Escrevendo de maneira usual utilizando-se vetores colunas, temos

|
(]
—_
[N [SCIEN T

4.1.3 Sistemas de Equacoes Diferenciais como Modelos Matematicos

E natural tentar descrever fendmenos reais através de expressOes matematicas, esses
fendmenos reais podem ser da Fisica, Quimica, Biologia, Economia, entre outros. Tais descri-
coes sao chamadas de modelos matematicos.

Problema 1. Considere inicialmente trés tanques A, B e C cada um com 100 galdes de sal-
moura. Os liquidos bem misturados sdo bombeados entre os tanques conforme a figura se-

guinte. Sejam x(t), x2(t) e x3(t) a quantidade de sal (medida em libras) nos tanques A, B e C

dgua pura mistura mistura
4 gal'min 2 gal/min | gal/min

— - [rm—

‘ |
: c 1
100 gal 100 gal |

A |
100 gal

== T— .
mistura mistura mistura
6 gal/min 5 gal/min 4 gal/min

Figura 4.1: Tanques com galdes de salmoura

no instante ¢, respectivamente. A taxa a qual x1 (%), z5(t) e x3(t) varia é dada por,

para todo 7 € {1, 2, 3}.
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A taxa de entrada de sal 7T, (em libras por min) € igual a taxa de entrada de salmoura de
sal (em galdo por min) multiplicado pela concentracao de sal no fluxo de entrada (em libras por
galdo).

J4 a taxa de saida de sal 7§ (em libras por min) € igual a taxa de saida de salmoura (em
galdo por min) multiplicado pela concentracdo de sal no fluxo de saida (em libras por galdo).

Dos galdes A, B e C obtemos as seguintes equagdes diferenciais:

% = (4 gal/min)(0 Ib/gal) + (2 gal/min)(leQ0 Ib/gal) — (6 gal/min)(% Ib/gal)
% _ 5_10@ _ %xl; (4.13)
% = (6 gal/mz’n)(l%o Ib/gal) + (1 gal/mm)(% Ib/gal) — (7 gal/min)(fo—zo Ib/gal)
% = %xl + T%Ox?’ — %l’g; (4.1.4)
dxs

— = (5 gal/mm)(% Ib/gal) — (1 gal/min)(% Ib/gal) — (4 gal/mm)(% Ib/gal)

dl‘g 1 1
I 41
ar 207 20™ (4.1.5)

Das equacdes anteriores temos,

— 1. _ 3
Ty = 5072 ~ 5071

— 3 J e
Ty = 5571 + 1553 — 10042

/ 1 1
L3 = 3572 = 3513
/ -3 1
Ty 50 50 0 1
I I R
L 100 100 x2
/ 1 —1
T3 0 % % T3
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Para achar as solugdes da equagido x’ = Az devemos primeiramente encontrar os auto-

valores e autovetores. Sendo assim, encontramos A\; = =5, Xy = 37 € A3 = =5 e, também, os

autovetores associados

48 —18 29
100 100 100
—11 —6 57
V1 = = = 20
1 10 » V2 10 »Us 100
1 1 1
Segue,
48
100
_aoht | -1 Tt
T V1€ 0 (& )
1
—18
100
_ Azt —6 %t.
i) Vo€ 0 € )
1
29
100
_ Ast __ 57 3t
Tg = v3e™3 = 57 | eBo’,
3 3 100
1

Portanto, a solugdo geral é dada por x(t) = c1x1 + caxs + c323.
Problema 2. Considere o circuito mostrado na figura seguinte contendo um indutor (L), um

resistor (R) e um capacitor (C).

Figura 4.2: Circuito elétrico

Considerando a malha da esquerda, temos pela segunda lei de Kirchhoff que a voltagem

aplicada F/(f) em uma malha fechada deve ser igual a soma das quedas de voltagem, sendo
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assim obtemos a seguinte equacao diferencial

diy |
E(t) = Ld_tl + iR,

Agora considere a malha da esquerda, temos a equagao

1
5Q3—i2R=O:>q3—CRz'2:0

e derivando em funcdo de ¢, temos

dqs diz
— —CR— =0.
dt dt

Como % =1 €1 = 19 + 13 Segue que:

diy

. . di

21—@2—0Rd—;:0:>
di . .

CRd—tQ—f-Zg—ll:O.

Considere E(t) = 0 e obtemos o seguinte sistema de equagdes diferenciais.

=
-/ _ R .
TS I o
2 = TrRY — TR
Ou seja,
/ R
i) 0 =7 1
-/ 1 1
b2 CR ~ CR b2
_R
ou ainda ¢ = Ai, onde A = L
1 1
CR ~ CR

Calculando os autovalores \; € Ay da matriz A e os autovetores associados v; € v

podemos obter i; = v1e*t! e iy = v2e?! €, consequentemente, a solucdo geral do sistema dada
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por Z(t) = Clil + CQiQ.

4.2 Identificacao de Conicas

Uma equacao quadrética nas varidveis z e y tem a forma
az® +bry +cy® +dr +ey+ f =0,

onde a, b, c,d, e e f sdo nimeros reais, com a, b e ¢ nao simultaneamente nulos. Esta equagao
representa uma (secdo) conica, por poder ser obtida da intersecdo de um cone circular com
um plano. As cOnicas mais importantes sdo elipses, hipérboles e pardbolas, que sdo chamadas
de conicas ndo degeneradas. As outras que incluem um tnico ponto, um par de retas, sdao
chamadas conicas degeneradas.

Nesta secdo, ndo temos o objetivo de introduzir cOnicas, apenas veremos como a dia-
gonalizac@o de matrizes simétricas pode ser usada na identificagdo das cOnicas cujas equagdes
nao estdo na forma padrao.

Vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 4.2.1. Considere a conica C' cuja equagio é
5% — dxy + Sy* — 36 = 0.

Esta equagdo pode ser escrita como,

onde
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O polindmio caracteristico de A é dado por

t—5 2 )
Pu(t) = det(tl, — A) = det . =% — 13t + 36.

Logo, os autovalores de A sdo t; = 4 e t, = 9. Os autovetores associados a t; = 4 sdo as

solucdes ndo-nulas do sistema
0
= = x =2y,

cuja solugdo é V; = {(27,7);v € R}. Assim v; = (2,1) é uma base para V;, pois gera V; é
Llew; = Hz_iH = (%, \/ig) € uma base ortogonal para V). Os autovetores associados a to = 9

sao as solu¢des nao-nulas do sistema

4 2 T 0

=y = —2z,

cuja soluc@o é Vo = {(—7,27);v € R}. Assim vy = (—1,2) é uma base para V5, pois gera V5

éLILew = = (7, ) € uma base ortogonal para ;. Portanto,
D = P'AP
onde,
4 0
D—
09
e
2 -1
P = [wy,wy] *{5 *f
NGV
/
Fazendo a mudanca de varidveis X = PX’, onde X' = na equagdo X'AX — 36 = 0,
y/

obtemos

(PX')'APX' —36=0=

(X')(P'AP)X' — 36 =0 =
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(X')'DX' —36=0=

que € a equacgao de uma elipse cujo esbogo € mostrado na figura seguinte.

Figura 4.3: Elipse

Generalizaremos, a seguir, o procedimento utilizado no exemplo anterior.

Considere a equacao

ar® +bry +cy® +dr +ey+ f =0,

com a,b,c,d,e, f € R, sendo b # 0 e a e ¢ ndo simultaneamente nulos. Em primeiro lugar,

representando, como jé é usual, vetores (z,y) do plano na forma de matriz coluna
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notamos que qualquer equagio do segundo grau az? + bxy + cy® + dz + ey + f = 0 pode ser
reescrita na forma matricial X*AX + BX + f = 0 para alguma matriz simétrica A. De fato,

para isso, note que

b b
az? + bry + cy2 =az? + §xy + §:By + cy2 =

b b
az® + bry + cy® = x(ax + ~y) +y(cy + =x) =

2 2
) ) a:v+%y

ar” + bxy + cy :[x y}

cy+§x

b

a 3 x
ax2+bmy+cy2:[x y] ) ? 5

2 © Y

de modo que a equacgdo do segundo grau fica representada em forma matricial por

o] || e | oo
2

N

Denotando, A = eB = [ d e ] , temos a equagdo matricial X'AX +BX + f = 0.

b
3 C

A matriz A € uma matriz simétrica, logo pode ser diagonalizada através de uma matriz ortogonal

P, ou seja,
D = P'AP,
onde D é a matriz diagonal
Do ti 0 |
0 t

t, e ty sendo os autovalores de A. Fazendo a mudanga de coordenadas X' = P'X, de modo

que X = PX’, obtemos a equagdo matricial correspondente no novo sistema de coordenadas:

X'AX +BX+f=0=

(PX')'APX' + BPX' = —f =

(X)(P'AP)X' + BPX' = —f =
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(X')'DX' + (BP)X' = —f.

Chamando o' = 1,V =ty e BP = [ d ¢ } , segue que a equacdo matricial (X')'DX’ +
(BP)X' = — f corresponde a equagdo algébrica

a/(l’/)Q—Fb/(y’)Q +d/$/—|—€/y/ — _f

Portanto, existe um sistema de coordenadas (z',%'), onde a equagio ax?® + bxy + cy® + dz +

ey + f = 0 tem a forma
a/(x/)Q _'_b/(y/>2 _"_ /m/_i_e/y/ — _f’

onde o' = t1,b' = ty sdo autovalores de

b
a =
A= 2
b
5 C
x x
Mais ainda, X = PX’, onde X' = X = e P é uma matriz ortogonal (P~ =
y Y

P,

Vejamos mais um exemplo.

Exemplo 4.2.2. Considere a equacdo

4a* — 20xy + 25y — 152 — 6y = 0,

cuja forma matricial é

X'AX + BX =0,

onde
4 -10

—-10 25

A:

B=]-15 —6|.

Os autovalores de A sdo t; = 0 e ty = 29. Os autovetores associados a t; = 0 s@o as solugdes
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ndo-nulas do sistema

—4 10 T 0
10 —25 y 0 5

2

cuja solugdo é V; = {(v,27);y € R}. Assim v; = (1,2) é uma base para V;, pois gera V;

¢ LLew = 2 = (&, 75) € uma base ortogonal para V;. Os autovetores associados a

oall

to = 29 sdo as solucdes ndo-nulas do sistema

25 10 T
10 4 Y

0
= = 2y = —ox,

5

cuja solugdo é Vo = {(—7, 27);7 € R}. Assim vy = (—1,2) é uma base para V5, pois gera

< — v2 _ (=2 5 )&
Voé Ll ewy, = ool — ( a5 \/E> é uma base ortogonal para V5. Portanto, os autovetores

ortonormais correspondentes sdo, respectivamente

(vvm ) (v vm )

Logo, uma matriz ortogonal que diagonaliza A é

gl gl
Rs) RS)

|
s 8
§| SN

Substituindo X’ = P'X e X = PX’, temos que
X'AX +BX =0=
(PX')fAPX' + BPX' =0 =

(X")'(P'AP)X' + BPX' =0 =

(X')'DX'+ (BP)X' =0 =

0 O '
[m’ y’} / +[—15 —6]
029 | |y

gl gl
R ©
|
ERS
I
e}
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€ Como
5 -2
[—15 —6} “59 “523 :[—3\/29 o],
V29 V29
temos
' '
[0 29;/] +[—3\/29 0} —0,
Yy’ Yy

0 que implica em

ou

uma parabola, portanto. Um esbogo do grafico desta pardbola € feito a seguir.

-2 -1 0 4 5 6 7 8

Figura 4.4: Pardbola
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