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RESUMO

Este trabalho tem como principal objetivo, além de expor algumas técnicas de resolucao
de equagoes diferenciais de primeira e segunda ordens, encontrar solugoes para Equacao de
Campo de Einstein, através dessas técnicas. O trabalho foi dividido em 3 partes, sendo
elas, introducao e mais dois capitulos. Na introducao, contamos um pouco da historia das
equacoes diferenciais, além de abordarmos alguns trechos importantes da histéria da Teoria
da relatividade geral. No primeiro capitulo, de forma preliminar, foi feito um estudo sobre
algumas equacoes diferenciais de primeira e segunda ordens. O segundo capitulo, refere-se a
aplicacao de equacoes diferenciais de segunda ordem como solugao para Equacao de Campo
de Einstein. Neste tltimo capitulo, fizemos um estudo sobre o artigo [7], e expomos algumas
outras solucoes para Equacao de Campo de Einstein. Para a escrita do trabalho, foi feita
uma revisao bibliografica em relacao aos assuntos abordados no mesmo, relacionando assim,
as ideias e defini¢oes de alguns autores no decorrer do texto.

Palavras-chave: Equacao Diferencial, Aplicacao, Relatividade Geral.



ABSTRACT

This work has as main objective, besides exposing some techniques of solving differential
equations of first and second order, to find solutions to Einstein Field Equation, through
these techniques. The work was divided in 3 parts, being them, introduction and two other
chapters. In the introduction, we tell a bit about the history of differential equations, as well
as covering some important passages in the history of General Theory of Relativity. In the
first chapter, in a preliminary way, a study was made on some differential equations of first
and second orders. The second chapter refers to the application of second-order differential
equations as a solution to Einstein’s Field Equation. In this last chapter, we have done a
study on the article [7], and we present some other solutions to Einstein’s Field Equation.
For the writing of the work, a bibliographical revision was made in relation to the subjects
addressed in it, thus relating the ideas and definitions of some authors throughout the text.

Key-Words: Differential Equation, Application, General Relativity.
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INTRODUCAO

A ideia de se estudar Equacoes Diferenciais, vem pelo fato da tentativa de resolucao de
alguns problemas fisicos. Segundo [5], no final do século XVII, no intuito de reduzir tais
problemas, matemaéticos e fisicos como Newton e Leibniz buscavam inicialmente expressar as
solugoes de alguns problemas em termos de funcoes elementares. Para isso, criavam modelos
matematicos reduzidos que, de certa forma, representavam alguma determinada situacao
ou problema fisico. Como os modelos criados inicialmente nao eram ainda suficientes para
expressar em sua totalidade os problemas analisados, o estudo das equacgoes diferenciais foi
se estendendo na busca de novos métodos de resolugoes e modelos que representassem cada
vez melhor uma determinada situacao ou problema fisico.

A principio, os criadores do cédlculo citados, Newton e Leibniz, buscavam obter solucoes
das equacoes de forma explicita. Porém, as equagoes que se conseguiam obter esse tipo de
solugao, eram poucas, de modo que, através da busca de novos métodos de resolugao, surgiu
entao o uso de série de fungoes ja no século XIX, enriquecendo ainda mais o rigor em que os
problemas eram analisados. Em [5], ainda é dito que, buscavam também obter informagoes
sobre o comportamento nao somente das equagoes diferenciais, mas também de suas solucoes.
Dessa forma, era crescente a minuciosidade em que se analisava cada problema.

A preocupacao em detalhar cada vez mais os problemas analisados, motivou a busca por
novas equacoes para modelagem de tais problemas, de modo que, através da descoberta de
outras técnicas de resolucao das equagoes, cada vez mais, os modelos matematicos criados
para resolucao de problemas fisicos se tornavam mais parecidos com a realidade do problema.
“O que se procura ai sao fungdes que estio prozimas da solugdo do problema” [5].

A questao principal, & qual queremos aplicar as defini¢oes de Equacoes Diferenciais, trata-
se de um problema antigo, que teve como precursor, Albert Einstein. Tal problema esta
totalmente associado com a grande teoria que Einstein descreveu, a Teoria da Relatividade
Geral.

Segundo [12], com o intuito de criar uma equagao que solucionasse o problema de equilibrio



entre massaxenergia e curvatura do Espaco-Tempo, Einstein criou uma ideia intuitiva de
espaco estatico e homogéneo. Assim, simplificando a dificuldade de encontrar equacoes que
mostrassem tal equilibrio, reduzindo sistemas de equacoes diferenciais nao lineares, a equagcoes
diferenciais mais passiveis de solucao.

Os estudos sobre a Teoria da Relatividade Geral, descritos no trabalho, foram fundamen-
tados em: [0], [7],[12] e [14]

Em [10], vemos que o estudo sobre a Teoria da Relatividade, ganhou, no ano de 2017 uma
motivagao a mais para ser estudada e pesquisada, visto que os cientistas Rainer Weiss, Barry
Barish e Kip Thorne, ganharam o prémio Nobel de Fisica por terem conseguido provar que
captaram ondas gravitacionais, fenomeno esse que tem como pioneiro de pesquisas, Albert
Einstein, criador da Teoria da Relatividade Geral. Einstein acreditava que esse fenomeno
sO ocorria em lugares tao distantes da terra, que seus efeitos chegavam a nds com forca tao
pequena que jamais poderia ser medida.

Ele descreveu um espaco quadridimensioanal que se ajusta conforme a velocidade de
movimento, e nao tridimensional, compacto e imével como descrevia Euclides no espago
Euclidiano R3.

Dessa forma, inseriu-se mais uma coordenada ao espago que agora passa de trés simples
eixos de varidveis que representam grandezas de comprimento e incrementa-se uma nova
variavel independente chamada tempo. Tem-se agora o espaco quadridimensional chamado
Espaco-Tempo de Einstein que se ajusta ao objeto que se move com uma determinada velo-
cidade. Dai vem a Teoria da Relatividade, a qual diz que tempo e movimento sao relativos.

Em [12], vemos que outro aspecto que foi reformulado dentro da Teoria da Relatividade,
foi o problema da lei da gravidade abordada por Newton. Este dizia que os planetas tinham
suas Orbitas em torno do sol, unicamente pela for¢a de atracao entre tais. Ja Einstein,
pensou no espago como um tecido esticado, o tecido Espacgo-Tempo. Ao inserir um objeto
em um tecido esticado, tal objeto, de acordo a quantidade de massa que possui, tende a
deformar (afundar) o tecido fazendo uma curvatura em tal. Assim, Einstein diz na Teoria da
Relatividade que os planetas giram em torno do sol pois estao dentro dessa curvatura, sendo
o sol o objeto maior que deforma com maior curvatura a Variedade Espaco-Tempo. Uma
curvatura pode ser entendida como o quanto uma superficie se distancia do plano em cada
ponto.

Ainda em [I2], vemos que, no intuito de criar alguma equacao passivel de solugao que
definisse o cosmos, Einstein modelou uma ideia de espaco estatico e finito, para que assim,
nao tivesse problemas em sua equacao com valores de contorno nas respectivas variaveis.
Obviamente, o modelo criado por Einstein foi contestado e revogado algum tempo depois,
visto que através de observagoes e tentativas de resolucao da equacao criada por Einstein,

outros fisicos como Dwin Hubble (1889-1953), chegaram a conclusao de que o universo nao



era imovel como Einstein previa em sua descricao para a equacao. Porém, a equacgao de
Einstein para o césmos ou Equagao do Campo Estatico de Einstein era apenas um modelo
que fugia de dificuldades de resolucao para valores de contorno.

A equacao de Einstein buscava descrever como o Espago-Tempo se curva diante da massa
de uma matéria e como a matéria reage a curvatura do Espacgo-Tempo, chegando assim, em

um determinado equilibrio baseado na igualdade da equagao. Como diz [12]

“De maneira simples podemos dizer que o conteudo de massa e energia do
sistema diz ao espaco-tempo como se curvar. O espaco-tempo curvo diz entdo a

um corpo de prova, nele colocado, como se mover.”

Assim, energia e matéria sao os fatores relacionados na equacao. Segundo [13], as equagoes

de Einstein sao da forma:
curvatura do espago-tempo = constante x matéria-energia.

Assim, do lado esquerdo da equacao, teremos os tensores que expressam a curvatura
do espaco e do lado direito, os tensores que definem a quantidade de energia e matéria
no sistema envolvido. Ainda mais, [13] expoe a Equagdo do Campo Estético de Einstein,

matematicamente como:

1 81
R;w - Eg,uvR = - A T;w (1)
na qual, a curvatura do espago-tempo, é dada pelo tensor de Einstein
1
G;w = R;w - §g;wR7

sendo g,, a métrica do Espaco-Tempo e R,, um tensor chamado Tensor de Ricci que é
formado a partir do tensor de curvatura Riemmaniana, que é a maneira mais geral de des-
crever a curvatura de um espaco qualquer. O produto entre uma constante pelo tensor de
matéria-energia é dado pela constante gravitacional de Einstein “8:—4G”, sendo G a constante
gravitacional universal, ¢ a velocidade da luz no vacuo e T,,, o tensor de energia-momento.
(Ver [2]).

Segundo [12], a jungao das equagoes de campo estatico de Einstein, que s@o as equagoes
da teoria da relatividade, formam um sistema de equacoes diferenciais nao lineares de ex-
trema dificuldade de ser solucionado, porém, considerando a homogeneidade do fluido e as
propriedades isotropicas impostas por Einstein, é possivel chegar a solucoes mais simples e
analiticas para esse sistema.

Em [7], temos um estudo sobre solugbes para a equagao de campo estético de Einstein.
Mais ainda, [I] e [7] abordam a caracterizacao de solugbes estéticas para equacao de campo

de Einstein.



Este trabalho tem como objetivo mostrar algumas técnicas de resolucao de equagoes dife-
renciais ordinarias, possibilitando assim desenvolver e modelar passo a passo algumas impor-
tantes aplicacoes dentro da matematica e fisica. Para este trabalho em especial, utilizaremos
equacoes diferenciais para encontrar solugoes para a Equacao de Campo de Einstein. Dessa
forma, mostrando um pouco da importancia do estudo das Equacoes Diferenciais Ordinarias.

Quando se fala em Equacoes Diferenciais Ordindrias, tem-se a nocao de algum tipo de
equagao que envolva derivadas em uma determinada ordem. O que sugere a seguinte per-
gunta: Por que estudar Equagoes Diferenciais? A resposta é imediata: Equagoes diferenciais
dao um grande suporte matematico para intimeros problemas da fisica que envolvem mode-
lagem matematica.

Iremos definir no primeiro capitulo, equagoes diferenciais e também trazer o conceito de
solugao de uma equacao diferencial

A analise das varidveis e do comportamento das mesmas é de fundamental importancia
para se modelar um determinado problema. O objetivo em se obter um modelo que descreva
matematicamente determinado problema, é justamente criar uma descricao matematica que
seja geral porém maledvel a ponto de obter diferentes resultados apenas com a andlise das
variaveis e comportamento das mesmas.

O trabalho sera dividido em Introducao e mais dois capitulos, distribuindo-se entre eles
algumas defini¢oes, teoremas e demonstracoes de propriedades para resolucoes de equacoes
diferenciais, bem como algumas aplicacoes contendo as defini¢oes e propriedades citadas e
demonstradas.

No primeiro capitulo, faremos uma breve abordagem sobre a histéria das equagoes di-
ferenciais ordindrias, traremos algumas definicoes e métodos de resolucao para as equagoes
diferenciais de primeira e segunda ordens, e assim, aplicar tais métodos de resolucao em
alguns exemplos.

Modelaremos uma equacao que indica o crescimento ou decrescimento de uma determi-
nada populagao em funcao do tempo. Uma forma mais simples e geral para modelar tal

variagao de quantidade ¢ a equacao:

f'(@) =k.f(z).

Veremos também que uma maneira mais detalhada de modelar o crescimento ou decres-

cimento populacional pode ser dado pela equacao:

f'(@) = k.f(z).(L = f(x)),

a qual mostraremos que tem solucao da forma:

f(z) = c.e=.



Ainda no capitulo 1, traremos a definicao geral de equacoes diferenciais de segunda or-
dem, mostrando alguns métodos especificos para se resolver tais equacoes, que sao assim
classificadas pela expressao que possuem. Mostraremos também a validade de alguns tipos
de solucao para equacoes de segunda ordem.

Consideraremos, assim como em [5] o formato de tais equagoes como sendo:
E(t) + p(t)a(t) + q(H)x(t) = f(1). (2)
Podemos representd-las de maneira mais simples e usual como em [5], da forma:
I+ pi+qr = f, (3)

sendo p,q,f : (a,b) — R fungées continuas definidas num intervalo aberto (a,b) , [5].

Considerando ainda na equagao , valores iniciais
l'(to) = Ty, .Z'(to) = Up.
Consideraremos o seguinte teorema, baseados em estudos feitos em [I5] e [17]:

Teorema. Considerando a equagao (3)), se p, q e f sao fungoes continuas em (a,b), entao

o problema de valor inicial tem uma, e somente uma, solucao definida em todo o intervalo
(aa b) [5/'

Concluindo entao que:

qualquer equagao da forma ¢(t) = a1 (t)+aeps(t), tais que, ay e ap s@o constan-
tes arbitrarias e ¢y e ¢y sao derivaveis, é solugao da equagao diferencial homogénea
Z+pi+qr=0 [

Fixaremos ainda no capitulo 1, definicoes e métodos de resolucao para equacoes de se-
gunda ordem homogéneas com coeficientes constantes e também coeficientes variaveis. Tais

métodos serao plenamente utilizados para resolver a equagao:

n
(n—=2)f¢" — f"o—20'f =0 Parazgkai = 0.
k=1
Através dessa equacao, podemos encontrar fungoes f e ¢ que compoem a métrica que solu-
ciona a equacao de campo de Einstein.
Para as equacgoes com coeficientes constantes mostraremos o método de resolucao através
da equagao caracteristica, que de certa forma reduz a equacao diferencial em uma equacao

de segundo grau, de forma que as raizes da equacgao caracteristica tem fortes influencias



na solucao da equacao diferencial. Ja para as equacoes que possuem coeficientes variaveis,
analisaremos uma equagao do tipo Cauchy-Euler, que segundo [I7] é da forma:

n n—1

d d
anxnd_j + anflx"’l—y + ...+ alx—y + aoy = g(),

dxn—1 dx

sendo ay,, a,_1, ..., a9 constantes. Em [I7], é considerada como principal caracteristica desse
tipo de equacao, o grau de cada coeficiente coincidir com a ordem de derivacao.

No segundo capitulo, faremos uma abordagem sobre algumas solugoes para a equagao

(n—=2)f¢" = f"o—=2¢"f" =0, (4)

encontrada em [7]. Equagao esta que tem grande importancia no estudo da Teoria da Relati-
vidade Geral de Einstein, ja que as solucoes dessa equacao diferencial nos dao novas solugoes
para a Equacao de Campo de Einstein.

Para obtencao de solucoes da equagao , fixaremos a fungao ¢ como uma func¢ao conhe-

cida e encontraremos uma solugao para f em funcao de ¢.
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Capitulo 1
Preliminar: Equacoes Diferenciais

Neste capitulo iremos trazer uma definigao de equagoes diferenciais Ordinarias de modo
geral e concentrar em algumas classificagoes e métodos de resolucao de Equagoes Diferenciais
de segunda ordem para aplicar, em capitulos posteriores, tais métodos em problemas relaci-
onados a fisica que envolvem modelagem matematica. Esse capitulo serd um resumo de um
estudo feito nas obras [3], [4] [5], [8] e [17].

1.1 Definicdes Preliminares

Quando se fala em Equacgoes Diferenciais Ordindrias, tem-se a nocao de algum tipo de
equagao que envolva derivadas em uma determinada ordem. O que sugere a seguinte per-
gunta: Por que estudar Equagoes Diferenciais? A resposta é imediata: Equagoes diferenciais
dao um grande suporte matematico para intimeros problemas da Fisica que envolvem mode-
lagem matematica.

A grosso modo, podemos definir equacoes diferenciais como igualdades que possuem
incognitas, de modo que tais incognitas sao fungoes e suas respectivas derivadas. De acordo

com [I7] a definicao de Equagao Diferencial é:

Definicao 1. Uma equacgado que contém as derivadas ou diferenciais de uma ou mais varidveis
dependentes, em relacdo a uma ou mais varidveis independentes, € chamada equacgao dife-
rencial (ED).

Desse modo [17], define a Solucao de Uma Equagao Diferencial como:

Definicao 2. Qualquer funcao f definida em algum intervalo I, que quando substituida na
equacao diferencial, reduz a equacao a uma identidade, € chamada de solu¢ao para a equa¢ao

no intervalo.
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A classificagao geral das equacoes diferenciais se da pela ordem da derivada de maior
valor, de modo que, a maior derivada da equagao indica a ordem da equacao. Para [5], uma

forma de generalizar as equagoes lineares de primeira ordem é:

T =p(t)r +q(t), (1.1)

onde p,q : I — R sao fungoes reais continuas no intervalo I. Dessa maneira, qualquer funcao
x sera solugao de (1.1)) se for diferencidvel e reduzir a equacao a uma identidade.

Em ({1.1) estamos denotando que a primeira derivada da funcao x, é dada por:

. dx
Assim, como solugao para a equacao , buscamos uma fun¢ao x cuja primeira derivada
seja equivalente a soma explicita em (|1.1)).
Dessa forma, sao exemplos de equacoes diferenciais de primeira ordem, as seguintes
equacoes:
dx

X .
— = sin 3¢, — =ce

dt dt

342z

1.1.1 Equacdo Separavel

Dizemos que uma equagao diferencial é Separavel ou que tem Varidaveis Separaveis quando
conseguimos separar suas variaveis através da igualdade. Essa nomenclatura (Separave) vem

pelo modo que podemos escrever tais equagoes. Segue o formato de uma equacao Separavel:

hy)dy = g(x)dz. (1.2)

Dessa forma, para resolver a equagao (|1.2]) basta aplicarmos integragdo em ambos os lados,

[ vy = [ gty (1.3)

Apresentaremos agora a modelagem de um problema da fisica, cuja a equacao resultante

é separavel.

1.2 Crescimento ou Decrescimento Populacional

Quando falamos em taxa de variacao, no meio matematico, logo associamos a derivada de
alguma funcao. Dai, se dissermos que uma populacao cresce ou decresce em func¢ao do tempo,
podemos representar a taxa de variagao (crescimento ou decrescimento) dessa populacao pela

derivada dessa funcao.
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Assim, considerando como f(t) a fungao que descreve a quantidade de seres de uma
determinada populacao em fun¢ao do tempo ¢, dizemos entao que a taxa de crescimento ou
decrescimento dessa populacao pode ser espressa por:
fy =1

Portanto, o modelo mais simplificado para representar o quanto varia essa populagao
em fungao do tempo, é o modelo Malthusiano, citado em [5], em que supde-se que a taxa
de variacao é uma constante A. Dessa forma, a equagdo que determina o crescimento (ou
decrescimento em caso de A\ < 0) da populagao é:

daf

que é uma equacao do tipo separdvel. Nesse caso, a constante A é chamada de constante de
proporcionalidade.

Para solucionar tal equagao, devemos entao encontrar uma fungao f(t) cuja derivada seja
igual a Af(t). Multiplicando ambos os lados da equagao por dt.f, temos:

G ar. (1.5)

f
Integrando ambos os lados da equagao (|1.5)), temos:

df /
— = A/ dt
f
=In|f| = M+¢ ceR

Aplicando exponencial em ambos os lados da ultima igualdade, chegamos a solugao para a
equagao (|1.4), da seguinte forma:

Ml — Mo
s ft) = ke, k="

Considerando o tempo ¢ inicial igual a 0, notamos que k se torna igual a quantidade inicial
de elementos da populacao, antes de sofrer qualquer alteracao. Dai, temos que a solugao de
é

F(t) = F(0)e. (1.6)

Resolveremos agora, como exemplo de aplicacao de equagoes separaveis para o crescimento

e decrescimento de uma populagao, o exercicio 4 da pagina 113 proposto em [5], que diz:

Problema 1.2.1. A populacao de bactérias em uma cultura cresce a uma taxa proporcional
ao numero de bactérias presentes em qualquer tempo. Apos 8 horas, observa-se que hd 400
bactérias presentes. Apds 10 horas, existem 2000 bactérias presentes. Qual era o nimero

inicial de bactérias?
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Para solucionar o problema (|1.2.1)), iremos utilizar o modelo malthusiano definido acima.

Primeiramente iremos expor as informagoes que temos, que sao:
f(3) = 400, f(10) = 2000.

Sabemos também que, como se trata de uma situagao que retrata a dinamica de uma po-
pulagao, usaremos o resultado (solugao) ([1.6) para primeiramente, encontrarmos o valor da
constante de proporcionalidade A e assim, através de A determinarmos f(0) que nos indica o

numero inicial de bactérias.

De ([1.6]), temos que, f(3) = f(0)e3* e f(10) = £(0)e'®*, ou seja, temos o sistema

F(0)e® = 2000
0 = 400.

Multiplicando a segunda equacao do sistema por e™, geramos o novo sistema, o qual resol-

veremos pelo método da adicao

f(0)eto? 2000
f(0)et® = 400e™.

Subtraindo a segunda equagao do novo sistema, da primeira equacao, temos que

2000 — 400e¢™ = 0
<2000 = 400e™

s = %
s =5
s ne™ = Inj
S TN~ 1,61
S A~ 0,22

Encontrada a constante de proporcionalidade, (A = 0,22), escolhemos a equagio f(0)e** =

400 para encontrar f(0). Dai, temos:

f(0)e** = 400

= f(0)e*%* =~ 400
400

& f0) ~ S
& f(0) =~ 206,7.

Portanto, temos um valor aproximado para o nimero inicial de bactérias que é 207.
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1.2.1 Modelagem Matematica

Podemos brevemente resumir o conceito de modelagem matematica da seguinte forma:
Ao depararmos com algum problema real, da Fisica ou da propria Matematica, supomos
um problema parecido com o real e obtemos uma solucao real para tal problema suposto.
Dessa forma, a solucao real do problema suposto serve como uma solugao aproximada para
o problema real. Ao problema suposto e sua respectiva solucao, chamamos de modelo ma-
tematico para o problema real. Apresentaremos em seguida, um organograma desse conceito

de modelagem:

5
PROBLEMA

2\ REAL R\

/
A \
i [ L )

SOLUCAO PROBLEMA
APROXIMADA APROXIMADO

™ i

e, S
B, A
N L

| SOLUcCAo |
REAL

Seguem alguns passos, dados por [4] para se modelar matematicamente algum problema,

utilizando-se de equacoes diferenciais:

i) Identificar as Varidveis que caracterizam o problema;
i1) Definigao das unidades de medida das varidveis;

i71) Determinagao das leis (Tedricas ou Empiricas) que regem as relagoes entre

as Variaveis e a dinamica do sistema;

iv) Expressar as leis em termos das Varidveis identificadas.

1.2.2 Classificacdo quanto a Linearidade ou n3o Linearidade

Dizemos que uma equagao diferencial é Linear quando podemos escreveé-la de modo que
a funcao y e suas respectivas derivadas que compoem as incégnitas da equagao, sao todas do

primeiro grau. Além do mais, a funcao y depende apenas de uma variavel independente x.
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Assim, segundo [17], uma equagao diferencial Linear pode ser escrita da seguinte maneira:

n n—1
an(x)% + anl(a:)% + .+ al(x)j—z + ag(x)y = g(z). (1.7)
Portanto, se uma equagao nao cumpre as propriedades ditas acima, é dita Nao Linear.
A equacao modelada no problema , além de ser de primeira ordem, é também
exemplo de equacao diferencial linear.
Seguem alguns exemplos de equacoes diferenciais baseados nos tipos de classificagao abor-

dados (Ordem e Linearidade):

Exemplo 1. Equacoes diferenciais ordindrias:

y'(z) + 2y(x) = €® (Linear)

o y'(x).y(z)+2y(z) =0 (Nao Linear)

Y (z) + 2y(x) = e (Linear)

o y'(z).y'(z) +2y(x) =0 (Nao Linear)

1.3 Equacdes Diferenciais de Segunda Ordem

A importancia do estudo de equacoes diferenciais de segunda ordem se d& pelo fato de
que esse tipo de equacgao é essencial na modelagem de alguns problemas da Fisica, visto que
este tipo de equagao, nasceu junto com a mecanica tao explorada em problemas da Fisica,
como veremos com mais detalhes.

Para [4] uma equacao diferencial de segunda ordem tem a forma:

d*y dy
— = ty,— | . 1.8
a7 ( s dt) (18)
Podemos ainda expressar uma equagao diferencial de segunda ordem linear, na forma:
y'(t) + )y (1) + a(t)y(t) = f(1), (1.9)

na qual, p,q, f : I — R sao fungoes continuas, definidas num intervalo aberto I.
Considerando que em algum problema que envolva equacoes diferenciais do tipo , se
tivermos valores iniciais
y(to) = vo, y'(to) = Yo,

com ty € I, podemos garantir solugoes para tal equacao com base no teorema a seguir:

Teorema 1. [5] Se p, q e f sao fungdes continuas em I, entdo o problema de valor inicial

tem uma, e somente uma, solucao definida em todo o intervalo I.
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Nota-se que, os valores yo e y;, além de fornecerem um ponto inicial (o, yo), pertencente
ao grafico da solucao da equagao, também indicam a taxa de variacao, ou coeficiente angular,
de valor y/ da reta que tangencia, no ponto (o, yo), o gréafico da solugao.

Para solucionar um problema de valor inicial, o nimero de condic¢oes iniciais deve ser
igual ao nimero que indica a ordem da equacao diferencial. Assim, em particular, para uma
equacao diferencial de segunda ordem envolvida em um problema de valor inicial, devemos
ter duas condigoes iniciais. Tais problemas nao serao abordados neste trabalho, visto que em
nossa principal aplicagao (Equacao de Campo de Eintein) nao envolveremos valores iniciais
devido a complexidade de tal problema no que diz respeito a valores de contorno.

Uma equagao diferencial de segunda ordem, do tipo ¢ chamada de homogénea,

quando f(t) = 0. Assim, se f(t) # 0, a equagao é chamada de ndo homogénea.

1.4 Métodos de Resolucao

A seguir, apresentaremos alguns métodos de resolucao para equagoes diferenciais de se-

gunda ordem que serao utilizados em algumas aplicagoes no decorrer dos préoximos capitulos.

1.4.1 Equacdes Homogéneas com coeficientes constantes

Partiremos de um caso simples de equagoes diferenciais homogéneas de coeficientes cons-
tantes, resolvendo a equagao
y' —y=0. (1.10)

Analisando a equacgao ([1.10)), procuramos como solu¢ao, uma funcao y(t) de modo que
y"(t) = y(t), ou seja, a segunda derivada da funcdo y(t) é igual a ela mesma. De imediato,

podemos citar as fungoes y;(t) = €' e yo(t) = e* como solugoes para (1.10) pois,

dy . dys .
v =yi(t), ar = ya(t)
e
d291 d2y2
el =vi(t), Pl = y2(1).

Assim, y1(t) e ya(t) sao solugoes de (|1.10)).

De um modo mais geral, podemos ainda afirmar que quaisquer fungées multiplas de y; (t)
e y2(t) do tipo ya(t) = cret ou y,(t) = cee™*, com ¢y, ¢y constantes quaisquer, sao também

solucoes para a equacao (|1.10)), visto que,

d*y,
dt?

d23/b
—2 — (0.
iz~ )

= ya<t)7
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2

Ainda mais, nota-se que qualquer soma entre as fungoes que sao solucao de (|1.10]) é
também uma solugao para ((1.10)), pois, se

Y = clet + 026_t

entao,
y = ciet — et
logo,
v = cret — (—ce™)
=1y = cie +cet
— y// = . ]

Dessa forma, temos uma familia de solugoes para a equagao ((1.10)).

Para o caso de termos um problema de valor inicial

y(to) = Yo, Yy (to) = Yo,
podemos encontrar os valores das constantes ¢; e ¢y através da solucao do sistema

c1€ + cpet0 =
1 2 Yo (1.11)
c1e — cpemt =y
Vamos analisar de modo analogo a equacao ((1.10)), o caso geral de uma equagao diferencial

linear de segunda ordem homogénea,
ay’ +by +cy=0, (1.12)

na qual a,b,c sdo constantes reais. Assim como em ([1.10]), vamos supor uma solugao, em
particular, y = e" para ((1.12).
Temos que, iy = re™ e 3y’ = r2e™. Substituindo y”, y' e y em ((1.12)), temos

ar?e™ + bre™ + ce™ =0

& (ar® +br +c)e™ =0

Sar’+br+c=0, (1.13)

pois sabemos que €™ # 0.

A equacao chamamos de Equagao Caracteristica. Esta equagao tem ligacao direta
com a solucao de , pois através dela podemos encontrar até dois valores para r (através
dos métodos de resolugao de uma equagao polinomial do segundo grau) e assim, determinar
uma familia de solucoes para partindo da solucao suposta y = e".

Sabendo que em uma equagao polinomial do segundo grau podemos ter duas raizes distin-
tas r1 # ro; duas raizes iguais r; = ro = r ou duas raizes complexas em que r; € o conjugado

de ry, analisaremos o tipo de soluc@o para ([1.12)) em cada um dos trés casos.
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1.4.2 Equacdo caracteristica com raizes diferentes

Inicialmente, vamos considerar o primeiro caso citado, em que r; # ry. Sabemos a
principio que

r1t rot
ylzel, y2:€27

sao solugoes para (|1.12). Dali,

_ rit _ rot
Yg = C1€ 7, Yp = C2€ ~7,

também sao solugdes para ([1.12]), de fato,

/ rit / rot
Yy, =ricie’t, Yp = TaC2e’?
e
" 2 r1t " 2 rot
Y, =ricret, Yp = ryce .

Entao, substituindo ya, ¥, v € yp, Y, v, em (1.12)), temos:

ay// + by/ +Cy
= a(ricie™) 4+ b(ricie™) + c(cie™t)

= cie"(ar] +bry +c)

ayl/ _'_ by/ + Cy
= a(ryeze™) + b(racae™") + c(cpe™")
= e (ar; + bry + c).
Logo, como 71 e 19 s@o raizes da equagao caracteristica ((1.13)), podemos afirmar que
ar} +bry +c=0, ary + bry 4+ ¢ = 0.
Entao
c1e".0=0, cpe™t.0 = 0.

O que prova que y, e y, de fato sdo solugoes de ([1.12]). Além disso, a soma
y = Cle’r‘lt + CQ@TQt,

também é solugao de (1.12)), pois, se

y = CleT‘lt + C2€T2t

/
=y = rice™ 4 rocee™t

" 2 2
=y’ = ricie™ + rice™".
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Logo, substituindo y, 3’ e y” em ([1.12)), temos:

ay"—l—by’—i—cy
2

= a(ricie™ + ricee™!) 4+ b(ricie™ + racae™) + c(cre™t + cpe™)
= cre™(ar? +bry +¢) + e (ars 4 bry + c).
Assim, de modo andlogo, como r; e 75 sao solugoes de ([1.13)) e por isso, afirmando que

ar? +bry +c=0, ar: +bry +c=0,

temos que
c1e™t.0 + c9e™t.0 = 0. |

Para algum problema de valor inicial

y(tO) = Yo, yl(t()) = y67

podemos encontrar os valores das constantes ¢; e ¢y através da resolucao do sistema

rito rato —
{ c1e't"? + coe Yo (1.14)

r1c1€0 4 rocge™ =yl
Podemos generalizar o resultado obtido através do teorema abaixo:

Teorema 2 (Principio da Superposigao). [J]. Se y1 e ys sao solugoes da equagao diferencial

9.

y'(t) +p(t)y' +q(t) = f(1),

entao a combinacao linear c1yy + coyo também é solugao, quaisquer que sejam os valores das

constantes c1 € cs.

Exemplo 2. Consideraremos a equacio y" — 1y’ — 12y = 0 encontrada como exercicio em

[17]. Sabemos que sua equagdo caracteristica é:
rt—r—12=0. (1.15)
Dai, temos que as solugoes de ([1.15]), sdo:
r = 4; ry = —3.
Portanto, como r1 # 19, a familia de solug¢oes da equagdao y" —y' — 12y = 0 € da forma:

y = cre' + e 3t
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Exemplo 3. Consideraremos a equacao y" — 4y = 0 encontrada também como exercicio em

[T7], que tem a sequinte equagdo caracteristica:
r? —dr = 0. (1.16)
Dai, temos que as solucgoes de 5a0:
r=2; ry = —2.
Portanto, como ri # r9, a famidlia de solu¢oes da equacio equagao y” — 4y =0 € da forma:

Y = 0162t + 026_%.

1.4.3 Equacao caracteistica com raizes complexas

Analisaremos agora o caso em que as raizes r; e 7 da equagao caracteristica (|1.13]) sao
nimeros complexos. Nesse caso temos que r; é o conjugado de ry, ou seja, se 1y = A + ij
entao ry = X\ — 1 de modo que A e p sdo niimeros reais.

Para esse caso, supomos que as fungoes
y1(t) = expl(X +ip)t], ya(t) = exp(A —ip)t,

sao solugoes para (|1.12)).

Considerando a equacao

e = cos(t) + isin(t) (1.17)
ou,

e~ = cos(t) — isin(t)
(pois cos(—t) = cos(t) e sin(—t) = —sin(t)), conhecida como férmula ou equacao de Euler,

que de modo mais geral pode ser escrita na forma:
e = cos(ut) + isin(ut),

podemos notar que,

y1(t) = e cos(ut) + ie sin(ut), Yo (t) = e cos(ut) — ie sin(ut),
pois
exp[(A +ip)t] = et
— eAt+i,ut
— eAtei,ut

= eM[cos(ut) + isin(ut)]

= eMcos(ut) + ie sin(ut).
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Ainda mais, de acordo com o teorema , a combinagao c1y; + coys também é solugao para
(1.12). Dessa forma, fazendo a soma
yi(t) +12(t) = [eMcos(ut) +ie sin(ut)] + [ cos(ut) — ie sin(ut)]
= 2eM cos(ut)
e a subtracao

At At

y1(t) — ya(t) = [eMcos(ut) + ie sin(ut)] — [eM cos(ut) — e sin(ut)]

= 2ieMsin(ut)
e desprezando as constantes 2 e 2 temos mais um par de solucoes para (|1.12)), que sdo:

Yo = M cos(ut), yy = eMsin(ut).

De modo que novamente, com base no teorema , a combinacao

At

C1Ya + Coyp = cre™ cos(ut) + coe™ sin(ut),

é também solugao de ([1.12]).

Assim, formamos uma familia de solucoes para ((1.12]) no caso em que as raizes da equacao

(1.13]) sao complexas.

Exemplo 4. Consideraremos a equacgao y" — 2y’ + 5y = 0, encontrada como exercicio em

[17], que tem a sequinte equagdao caracteristica:
r? —2r+5=0. (1.18)
Dai, temos entdo que as raizes de (1.18]) sdo:
r1 =1+ 21; ro =1 — 21.

Logo, como 11 € ry sdo raizes complezas, a familia de solu¢oes da equacio y" —2y+5=0 €
da forma:

y = cre’ cos(2t) + coe’ sin(—2t).

Exemplo 5. Iremos considerar a equacao y" — 2y’ + 10y = 0, que possui a sequinte equagao

caracteristica:
r? —2r +10 = 0. (1.19)

Dai, temos que as raizes da equagdo (1.19)) sao complexas, sendo, 11 = 1+ 3i e 1 — 3.

Portanto, o formato da familia de solugoes para a equagao y" — 2y + 10y =0 é

y = ci€’ cos(3t) + cae’ sin(—3t).
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1.4.4 Equacao Caracteristica com raizes iguais

Veremos agora o caso em que as raizes da equagao sao iguais, ou seja, 11 =1y =T
Para isso, utilizaremos método chamado Reduc¢ao de Ordem, no qual iremos reduzir a equacao
diferencial de segunda ordem para uma equagao diferencial de primeira ordem através da
mudanca de algumas variaveis.

Para o caso analisado, temos apenas um valor r como raiz da equacao , que em
particular, pode ser encontrado através do calculo

—b

r = —
2a’

0 que nos sugere apenas uma solugao para a equagao ([1.12)), que é

—bt

yl = eﬁj
que de fato é solugao de (|1.12)), pois se
;bt
yl = € 2a
=y = _be%m
yl - 20/
=y = i e
y]. - 2a .

Logo, subistituindo yy, ¥} e y{ em (1.12)), temos:

ay’" +by +cy = 0

sa( L) o (22 ) 4o () = o
a4ae 2ae cle =
<:>67Tbta_—b2+b_—b+c
2a 2a

De fato a tultima igualdade é verdadeira, pois g—f é raiz da equacao caracteristica, ou seja

o (5) () -

—bt

=e2.0 = 0.

Conhecida a solucao y; (t) = e que ¢ diferente de zero, faremos a reducao de ordem da
equagao ([1.12)) buscando outra solugao da forma

ya(t) = u(t)y (1),

para que y1(t) e yo(t) sejam linearmente independentes.
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Logo, se

Y2 = UuY1
=y = uy;+u'y

Syl = ] 2l
Assim, substituindo s, ¥4 e y§ em ((1.12)), temos:

ay” +by' +cy = aluy] +2u'y; +u"y1) + bluyy +u'yr) + c(uyr)
= auy] + 2au'y au"y buy bu'y, + cuy,

!

= u(ay! + byy + cy1) + au"y1 + (2ay; + byr)u'.
Dai, como y; é solugao de (|1.12)), temos que:
ayy +by; + cy; = 0.

Logo,
w.0 + auy; + (2ay; + by )u' = auy; + (2ay; + byr ).
Assim, pelo método da reducao de ordem, fazendo v = u' e substituindo em au”y; +
(2ay] + byy)u’ e igualando a zero (supondo que ys seja solucao de ([1.12]) ), temos:

ayrv' + (2ay;y + byr)v = 0.

Como sabemos que y; = e2a , iremos subustitui-lo na igualdade acima. Logo, teremos:

—bt —b —bt —bt
aese ) + (2@—622 + 5622) v = 0
2a

— gezr 400 = 0

vo= 0.

O que nos mostra que v = ¢1, tal que ¢; é uma constante. Dai, retornando v para a funcao

/u’dt = /cldt

=u(t) = ct+c.

u' temos que

Assim, qualquer funcao na forma

y(t) = (cat + c1)yi(t)
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na qual, ¢; e ¢y sdo constantes, é também solugdo para (1.12)). Logo, escolhendo ¢; = 1 e

co = 0, temos a solucdo y»(t) de forma mais simplificada, que é:

—bt

Yo(t) = te2a .

Mais ainda, baseado no teorema , sabemos que

—bt

yi(t) + 9o(t) = cre + cpte .

Podemos ainda provar para esse ultimo caso que y;(t) e ya(t) de fato sdo linearmente

independentes, através do determinante Wronskiano, que pela definigdo dada em [5] é:

Definigao 3 (Wronskiano). [3] Dadas as funcgées ¢1,¢o : I — R, o determinante

Wlo1, 2] (t) =

é chamado o Wronskiano das fungoes ¢1 e ¢s.

Seguem a proposi¢ao e teorema encontrados em [5] que garantem a independéncia linear

entre duas fungoes ¢1, ¢o.

Proposicao 1. [J]. Sejam ¢1,¢2 : I — R duas fungoes diferencidveis, cujo Wronskiano é

diferente de zero em um ponto tog € I. Entdo ¢y e ¢o sao linearmente independentes.

Teorema 3. [J]. Sejam ¢1 e ¢o solugoes de (1.12)). Entao, elas sdo linearmente indepen-
dentes se e somente se seu Wronskiano € diferente de zero em um ponto tqg € 1. Além disso,
se o Wronskiano for diferente de zero em um ponto ty, entao ele é diferente de zero em todos

0s demais pontos de I

Dai, temos que

yi(t) ya(t)
Wiy, pl(t) = |, ;
yl(t) ?Jz(t>
—bt —bt
B €2a te2a
T g (-

Exemplo 6. Iremos considerar a equagdio 4y” — 4y’ +y = 0 encontrada como exercicio em

[17], que possui a sequinte equagdo caracteristica:

4r* —4r +1=0. (1.20)
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Dai, como as raizes da equagdo (1.20)) sao iguais, sendo r1 = ro = 2, temos que, a familia

de solugoes para a equacdio 4y" — 4y’ +y =0 € da forma:
y = cre®' + cyte®.

Exemplo 7. Consideraremos a equacao y" — 4y’ + 4y = 0 encontrada como exercicio em

[T7], de equagao caracteristica:
r? —dr +4=0. (1.21)

Temos entao que, as raizes da equacao (|1.21) sao iguais, sendo r1 = ro = 2. Portanto, a

familia de solugoes para a equacdao y" — 4y’ + 4y = 0, € da forma:
y = cre® + cote?.

Dessa maneira, nestes dois iltimos exemplos, temos duas equagoes diferenciais de segunda

ordem homogéneas, diferentes, porém com o mesmo formato de solugoes, visto que, as raizes

das equagoes ((1.20)) e (1.21]) sdo iguais.

1.4.5 Equacdes Homogéneas Com Coeficientes Variaveis - Equacao de Cauchy-

Euler

Podemos ainda ter equagoes diferenciais de segunda ordem, ou ordem superior, tais que
seus respectivos coeficientes sejam fungoes da mesma varidavel das fungoes incégnitas da
equacao diferencial. Para esse caso, analisaremos a equacao de Cauchy-Euler. O estudo
a seguir, foi feito, baseado principalmente em [17].

Segundo [I7], essa equagao tem a seguinte forma:

n n—1

d d
anx"—y + an_lx"_l—y + ...+ alx—i + agy = g(),

dx dxn—1 d

de modo que a,,a,_1,...,ay sao constantes e tal equagao tem como principal caracteristica
que o grau de cada coeficiente monomial coincide com a ordem de derivacao.
Iremos analisar o caso particular da equacao de Cauchy-Euler homogénea de segunda
ordem, ou seja, na forma seguinte:
d?y

dy
2 —
axr @ + bﬂ?@ +cy = g(l’),

em que g(x) = 0, logo, a forma analisada sera

d*y dy
207Y ay _
a3 + bxd:p +cy =0, (1.22)
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visto que o método de solugao para ordem superior é analogo.

Para se obter solugoes para ([1.22)), iremos supor uma possivel solu¢ao y(x) = ™. Assim,

se
yle) = a™
=y (z) = ma™!
=9'(x) = m(m—1)zm 2

Logo, substituindo y, 4" e y” em ((1.22), temos:

d? d
e e cy = ar®xm(m—1)a2™?+bxr x ma™ ' + ca™

dx? dz
= am(m — 1)z™ + bmz™ + cax™.
Colocando o termo z™ em evidéncia, temos:

2™ lam(m — 1) + bm + (]

Assim, nossa solugao suposta y(x) = ™ serd solugao para ((1.22) quando m for solugao da
equacao de segundo grau
am?® + (b—a)m +c = 0. (1.23)

Analisaremos para ([1.23) apenas o caso em que m; # ms, que é o caso particular que
serd utilizado no capitulo 2. Para os outros casos em que m; = my ou my, my € C, ver [17].
Se my e my sao raizes reais e distintas de (1.23)), entao

yi(x) =™ e yo(x) = 2™,

sao solugoes de ([1.23)), e consequentemente, assim como nos casos da equagao caracteristica

vistos anteriormente, a combinacao

y(xr) = C1z™ 4 Cox™?,
também serd solugao de (1.23)).
Exemplo 8. Para a equacio x*y" — 2zy’ — 4y = 0, temos:

m(m—1)—2m—-4 = 0
m?>—3m—4 = 0.

Entdo m; = —1 e my = 4. Logo, a familia de solugoes € da forma:

y(z) = ca '+ et

As definicoes e conceitos vistos neste capitulo servirao de base para encontrarmos solugoes

para a métrica que soluciona a equacao de Campo de Einstein.
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Capitulo 2

Algumas Solucoes Para a Equacao de

Campo Estatico de Einstein

Faremos aqui uma andlise do teorema abaixo encontrado em [7], que é uma forma de
simplificacao na busca de solugoes para a equacao de campo Estatico de Einstein. Para isso,
sera considerado o Espago-Tempo quadridimensional, com propriedades métricas que serao
aqui descritas. Mais ainda, resolveremos de alguns modos diferentes a segunda equacao dada
no Teorema, utilizando as técnicas de resolucao de equacoes diferenciais de segunda ordem
que foram descritas e demonstradas no capitulo inicial deste trabalho, visto que, através da
resolucao desta equacao, podemos encontrar algumas diferentes solucoes para a Equacao de
Campo de Einstein.

Em [7], Leandro e Pina mostram que um tipo de solugao para a equagao geral de Campo
de Einstein, em

M"™ x f R,

(que é um Espaco-Tempo estético), é dada pela métrica ds* = — fdt* + g, tal que, f: M™ —
(0,400), com M™ = (R, g), onde g = %‘;’.

2.1 Conceitos de Geometria Diferencial

Seguem alguns conceitos de geometria diferencial que sao abordados durante o teorema:

Definicao 4 (Variedade). Definimos uma Variedade como um tipo de generalizacdo de su-
perficies. Em particular, para a ideia abordada do campo de Einstein, uma superficie plani-
ficada.
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Definigao 5 (Métrica). O conceito de métrica pode ser entendido como o conjunto de regras
que ditam como se dao as medi¢coes em um determinado espaco. As solucdes que encontramos

para a equacdo de campo de Einstein, sao dadas pela métrica ds®> = —fdt® + g.

Definigao 6 (Espago Estatico). O espaco estdtico de Einstein, € o espago-tempo, quadridi-
mensional, com trés dimensoes de distancia e uma dimensao temporal. Assim, € chamado de
estdtico pois a métrica (aqui denotada por ds?) considerada para medi¢io desse espago tem
a propriedade de nao variar com o tempo. Ou seja, um observador que estd olhando para
um espaco com essa estrutura terd a impressao de “ver tudo parado”, como quando olhamos

para um céu estrelado a noite.

2.2 O Teorema

Segue o teorema que serd utilizado neste capitulo:

Teorema 4. Seja (R™, g) um espago Pseudo-FEuclideano, n > 3, com coordenadas cartesianas
(21, ...,2,) € métrica g;; = d;je1. Seja O € R™ aberto, p(§) e f(&) fungoes derivaveis em O,
onde & = > _ apxp, o € R e Y1 epai = e, ou Yy ekt = 0. Entdo (0,g), com
g = % em O, € o fator espacial (ou, base) para o Espago-Tempo estdtico de FEinstain no

vacuo com f sendo funcao de tor¢ao no intervalo se, e somente se, v e f satisfazem

n— 2 "_ fy — 9y /:O n
{( ?/fg@ ‘/f 14 /(’le ParaZekai = ¢ky
foe" = f(¢@) —pe'f =0 paey

(n—=2)f" = f"p—2¢f =0 ParaZakozz = 0.
k=1

Primeiramente, é dado um espaco R™ de dimensao n > 3 que é, consequentemente com
n coordenadas cartesianas (x1,...,z,) e definida sua respectiva métrica g;;—¢;0,;. Dai, um
aberto O € R", que é um subspaco de R™, com métrica g = %, tal que O possui funcoes
diferenciaveis &, f, ¢ ou seja, funcoes que admitem derivacao quantas vezes for preciso, em
todo aberto O, Sob essas condi¢oes dadas queremos obter as funcgoes f e ¢ tais que ambas

satisfacam os seguintes sistemas de EDO:

(n=2)f" = f"p=2¢f" = 0 -
{ , : o~ g Pamngaz = cky (2.1)
fod" = f(@) = [ = past
¢ n
(n—=2)f" = f"p—2¢f =0 Parazgkai =0. (2.2)

k=1
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Iremos encontrar alguns exemplos de espaco-tempo estatico que satisfazem as condigoes
do teorema acima. .Em [7], afirma-se ainda que este teorema tem resultados locais, nos quais
as fungoes f, ¢ sao bem definidas, e também ressalta a complexidade em encontrar solucoes
para um sistema de equagoes diferenciais nao lineares. Por isso, vamos nos atentar para a
equacao ([2.2)) e desenvolver algumas solugoes para a mesma.

Como trata-se de uma equacao diferencial nao linear de segunda ordem, que possui 2
fungdes da fungao &, iremos substituir tal varidvel (que no teorema é dada por um somatério)
por z e admitiremos func¢oes conhecidas para a funcao ¢, para reduzir tal equacao, a uma
equacao diferencial linear de segunda ordem. Portanto, substituindo a fungao ¢ por fungoes
conhecidas na equacao , encontraremos solugoes para f em funcao de ¢ e dessa forma,
encontramos algumas solucoes para a métrica que solucina a equacao de Campo de Einstein.
Essas métricas encontradas, sao como as “réguas” que nos informa como medir nesse deter-
minado espaco. Ou seja, as solucoes aqui encontradas para a equagao de campo estatico de
Einstein, sao regras que determinam a medi¢ao nesse campo estatico.

Em especial, nao trataremos a equacao (2.2)) como problema de valor inicial, visto que,as
condicgoes de fronteira sao muito especificas para este trabalho. Assim, teremos apenas gene-
ralizagoes e familias de solucao para f, assim como descrito no capitulo inicial deste trabalho.

Também iremos considerar sempre n = 3.

2.3 Exemplos de Solucdes Para 2.2

Traremos aqui alguns exemplos de solugoes de Campo de Einstein.

2.3.1 12 Solucao

Primeiramente, pensando em uma equagao diferencial homogénea, o caso mais trivial que

T

iremos assumir para substituir em (2.2)) é ¢(x) = e*. Temos entao que p(z) = ¢'(z) =
¢"(x) = €*. Assim, substituindo ¢(z), ¢'(x) e ¢"(z) em (2.2) temos:

(n—2)f(z)e” — f"(x)e” — 2f'(x)e" = 0.
Logo, como e* # 0, podemos dividir toda a equagao por e*, resultando em:
—f = 2f 4 (n—2)f =0,

que é uma equacao diferencial de segunda ordem homogénea e que possui equagao carac-
teristica
—r? = 2r 4+ (n—2) =0,
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de raizes

rm=1++vn—1, ro =1—+vn—1.
Assim, como r; # ry e n = 3, a familia de solugoes para f(x) é da forma:
f(z) = Cie"* + Che™”
= f(iL') _ Cle(l-i-\/n—l)x + 026(1—\/71—1)1
= f(z) = CLetW7 4 Chelv2r,

Assim, para a familia de solugoes da equacao diferencial encontrada, temos a generalizacao

da familia de solugoes para a Equagao de Campo de Einstein da forma

ds? — — [C«le(l—h@)az + 026(1—\/5)50 dt® + £i6ij, (2.3)

L
(e)?

onde z := &, descrito no teorema (4)).

2.3.2 Generalizacoes da 12 solucao

Podemos ainda fazer duas generalizagoes do caso exponencial, supondo p(z) = e** e

p(z) = fe** tal que «, § sdo constantes. Assim, para o caso em que () = €**, temos:

plx) = ™
= ¢(r) = ae™
= gDll(x) — a26az‘

Assim, substituindo ¢(z), ¢'(z) e ¢"(x) em (2.2)), temos:
(n —2)fa?e™ — f"e™ — 20e™ f' = 0.

De maneira andloga a anterior, podemos dividir toda a equacao pelo termo e®*, pois este

¢ diferente de zero, resultando na igualdade:
(n—2)a*f — f" = 2af =0,

que também é uma equacao diferencial homogénea de segunda ordem, porém de equacao
caracteristica
—r? —2ar 4+ (n —2)a® =0,

de raizes

n=al+vi—1),  rm=all-vai-1).
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Analogamente, como r; # ro e n = 3, temos que a familia de solugdes para f(x) serd da
forma
f(l’) = Clea(1+\/§)z + 612604(17\5):3'

Para esse caso, temos que a solucao da Equacao de Campo de Einstein serd da forma

2
ds? — — [Olea(l-h/?)r + 02604(1—\/5)50] dt? + £i0ij. (2.4)

Para o caso em que p(z) = fe™*, temos que, se

p(z) = pe*
= ¢'(r) = afe™
= 90//(55) —_ a2ﬁeaw

Logo, substituindo ¢(z), ¢’ (x) e ¢"(z) em ([2.2)), temos:
(n - 2)fa26€az - f//ﬁeaz o 204660“]“ — 0’

que, pela divisao da equacao por e**, se reduz a equacao diferencial homogénea de segunda

ordem
—Bf" =2aBf" + (n —2)a*ff =0,
de equagao caracteristica
—Br? — 2apr + (n — 2)a*B =0,
de raizes

r=—a(l++vn—-1), rg = —a(l —vn—1).
Analogamente, como r; # ry e n = 3, a familia de solugoes para f(x) nesse caso, seria da
forma:
fla) = Crem U2 4 Cpeme7V2),

Assim, a solugao da Equagao de Campo de Einstein tem a forma

2 1
ds® = — |:01€7a(1+\/§) + C'Qe*a(lf‘/i) dt? -+ W&‘i@j.

2.3.3 Para p(z) = 2?

Para o caso em que ¢(z) = x?, temos que
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Logo, substituindo ¢(z), ¢'(x) e ¢"(z) em (2.2) temos:
—2?f" —daf + (2n —4)f = 0. (2.6)

Vemos entdo que em ([2.6), temos um exemplo de equacao na forma da equagao de
Cauchy-Euler, pois cada coeficiente monomials tem grau igual a ordem de derivacao das res-

pectivas incégnitas f, f/, f” as quais estao multiplicados. Assim, iremos supor que f(z) = 2™
seja solucao de (2.6). Dai, se

flx) = a™
= f'(x) = ma™!
= f"(x) = m(m—1)z™ 2

Assim, substituindo f, f' e f” em (2.6), temos:
—2*m(m — 1)z™? — doma™ ' 4+ (2n — 4)2™ = 0.
Assim, evidenciando o termo ¢, temos:
2™ [m(m —1) —4m+ (2n — 4)] = 0.
Dessa forma, x™ ¢é solugao de , quando m ¢ solugao de
m? —5m + (2n — 4) = 0, (2.7)

ou seja, quando

5+ /25 +4(4 — 2n) 5— /25 +4(4 — 2n)
= (& m2:
2 2

my

Portanto, como n = 3, temos que a familia de solugbes para f(z) serd da forma:

Niki Vi
f(x) _ Clx5+217 —"_02:(:5 217.

Para este tltimo exemplo, temos a seguinte solucao para o Campo de Einstein:

5417 5—17
d82=— C’lx 2 —|—OQ.T 2

2 1
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Capitulo 3
Consideracoes Finais

Através de trabalhos como este, percebemos a importancia do uso de conceitos ma-
tematicos. Em especial, havia na equacao de campo estatico de Einstein, uma consideravel
complexidade em sua resolucao, de modo que para soluciona-la, era necessario o uso de
métodos matematicos complexos. Assim, o trabalho mostra uma simplificacdo na busca por
novas solucgoes para a equacao de campo estatico de Einstein. Através de equacgoes diferenci-
ais lineares de segunda ordem, podemos encontrar métricas, ou seja, formas de medicao, que
solucionam a equacao de campo estatico de Einstein.

Através desses exemplos dados, podemos destacar um pouco da utilidade de equagoes
diferenciais consideradas mais simples, em aplicacoes consideradas complexas e muitas vezes
nao passiveis de solucao. Estes sao exemplos de funcoes que podem ser utilizadas, como
solugao em (2.2)), para que a métrica ds? seja solugao para a equagao de campo estdtico de
Einstein no vacuo.

Fica comprovado assim, a importancia do estudo de equacoes diferenciais para a pesquisa
académica, pois estas, podem muitas vezes simplificar solugoes de problemas complexos.
Visto que, neste trabalho, consideramos alguns casos mais simples de equacgoes diferenciais
de segunda ordem, que é apenas uma pequena fracao da grande quantidade de classificacoes
dentro das equacoes diferenciais.

Dessa forma, a pesquisa pode ter uma grande continuidade, de maneira a destacar outras
classificacoes de equagoes diferenciais, permitindo assim, encontrar novas solucoes para a

equacao de campo estatico de Einstein.
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