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RESUMO

Para o professor de matematica a pior experiéncia é ouvir dos seus alunos as temiveis
perguntas: “Para que serve isso?”e “Onde usarei esse assunto na minha vida?”. Com este
trabalho queremos contribuir para o conhecimento de uma parte da modelagem matematica,
que pode ser aplicada no ensino médio. Contribuindo para a resposta daquelas perguntas em

alguns conteudos.

Aqui adquirimos um pouco de conhecimento das equacoes algébricas e das aproximacgoes

de funcoes.

Procuramos entender alguns métodos de interpolacao e apresenta-los como uma ferra-
menta de modelagem matematica. Fizemos isso com o intuito de utilizar apenas a apro-
ximac¢ao com funcgoes polinomiais, uma vez que os polinomios sao menos complicados de

manipular.

Mostramos que a interpolacao polinomial é um caso particular da interpolacao. Também
apresentamos um outro método que nao usa apenas funcao polinomial, o método dos Minimos

Quadrados.

Palavras chave: Interpolagao, Aproximacao, Fungoes, Polinomios, Minimos Quadrados.



ABSTRACT

For the mathematics teacher the worst experience is to hear from their students the
fearsome questions: “What is this for?” And “Where will I use this subject in my life?” With
this work we want to contribute for the knowledge of a part of mathematical modeling,
that can be applied in high school. Contributing for the answer of those questions in some

contents.
Here we aquired some knowledge of algebraic equations and function approximations.

We seek to understand some interpolation methods and present them as a tool of mathe-
matical modeling. We did this in order to use only polynomial approximation of functions,
since the polynomials are less complicated to manipulate.

We show that the polynomial interpolation is a particular case of interpolation. We also

show another method that doesn’t only use polynomial function, the Least Squares method.

Keywords: Interpolation, Approximation, Functions, Polynomials, Least Squares.
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INTRODUCAO

A matemaética é uma ciéncia que fascina boa parte da humanidade. Esse fascinio, muitas
vezes, faz com que o ser humano busque ainda mais conhecimentos nesta area. Por sua vez,
essa busca de conhecimento pode levar a disputas. E ainda ha a necessidade de publicar as
descobertas para que outros nao obtenham os méritos conquistados. Um desses aconteci-
mentos estd citado em [2], erroneamente afirma-se que Thomas Harriot(1560-1621) fez varias
inovagoes e descobertas matematicas, uma delas é uma bem elaborada geometria analitica
(antes da publicagdo de Descartes em 1637), outra é a afirmacao de que todo polinémio de
grau n tem n raizes e a ‘“regra de sinais de Descartes”. Alguns desses equivocos se devem a
insercoes, feitas por escritores posteriores, em manuscritos de Harriot preservados. Ainda em
[2] encontramos algo sobre interpolacao, que é o assunto estudado nesse trabalho, diz que D.
E. Smith mostrou que a parte que lida com a geometria analitica ¢ uma interpolagao feita por
maos posteriores,[2] pagina 348. Também segundo [2] Arquimedes era um eximio calculista e
determinou aproximacoes racionais de raizes quadradas irracionais verdadeiramente notaveis.

Também John Wallis (1616-1703) usou interpolacao para determinar m, [2] pagina 432.

O que queremos dizer é que a interpolacao e a aproximagao nao sao coisas de agora, nao
sdo novidades e consistem em ferramentas matematicas muito tteis. Segundo [3] (pédginas
58 e 435) aproximagcao é o resultado aproximado, ou processo para obté-lo, na solugao de
um problema numeérico, e interpolar é introduzir, inserir. Aproximacao é a obtencao de
estimativas a respeito da ordenada de pontos onde nao se tem o valor exato coletado para

ela, conforme [6].

Mas o que € interpolagao? Interpolar é fazer a troca de uma certa funcao por outra onde
as operagoes sao menos complicadas. Interpolacao é aproximar uma funcao usando outra

funcao que satisfaga algumas propriedades, neste caso a primeira funcao é substituida por



€SSa 1nova.

Porque substituir as funcoes? A resposta para essa pergunta pode ser escrita da seguinte
forma: quando conhecemos de uma dada fungao alguns de seus valores e precisamos calcular
o valor num ponto desconhecido ou quando a fun¢ao tem uma expressao onde operacoes tais

como derivagao e integracao sao complicadas e as vezes impossiveis de realizar.

Na interpolacao a funcao interpolante coincide com a funcao dada em pontos pré determi-
nados. As interpolagoes mais usadas sao as polinomiais, as trigonométricas e as exponenciais
[18] (pagina 132). Neste trabalho nao falaremos das duas tltimas, apenas da polinomial. Na
interpolagao polinomial é determinado o polindmio de grau n que passa por n+ 1 pontos da-
dos. Nao importa o método usado, sempre encontramos o mesmo polinomio. Estudaremos os
polinomios de Legendre, os de Chebyshev, os de Lagrange, o Método de Newton (utilizando
diferengas divididas). Também falaremos sobre o Métodos dos Minimos Quadrados, que é o

método que melhor ajusta aos dados, sendo que este nao ¢ um método de interpolagao.
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CapiTULO 1

EQUACOES ALGEBRICAS E
POLINOMIOS

Neste primeiro capitulo definiremos equacoes algébricas e polinomios, em seguida apre-
sentaremos algumas propriedades dos polinomios com exemplos. (Para aprofundar os co-
nhecimentos sobre polindémios veja [5]). Apresentaremos um pouco da teoria sobre espagos
vetoriais, uma vez que no conjunto dos polinémios os seus elementos se portam nas operacoes
de multiplicacao por escalar e adicao como se portam os vetores do R? e R3. Ou seja, o con-

junto dos polinémios constitui um espaco vetorial. A definicao a seguir é baseada na definicao

de [13].

Definicao 1.1. Fquacoes algébricas sao aquelas em que temos uma unica incognita, e essa
aparece apenas envolvida com as operacoes algébricas, ou seja, com adi¢ao, subtracao, mul-

tiplicagao, divisao, potenciagao e radicia¢ao.

1.1 Exemplos de Equacoes Algébricas

Exemplo 1.2. A equacao x+1 = —4, é uma equacdo de primeiro grau. Nela temos operagoes
de adicao e subtracao.

Exemplo 1.3. Jd esta </7T2% —x = 6, é uma equacdio de sequndo grau onde temos operacoes

de adicao, multiplicacao e subtracao.

Exemplo 1.4. Nosso ultimo exemplo é de equagao de primeiro grau com a opera¢ao de

divisao. % = h.



Definicao 1.5. Denomina-se equacdao polinomial ou algébrica toda equacao que pode ser
escrita na forma:

n " + ap 12"+ 4 agx® + a4+ ag =0, (1.1)

onde a, #0 en € N* (n € um inteiro positivo), ag,ay,as, ..., 4,1, @, $SG0 NUMETOS T€AIS € N

€ o grau da equacao.

1.2 Definicao de polindmio
Defini¢ao 1.6. Um polinémio p(x) com coeficientes em R € uma expressao do tipo:

plx) = aa', (1.2)
i=0
com a; € R, para todot=0,1,2,...,n,x € R.

Quando a; for igual a zero para todo ¢ o polinomio p(x) serd chamado identicamente nulo

(p(x) = 0, para todo = € R).

Denotamos por gr(p) o grau do polinémio p(x), onde gr(p) é o maior valor de n tal que

a, # 0. O polinomio identicamente nulo nao tem grau.

Cada termo do polinomio, a;x*, é um produto e recebe o nome de monoémio com grau ¢,

e a; sao os coeficientes, e ag é chamado de termo independente.

A seguir apresentamos alguns exemplos de polinomios:

Exemplo 1.7. Considere o polinomio de grau 3 onde ag = 2,a; = 1,ao = —6 e az = 10, isto
¢,

p(z) = 102® — 62° + x + 2.
Exemplo 1.8. Seag=as =a3=a4=0,a1 =2 e a5 = 3, entdo o polinomio tem grau 5, e
p(z) = 32° + 2z,
Exemplo 1.9. Um polinomio de grau 1, onde ag =3 e a; = 1, € dado por:
p(z) =z +3.

16



Valor de um polinomio é o valor que o polinomio assume em um determinado ponto, de

acordo com a definicao seguinte:

Definigao 1.10. A cada polinémio, como descrito em ( 1.2), e € R, associamos um

elemento p(8) € R pela regra p(8) = > a;3'. Em particular, se p(8) = > a:" =0,

dizemos que [ € raiz do polinomio p(x).
Vejamos alguns exemplos de valores de polinomios:

Exemplo 1.11. Se p(x) = 325 + 22° — 2 + 23 — 222 + 2 — 7, tomando =0 e B = —1,

ambos niumeros reais, temos:

p(0) = 3:0°+2-0°-0"+0°-2-0°+0—7
= -7,

p(=1) = 3-(-1)°+2- (1) = (=)' + (=1)° =2+ (=1)* + (-1) = 7
= 3-2-1-1-2-1-7

= —11.

Exemplo 1.12. Se p(x) = 2 + 62° + 1022 + 6z + 9, tomando B = -3,

um numero real, temos:

p(=3) = (=3)*+6(=3)*+10(=3)*+6(-3)+9
= 81+6(—27)+90+ (—18) +9
= 90+90 — 162 — 18
= 0.

Neste exemplo temos que -3 € raiz de p(x).

Exemplo 1.13. Se p(z) = 72* + 32° — 22 — 2 + /2, tomando B = V2 ¢ f = 0,5,

17



ambos niumeros reais, temos:

p(V2) = V2 432 - V2 - V2+ V2
= 7-4+3-2,828427 — 2
= 28 +8,485281 — 2
= 34,485281,
p(0,5) = 7(0,5)* 4+ 3(0,5)* — (0,5)% — (0,5) + V2
= 0,4375+ 0,375 — 0,25+ 0, 914213

= 1,476713.
Exemplo 1.14. Se p(x) = 2 + 22? — z + 8, p(10) = 1198 e p(1) = 10, uma vez que:

p(10) = 10*+2-10% — 10 + 8 = 1000 + 200 — 2
= 1198,
p(l) = 1P+2-1°-14+8=1+2-1+8

= 10.

1.2.1 Operacoes com Polindmios

Definiremos nesta secao apenas as quatro operacgoes basicas que podemos fazer com os

polinomios. Para isso consideremos dados dois polindmios

m

p(z) = Zaixi e g(z)= Z bjxj,

§=0

com a;,b; €ER, 0<4i<n,0<j7<men,me N. Logo:

Definicao 1.15. Adicao:
A adigao de p(x) com g(z) € o polinomio dado pela soma

m

pla) +g(z) =)',

i=0
se m = n, onde ¢; = a; + b; para todo i. Se m # n adicionamos os coeficientes da mesma

forma, no entanto onde a; = 0 (ou equivalentemente b; = 0), apenas repetimos cada b;

18



(equivalentemente a;). Digamos,

n

pa) +gl@) = Y a' + Y b

1=0

= 2"+ ap 12" o ar? + agx + ag + by ™ + by 2™ +

+... .+ bQ.Z’Z -+ bl.l' + bo.

Definicao 1.16. Multiplicacdo:
A Multiplicagao de p(x) por g(x) € o polindmio dado pelo produto:

p(x) - g(x) = agby + aghiw + aghew® + - - - agbp ™ + arbox + arbx® + arbox® + - - - arby,x™ !
+agboxr? + ash1a® + asbex* + - - - agh, ™2
4o apbox™ + anbia™ 4 anbox™ ™ 4 b ™
= agby + (aghy + arbo)w + (aghy + aiby + agby)z?
+(aghs + arby + asby + asby)z®

4.4 (@Obm + a1by_1 + asbyy_o + -+ anbo)mm 4+ anbmxn-i—m.

As operagoes de adigao e multiplicagao de polinomios tém as seguintes propriedades:

Comutatividade da adicao e da multiplicacao;

Associatividade da adigao e da multiplicagao;

Distributividade da multiplicagao em relacao a adicao;

Existéncia de elemento neutro da adi¢ao e da multiplicacao;

Existéncia do inverso aditivo.

19



Definicao 1.17. Subtragao:

Chama-se diferenca p(x) — g(z), o polinomio p(z)+ [—g(x)]. Isto é, adicionamos o oposto

de g(z) ao polinomio p(x).

Definicao 1.18. Divisdo:
Quando g(x) ndo for o polindmio nulo dividir o polinémio p(x) por g(x) € determinar

dois outros polinomios q(x) (quociente) e r(x) (resto) tais que:
p(x) = q(x) - g(x) + r(z),
com gr(g) > gr(r).

Quando a divisao for exata r(z) serd o polinémio nulo.

Vejamos alguns exemplos de operagoes com polinomios:
Exemplo 1.19. Sejam p(z) = 52° + 2z + 1 e g(x) = 82* + 322 — x — 7, entdo
p(z)+g(x) = (Bz®+2r+1)+ 82* + 32> —2—7)
= (04+8)z" + (0+0)z® + (5+3)2z> + 2+ (—1)z + (1 + (=7))
= 8z* +02° +82% + 7 — 6.
Exemplo 1.20. Sdo dados os polinomios p(x) = —3z" — 625 — 42° + 32* — 23 + 5?2 + 22+ 1
e g(x) = 2* — 32% — 3z + 1, entao
p(z) +g(x) = (=327 —6a° —4a® + 32" — 2® + 52° + 20 + 1) + (2* — 32° — 32 + 1)
= 32" —62° —42° + 3+ D)z’ + (=1 + 0)z® + (5 + (=3))2”
+(2+(=3)z+ (1+1)
= 32" — 620 — 42 4+ 42t — 2 + 227 —x + 2.
Exemplo 1.21. Se p(z) =3z — 8 e g(z) = —bx + 2 a soma p(z) + g(x) € obtida por:
p(x)+g(x) = (Bz—8)+ (—Hx+2)
= (B3=5)r+(-8+2)
= —2z—6.

20



Exemplo 1.22. Sdio dados p(x) = 2° +22* — 323 — 22 + x — 1 e g(zx) = 22° + 3,
assim temos que
p@)+g(@) = (1+2)2°+ (2+0)z" + (=3+0)2 + (=1 +0)z® + +(1 + 0)x + (-1 +3))
= 32° + 20" — 3% —2? 242
Exemplo 1.23. Considere p(z) e g(x), onde p(x) = 32%> + 2z — 1 e g(x) = —2x + 3. Temos
que o produto de p(x) por g(x) € dado por
p(r)g(xr) = (3x*+22—1) (=22 +3)
= 3-(-2)- 22 24+3-3-22+2-(-2)-2-24+2-3-2+(=1)-(=2)-x+(-1)-3
= —62° + 52 + 8z — 3.
Exemplo 1.24. Dados p(x) = To* — 323 + 2> —x —2 e g(x) = 2° — 22+ + 7, 0 quo-

ciente da divisao de p(x) por g(x) € q(x) = Tx + 4. O polindmio que representa o resto €

r(z) = —2x? — 54z — 30.

Exemplo 1.25. Efetuando a divisao de p(z) = 5%+ 32% —2x+1 por g(z) = 922 +2 obtemos

resto r(x) = —3a® — 2 e quociente q(x) = Jx + 5.

1.2.2 Igualdade de poliné6mios

Dados dois polinomios

p(@ =ag+ a1 + a2x2 + ...+ anflxnfl + a,x"

g(x) = by 4+ b1z + box? + ... 4+ by 1™+ bp™,
com a;,b; e Rnm e N, 0<i<ne0<j<m. Dizemos que p(x) = g(z) se m =n e
a; = b; para todo7=20,1,...,n.
Exemplo 1.26. Se p(z) = (2a+ 1)z — 8+ b e g(x) = =Tz + 2, com p(x) = g(z), temos

a=—4 eb=10. Uma vez que o0s coeficientes dos termos semelhantes devem ser iguais.

Os elementos do conjunto P dos polinomios portam-se com as operacoes de adicao e
multiplicacao por escalar como os elementos do R? e R3, dessa forma eles podem ser tratados

como vetores.
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1.3 Espacos Vetoriais Reais

A Definigao seguinte é baseada na Definigdo de espaco vetorial encontrada em [8].

Definicao 1.27. Um espacgo vetorial real V' é um conjunto ndao vazio, cujos elementos sao
chamados vetores, no qual estao definidas duas operacoes: a adi¢ao, que a cada par de vetores
v, e vy €V faz corresponder um mnovo vetor vy + ve € V', denominado a soma de vy e vs,
e a multiplicagcao por um nimero real, que a cada numero a € R e a cada vetor v € V faz
corresponder um vetor a - v ou av, chamado o produto de a por v, satisfazendo as sequintes

propriedades para quaisquer a,b € R e vy, vy, v3 € V
(A1) Comutatividade: vy 4+ vg = vy + v1;
(Az) Associatividade: (vi + v3) + vz = v1 + (v2 + v3);
(M) Associatividade (ab)vy = a(bvy);
(

As) Vetor nulo: 3 0 € V, chamado vetor nulo, ou vetor zero, tal que
v+0=04+v=0,Yv eV,

(A4) Inverso aditivo: para cada vetor v € V' existe um vetor —v € V' chamado o inverso

aditivo, ou o simétrico de v, tal que —v+v =v+ (—v) = 0;
(D1) Distributividade: a(vy + v9) = avy + avy;
(D) (a+b)v = av + bv;

(My) Elemento neutro da multiplicagdo: 1-v = v.

Tomemos R? e o conjunto P dos polindmios. Vamos mostrar que esses dois modelos

constituem, cada um, um espaco vetorial.

Exemplo 1.28. Afirmacio: R? é um espaco vetorial real.

De fato, sejam A,B e C € R* ek € R, onde A = (a1,a2), B = (b1,b2) e C = (c1,¢2),
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a;,b;,c; €ER, Vi =1,2. Assim, sendo a adi¢cdo e multiplicacio por escalar em R?

A+ B = (ay,as)+ (b, bs)
= (a; + by,az + by)
k-A = k-(a,a9)
= (kay, kas).

Comutatividade:

A+ B = (a,a2)+ (by,be) = (a1 + by, as + bs)
= (b + ay, by + as)
= (b1,b9) + (a1, az)
= B+ A

Associatividade da adicao:

A+ (B+C) = (a,az) +[(bi,b2) + (c1, c2)]

ar, az) + (b1 + 1, b2 + ¢2)

[ay 4 b1] + c1, [ag + bo] + ¢2)

(
(

= (a1 + b1 +c1 a9 + by + 2)
(
(a1 + b1, az + be) + (c1, ¢2)
(

A+ B)+C.

Elemento neutro: Existe um tnico ponto O € R? chamado de origem de R? tal que

O =(0,0) e VA € R? temos

A+0 = (ar,as)+(0,0)
= (a1+0,(12+0)
= (CLl,CL2>ZA.
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Eristéncia do inverso aditivo: Dado A € R*, A = (ay,az) temos que

A+ (=4) = (a1,a) + (—a1, —as)
= (a1 + (—a1),a2 + (—az))
(0,0)

= 0.
Existéncia do elemento neutro da multiplicagcio: VA € R2,

1-A = 1'(&1,&2)

= (1@1, 1&2)
- (a'l7 a?)
= A
Associatividade da multiplicacdo:
(1-ag) A = (a1-ag)(ar,az)

= (041 *Qia, O '042G2)
= 041(062611, 062612)

= ai(aA).
Distributividade da multiplicagdo com relagdao a adi¢ao (Ds):

(g +az) A = (aq+ az)(ag,as)
= (o101 + aeaq, yas + anas)
= (a1a1,1a9) + (away, asas)

= OélA + OéQA.
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Distributividade da multiplicagao com relagdo a adigao (Dy):

a-(A+B) = of(ar,az) + (by, by)]
= afay + by, as + by)
= (aay + aby, aas + abs)
= (aa; + aaz) + (aby, abs)
= «afag,a2) + a(by, be)
= aA+ab.

Exemplo 1.29. Consideremos o conjunto dos numeros reais R e seja P o conjunto dos

polinomios da forma:
p(z) = Z a;x" = p(x) = ag + a1 + ax® + ... + ap_ 12" + a, 2", (1.3)
=0

onde ag, a, ..., a, sao escalares firos em R, que nao dependem de x.
Afirmacao: P € um espaco vetorial!

De fato, sejam p, g € P, tais que

p(x) =ag +a1x + a2x2 + ...+ an_lg;"_l + a,x"

g(x) =bo + iz + box® + ... 4 b1 2™ + b2,

coma;, b ERmMmneN, 0<i<nel<j<m.

Se m = n entao,

=0
Sem < n,
p(z) +g(x) = Z(a’j + b))’ + Z (a;x").
7=0 i=m+1
Sen <m,
pla) +g(z) = (a; +b)a' + Y (bja?)
i=0 j=n+1



Se a € R,
n n
ap(z) =« Z a;xt = Z aa;x’.
i=0 =0

Temos que verificar se P satisfaz todas as propriedades de espaco vetorial.
Ay (A adigdo é comutativa):

n

p(z)+g(z) = Z a;x + Z bz’
i=0 j=0
= 2"+ ap 12" o a0 + g + ag + b ™ + by 2™ +

+... 4+ 621'2 -+ bll' + bo

= by+bx+..+bpx"+ag+ax+ ... +ax"
= ijxj +Zaimi
§=0 i=0

= g(z) +p(a).

As (A adigao € associativa):

p(x) + (g9(x) + s(z)) = Z a;x’ + (Z b;z! + Z cka:k)

= ap+a+ ...+ ax" +byg+bix+ ... +bpx™ 4+ co + 1T+ ... + it

= (ap+ai+ ..+ a "+ by + bz + ... +bpx™) +co+c1x + ... + et

n m t
= <Z a;xt + Z bjx]) + Z cprh
i=0 §=0 k=0

= (p(z) +g(z)) + s(x).

As (Existéncia do vetor nulo):
Ezxiste um dnico polinomio O(z) = 0 € P chamado de polindmio nulo tal que O(x) = 0,

Vo € R. Assim, Vp(x) € P;

p(z) +O(x) = Z art+0=ao+ az+ax’+ .. +a,z"+0
i=0

= ag+ a1z + asz® + ... + a,z"”
n

= g a;T".

=0
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Ay (Existéncia do inverso aditivo):

Eziste —p(z),Vp(z) € P tal que:

p(@) + (—p(z)) = Zaixw(—zmi)

i=0 i=0

n n

= ap+ax+ ... + az" + (—ag — ayz... — az")

n n

= Qy+a1T+ ... +apT — Ay — AT — ... — AT
= 0=0(z).

M, (Existéncia do elemento neutro da multiplica¢do):

1-p(x) = 1-2@,&7"
=0
= 1:-(ap+ a1z + ...+ a,a")
= lag+ layx + ... + la,z"

= aqo+ax+ ...+ az"”
n

= E a; "

— ).

M, (Associatividade da multiplicagdo):
(a1 - ag)p(z) = (on - 2) [Z aixi] = (o - ag)[ag + ez + ... + apx”]
i=0

= a0y + G e X + ... + arona,x"

= ai(mmag) + ag(agarx) + ... + a1 (aga,z™)
= mfaeag + asaix + ... + aa,2"] = o [ag Z aixi]
=0

= ai(azp(z)).
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Dy (Distributividade:)

n

5 a; "

i=0
= (g +ag)ag + (o + ag)arx + ... + (g + az)ayz”

(a1 + a2)p(z) = (a1 + an) = (ou + ao)ap + a1z + ... + a, 2"

= wia9 + apag + o101 + apaqx... + ara,x” + aga,z”

= aia9+ ara1x + ... + a1a,x" + asag + asai T + ... + aa,x”

= o (i: aixi> + (z": aixi)
i=1 i=1

= oup(x) + agp(x).
D (Distributividade:)

alp(x) +g(z)] = « [Z a;zt + Z bjxj]

= alag+ @+ ...+ az” +bo+ bz + ... + bya™]

= wag+oay + ... + aa,x™ + aby + abix + ... + ab, ™
n m
= a (Z aixi> + « (Z bja:j>
i=0 §=0
= ap(z) + ag(x).
Resumidamente, a soma de polinomios ¢ um polinomio e a multiplicacao de um escalar
por um polinomio também € um polinomio.
1.3.1 Bases de Polinémios

Uma combinagao linear de elementos de X é uma soma finita ajv; + asvg + ... + v,

com o, g, ..., € Re vy, vg,...,0, € X.

Seja V' um espago vetorial. Um subconjunto X de V é dito linearmente independente
quando nenhum elemento de X for combinagao linear de outros elementos de X. Em outras
palavras, quando ayv; + asvy + ... + v, = 0 implicar apenas a; = as = ... = a,, = 0 com

V1, V2, .y U € X € ag, g, .., € R [4].
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Se o conjunto nao for linearmente independente ele serda chamado de linearmente depen-
dente. Isso ocorre quando existir elementos vy, v, ...,v, € X e escalares aq, as, ..., o, onde

a; # 0 para algum 7, tais que aqvy + agvs + ... + av, = 0.

O seguinte fato ¢ um teorema retirado da referéncia [8], que nao apresentaremos a sua
demonstragao. Para os interessados, recomenda-se pagina 26 de [8].
“Sejam w1, vs, ..., v, vetores nao nulos do espago vetorial V. Se nenhum deles é combinacao

linear dos anteriores entdo o conjunto X = {vy, v, ...,v,} é linearmente independente.”

Definicao 1.30. Dizemos que o conjunto X gera o espacgo vetorial V' se para todo elemento
v € V existirem elementos vy, v, ...,v, € X e escalares oy, s, ...,a, € R de tal forma que

V= QU1 + QoUg + ... + U,

Definicao 1.31. Um conjunto B do espaco vetorial V' serd uma base para V quando for

linearmente independente e gerar V.

Assim uma base para o espaco dos polinomios é um conjunto que é linearmente indepen-
dente e que gera o espaco.
Os dois exemplos a seguir sao exemplos de bases do espaco vetorial dos polindémios. O

primeiro € a base canonica de P, sendo este o conjunto de todos os polinomios de grau menor

ou igual a n. Ja o segundo ¢ a base do conjunto dos polinomios de grau menor ou igual a 2:

Exemplo 1.32. Os monomios 1,x,2%,...,a" formam uma base para o espaco vetorial dos

polinomios de grau menor ou igual a n. De fato, sejam ag, a1, Qa, ..., a, € R tais que
ap-l+a-x4+ay 22+ ... +a,-z"=0.

Dai pela igualdade de polindmios temos que a; = 0,Vi € {0,1,2,....,n}, entdo 1,x, 22, ..., 2"

sao linearmente independentes.
Sejap(x) = ag + a1 + asx® + ... + a,_ 12" + a,a™, mostremos que p(x) se escreve como

2 ..., a". Com efeito, se

combinacao linear de 1,x,x

ao 4+ a1z + asx® + ...+ apz” = ap - 1+ a1 + asx® + ...+ apz”
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pela igualdade de polinomios temos que
ag = Qp, 1 = Q1,02 = Q2, ..., Ay = Ay,

2

Portanto os polinomios 1,x,x*,...,x"™ geram o conjunto P dos polinomios de grau menor

ou igual a n.

A seguir definimos subespaco vetorial, baseada na definigao de [4].

Definicao 1.33. Seja V- um espacgo vetorial sobre R. Um subespaco de V' € um subconjunto X
de V' que é um espaco vetorial sobre R com as operagoes de adi¢aode vetores e multiplicagao

escalar de V.

Exemplo 1.34. Para n = 2, temos, por exemplo, que
{p(z) =1+, plz)=1+2" ps(z)=2+2"}, (1.4)

constitui uma base para o conjunto dos polinomios de grau menor ou igual a 2.

Para mostrar que (1.4) é uma base devemos mostrar que € linearmente independente (LI) e
que gera o conjunto dos polinomios de grau menor ou igual a 2. Sejam aq1,as e az € R tais
que

a1 (1+z) + az(1 + 2°) + az(x + %) = 0.

Entao pela igualdade de polinomios temos:

Oél+()é2:0
a1—|—(y3:0 —> ¥] = — Qs = (X3 = Qg —>

Qs+ a3 = 0.

203 =0= a3 =0=—= a1 = ay = a3 =0.

Assim (1.4) € LI

2

Tomemos p(x) = ag + a1z + asx? um polindmio de grau 2. Suponhamos que

p(z) = B1(1 4+ ) + Bo(1 4+ 2%) + Ba(z + 2?),

com B, B2, Ps € R.
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Logo,
ag + a1x + CLQiL‘Q = 61 + 52 + (ﬁl + 53)1’ + (52 + 53)332.

O que implica que

ap = P+ P B1+ B2+ 0=ap
a=5+ps =y /+0+6=a
as = 2+ 3 0+ B2 + B3 = as.

Utilizando escalonamento chegamos a

a; — ag + ao

53:#7 52:

ag — a1 + a9

ag + a1 — ao
5 .

b=

Portanto,

ap + ayp — ao
2

ap — ai + as
2

a; — Qg — Qs

p(x) = 5

(1+z)+ (1+2%) + (z + 2%).

O proximo exemplo de espaco vetorial serda o espago das funcoes. Antes definiremos

fungao. Essa defini¢ao de fungao é fundamentada na definigao de fungao de [6].

Definicao 1.35. Uma funcao f € uma relagao que associa a cada elemento x de um conjunto
X, que recebe o nome de dominio da fun¢ao, um unico elemento f(x), que depende de x, de

um congunto Y, chamado contradominio da funcao.
Onde f(z) é a imagem de = pela f.

Exemplo 1.36. FEspaco das Funcades:

Seja X um conjunto diferente do vazio. Consideremos R o conjunto dos nimeros reais e
F o conjunto de todas as fungoes de X em R. Definindo a soma de duas fungoes e o produto

por escalar por:

(f+9)(z) = f(z) +g(x)

(- f)(z) = a- f(x),
com f,ge F,x € X ea € R. F se torna um espago vetorial (como definido em 1.27) pois:
(A1) A adicio em F € comutativa f(x) + g(x) = g(x) + f(x), Vf,g € F e v € X;
(A2) A adicio em F € associativa f(x) + [g(xz) + h(z)] = [f(z) + g(x)] + h(z),
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Vf,ghe Fex e X,
(As) Eziste uma tnica fung¢ao em F que associa a cada x € X ao elemento 0 em R,
essa fungao € chamada funcdo nula;

(A4) Para cada funcao f em F a funcao (—f) é a funcdo dada por (—f)(x) = —f(z);

(My) (1f)(x) = f(x);

(M) (- B~ f)(x) = a- (Bf)(x) = a- Bf(z);

(Ms) [a(f + 9)l(x) = (af)(z) + (ag)(x) = af (z) + ag(z);

(M4) [(a+ B)fl(z) = (af + Bf)(x) = (af)(x) + (Bf)(2) = af(x) + B (x).

Exemplo 1.37. Um caso particular de espaco de fungoes € o conjunto das funcgoes polino-
miais, que na realidade € um subespago do espaco de todas as fungoes de R em R.

Este € o conjunto das funcoes do tipo:
f(z) = ag + a17 + agx® + ... + a,a™,

onde ag, ay, ..., a, sao escalares fixros em R, que nao dependem de x.

1.4 Resolucoes de Equacoes Algébricas

Como ja foi relatado anteriormente em 1.1 uma equacgao algébrica é uma equacao em que
a incognita aparece apenas envolvida com operagoes algébricas que sao multiplicacao, adicao,
divisao, subtracao, radiciacao e potenciacao.
Resolver uma equacgao algébrica é determinar o valor da incégnita que torna a expressao

verdadeira.

1.4.1 Equagao do 1° Grau

Iniciamos o contato com equagoes algébricas no 7° ano do ensino fundamental, com as

equacgoes do 1° grau com uma incégnita. E para resolver uma equacao de 1° grau nao necessi-
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tamos de calculos elaborados, precisamos conhecer as nogoes comuns de Euclides encontradas

em [1] que sao:

1. Coisas que sao iguais a uma mesma coisa sao também iguais entre si.

[\

. Se iguais sao somados a iguais, os totais serao iguais.

w

. Se iguais sao subtraidos de iguais, os restos sao iguais.
4. Coisas que coincidem uma com a outra sao iguais uma a outra.
5. O todo é maior do que a parte.

Vejamos um exemplo:

Exemplo 1.38. Resolver a equagao 7x + 13 = —1.

—14
7x:—1—13(:)7x:—14(:)x:T@mz—?.

1.4.2 Equacao do 2° Grau

A partir do 9° ano do ensino fundamental é apresentado ao aluno a equagao algébrica
do segundo grau e para resolver esse tipo de equagao usamos a féormula de Bhaskara que foi
publicada pelo matemético hindu Sridhara por volta do ano de 991 d.C. [19]. Mas leva o
nome de Bhaskara que nasceu em 1114. Segundo [14](pégina 6) foi Bhaskara que demonstrou

algebricamente essa férmula.

Considere a equacao algébrica az?+bx+c = 0onde a,b,c € R, a # 0. Vejamos o processo
para isolar a incégnita z : Primeiramente subtraimos ¢ em ambos os membros da igualdade,
obtendo:

ax® + bx = —c.

Nessa etapa dividiremos ambos os membros por a. Isto é,

, bz c
r 4+ —=——.
a a
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Aqui completamos o quadrado do lado esquerdo da igualdade, ou seja, do lado esquerdo
deve ter um binomio que seja um quadrado perfeito, ja temos o quadrado do 1° termo e o

bz .
termo o due deve ser duas vezes um termo vezes o outro termo. Entao o nosso 2° termo

ce (DY ey (2)
2) a 2a
( b)2 c b —4ac + b?
r+ =t T ©

4a?
/ / —4ac —I— b2
x + —
2a

deve ser 2£ . Assim
a

Como V2?2 =| z | temos,

—b+Vb? — 4dac

v 2a

Denominamos A = b? — 4ac.

No ensino fundamental resolvemos apenas as equagoes em que o A é > 0 (maior ou igual a
zero), pois se A for < 0 (menor do que zero) o radicando serd um nimero negativo e assim
teremos um numero que nao pertence ao conjunto R dos nimeros reais, e sim ao conjunto
C dos numeros complexos. Somente no Ensino médio o aluno opera com A < 0, se for
apresentado a ele o conjunto C.

Embora estejamos buscando a interpolagao polinomial utilizando apenas niimeros reais, va-

mos precisar dos nimeros complexos, pois eles aparecem nas raizes das equacoes algébricas

de grau 2 ou mais. As definigdes a seguir sdo baseadas em [5]

Defini¢ao 1.39. Denominamos conjunto dos nimeros complexos (C ) o conjunto dos pares

ordenados de nimeros reais ((a,b),a,b € R ) para os quais estio definidas a igualdade, a
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adicdo e a multiplicacdo como em R2.

Definicao 1.40. Dado um niumero complexo z = a + bi chama-se norma de z ao numero

real positivo a® + b>.
Definicao 1.41. O mddulo de z é o numero real positivo
p=|z| = Va®+ b2

Definigao 1.42. O argumento de z, sendo z # 0, com p = |z|, € o dangulo 0 tal que,

b
cosf = a e sinf = —
P p
Exemplo 1.43. Resolver a equagdo (3 — )\/53: = 0. Deizando na forma padrdo vemos que:

a:—\/ﬁ,b:?)\/ﬁ ec=0.
Assim A = 18, dai temos duas raizes reais e distintas. Sendo v = % as raizes reais

saor; =0 e xy=3.

Exemplo 1.44. Resolver a equacdo 2> —4x +13=0. Ondea = 1,b = —4 e c = 13.
Assim A = —36 e assim a equagdo nao possui raizes reais. Ela possui duas raizes complezxas

conjugadas, pois x = EL=36 {36, logo essas raizes sao x1 =2+ 31 e x9 = 2 — 3i.

Exemplo 1.45. Dada a equacdo 22* — 9x — 56 = 0, determinar as suas raizes reais, se
existirem.
Neste caso A = 529 e a equacdo possui duas raizes reais e distintas dadas por v = 2EY52 f’29

1 =38 63172:—%.

Exemplo 1.46. Seja a equagdo x? — 14x +49 = 0, determine as suas raizes reais, se existi-
rem.
Neste caso A = 0 e a equacdo possui duas raizes reais e iguais onde xr = #' Logo

x1:x2:7.
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1.4.3 Equacgao do 3° Grau

A equagao algébrica do terceiro grau nao é apresentada aos alunos do ensino fundamental,
nem aos alunos do ensino médio. Antes de mostrarmos a férmula resolutiva da equacao do

terceiro grau apresentemos algumas definicdes que nos serao teis.

As Definigoes 1.47 e 1.48 sao de [14].

Defini¢ao 1.47. Seja z # 0 um nidmero complexo, na sua forma polar, isto é, z = p(cos +
isend). A Férmula de De Moivre é dada por 2" = p"(cos 6 +isin0)" = p"[cos(nd)+isin(nh)],
VneZ.

Definicao 1.48. As raizes n-ésimas da unidade sao todos os niimeros complexos que resultam
1 quando sao elevados a uma poténcia n. Em outras palavras, as raizes n-ésimas da unidade

sao as raizes compleras n-ésimas de 1.

Para z =1 temos p = |z| =1 e 6 = arg(1l) = 0, logo,

2= V1 {cos (w) +isin (w)} . (1.5)

n n

(ka) . (QIm)
2, =¢c0S| — | +esmn|{ — |.
n n

Agora podemos retomar a resolucao da equagao de terceiro grau. Sem perda de generalidade

k=0,1,2,..,n—1.

consideremos a equacao algébrica da forma:
2® + az® 4+ bx + ¢ = 0. (1.6)

Com o coeficiente de x® igual 1, pois se ele fosse diferente de 1, dividirfamos todos os termos

da equacao por ele.

Fazendo x = y + [ a equagao em (1.6) fica,

(y+1)>*+aly+0)*+by+1)+c=0.
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Dai,
S (Bl4a)y* + (3% +2al +b)yy + ¥+ al®> + bl +c=0.

Para que o coeficiente de 3? seja nulo devemos ter | = —35. Assim, podemos escrever a
equacao na forma:
v +ay+ =0,
— a? _ 243 ab
ondea=b—%ef=3—%+c
As solucoes da equacao sao:
s B 043 5| B ol
— — 4+ — —— =\ —+ =+
\/ 2 4 27 + 2 4 * 27 t
s B a3
= = —+ = — — 4+ =+
7\/ 2 \/ 4 7 - 2 4 Torth
_ 5 B o
_7\/ 2 \/ 27M ) 4 T T

Onde v e 72 sao as raizes da unidade. As demonstracoes dessas férmulas podem ser

encontradas em [14].

Exemplo 1.49. Tomemos um exemplo trivial 2® — 32> +3x —1 =0, coma = —3,b = 3
e ¢ = —1. Nao é dificil verificar que essa equacdao tem 1 como raiz de multiplicidade trés.

Fazendo x =y + 1 obtemos,
(y+0°=3-(y+1*+3-(y+1)—1=0.

Logo,
34 (3l—3)y + (312 —6l+3)y+1*—3>+31—1=0.
Devemos ter 3l —3 =0 = 1= 1. Agora podemos escrever nossa equac¢do na forma
P+ 02+(3-6+3)y+1-3+3—-1=0,
ou seja, y* = 0, pois o = 3 — 535 Oeﬁ—? @4—(—1):0.
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Obtemos uma das solugoes da equagao

B Y (G A Y (G
=TTV o7 o Vg T T T

Como o = = 0, nao precisamos das raizes da unidade, pois temos que 1 = x5 = x3 =1 = 1.

Exemplo 1.50. Tomemos um outro exemplo x3 + 322 +3x +7 =0, coma = 3,b = 3 ¢

c=17. Fazendo x =y + 1 obtemos,

(Y+0)>+3-(y+1D*+3-(y+1)+7=0.

Logo

P (BI+3)y  + (B +6l+3)y+ 1P +32+3l+7=0.
Devemos ter 3l +3 = 0 = | = —1. Agora podemos escrever nossa equagao na forma
Y3 4+ 0y? + 0y +6 =0, ou seja, y> = —6, pois o = 3 — —066—2 —%—1—7:6.

Obtemos uma das solugoes da equagao

62 62 03
= 4 Y 1.
Ty = +\/ +27+ Vot V6

As outras raizes sao:

V6—-2 V36, V6 — 2 ﬁ%i

T = — T e X3 =
2 2

Pois as raizes da unidade paran =3 sao zg =1, 2y = —5
Veja como calculamos essas raizes da unidade:

Sen =3, entio k =0,1,2, logo em (1.5), para k =0, temos

20 = V1 {cos (0 +3207T) + ¢ sin (0 +3207T>] )

O que implica zy =1 [cos (3) +isin (3)] = 1.
Substituindo k =1 em (1.5), obtemos z = /1 [cos (H21T) + isin (H217)] .

Resultando em z; = 1 [COS (%) + 4 sin (%)] = —% + M3

Ja para k =2, (1.5) fica z5 = V1 [COS (%) + 7 sin (%)] = —% — ‘/751
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Exemplo 1.51. 22 — 322 + 32 +5 =0, coma = —3,b =3 ec =5. Fazendo v =y + [
obtemos,

(+D>=3-(W+ D2 +3-(y+1)+5=0.

Logo
Y+ (Bl—=3)y* + (B =6l +3)y + 1> = 3>+ 3l +5=0.

Devemos ter 3l —3 = 0 = | = 1. Agora podemos escrever nossa equagdo na forma y° +

0y? + 0y + 6 = 0, ou seja, y> = 0,que coincide com a anterior pois o = 3 — % =0ce
_9(=3)?% _ (=3)3 _

f=275+~—-"—5-+5=6

Obtemos uma das solugoes da equacdo

s 6 62 0 s 6 [62 03 )
S R (R Y (I /S
) \/2+ 4+27+\/ 5 T V6 +

Ja calculamos as raizes da unidade no Exemplo 1.50, utilizando elas novamente aqui, na

obtencao das outras raizes, temos:

_ Ye+2 VB _ ¥6+2 | V36
L2 = 2 =5 t5t

1 els

1.4.4 Equacao do 4° Grau

Considere a equacao

az* +bz® +cx® +dr+e=0. (1.7)

Primeiramente dividimos toda a equacgao por a # 0.

b d
x4—|——x3+2m2+—m—|—520.
a a a a

2 7 e o termo independente,

Renomeando os coeficientes de x?, x
ot + asx® + asr® + a4+ ag = 0.
Agora fazemos x = y + m. Dai temos

(y+m) +as(y+m)* +axly+m)P?+ar+ap=0 <
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(y* + 2my +m?) - (y* + 2my + m?) + az(y +m) - (y* + 2my +m*)+
tag(y? + 2my +m?) +a(y+m)+a =0 <
yt + 2my® + 2my® + asy® + mPy? + mPy? + Am2y? + asmy® + 2asmy® + ay’+
+2mPy + 2m3y + asm?y + as2m?y + 2a9my + a1y + m* + asm® 4+ agm? + aym = 0.

. . N a
Fazendo o coeficiente de y? igual & zero obtemos m = _Z?) e

o(T) + () oo
—as ’ —as ? —as
(7)o () v () v
() () (5 o (-
4 4 4 4

Renomeando os coeficientes novamente temos,

yt+ oyt

+y

vt +py?+qy+r =0.
Transformando a equagao de forma que os dois lados sejam quadrados perfeitos
y' oy’ + oyt 4 8= oy’ —qy + B,

vy pta)Fr+ B=ay? —qy+ B (1.8)
Agora devemos ter os discriminantes de ambos os lados iguais a zero, ou seja
(p+a)?—4(r +8) =0
¢ —4aB = 0.

Daiﬁz%sea;&O,
2

Pr2pata®—4r-L-0s
«

ap’ +2pa’ +ad —dra— ¢ =0
o’ 4 2pa® + a(p® — 4r) — ¢* = 0.

Assim determinamos o valor de a usando a féormula descoberta por Tartaglia e publicada por

Cardamo, ([2] pagina 303).
Agora é s6 extrair a raiz quadrada dos dois lados da equacao (1.8).

Lembrando que V2?2 =| z |, percebe-se que teremos as quatro raizes da equagao (1.7).

40



CapriTULO 2

INTERPOLACAO

Vejamos alguns conceitos relacionados a interpolacao e interpolacao polinomial. Como
nosso tema é interpolac¢ao polinomial, apresentamos algumas formas (ou métodos) de inter-

polacao polinomial.

2.1 Matriz de Vandermonde

Antes de falarmos de interpolagao definimos a matriz de Vandermonde, cujo determinante

nos sera util. A defini¢do apresentada é baseada nas defini¢oes de [4] e [18].

Definicao 2.1. Dados aq, as, as, ..., a,, numeros reais, chamamos de Matriz de Vandermonde

toda matriz quadrada de ordem n > 2 tal que

1 a a ay? ap!

1 ay a} ay™? ayt
-2 -1

1 a3 ai ... aj as

1 a, d an—? qnt

As colunas da matriz sao formadas por poténcias de mesma base com expoentes inteiros,

variando de 0 até n — 1.

Chamaremos os elementos aq, as, as, ..., a,, de caracteristicos da matriz, ou seja, os ele-

mentos com o expoente 1 recebem esse nome.



O determinante da matriz de Vandermonde é dado por

V= 1] (¢-w)

1<i<j<n

onde j > 4, segundo [11]. Esse determinante serd 0 (zero) somente se a; = a; para algum

i # j. Quando isso nao ocorre o matriz é chamada de inversivel ou regular.

2.2 Interpolacao

Defini¢ao 2.2. Dada uma funcao f : R — R, consideremos (n + 1) pontos distintos
L0, L1, ey Ty € SUas imagens f(xo), f(x1), ..., f(xn).

Os pontos xg, x1, ..., T, sao chamados de nos de interpolagao.

Vamos obter uma outra funcao g : R — R tal que

L 9(wn) = f(zn).

Os pontos z; sao diferentes, pois se existissem dois iguais (z; = z;) com f(z;) # f(x;), f
nao seria fun¢do. Ou seja, se os pontos z;’s forem iguais podemos descartar um deles (tem

um sobrando).

2.3 Interpolacao Polinomial

O objetivo da interpolac¢do polinomial é aproximar uma fun¢ao f(x) por um polinémio
p(z) de grau menor ou igual a n, sendo n 4+ 1 a quantidade de pontos distintos conhecidos,

isto é (xo, f(x0)), (z1, f(x1)), ..., (Tn, f(zy)), tal que

p(z;) = f(z:),i=0,1,2,...,n.
Nos nés de interpolagao o valor do polindomio é igual ao valor da fungao a ser interpolada.

42



Assim se p(z) = ag + a7 + asx® + ... + ap_ 12" + a,2", a; € R,Vi=0,1,2,...,n temos

0 sistema

p(wo) = ag + ar12g + 223 + ... + a2 = f
p(x1) = ap + a1y + ap2? + ...+ 4,7 = f
f

p(ra) = ag + ayxs + ap®i + ... + a Ty =

Em forma matricial

1z xf Ty ao f(xo)
1z 23 ] a f(x1)
1 xy 22 o | X lag | = | f(x2) (2.1)
1 x, 22 ... am" an f(zn)

Neste sistema temos n+ 1 equagoes e n+ 1 incognitas. Essas incdgnitas sao os coeficientes
a;,0 < i < n. Ao resolver o sistema temos que o determinante da matriz dos coeficientes é
diferente de zero (determinante de uma matriz de Vandermonde, onde z; # x;, Vi # j), dessa
forma temos que o sistema tem uma tnica solugao, [14]. Portanto o polinoémio p(x) é tnico,
[15].

Para determinar os coeficientes de p(x) = ag + a1z + axx® + ... + ap_12"' + a,2" basta

resolver o sistema linear, o que pode apresentar dificuldades se o n for grande, [18].

Mas essa nao é a unica forma de obter o polinémio que interpola f(x), [15]. Veremos

mais adiante outras formas de determinar o polinomio.

Exemplo 2.3. Obter o polinomio que interpole uma fun¢ao conhecida mnos pontos
f(=1) =1,f(1) =2 e f(2) = —1. (n = 2). Os nos de interpolagio sio —1,1,2. Ire-
mos interpolar esta fungdo por wm polinomio p de grau menor ou igual a 2 (dois), uma vez

que temos 3 (trés) pontos conhecidos. Se p(x) = ag + a1z + agx?®, montamos o sistema
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p(—l)=ap—a;1+ay=1 ap+ ay + as =2

p(l):a0+a1+a2:2 = 0+2a1+0:1
p(2) = ap + 2a1 + 4ay = —1 0+ 3a; +3ay = —2
CLO+CL1+6L2:2 a0+a1—|—a2:2
<93 0+2a¢;+0=1 <= 0+2a;,+0=1
040+ 3a; = 5 040+ay ="
Dai ag = 3.
Assim p(x) = %—l—%x—%xz ¢ o polinomio que interpola f(x) em xyg = —1,21 =1 e xy = 2.

Figura 2.1: Grafico do Exemplo 2.3

A Figura 2.1 é a representacao grafica do polinomio interpolador do Exemplo 2.3, feita

no Geogebra. Vejamos mais um exemplo:

Exemplo 2.4. Suponhamos que xqo = —3,x7 = 0,15 = % e xg = 1, com f(xg) = 0,
f(x1) = =1, f(xe) = % e f(x3) = 1. Procuramos um polinémio p que interpole esta fungdo.
Este polinomio deve ser de grau menor ou igual a 8 (trés), uma vez que temos 4 (quatro)

3

ontos conhecidos. Se p(x) = ag + a1z + axx? + asz>, o sistema serd:
0 3 ’
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p(l)=ap+a;+az+az=1

(
(0) = ap = —1
(
(—

S

p%)_a0+a1+ag+a3 %

p(—3) = ag — 3a; + 9as — 27az = 0.

\

Como a sequnda equagdo jd estd solucionada (ag = 1). Substituimos esse valor de ag nas

outras equagoes, 0 nosso sistema passa a ter trés equacgoes e trés incognitas. Ou seja:

ay +as+ag =2
12@1 + 6@2 + a3z = 32
—3ay + 9as — 27@3 =1.

—23 —43 _ 257

Resolvendo o sistema (2.2) encontramos az = 55, ay = 5 € a1 = S .

O que nos mostra que o polinomio procurado é

Figura 2.2: Gréfico do Exemplo 2.4

Na Figura 2.2 estd a representacao grafica do polinomio interpolador do Exemplo 2.4,

feito com o auxilio do Geogebra.
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2.4 Algumas Formas de Interpolacao

Nesta secao citamos 4 (quatro) outras maneiras diferentes de se obter o polinémio in-
terpolador. Comecaremos pela forma de Lagrange, depois forma de Newton, seguido de
Polinomios de Chebyshev e por tltimo Polinomios de Legendre.

Antes disso precisamos definir Polinomios Ortogonais e Produto Interno:

Definicao 2.5. Polinomios Ortogonais sao polinomios ortogonais entre si em rela¢do a um

produto interno e que podem ser gerados por meio de formulas recursivas de trés termos,
[18].

Definicao 2.6. Seja V' um Espaco Vetorial, como definido em 1.27 e vy,vs € V. O produto

interno de vy e vy, € um funcional que satisfaz as sequintes propriedades:
1. (v1,v9) = (va,v1), Y1, 09 € V;
2. {11 + Cov9,v3) = c1{v1,v3) + ca(v1,v3),Ver, 0 € R e Yoy, v, 3 € V;
3. (vy,v1) =2 0,Yv; € V;
4. {v,v1) =0 v, =0.

Para os interessados em se aprofundar no assunto sobre ortogonalidade ver [18].

2.4.1 Forma de Lagrange

A definicao seguinte é tirada de [16] e é a definigdo do polinomio interpolador de Lagrange.
Definigao 2.7. Sejam n + 1 pontos distintos xg, x1,...,%,, € f(x;) =v;,i=0,1,... n.
Seja p(x) o polindmio de grau menor ou igual a n que interpola f em xg, 1, ..., Ty.

Os polinomios de Lagrange de grau n sao dados por:

(x —z)(x —29) -+ (. — )

Lo(w) = (zo — 1) (w0 — 22) - - - (w0 — )’

(x —zo)(x —29) -+ (T — )
(21— 20) (21 — 2) -+ (71 — W)

L1 (I’) =
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(z —@o)(x — @) -+~ (& — wp—)(@ — Tpyr) -+ (2 — @)
(2 — xo)(zp — x2) -+ - (2 — Tp—1) (T — Thg1) - -+ (@h — T0)

k=23,...n—1.

(x —xo)(x —21) -+ (¥ — @p1)
(T —20) (T — 1) -+ (T — Tp1)

Onde Li(z;) =1 e Li(x;) = 0, para i # j.

L,(x) =

O polinomio interpolador na forma de Lagrange € dado pela expressdo:

p(x) = yoLo(z) + 11 Li(x) + ... + yuLn(x).

Exemplo 2.8. Vamos voltar ao Exemplo 2.3 e determinar o polinomio interpolador, utili-

zando a interpolacdo de Lagrange para a Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Pontos do Exemplo 2.3

Assim devemos obter p(x) = agLo(x) + a1Li(z) + asLo(x). Para atingir nosso objetivo
substituimos os pontos da Tabela 2.1 nos Polinomios de Lagrange. Logo encontramos as

EqUaCOes:

47



1, 3z 2 22+ +4 12+1
= == —=+=—= - — - -

6 6 6 2 2 3 3
B x? — 622 2w2+6:v—3:c+2+12—|—2
N 6 6 6
= —z$2—|—§$+E
6 6 6

72+1 +8

6 2 3

Como esperado, ¢ o mesmo resultado obtido no Exemplo 2.3.

Voltando ao Exemplo 2.4. Serd que pela Forma de Lagrange conseguiremos chegar ao

mesmo polinomio obtido naquele exemplo? Para responder a essa pergunta precisamos fazer

os calculos, vejamos:

Exemplo 2.9. Tinhamos zo = —3,x;1 = 0,25 = % e T3

flx1) = =1, f(zq) = % e f(z3) = 1. Logo,

Lo(z) = (3= o))(—3 —3)(=3-1)

Lo(z) = ((36_23_)(%_)5(36(:41))

Lo(x) = Z—§—§—2+§z;
TEE e o
L - (22 + 22 _33)(3: —3)
L = 24 2‘28?36“5
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2 = (x+3)(x—0)(z—1)
B0 = Treme
Lo(z) = (z° + 2z t73m)(x—§)

8

8x3  16x% 24z
L@ = = -=+

(z+3)(@)(z - 3)

L -
) = ArRa-00-1)
34 52% _ 3z
Ly(z) = SR R ; :
2 5x?2 3z
bn =5+ -7

Entao

p(x) = 0-Lo(x) + (—1)Li(x) + % La(2) +1- Ly(x)

(x) — 227 2 8T 1 8%  16x2 . 24x n z3 L Sz? 3z

L 21 21 21 "2 "4 1
2323 432? 257x

pa) = = - -1

2.4.2 Forma de Newton

A forma de Newton para o polinomio p(z) que interpola f(x) em zg,z1,...,2,, (n + 1)
pontos distintos é a seguinte:
p(x) = do+di(x— )+ do(x — o) (x — 1) + d3(x — o) (x — 1) ( — 22) +
+...Fdi(z—xo)(x—x)(r—22) (X —xiy) F . F
+dp(x —xo)(x —21) (T —29) - o (T — 1) e (= Xpq).
Onde d; é o operador diferencas divididas de ordem i entre os pontos (z;, f(x;))
e1=0,1,...,n.
Definicao 2.10. Diferencas Divididas:

Essa defini¢ao € baseada em [15] e [18].
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Considere uma funcao f, nos pontos distintos xg,x1,...,T, do dominio da funcao f.

Definimos o operador diferencas divididas pela Tabela 77:

DDD Ordem Valor
e 0 (o)
flzo, 1] 1 W
flxo, 1, 12 2 W
flwo, z1, 72, 23] 3 f[“’”@;’i:ggmovxh@]
flzo, x1, .. Tpo1, Ty n flz1aa,. ., Inm];i[zo,aq,...,a:n,l]

Tabela 2.2: Diferencas Divididas

Agora usando a forma de Newton vamos interpolar f(z) para o Exemplo 2.3. Onde
tinhamos (—1,1),(1,2), (2,—1).
Exemplo 2.11. A diferenca dividida de ordem zero em relagao a xqy € flxo] = f(xg) =1 =dy
A diferenca dividida de ordem 1 em relagdo a xo e 1 €
1—-2 -1

1
flooml==73=5"5

:dl'

A sequnda diferenca dividida em relacdo a xo, 1 € xo €

_f[$1,l'2]_f[$0,$1]__3_%__6_1 1_ 7
Tlwo, w1, 2] = 2 — 0 241 2 376

Como,

p(x) =do+ (z — x0)d1 + (x — x0)(x — 21)d,

temos:

p@) = 14+@+1)r+ @+ @—1)-—

2
ot L T T 64347 w0 T,
a 2 2 6 6 6 2 6
_ 8,z =
3 2 7
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Note que o polinomio obtido é idéntico ao dos Exemplos 2.3 e 2.8, o que de fato deve

ocorrer, pois o polinomio interpolador € unico.

Exemplo 2.12. Usaremos agora a Forma de Newton para os pontos dos Exemplos 2.4 e
2.9, ou seja, xg = =3, 11 =0, 13 = 5 exz =1, com f(xo) =0, f(z1) = —1, fa2) = 5 €
flzs) = 1.

Primeiramente calculamos as diferencas divididas, isto €, dy,dq,ds e ds:

A primeira € a de ordem 0,

f(l’()) = 0 = f[l’o] = do.

A de ordem 1 é

) — f(z —-1+0 -1
f[xo,ﬂil]:f( sz—is 0): O—|—+3 :?:dy

Para o cdlculo da de ordem 2, ds, necessitamos de

— 1
f[xl,xZ] _ f(x2) f(xl) _ 3 _l_(l) _ 27

To — X7

assim

flzy, wa] = flwo, 2] sts _ 18

f[x[hxlaxZ]: Ty — 0 - %+3_ﬁ_ 2-

Para o cdlculo de d3 necessitamos calcular flza, x3] e flxy, za,x3]. Também precisamos de

flzo, x1,x2] = do, que ja estd calculada. Depois de efetuados os cdlculos obtemos,

fles) ) _1-% 4

f[$2,903] =

T3 — T2 _1—% 3
e
_ [flwo,ws) = flrr, e 55 4
flrr, xo, 3] = s — o “1_0 3
Estamos prontos para calcular d,
4 18
T1, T2, 3| — fl|To, X1, T -3 — 5 23
f[xo,xhxz,m:a]:f[l = ;j_ﬁo . 2]2 34 21Z—Ezdg
Portanto
1
plx) = d0+(93+3)-d1+(az+3)-a:-d2~|—(a:+3)-a:-(x—5)-(13
1 18 1 23
= O+(x+3)-(—§)+(x+3)-x-ﬁ+(x+3)-x-(x—§)-(—ﬁ)

257 43, 2 4

= 14 =L
Tt T ut T w
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E novamente constatamos que o polinomio interpolador é o mesmo, independente do

método utilizado para obte-lo.

2.4.3 Polinémios de Chebyshev

Os polinémios de Chebyshev satisfazem a relacao de recorréncia
To(x)

Ty (x)
Toi1(x) = 22T, (z) — Ty1(x),n=1,2,....

I;

L5

E onde o coeficiente do termo de maior poténcia é dado por Ay =1, A, = 2"t n > 1.

Para n > 0 os polinémios de Chebyshev satisfazem a féormula:
T, (z) = cos(narccos(z)), Vo € [—1,1].

Os polinémios de Chebyshev, T5(x) e T5(z) seguintes foram obtidos por essa férmula, com

o auxilio de algumas identidades trigonométricas

Ti(x) = cos(arccos(x)) = z;

Ty(z) = cos(2arccos(z)) = 2 cos?(arccos(w)) — 1
= 2cos(arccos(x)) - cos(arccos(x)) — 1

= 222 —1;

T3(x) = cos(3arccos(x)) = cos[arccos(x) + 2 arccos(z)]
= x(22® — 1) — sin(arccos(z)) - sin(2 arccos(z))

= 22° — 1 — 2z sin*(arccos(z))

= 23— — 2. {Lﬁ_l)}
2

= 2 —r—ax+22° -z

= 423 — 3z.
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Essa maneira de obté-los se torna muito trabalhosa, mas utilizando a Férmula Recursiva,

como descrito acima:

Toi1(x) = 22T, (z) — Ty o1 (x),n =1,2,...,

podemos obté-los de forma simples, isto é,

To(x) = 1;

Ti(z) = x;

To(x) = 22Ty (x) — To(z)
= 2x-x-—1

= 222 —1;

T3(x) = 22Ty(x) —Ti(z)
= 22-(222 1) -2

= 42® — 3x;

Ty(x) = 22T3(x) — Tyh(x)
= 2z (42 — 3x) — 222 + 1

= 8zt —82%+1;
Ts5(x) = 22Ty(x) — Ts(x)

= 2z (82" —82* +1) —42® — 3z

= 162° — 202> + 5x;
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To(x) = 22T5(x) — Ty(x)
= 2x-(162° — 202° + 5x) — 8z* — 8% + 1

= 322°% — 482" + 1822 — 1;

Tr(x) = 22Ts(x) — Ts(x)
= 2z-(320° — 482" + 1827 — 1) — 162° — 202> + 5z

= 642" — 1122° + 562° — Tx;

Ts(z) = 22T7(x) — Th(x)
= 2z (642" — 1122° + 562° — Tx) — 322° — 482" 4 182% — 1

= 12828 — 2562% + 160x* — 3222 + 1.

Poderiamos continuar determinando os polinomios de Chebyshev, mas esse nao é o nosso

objetivo. O polinémio Interpolador de Chebyshev tem a forma:

p(z) = aoTo(x) + a1 T () + axTo(x) + ... + a, T, (z).

Os polinomios de Chebyshev sao polinomios ortogonais, pois satisfazem a Definicao 2.5
e constituem uma ferramenta muito 1til, pois ao trabalhar com aproximacoes é de interesse
obter erros pequenos com polinomios de grau o mais baixo possivel, para evitar que a curva

descrita pelo polinomio aproximador apresente oscilagoes.

De acordo com [14], Pafnuty Lvovich Chebyshev (Russia 1821-1894) desenvolveu os po-

linomios de Chebyshev para estudar aproximacao e probabilidade.

Novamente vamos voltar ao Exemplo 2.3 utilizando polinomios de Chebyshev.

Exemplo 2.13. Escrevendo p(z) = agTo(z) +ai1T1(x) +axTs(x), com p(xg) = f(xo), p(a1) =
f(a1) e p(az) = f(x2). Entdo,

aoTo(xo) + ariTi(zo) + aolv(zo) = f(xo)

aTo(z) + aiTi(x) + aTo(x) = f(z1)

aoTo(za) + ar1Ti(z2) + aeTo(za) = f(z2).
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Substituindo temos o sistema:

a0-1~|—a1-(—1)—|—a2-1:1
a0-1+a1~1+a2-1:2 =

a0'1+a1~2+a2~7:—1

ap + ay +ag =2

agp+ a1+ as =2
ao—a1+a2:1

a0+2a1+7a2: —1

ap + a; + az = 2

<9 0-2a;+0=-1 < 0+a1+0:%
O—CL1—6CL2:3 0+0—6CL2:%.
Entao, alzé 6@2:_%. O que implica que, a0:2+%—%:%:%.
Logo,
25 1 7
= —T =T — =T
p(z) D O(I)+2 () D >(2)
327 6

Coincidindo com o polinomio obtido nos Exemplos 2.3, 2.8 e 2.11.

Novamente vamos determinar o polinomio interpolador para os pontos do Exemplo 2.4,

desta vez usando os Polinomios de Chebyshev

Exemplo 2.14. Pondo p(z) = agTo(x) + a1 Ti(z) + axTa(x) + asT(z), com p(xo) = f(xo),

p(z1) = f(z1), p(xg) = f(xz2) e p(xs) = f(x3). Assim temos:

aoTo(xo) + a1Ti(xo) + aoTa(xo) + asTs(zo
aoTo(z1) + a1Ti(z) + aoTa(zy) + asTs(xg
agTo(we) + aiTi(wa) + aTh(wa) + asTs(xo
agTo(x2) + aiTi(x2) + axTa(x2) + asTs(xo

\

Esse sistema, fica:

(

ap-l+ay-(=3)+ax-17+az-(—99) =0
ap-1+a-04+as-(—1)4+a3-0=—1
ap-1+ay-5+az-(—3)+as(—1) =3 -
ag-1l+ar-1+ay-1+az3-1=1
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CLO—O—G2+0:—1
(IO—F%(Il—%CLQ—(Ig:%
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Escalonando obtemos:

( (

ag+a1+a2+a3:1 CLO+CL1+(12+CL3:1
O—a1—2a2—a3:—2 O—I—a1+2a2+a3:2
=
0—%@1—2@—2@3:—% O+O+—%a2—%:%
L 0+4a1—16a2+100a3:1 L 0+0—24a2+96a3:—7
( (
CLO+CL1+CL2+CL3:1 CLO+CL1+CL2+CL3:1
0+a1+2a2+a3:2 0+a1+2a2+a3:2
= =
0+ 0+ as + 3a3 = —32 0+0+—3a2—3 =1
\0—1—0—24@2—1—96@3:—7 \0+O+0—|—168a3:—23.

5 _ 23 _ 43 __ 445 __ 211
Entao, a3 = —7557) @2 = — 143, @1 = 158 € @0 = g5 -

68 O que implica que

211 445 43 23
_ (2T 2oy LAY LAY
pa) = (2 ITh) + (T ) + (s Tole) + (e )Ti()
211 445 43 23
g Y S A LT '«
68 T 1687 " 68 ( 37)

168
957 43 23
- _1 el P2 eY 3'

Tt Tt T nt

Coincidindo com o polinomio obtido nos Fxemplos 2.4, 2.9 e 2.12.

A préxima sec@o é sobre os Polindomios de Legendre, e é baseada em [17].

2.4.4 Polinémios de Legendre
Os polinomios de Legendre sao definidos no intervalo referencial [—1, 1] pela férmula:

Leg(z) =1

Ley(z) = 5t - Lo [(2? — 1)"],n > 1.

ol dan

Onde o indice que aparece em P, indica a ordem do polinémio.
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A férmula recursiva de trés termos que serve para gerar os polinomios de Legendre é

Leg(x) =1, Ley(x) =z
Le,i1(x) = (271"—;11) xL., (x) — (HLH) L., . (z),n>1.

De acordo com [17], temos:

Leo(z) = 1,

Lei(z) =

Ley(z) = o° _%§

Les(z) = 2* —iu

Leg(z) = a2t =L +3;
Les(z) = a° —Pa® +2w;
Leg(z) = a® —Lat +2a? —5

Aqui eles estao normalizados

Leg(z) = 1

Ley(z) = =

Ley(z) = 327 —3

Les(z) = 322 =3z

Les(z) = ot Be?2 43
Les(z) = % —2z% 40z
Leg(z) = Zla® -3t 41Bg2 5

Exemplo 2.15. A cargo de curiosidade e intrigados com a situagao voltemos ao FExemplo
2.3 para fazer a interpolacao dos valores da Tabela 3.4, com

p(zo) = f(zo)

p(z1) = flz1)

p(x2) = flx2).

Assim, como

apLeo(zo) + a1Lei(xg) + agles(zo) = f(xo)
aoLeo(Il) + alLel(xl) + (lQL@Q(ZL’l) = f(I1>
CL()L@()(Z’Q) + alLel (272) + CLQLGQ(I’Q) = f(l’z)
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Obtemos o sistema

a0-1+a1~(—1)+a2'1:1 ao—a1+a2:1
a0-1+a1-1—|—a2-1:2 = a0+a1+a2:2
ap-l+ar-2+ay -2 =-1 ao + 2a1 + tag = —1.

Fazendo o escalonamento:

ag+ay +ag =2 apg+ ay + ag =2
ag— a1 +as =1 <4 0—2a14+0=-1
2a0 + 4a; + 1lay = —2 0+ 2aq7 + 9a, = —6.
ag+ a1 +ag =2 ag+ a1 +ag =2
© Q9 0-204+0=-1 < 0+a+0=1
0+ 0+ 96ay = —7 0404 ay = = .

—9_ L1, 7_ 36-9+14 _ 4l
Ea0—2 2‘|‘9— =

18 18~
Logo,
A1 1 71
- 14+ .r—=.2(322-1
p(@) gty rg B -1
a7 1T,
TR
8 1 7,
= —+-r—-=x
18 7277 %
_ 8. L T,
32 6

Agora vamos determinar o polinomio interpolador para os pontos do Exemplo 2.4, desta

vez usando os Polinomios de Legendre.

Exemplo 2.16. Primeiramente escrevemos
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a1 Leq (g

+ (@o)
+ ayLei(xq)
+ (@2)

I
=
8

)

CL1L€1 T

+ + + o+
g
=~
8
&

+ (o)
+ agles(xy)
+ (2)

(3)

<
w
~
)
w
— —~ —~ —
S
vJ —
~— ~— S— —
—
—~
)
—
N— SN—

+ aLei(xs) + asles

(

ap-1 + ar-(=3) + ax-(3) + a3 (—%) = 0
< ap-1 4+ ar-(0) + a-(—3) + az-(0) = -1
w4 ) ) o) -
Kao-l + a-(1) + a2.(§ + ag'(é) _ 1
Entao,
( ap — 3a1 + Zay gy, = 0
0 + 3a1 — 9ay + 1?)_6(13 - 1
0 + fag — Ray + ay !
\ 0 + 4a; — 8ay + %as - 1
Logo,
’a0—3a1+%—6a—%a_0
0 + a — 3ay -+ 432@3 — _%
0O + 0 + ja — 38_5a3 - %
0+ 0 + day — 8az = I
O que implica que,
( ap — 3a1 + Zay — gy = 0
0 + a — 3ay -+ %a?’ — _%
0+ 0 + a - 3sa3 = ¢
0+ 0 + 0 + 2 = -%
Finalmente, a3 = —2, ay = -3 a; = LT ¢ gy = —22.
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Portanto,

p(z) = aoLeg(x) + ayLei(x) 4+ asLes(x) 4+ agLes(x)

295 1147 43

p— —_—— . —_— —_— — . 2 ————— 3—_
= o Mt t T 3 (2" = 7)

(295 43 147 69 0 43, 28
252 " 252 " 420 © T 2107 84" T 42
1285 43, 23
- 20" st T "

257 43, 23,

r— —x

84 84 42
Mesmo sabendo que o polinomio interpolador é tinico nos sentimos intrigados e ao mesmo
tempo curiosos para fazer os calculos, na tentativa de encontrar um polinémio diferente. De-
pois dos procedimentos efetuados ficamos realmente realizados ao verificar que independente
do método (aqui apresentado) usado nos exemplos, encontramos sempre o mesmo polinémio

interpolador. Isso evidéncia a consisténcia das ideias de interpolagao polinomial.

Para quem se interessar em aprofundar os estudos em alguma das formas de interpolagao
polinomial presentes neste trabalho temos as seguintes sugestoes: A forma de Newton é
utilizada para a analise de erro; A Forma de Lagrange é usada para deducao de céalculo
aproximado de drea (integral); A forma de Legendre é usado para férmulas de quadratura e

Polinomios de Chebyshev para integragao numérica.
Naturalmente a forma do sistema pode ser diretamente aplicada ao ensino médio.

Todas as técnicas estao associados a precisao.
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CapriTULO 3

AJUSTE DE CURVAS PELO
METODO DOS MINIMOS
QUADRADOS

Nem sempre a interpolagao polinomial resolve os problemas de aproximacao. Quando isso
ocorre precisamos encontrar outra forma que nos leve a solugao esperada.

Vejamos quando a interpolacao polinomial nao é indicada:

1. é preciso obter um valor aproximado da funcao em algum ponto fora do intervalo de

tabelamento, isto é, quando se quer extrapolar;

2. os valores tabelados sao resultados de algum experimento fisico ou de alguma pesquisa,
porque, nestes casos, estes valores poderao conter erros inerentes (préprios) que, em

geral, ndo sao previsiveis [15].

3. para os casos em que queremos aproximar sem ter os dados tabelados.

Para esses casos o método de aproximacao mais utilizado ¢ o dos Minimos Quadrados.
Faremos aqui apenas para o caso discreto que é o caso em que a fun¢ao f(z) se apresenta
num quadro de valores, ji no caso continuo f(x) é uma funcao continua definida por uma

expressao algébrica num intervalo [a,b] C R, [12].



3.1 Algumas Definicoes

Definicao 3.1. Diagrama de dispersao € a representacao dos dados, como pontos no sistema

cartesiano.
A préxima defini¢ao é tirada de [17] pagina 35.

Definigao 3.2. Residuo é o erro de ajuste no ponto (x;,y;), sendo igual a soma dos quadrados

das diferencas entre o valor da funcdo escolhida em x; e a ordenada y;.

De acordo com [9](pégina 76) O Método dos Minimos Quadrados consiste em determinar
uma funcao g(z) que pode ser uma combinagao linear de fungoes polinomiais, exponenciais,
logaritmicas, trigonométricas, entre outras, escolhidas a priori que melhor se aproxime de

f(z), em algum sentido, ou seja
f(z) = g(z) = apgo(®) + argi(z) + ... + angn().

Devemos tracar um diagrama de dispersao dos pontos e observar o comportamento para

escolher as fungoes que melhor ajustam a f(x).

Assim, dados os pontos (x1, f(x1)), (z2, f(22)), .., (Tm, f(xm)) e as n fungdes g1 (z), go(z),
93(x), ..., gn(x) escolhidas de alguma forma. Devemos encontrar os coeficientes oy, g, . . ., oy,
tais que a fungdo ¢(z) = a191(x) + agg2(x) + ... + angn(x) se aproxime ao maximo de f(x).
Seja d; = f(x;) — ¢(x;) o desvio em z;. Este método consiste em escolher os /s de tal forma

que Y d? = > [f(z) — p(z;)]* seja minima. Logo os coeficientes a;’s que fazem com
que () se aproxime ao maximo de f(x), sdo os que minimizam a fungao

m

Flay, g, an) = Y [fla:) — o))

k=1

Se o modelo ajustar exatamente aos dados o minimo da fungao F' sera zero. Assim, devemos

encontrar os pontos criticos de F', isto é os (aq, o, ..., ay,) tais que
OF
—(a,9,...,0,) =0, 7=1,2,... n.
aaj( 1, 0 ) J
Logo,
OF &
%(Ofla Qz,. .., 0p) =2 Z[f(xz) —a1g1(®i) = .. = angn(i)] - [ g5 ()]
J



Entao,

Z[f(xl) —a1g1(zi) — ... — angn(@i)] - [—g;(2)] =0, j=1,2,...,n
Assim, )
Yo (@) —angi(z) — .o — angn(@i)] - [—01(z:)] =0
Z:il[f(xl) —ongi(@;) — — angn(2i)] - [—g2(2:)] = 0
L Zﬁl[f(lﬁ —a1g1 () — nGn(73)] - [=gn(x:)] = 0,

o que implica que

(

Doy gr(@a)gr(@)]an + oo+ R0 gal@i)gr(ws)]an = 3200 f (i) g1 ()
Doty (@) ga(w)]an + oo+ D2 gn(@i)ga(@i)]an = 3300, f(20)g2 (1)

| Dot g1(@i)gn(@i))an + o+ D25 gn (@) gn(@i)]om = 321, (i) gn(w:).

E essas equagoes formam um sistema linear com n equagoes e n incognitas: aq, g, ..., Qy,.

As equagoes deste sistema linear sao chamadas equagoes normais, pois satisfazem a Definicao

3.3, conforme [20].

Definicao 3.3. O sistema linear
n
E ;T = bl,Z = 1, 2, 3, ., n,
i=1
¢ denominado normal se:
1. A matriz dos coeficientes A = (a;;) € simétrica, isto €: a;; = a;i;

2. A forma quadrdtica correspondente é definida positiva.

O sistema linear pode ser escrito na forma matricial A - X = B, isto é,

p
a11001 + 1209 + ...+ A1y = b1

210 + Q9900 + ... + A9y, = bQ

L Ap1Q1 + GpaQio + ...+ QppQy, = bna
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onde A = (a;;) é tal que

m

a; = Y gilwn)g; () = aji. (3:2)

k=1
Portanto a matriz A é simétrica. Também temos que

X = [ag,ag, ..., ]

B = (b by byl (3.3)
by = Z?:l f(ajk)gz(xk)

Usando a notagao de produto escalar o sistema normal A - X = B é expresso por

A = (ai;) = (gi, ;) e B = (bi;) = (f, g onde g; é o vetor (g,(x1), gi(x2), ..., q(xm))T e f
o vetor (f(z1), f(z2),..., f(zm))T.

Se os vetores g forem linearmente independentes o determinante da matriz é diferente de
zero e assim o sistema linear admite solucao tnica. Esta solucao é o ponto em que a funcao

F' atinge seu valor minimo.

Exemplo 3.4. Faremos agora o Ezxercicio 2(dois) do Capitulo 6(seis) pagina 287(duzentos
e oitenta e sete) de [15].

Ajuste os dados abaixo pelo método dos minimos quadrados utilizando:

a) uma reta;

b) uma pardbola do tipo ax® + bx + ¢;

Trace as duas curvas no grdfico de dispersao dos dados. Como vocé compararia as duas

curvas em relacao aos dados?

x‘ 1 2 3 4 5 6 7 8
y‘0,5 06 09 08 12 15 1,7 2

Tabela 3.1: Pontos do Exemplo 3.4

Resolugao do item a):

flx) = F(z) = an + asx, ¢i(xz) =1 e go(x) = z, n € o nidmero de fungoes e m € a

quantidade de pontos. Nesse cason =2 e m = 8.
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Figura 3.1: Diagrama de Dispersao do Exemplo 3.4

Utilizando (3.2), temos

aj; = Zgl(xk) ~g1(zk) = Zl -1=38

k=1 k=1
8 8
ar = an =) ga(wy) - gu(wx) =) mp1=36
k=1 k=1
8 ] ]
99 — ZQQ(,LEk) . 92($k) = Zxk - X = Z(Ik)2 — 204
k=1 k=1 =1

Por (3.3) obtemos

by = Zf(xk) cga(xg) = Zf(:ck)l -y, = 50, 5.

Sendo assim o sistema é:

8@1 + 360(2 = 9, 2
36 + 204as = 50, 5.
Resolvendo o sistema em (3.4), por comparagdo temos:

~9,2—36as 50,5 — 204as
B 8 N 36 ‘

aq

Logo,
331,2 — 12965 = 404 — 1632as.
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Entdao ay = 0,216666, e assim determinamos que oy = 0,175003 e portanto,
F(x)=0,175003 + (0, 216666)z.

Resolugao do item b):
f(z) = F(z) = a; + aoz + a3z g1(x) = 1, go(z) = 7 e g3(x) = 2. Agora a matriz A é
de ordem 8, a matriz B é 3 por 1. Lembrando que agora n = 3. Utilizando (3.2), temos

8

8
a;y = Zg(xk glﬂUk :Zl 1=28
k=1

k=
ayy = a21—292 (71) - g1 () Zwk 1=36
k=1
;g = a31—291 (k) - g3(wr) Zl (1) = 204
k=1
99 = Zg( - go(zk) Zxk xk—z k)2 =204
8 8
azs = am =Y galwn) - gslwn) = Y i (we)? = (xx) = 1296
k=1 k=1 k=1

a3 = Y gs(an) - gs(zi) = i(xm (zx)? = 87T2.
Por (3.3) obtemos
b = Zfﬂﬁk - g1(@k) Zfl"k:
bQZZfﬁl'k - go(1) fok -z = 50,5
by = fok - g3 () fok *=319,1.
Sendo assim o sistema é€:

80(1 + 360[2 + 2040&3 = 9, 2
36y + 204 4+ 12963 = 50, 5 (3.5)
20401 + 129609 + 8772ai3 = 319, 1.
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Resolvendo o sistema em (3.5), por escalonamento:

a1+%a2+%0z3:1,15 Oé1+3042+%043:1,15
0 4 42005 + 3783 = 9,1 S 0+tas+9a3="2
0+ 378y + 357003 = 84, 5 04 0+ 1683 = 2, 6.

Determinamos que oy = 0,407143, ag = 0,077380 e a3 = 0,015476.

Portanto,

F(z) = 0,407143 + (0,077380)z + (0,015476)2>.

Figura 3.2: Curvas Do Exemplo 3.4

Observando as duas curvas na Figura 3.2 notamos que elas se aprorimam satisfatoria-
mente da funcao dada, no entanto a pardbola passa por mais pontos, o que dd a impressao

de que ela se aproxima mais da referida funcao.

Exemplo 3.5. Faremos agora o Ezxercicio 3 (trés) do Capitulo 6 (seis) pdgina 288 (duzentos
e oitenta e oito) de [15].
Dada a tabela abaizo, faca o grdfico de dispersao dos dados e ajuste uma curva da melhor

maneira possivel:
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x‘ 05 07 1 15 20 25 3.0

-2.8

-06 1 32 48 6.0 7.0

Tabela 3.2: Pontos do Exemplo 3.5

Figura 3.3: Diagrama de Dispersao do Exemplo 3.5

Pelo diagrama de dispersao f(x)

Utilizando (3.2), temos:

~ F(z) =alnz+aq, e assim, g1(x) =1 e go(x) = Inx.

7
ay = Zglxk - g1(zy) 221 1=7

Zgz )91 (k)

Q12 = Q21 =

=1

Zln Tk)

= —0.693147 0.287682 + 0+ 0.405465 + 0.693147 4+ 0.916290 + 1.098612

= 2.132685
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7

azp = Zgz(ﬂsz)gz(ﬂsz) :Z[ln(xk)]2

k=1

= [-0.693147]* + [—0.287682]* + 0 + [0.405465]*[0.693147]?
+1]0.916290] + [1.098612]

= 3.2546.

E de (3.3) obtemos,

by = Zf mk 91 xk Zf xk
= —2.8+(—0.6)+1+3.2+4.8—|—6—|—7

= 186

by = Zf$k92ivk fok -In(axy)
= (—2.8) (—0.693147) (—0.6) - (—0.287682) + 1- 0 + 3.2 - (0.405465)
= 4.8-(0.693147) + 6 - (0.916290) + 7 - (1.098612)
= 19.926037.
Logo,
Top + 2.1326859 = 18.6
2.132685a; + 3.2546a5 = 19.926037.

Dai, pelo método da substituicao obtemos,

18.6 — 2.132685a

o) = 7
Logo,
39.667941  4.548345
7 — 7 g + 3.2546cs = 19.926037 < ap = 5.474119.
E assim,
18.6 — 11.674571  6.925429
o) = 7 = - = 0.989347.

Portanto a expressao encontrada para a nossa funcdao €
F(z) = 5.4741191n z + 0.989347.
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Voltemos ao GeoGebra e tracamos essa curva para analisar a interpolagao.

10

Figura 3.4: Curva do Exemplo 3.5
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CapriTULO 4

APLICACOES

Agora resolveremos alguns problemas, de modelagem matematica aplicando interpolagao

polinomial e aproximacao de func¢oes pelo Método dos Minimos Quadrados.

Qualquer método de interpolagao polinomial aplicado nos dara o polinomio. Sendo que o
melhor método para trabalhar com os alunos dos niveis fundamental e médio é o da resolucao

do Sistema.

Problema 4.1. Interpolar, utilizando os Polinomios de Chebyshev e ajustar pelo método
dos minimos quadrados a uma func¢ao polinomial os dados do consumo de dgua, em metros
cibicos, referentes aos meses de outubro de 2017 a janeiro de 2018 (4 (quatro) meses) de um

consumidor (residencial) da cidade de Maringd no Parand. Seja os meses 0s x; e 0 consumo
as f().

meés ‘1234

Consumo (m?) ‘ 6 7 7 8

Tabela 4.1: Pontos do Exemplo 4.1

Assim se p(x) = agTo(x) + a1 T1(z) + axTo(z) + azT(x).
Com p(xo) = f(x0), p(z1) = f(21), p(x2) = f(22) € p(x3) = f(x3). Temos:

aoTo(xo) + a1Ti(xo) + aoTa(xo) + asTs(xg) = f(xo)
aclo(z1) + aiTi(zr) + adlo(zy) + asTs(zi) = f(x)
aglo(zz) + arTi(rz) + aTa(wa) + aszls(ze) = f(r2)
aoTo(z2) + aiTi(z3) + axTe(x3) + asTs(z3) = f(x3)



Esse sistema, fica:
4

ap-1 + a1-1 + ag-1 + az3-1 = 6
ap-1l + a1-2 4+ a7 + az3-26 = 7
ap-1l + a1-3 + ay-17 + a3-99 = 7
[ a1 + ar-4 + ay-31 + a3-244 = 8.
Resolvendo o sistema encontramos:

(a020,75

a; = 6,416666

ay = —1,25

| a3 = 0,083333.

Logo

p(z) = 0,75+ 6,416666x — 1,25(22* — 1) + 0, 083333(42” — 3z)
= 0,75+ 1,25+ 6,4166662 — 0,2499992 — 2, 522 + 0, 3333322°

= 24 6,166667z — 2,522 + 0, 33333225,

Nao pode haver nenhum ponto fora da curva que representa o polinomio interpolador.
Se isso acontecer refaca os cdlculos, até que todos os pontos estejam na curva do polinomio

interpolador.

Um esbogo do grifico, feito no Geogebra, do polinomio que interpola o consumo de dgua

da nossa amostra residencial se encontra na Figura 4.1.

Pelo Método dos minimos quadrados seja ¢(x) = a; + agz. Entdo gi(x) =1 e go(x) = .

air = Zi:l gl(xk) 'gl(xk) = Zizl 1-1=4;

a1y = as Yy Ga(wk) - gr(wx) = gy - 1 =1+ 2+3+4 = 10;
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Figura 4.1: Diagrama de Dispersao e Polinomio Interpolador do Exemplo 4.1
99 — Zi:l gg(l'k) . gg(xk) = Zi:l Ty T — 12 + 22 + 32 + 42 =30
b=y flan) - gi(an) = Sy flag) 1 =6+7+7+8=28

by =30 s flan) - galwn) = Sey f(ap) 2, =6-14+7-247-3+8-4=173

FEscrevendo o sistema:
4oa; + 100y = 28

10&1 + 30042 = 73,

11

~ . . . ~ _ 3 _
Entao os coeficientes a;s tais que @ se aprorime da f sao: az =3 e ap = 5

Logo ¢(x) = % + 339”

O grdfico dessa reta (fung¢ao polinomial) se encontra na Figura 4.2.
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Figura 4.2: Diagrama de Dispersao e reta do Consumo de Agua da Residéncia

Retirando um ponto, ou seja, considerando o sequinte consumo em cada més, (1,6), (2,7),
(3,8) e fazendo a aprozimacao, utilizando Minimos Quadrados, para ¢(x) = o + aax, temos
91(z) =1 e ga(x) = 2. Logo

a1r =Y py g1(w) - gr(we) = S, 1-1=3;

19 = A921 22:1 gg(fﬂk) . gl(fﬂk) = 22:1 T * 1=1 -+ 2 + 3= 6,

—\3 _\3 _ 12 2 2 _

A =Y oy G2(xk) - go(zp) =D 4@k -z, =1"4+2°4+3" =14

by =30 flaw)-gaa) =0 fap) 2x =6-14+7-2+8-3=44
Escrevendo o sistema:
30&1 + 60[2 =21

6c; + 1dap = 44.
Entao os coeficientes a;s tais que ¢ se aprorime da f sao: as =1 e ay = 5.

Logo ¢(x) =5+ x.

Com a retirada de um ponto a reta passa por todos os pontos, o que nao acontecia com
a reta obtida anteriormente, pelo mesmo método. Observando as Figuras 4.2 e 4.3 podemos

ver essa diferenca.
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Figura 4.3: Diagrama de Dispersao e reta do Consumo de Agua da Residéncia, apds a retirada

de um ponto.

Problema 4.2. Pela definicao, determinar, qual o polinomio que interpola um consumo de
dgua, em metros cubicos, durante 5 (cinco) meses (de outubro de 2017 a fevereiro de 2018)
de um colégio da mesma cidade. Tomemos 0s valores do consumo de dgua do colégio, sendo

0s meses 0s x; e o consumo as f(x;).

mes ‘ 1 2 3 4 5

Consumo (m?) ‘ 537 629 608 383 468

Tabela 4.2: Pontos do Exemplo 4.2

Assim se p(x) = agTo(x) + a1 T1(x) + asTa(x) + azT(x) + aT(x).
Com p(wo) = f(x0), p(x1) = f(x1), p(xa) = f(22),p(w3) = f(23) e p(xs) = [(x4). Temos:

agTo(zo) + a1Ti(zg) + aolo(xe) + asTs(xo) + agTy(xg) = f(xo)
aoTo(z1) + a1Ti(z) + aoTo(z) + asTs(z) + aaTu(z) = f(xq)
aoTo(z2) + a1Ti(xe) + aoTo(xe) + asTs(xe) + asTy(xs) = f(x2)
aoTo(zs) + a1Ti(ws) + aoTo(ws) + asTz(ws) + agTu(zs) = f(xs)
agTo(xs) + aTi(ws) + ala(zy) + asTy(za) + adTi(zs) = f(ad)
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a1l + a;-1 4+ a1 + a3-1 + as -1 = 537
a1 4+ a1-2 + ay-7 + a3z3-26 + a4-97 = 629
§ a1l + a;-3 + ax-17 4+ a3-99 + ay-577 = 608
ap-1 + a-4 + ay-31 + az-244 + ay4-1921 = 383
apg-1 4+ a5 + as-49 + a3-485 + a4-4801 = 468.

\

Resolvendo o sistema encontramos:

ap = 1495, 848958
a; = —1366, 1875

a9 = 471
az = —66, 8125
ay = 3,151042.

Logo,

p(z) = 1495,848958 — 1366, 1875z + 471(22% — 1) — 66, 8125(42® — 3x)
+3,151042(82* — 8% + 1)
= 1495, 848958 — 471 4 3,151042 — 1366, 1875z + 200, 4375 4 9422
—25,2083362% — 267, 252 + 25, 2083362

= 1028 — 1165, 75z + 916, 7916642* — 267, 2523 + 25, 20833622

Agora vamos interpolar os valores tomados da medi¢ao do consumo de energia elétrica de
outra residéncia de Maringa. Anotamos o consumo em kwh de outubro de 2017 a fevereiro

de 2018. Desta vez usaremos a interpolagao polinomial como em (2.1).

Problema 4.3. Obter o polinomio que interpole o consumo de energia conhecendo 0s pontos:
f(1) =229, f(2) = 251, f(3) = 247, f(4) = 266 e f(5) = 228. (n = 4). Iremos interpolar
esta funcao por um polindmio p de grau menor ou igual a 4 (quatro), pois conhecemos 5

(cinco) pontos. Se p(x) = ag + a1z + ar? + azx® + ayx*, montamos o sistema
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( p(l) = ag — a1 + as + az + a4 = 229
p(2) = ag + 2a1 + 4as + 8az + 16a4 = 251
p(3) = ag + 3ay + 9as + 27az + 8lay = 247
p(4) = ap + 16ay + 64a3 + 256a4 = 266
p(5) = ag + bay + 25as + 125a3 + 625a4 = 228.

\

FEscalonando esse sistema obtemos:

—129 __ 743 __ —2001 __ 5035 —
T 3= G5 02= T, =T € =3

ay, =

Portanto,

5035 2001, T43 5 129

—3
ple) =3+ 5w —— " T gt

€ 0 polinomio que interpola o consumo de energia desta residéncia em kwh, no periodo citado

acima.

Figura 4.4: Diagrama de Dispersao e Polinomio Interpolador do Exemplo 4.3

Foram bem satisfatorios os resultados que encontramos para a interpolagao polinomial
utilizada para descrever o consumo de agua, em metros cubicos, de uma residéncia e também
do colégio. Os dados da residéncia correspondem ao consumo durante quatro meses seguidos,
os dados do colégio correspondem ao consumo durante cinco meses seguidos. O que gerou para
o primeiro caso um polinomio de terceiro grau e para o outro caso um polinéomio de quarto
grau. Diante dos resultados satisfatorios aplicamos a modelagem matematica também para
interpolar o consumo de energia elétrica, em kwh, de outra residéncia. Desta vez pegamos

os valores referentes ao consumo durante cinco meses.
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Tais atividades extrapolam alguns conteudos de ensino médio, no entanto, seus modelos e
elementos envolvidos no processo de resolucao sao banais. Dessa forma, a tematica promove

ilustracoes motivadoras de verdadeiras aplicacoes de matemaética.
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CAPiTULO 5

CONCLUSAO

Neste trabalho mostramos um pouco de Equagoes Algébricas e Polinomios. O estudo das
equacoes algébricas foi voltado a determinacao de suas raizes, quando existirem. Definimos
Polinomios e as quatro operacoes basicas que podemos fazer com eles. Também definimos
Espago Vetorial e Bases, pois a Interpolacao polinomial consiste em escrever a fungao dada
como combinacao linear de polindmios. Depois de apresentar a interpolacao polinomial de
funcoes apresentamos a aproximacao de funcoes pelo Método dos Minimos Quadrados e en-
cerramos o trabalho com a resolucao de alguns problemas de modelagem matemaética para
mostrar a aplicabilidade do que foi estudado. Sendo a nossa aplicacao feita num contexto
pratico. Pois as interpolagoes sao usadas para determinar aproximacoes dentro de um in-
tervalo definido ou conhecido, enquanto o método de quadrados permite extrapolacao, ou
seja, permite que se tenha uma estimativa do valor da fungao para pontos fora do intervalo

utilizado.

Com os estudos realizados neste trabalho concluimos que as respostas para as perguntas
questionadoras dos alunos surgem quando o professor tem a possibilidade de investigar e
aplicar o assunto, dando a devida importancia para a modelagem matematica. Uma dessas

aplicagoes se encontra aqui, a interpolacao.

Chegamos a conclusao de que a interpolagao polinomial é uma forma simples de obter
modelos polinomiais relacionados a precisao. Sendo que, para aproximar uma funcao uti-
lizando polindmios, em todas as formas apresentadas no decorrer deste trabalho que sao:
interpolagao polinomial, interpolacao pelos polinomios de Legendre, pelos de Chebyshev,
pelos de Lagrange e o Método de Newton (utilizando diferengas divididas) encontramos o

mesmo polinémio, pois ele é inico, que faz a modelagem matemética esperada (se os célculos



ficarem drduos da para usar recursos tecnolégicos). Quando interpolamos estamos fazendo
a combinacao dos polinomios, determinando quais sao os coeficientes que devem multiplicar
os polinomios que representam a base da forma utilizada. E quase todos esses métodos, que

expusemos, recaem na resolucao de um sistema linear.

Também podemos concluir que a aproximacao utilizando os Minimos Quadrados é uma
alternativa para a interpolacao quando esta nao ¢é possivel ou nao nos daria resultados satis-

fatérios.

Nos exemplos de interpolacao resolvidos no decorrer deste trabalho, o Método de Newton
mostrou-se um pouco laborioso, porque tem uma quantidade razoavel de férmulas para os
calculos das diferencas divididas, ja nos polinomios de Legendre os calculos ficaram exaustivos
em virtude das fragoes com valores altos nos denominadores. No entanto, nenhum desses
fatores priva o pesquisador de alcancar o seu objetivo, muito pelo contrario, uma vez que

atingindo o resultado esperado isso lhe dard mais regozijo.

Em suma, o conhecimento adquirido pelo professor de sala de aula sempre contribui para
uma melhora na qualidade do ensino. Em virtude disso, reconhecemos que estudar e se
aprimorar deve fazer parte do cotidiano de todo professor, principalmente do de matematica,

disciplina que quando encanta é para sempre!
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