..! Universidade Federal de Goias |A|
o Instituto de Matematica e Estatistica A

U FG Programa de Mestrado Profissional em

PROFMAT

Matematica em Rede Nacional

Introducao ao Estudo dos Vetores e Aplicacoes
no Ensino Médio.

Marcelo Rigonatto

Goiania

2018



Na qualidade de titular dos direitos de autor, aut_n 70 a |
de Goias (UFG) a disponibilizar, gratuitamente, por meio da B;br‘,
ses e Dissertagées (BDTD/UFG), regulamen@ada pela Reso
832/2007, sem ressarcimento dos direitos autorais, de acordo com a L€l
o documento conforme permissdes assinaladas abaixo, para fins de leitura

sdo elou download, a titulo de divulgacdo da produgao cientifica brasileira
desta data.

1. Identificagao do material bibliografico: [ x ] Dissertagao [ ]1Tese

2. Identificagdo da Tese ou Dissertagao:

Nome completo do autor: Marcelo Rigonatto

Titulo do trabalho: Introducéo ao Estudo dos Vetores e Aplicagdes no Ensino Médio

3. Informacgodes de acesso ao documento:

Concorda com a liberagao total do documento [ x ] SIM [ ]NAO'

Havendo concordancia com a disponibilizacao eletrénica, torna-se imprescin-
divel o envio do(s) arquivo(s) em formato digital PDF da tese ou dissertacao.

7
.
Ciente e de atord
: N
Assinatura do(a) orientador(a)? Data: 4248 103 /&ﬂlg/

' Neste caso o documento sera embargado por até um ano a partir da data de defesa. A extensao
dgste prazo suscita justificativa junto & coordenacédo do curso. Os dados do documento nao serao
disponibilizados durante o periodo de embargo.
Casos de embargo:

- Solicitagéo de registro de patente:

- Submissé&o de artigo em revista cientifica:

- Publicagéo como capitulo de livro:

- Publicagéo da dissertacao/tese em livro.

2 .
A assinatura deve ser escaneada.

Versdo atualizada em setembro de 2017,




Marcelo Rigonatto

Introducao ao Estudo dos Vetores e
Aplicacoes no Ensino Médio.

Trabalho de Conclusao de Curso apresentado ao Instituto de Matemaética e Estatistica
da Universidade Federal de Goias, como parte dos requisitos para obtencao do grau de
Mestre em Matematica.

Area de Concentracao: Matematica do Ensino Basico

Orientador: Prof. Dr. Ole Peter Smith

Goiania

2018



Ficha de identificacdo da obra elaborada pelo autor, através do
Programa de Geracdo Automatica do Sistema de Bibliotecas da UFG.

Rigonatto, Marcelo

Introducdo ao Estudo dos Vetores e Aplicagdes no Ensino Médio
[manuscrito] / Marcelo Rigonatto. - 2018.

LXXXIV, 84 f.

Orientador: Prof. Ole Peter Smith.

Dissertagdo (Mestrado) - Universidade Federal de Goias, Instituto
de Matematica e Estatistica (IME), PROFMAT - Programa de Pés
graduacao em Mateméatica em Rede Nacional - Sociedade Brasileira
de Matematica (RG), Goiania, 2018.

Bibliografia.

Inclui lista de figuras.

1. Equipoléncia.. 2. Vetores.. 3. Aplicac¢des Lineares.. 4.

Operadores Lineares.. 5. Mudanca de Base. I. Smith, Ole Peter, orient.
II. Titulo.

CDhuU 51




e Prof. Dr. Flavio Raimundo de Souza, para, sob a presidéncia do primeiro ic
publica realizada no LEMAT do IME, procederem a avaliagdo da defesa
“Introducdo ao Estudo dos Vetores e Aplicagdoes no Ensino Médio”, em nf
mestrado, area de concentragdo Matematica do Ensino Basico, de autoria de Marce !
Rigonatto, discente do Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Red¢
Nacional - PROFMAT da Universidade Federal de Goids. A sessdo foi aberta pelo
presidente da banca, Prof. Dr. Ole Peter Smith, que fez a apresentagéo formal dos
membros da banca. A seguir, a palavra foi concedida ao autor do TCC que, em 30
minutos., procedeu a apresentagdo de seu trabalho. Terminada a apresenta¢do, cada
membro da banca arguiu o examinando, tendo-se adotado o sistema de dialogo
sequencial. Terminada a fase de argui¢do, procedeu-se a avaliagdo da defesa. Tendo em
vista 0 que consta na Resolu¢do n°. 1075/2012 do Conselho de Ensino, Pesquisa,
Extensdo e Cultura (CEPEC), que regulamenta os Programas de Pos-Graduagdo da
UFG, e procedidas as corregdes recomendadas, o Trabalho foi APROVADO por
unanimidade, considerando-se integralmente cumprido este requisito para fins de
obten¢do do titulo de MESTRE EM MATEMATICA, na érea de concentragio
Matematica do Ensino Basico pela Universidade Federal de Goids. A conclusio do
curso dar-se-4 quando da entrega, na secretaria do IME, da versdo definitiva do
trabalho, com as devidas corre¢des supervisionadas e aprovadas pelo orientador.
Cumpridas as formalidades de pauta, as 15:00 horas, a presidéncia da mesa encerrou a
sessdo e, para constar, eu, Rafael Aguiar e Silva, secretario do PROFMAT/UFG, lavrei
a presente ata que, apos lida e aprovada, segue assinada pelos membros da Banca

Examinadora em quatro vias de igual teor.

dul.

Prof. Dr. Ole Peter Smith
Presidente — IME/UFG

enrique de Azevedo Rodrigues
Membro — IME/UFG




Todos os direitos reservados. E proibida a reproducéo total ou parcial deste trabalho

sem a autorizacao da universidade, do autor e do orientador.

Marcelo Rigonatto graduou-se em Matematica pela Universidade Salgado de Oli-
veira, especializando-se em Estatistica e Modelagem Matematica pela Pontificia Uni-
versidade Catolica de Goias. Atua como professor do Ensino Fundamental, Médio e

Superior nas redes particular e publica.



Dedico este trabalho a minha esposa Priscila, a minha

filha Cecilia e aos meus pais, Helena e Valmiro.



Agradecimentos

Em primeiro lugar a Deus por mais essa oportunidade em minha vida. A minha
esposa Priscila pela paciéncia, estimulo e companheirismo durante essa jornada, su-
portanto os momentos em que me ausentei para estudar e me dedicar ao mestrado.
Aos meus amigos de curso que prestaram inestimavel ajuda em diversos momentos.
Ao meu orientador, professor Doutor Ole Peter Smith, pela orientacao segura e pelas
contribuicdes durante o curso. A minha amiga, Débora e sua mée pelo grande apoio
durante todo curso.

Agradeco também a CAPES pelo suporte financeiro, tao fundamental para a conclusao

desse mestrado.



Resumo
Esse trabalho apresenta uma proposta de introducao ao estudo dos vetores no En-
sino Médio, com o intuito de oferecer uma possibilidade mais ampla e clara para al-
gumas demonstracoes mateméticas, aplicagoes e seu uso em outros campos, como na
Fisica, por exemplo. Tornar algumas demonstracoes da trigonometria, das geometrias
analitica e plana mais ladicas e compreensiveis é o objetivo dessa abordagem além, é
claro, de oferecer condicoes de trabalhar com vetores ja no Ensino Médio, proporcio-

nando pré requisitos para futuros estudos nas areas das Ciéncias Exatas.

Palavras-chave
Vetores, equipoléncia, segmentos orientados, vetores no plano, projecao de veto-

res,operador linear, transformagcao linear, rotacao, operacoes com vetores.



Abstract
This work presents a proposal to introduce the study of vectors in High School, in
order to offer a broader and clearer possibility for some mathematical demonstrations,
applications and their use in other fields, such as Physics, for example. Make some
demonstrations of trigonometry, of analytical and flat geometries more playful and
understandable, is the objective of this approach, besides, of course, offer conditions
to work with vectors already in High School, offering pre requisites for future studies

in the areas of Exact Sciences.

Keywords
Vectors, Equipolence, Oriented Segments, Vectors in the plane, Vector projection,

Linear operator, Linear transformation, Rotation, Operations with vectors.
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1 Introducao

Durante o meu exercicio como professor de Mateméatica no Ensino Médio sempre
me questionei sobre o fato de nao haver no curriculo dessa etapa o estudo dos ve-
tores. Primeiro, pelo fato de ja no primeiro ano haver uma abordagem vetorial da
Fisica. Segundo, porque do ponto de vista da Matemética os vetores permitem uma
interpretacao e compreensao mais clara de muitos conceitos e demonstracoes que sao
trabalhados nos trés anos do Ensino Médio, desde a Trigonometria até as geometrias
plana, espacial e analitica, matrizes e determinantes. E, por tdltimo, porque acredito
que conhecendo e trabalhando com vetores nessa etapa estamos amenizando muitas di-
ficuldades encontradas pelos alunos nas disciplinas iniciais de muitos cursos do Ensino

Superior, como Calculo, Geometria Analitica, Algebra Linear, etc.

Dessa forma, o presente trabalho, sob o tema "Introdugao ao Estudo dos Vetores
e Aplicacoes no Ensino Médio", oferece um proposta de introducdo ao estudo dos
vetores no Ensino Médio com o pressuposto de proporcionar uma abordagem, no que
diz respeito a algumas demonstragoes matematicas, mais ludica e compreensivel além
de vincular o pensamento algébrico com o geométrico. Nao é a intencao desse trabalho
esgotar todas as possibilidades de demonstracoes e aplicacoes, seja na Trigonometria,
na Geometria Plana ou Geometria Analitica e possiveis aplicagbes na Fisica, mas sim
criar perspectivas, através de alguns exemplos, para diversas situagoes em que o uso

de vetores possa favorecer o carater pedagogico das demonstracoes.

A abordagem vetorial esta dividida da seguinte forma no decorrer do trabalho: o
Capitulo 2 trata da Equipoléncia de Segmentos Orientados, definindo segmentos ori-
entados e a relacao de equipoléncia e suas propriedades e a classe de equipoléncia de
um segmento orientado. No Capitulo 3 comecamos a discorrer sobre vetores no plano.
Nesse capitulo abordamos a definicao de vetor, as operacoes com vetores e suas proprie-
dades, o conceito de combinacao linear, produto interno, o que sao vetores ortogonais e
suas propriedades e a projecao de vetores. No Capitulo 4 é feita uma pequena introdu-
¢ao ao estudo das transformagoes lineares, onde definimos espaco vetorial e subespaco
vetorias até chegarmos nas transformagoes lineares, mudanca de base e operadores li-
neares. Esse capitulo nao tem o objetivo de se aprofundar nesses conceitos, mas apenas

introduzi-los de maneira bem acessivel a um aluno dessa etapa de ensino. O Capitulo
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5 é a aplicagao do que foi trabalhado nos capitulos anteriores, no que diz respeito a
algumas demonstragoes matematicas e aplicagoes que podem ser realizadas no Ensino
Médio utilizando vetores. O Capitulo 6 traz as consideracoes finais, justificativas e
ponderacoes sobre a importancia do trabalho com vetores ja no Ensino Médio e para

estudos posteriores.

2 Equipoléncia de Segmentos Orientados

2.1 Segmentos Orientados e a Relagao de Equipoléncia

Ao longo desse texto, veremos como podemos tornar mais compreensivel e ludica
algumas demonstracoes matemaéticas no Ensino Médio, tanto no campo da Geometria
Euclidiana, da Geometria Analitica, como também na Fisica. A intencdo é mostrar
como a linguagem vetorial pode tornar mais elegante, descomplicada e unificada os
principais resultados da Geometria Euclideana e possibilitar uma transicao mais natu-
ral da formulacao axioméatica para a descricao analitica dessa geometria. Essa secao
introduz algumas defini¢coes basicas da linguagem vetorial. Dessa forma, comecamos
com a ideia intuitiva de segmentos orientados. Para mais estudos sobre equipoléncia e

segmentos orientados ver Gomez, Frensel e Crissaff (2013)

Um segmento orientado ¢ um par ordenado (A,B) de pontos do espago, onde o
ponto A é chamado de origem do segmento orientado. Representamos um segmento
orientado por AB. Desse modo, no segmento AB fica estabelecido um sentido de
percurso (orientagao) de A para B. Sendo assim, diz-se que o segmento BA tem sentido

de percurso oposto ao do segmento AB.

Em 1832, Giusto Bellavits publicou um trabalho sobre Geometria onde ele aborda
explicitamente a nogao de vetor. Os elementos bésicos da obra sao os segmentos de
reta. Sejam A e B dois pontos do plano, os segmentos AB e BA, de extremidades
A e B, foram considerados por ele elementos diferentes. Essa convencao foi admitida
por Bellavits devido ao fato de que o segmento de reta delimitado pelos pontos A e B
pode ser percorrido de duas maneiras distintas: partindo de A para chegar até B, ou
partindo de B para chegar até A. A classificacao dos segmentos, feita por Bellavits, se

deu através da relacao de equipoléncia.
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Figura 1: Segmentos Orientados

Definigao 2.1. Diz-se que 0s segmentos AB e C'D sdo equipolentes (escrevemos AB =

CD), quando as trés sequintes propriedades sao satisfeitas:

1. tém o mesmo comprimento;
ii. sao paralelos (colineares);

1. tém o mesmo sentido.

Observe que dois segmentos colineares AB e C'D tem o mesmo sentido quando
induzem o mesmo sentido de percurso na reta onde estdao contidos. Se os segmentos
AB e CD sao de mesmo comprimeto e paralelos entao eles tem o mesmo sentido quando
ABCD é um paralelogramo. A proposicao a seguir fornece um critério para verificar

quando dois segmentos sao equipolentes.

Proposicao 2.1. O segmento AB € equipolente ao segmento CD se, e somente se o

ponto médio de AD for igual ao ponto médio de BC.

Demonstracao:
Se AB ¢é paralelo a CD , ABCD é um paralelogramo e a equipoléncia é verdadeira,

pois suas diagonais cortam-se ao meio.

(=) Se AB e CD sao colineares, considere a reta s, tal que s contenha AB e C'D
e de forma que s seja provida de direcao e uma origem O, escolhidos de modo que
B esteja a direita de A. Denotemos por a, b, ¢ e d as coordenadas de A, B, C, e D,
respectivamente, na reta s em relacao a uma unidade de medida escolhida.

Se AB é equipolente a CD, temos a < b e ¢ < d, pois AB e CD tém o mesmo sentido e

15



Figura 2: AB é Equipolente a CD
b—a=d—c, porque |AB| = |CD]|. Logo,
b—a=d—c<= a+d= b+ c <= ponto médio de AD = ponto médio de BC.

(«<=) Se ponto médio de AD = 24¢ = %< —ponto médio de BC, temos:
a+d=b+c<=b—a=d—c Comob—aed—ctem sinal e moédulos iguais, os
segmentos colineares AB e CD tem o mesmo sentido e o mesmo comprimento. Portanto,

AB=CD. O

nmy =

my = —

ny # e

Figura 3: AB e CD nao sao Equipolentes
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Como consequéncia da proposi¢ao anterior, temos que:

Se A,B,C e D sao pontos do plano, entao:
AB=CD < AC =BD

Proposicao 2.2. Dados os pontos A,B e C, existe um tunico ponto D tal que AB = CD

(relagcao de equivaléncia).

Demonstracao:

Ha dois casos: A, B e C sejam ou nao colineares.
1° caso: A, B e C sao colineares.

O circulo de cenntro C e raio | AB | intersecta a reta que contém os pontos A,B e
C em exatamente dois pontos, mas apenas um deles, D na figura, é tal que AB e CD

tem o mesmo sentido.

2

Figura 4: AB e CD sao Equipolentes
2° caso: A, B e C nao sao colineares.

Seja r a reta que passa por C e é paralela a reta que contém os pontos A e B. O
circulo de centro C e raio | AB | intersecta a reta r em exatamente dois pontos, mas
s6 um, D na figura, é tal que ABCD é um paralelogramo. Ou seja, AB = CD.

A seguinte proposicao ird caracterizar a equipoléncia em termos de coordenadas.

Proposicao 2.3. Considere um sistema de eixos ortogonais OXY no plano e sejam
A = (a1,a2), B = (b1,b2), C = (c1,¢2) € D = (dy,dy) pontos no plano expressos em

coordenadas com relacao ao sistema dado.
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Figura 5: AB e CD sao Equipolentes

ABECD<:>b1—CL1:d1—Cl ebg—agzdg—CQ

Demonstracao

Pela Proposicao 2.1, temos:

AB=CD <= ponto médio de AD = ponto médio de BC
a1+d1 a2+d2 . bl+Cl bQ+02

2 ) 2 ) - ( 2 ’ 2 )
(ay +dy,ag +da) = (by + c1,b2 + ¢2)

<~
<— a1+di=b+cg e as+ds=0by+cy
<~

= (

bl—alzdl—cl e bQ—GQIdQ—CQ

2.2 Propriedades da equipoléncia

A relacao de equipoléncia é uma relacao de equivaléncia, ou seja:
1. AB = AB (Reflexiva);
2. AB=CD = CD = AB (Simétrica);

3. AB=CD e (CD = EF = AB = EF (Transitiva).
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2.3 Classe de equipoléncia de um segmento orientado

Considere o segmento orientado AB. Ao conjunto de todos os segmentos orientados
equipolentes a AB(e, portanto, equipolentes entre si, pela propriedade transitiva) da-se

o nome de classe de equipoléncia de AB.

2/

8

Figura 6: Segmentos orientados no plano

3 Vetores no Plano

Nesse capitulo abordamos a definicao de vetores e suas propriedades, as operagoes
com vetores em relacao a um sistema de eixos ortogonais e propriedades em termos de
suas coordenadas. Utilizando a relacao de equipoléncia podemos classificar os segmen-

tos orientados do plano utilizando a seguinte defini¢ao.

3.1 Definicao de Vetor

Definicao 3.1. Sejam A e B pontos no plano. O vetor v = E é o conjunto de todos
0s segmentos orientados equipolentes a AB. Cada segmento orientado equipolente a AB
€ um representante do vetor zﬁ Ou seja, um representante do vetor ﬁ € qualquer

segmento orientado pertencente a classe de equipoléncia de AB.

Podemos observar que:
(a) Sejam AB e CD segmentos orientados. AB = CD <~ AB = CD.
L —
(b) Dado um ponto A no plano, o vetor 0 = AA é o vetor nulo.

(c) Qualquer ponto do plano é origem de um tnico segmento orientado representante

19



do vetor .

Defini¢ao 3.2. Dados A = (a1,a2) e B = (b1, bs), as coordenadas do vetor v = AB
sao dadas por U= (by — a1, by —asg) e /@ = O@ — O—1>4

Proposicao 3.3. Seja XOY um sistema de eizos ortogonais no plano. Para todo vetor
U existe um unico ponto P tal que v = O? Além disso, as coordenadas do ponto P

coincidem com as coordenadas do vetor U.

Demonstracao:
Do item (c) da observacdo anterior, temos que se ¥ é um vetor e B é um de seus
representantes, entao existe um tnico ponto P tal que v = O? = E Dessa forma, se
A= (ai,az), B=(by,by) e P = (z,y):

AB=0P < (b —ay,bp —ag) = (z — 0,y — 0) = (z,y) O

A Proposicao 3.3 nos permite identificar que a cada vetor do plano corresponde um

par ordenado em R2.

3.2 Operacoes com Vetores

Nessa secao definimos duas operacoes no conjunto dos vetores no plano: adicao e

multiplicacdo de vetores por escalar(ou niimeros reais).

Definicao 3.4. A operacao de adicao de vetores fica definida da sequinte forma: A
cada par de vetores U e U fica associado um novo vetor, designado U + U, denominado
soma dos vetores U e U. Seque que: Se U = zﬁ, seja C o unico ponto tal que U = B?

O vetor soma de @ com U € o vetor i +v=A

Podemos visualizar a soma de vetores, geometricamente, no plano, de outra forma.
Sejam 4 = 1@ e v = @ vetores no plano que nao sejam paralelos, P um ponto
qualquer no plano e () e R tais que u = P@ e v = ﬁ No paralelogramo PQSR, o
vetor soma u + U é PﬁS, onde PS é a diagonal do paralelogramo PQSR com origem no
vértice P. Com efeito, sendo o = f@ e v= ﬁ = Q?, segue que:

i+7=P0+Q%=PS
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Figura 8: Adicao de Vetores Representada pela Diagonal PS

A seguinte proposicao mostra como é realizada a operacao de adicdo de vetores na
pratica, através da representacao por meio de coordenadas em relagao a um sistema de

eixos ortogonais.

Proposicao 3.5. Sejam @ = (uy,uz) e ¥ = (v1,v9) vetores do plano expressos em

termos de coordenadas em relacao a um sistema de eizos ortogonais firo XOY, entao:

U+ U= (u,uz) + (v1,v2) = (ug + vy, ug + v3).

Demonstracao:
Sejam P = (uy,us) e Q@ = (v1,v7) tais que 4 = OP ¢ 7 = Oﬁ Seja S = (wy,ws) 0
ponto tal que v = ﬁ Segue que:

(’Ul - O,Ug — O) = (UJl — Uy, W2 — UQ).
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Logo,

S = (wy,we) = (uy + vy, us + v9)

i+7 = OP+00
— 0D+ PS
= O?:(Ul—FUl,UQ—f—’Ug)
A
3
Wiy ;
0
............... Vg
Sl e by
¥y 0 W Uy

Figura 9: Adi¢ao de Vetores em Coordenadas: 4 +

Agora vamos definir mais uma operacao no conjunto dos vetores no plano, a opera-
cao de multiplicacdo de vetores por um escalar que, a cada vetor @ e a cada nimero

real A € R, chamado escalar, associa o vetor i, denominado produto do escalar A pelo

vetor .

Definicao 3.6. O produto de A € R por i = 1@ € 0 vetor \u = )\/@, representado

pelo segmento orientado AC, tal que:

i) A, B e C sao colineares;

i) d(A,C) = |Md(A, B), onde d(A,C) e d(A, B) representam a distancia entre A e C

e a distdncia entre A e B, respectivamente;

iii) B=C, se A =1;
iv) Os segmentos AC e AB tem

wgual sentindo se A > 0, e sentidos opostos se A < 0.
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Considere XOY um sistema de eixos ortogonais. Em termos de A e das coordenadas
dos pontos A e B, a proxima proposicao estabelece as coordenadas do ponto C' da
Definicao 3.6.

Proposicao 3.7. Sejam A = (a1,a2), B = (b1,by) e A € R entdo, )\1@ = 1@, onde
C = (a1 + A(bi — a1), a2 + A(by — a»))
Logo,
AAD = (A(by — ay), A(by — a2))

Demonstracao:

Seja C' = (a1 + A\(by — a1),as + A(by — az)). Se A =0, entdo C = B (condigao (iii) da
Defini¢ao 3.6. A condicao (ii) da Defini¢ao 3.6 se verifica, pois:

d(A,0) = /X2(by — a1)? + N\2(by — ay)?
= A0 — a1)? + (by — as)?
= [Ald(4, B)

Para verificar que os pontos A, B e C sao colineares (condicao (i) da defini¢ao 3.6), no

caso A # 0, comecamos observando que:

d(B,C) = /(a1 + by — a1)) = b1)? + ((a2 + A(b2 — a2)) — by)?
= V(AMbr — ar) — (b — a1))? + (A(bg — a2) — (by — a2))?
= VO =120 —a)? + (A = 1)2(by — az)?
= A= 1]y/(by — a1)2 + (by — ay)?
= |A—1]d(A, B)

+
+(

Vamos analisar os 4 casos seguintes:
1° caso.
A€ (0,1). Temos [A—=1|=1—-Xe:

d(A,C) +d(C,B) = M(A,B)+ (1 - \)d(A,B)
= d(A,B)
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Logo, A, B e C sao colineares e C esta entre A e B.

2° caso.

A = 1. Nesse caso, C = B.

3° caso.

A>1. Temos A —1=A—1e:

d(A, B) +d(C, B)

— Md(A, B) + (A — 1)d(4, B)
— M(A,B) =d(A,C)

Logo C, A e B sao colineares e A esta entre B e C.

4° caso.

A<0. Como [A|==A>0¢e|A—1] =1- ), temos:

d(C, A) + d(A, B) = —\d(A, B) + d(A, B) = (1 — Nd(A, B) = d(C, B),

logo, C, A e B sao colineares e A esta entre B e C.

O seguinte corolario assegura que o vetor \u estd bem definido.

Corolario 3.8. O vetor M\ estd bem

definido. Isto é, se ﬁ = C’?, entao

AAE = ACD.

Em particular, se @ = (a, ) e A € R,

entao:

A = (Aa, A\B)

Logo, se i = O? ey = Oﬁ, temos P = (o, B) e Q = (Aa, AB).

Demonstracao:

Sejam A= (a17a2)7 B = (bl,bQ), C =

tema de eixos ortogonais.

Como

AB =

(c1,c2) e D = (dy,ds) em relagdo a um sis-

(bl —4as, by — a2)
(d1 —cp,dy — 02)

CD
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temos

MB = (A(by — ay), M(ba — ap))
= (Mdi— 1), Mds — ) = A\CD O

Nesse contexto, escrevemos (—1)ud = —u para designar o simétrico do vetor @. As-
sim, se 4 = (uj,us) entdo, — = (—uy, —uz). E o vetor diferenca de @ e ¥ é o vetor

-
—

U—TU=1u+(—v).

3.3 Propriedades das Operacoes com Vetores

As operagoes definidas anteriormente (adigao de vetores e mulltiplicagdo de veto-
res por escalares) satisfazem propriedades semelhantes as propriedades das operagoes

numéricas. Listamos a seguir essas propriedades e demonstramos a associatividade.

3.3.1 Propriedades da Adicao de Vetores

Sejam i, U e w vetores no plano. As seguintes propriedades valem:

Comutatividade:

U+v=v+1u

Associatividade:

iU+ (U+w) = (04 0)+d

Existéncia de Elemento Neutro Aditivo:

O vetor nulo 0 é tal que @+ 0 = @.

Existéncia de Inversos Aditivos:

Dado um vetor qualquer u, existe um tnico vetor, que designamos —u, o simétrico de
i, tal que @ 4 (—i) = 0 = (0,0)

Demonstracao da Associatividade:
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Sejam @ = (uy, ug), U = (v1,v2) € W = (wy, wy) vetores no plano. Segue que:
U+ (T+d) = (ur,u2) + [(vr,02) + (w1, w2)]
(w1, u2) + (v1 + wy,v2 + wo)
= (w1 + (v1 +wy), uz + (v2 + wo)
((ug +v1) + wy, (ug + v2) + wo)
(
[

U1 + V1, Ug + U2> + (’Ujl,w2>

(u1,u2) + (v1,02)] + (w1, w2)

A demonstragao das demais propriedades pode ser vista em Gomez, Frensel e Crissaff
(2013) e Reis e Silva (1996)

3.3.2 Propriedades da Multiplicagcao de Vetores por Escalares

Sejam u e ¥ vetores no plano e A, u € R. Valem as seguintes propriedades:

Associatividade:

A(pti) = (M)

Existéncia de Elemento Neutro Multiplicativo:
O nimero 1 € R é tal que 1d = 4.
Distributividade:

MU+V) =i+ A0 e (A+ p)ud = i+ pua

Demonstracao da Distributividade:
Sejam U = (uy,uz) e U= (v, vy) vetores no plano e A € R. Segue que:
AMu+7) = M(ug,uz) + (v1,v2)]
= Muy + vy, ug + vg)
= (Aug + g, Aug + Avg)
= (Aug, Aug) + (Avg, Avg)
= AMug,uz) + (v, v2)
= A+ M. O

Observe que A = 0 se, e somente se, A = 0 ou & = 0. Também, A = 1 é o tinico escalar

—

tal que \u = .
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A demonstracao das demais propriedades pode ser vista em Gomez, Frensel e Crissaff
(2013) e Reis e Silva (1996)

3.4 Combinacao Linear de Vetores

A operacao de multiplicacao de vetores por escalares nos permite definir o conceito

de multiplos de um vetor.

Definicao 3.9. O vetor v é maltiplo do vetor 4 se existe A € R tal que v = \u

Resulta da operacao de adicao com a definicao de multiplo de um vetor a definicao

de combinacao linear de vetores.

Definicao 3.10. O vetor v é combinacao linear dos vetores vy, 03,03, ..., U, quando

eristem numeros reais Ay, Aa, A3, ..., A, tais que

U= A\U] + AUy + A\3U3 + ... + A\, 0.

Notemos que a Definicao 3.10 é uma generalizagao da Definicao 3.9, pois o vetor
U é combinacao linear dos vetores v1, Vs, 03, ..., v, quando é soma de multiplos desses
vetores. Também podemos observar que o vetor nulo 0é multiplo de qualquer vetor v,
uma vez que 0 = 07 e é paralelo a qualquer vetor. Outra observacao importante é que

se @ # 0 é maltiplo do vetor 7, entdo ¢ também é multiplo de @. De fato, se A € R é

. 1
tal que @ = AU # 0, temos A # 0 e u # 0. Logo,U:Xﬁ.
Um critério que determina quando um vetor ¢ multiplo de outro ¢ dado pela seguinte
proposicao.

Proposicao 3.11. Um dos vetores i = (uy,u2) e U = (v1,v2) € miltiplo do outro se,

e somente se,

Uy U2 U U1
= = U1Vy — U1 = 0

U1 U2 U V2

Demonstracao:

(=) Se ¥ = M\ para algum \ € R, temos:
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(1)1,’02) = /\(Ul,UQ) = ()\Ul, )\Ug) — V] = )\Ul € Uy = )\Ug

Logo, ujve — ugvy = uq(Aug) — ug(Aug) = 0.

(<) Suponhamos que ujvy — ugv; = 0. Vamos considerar separadamente os casos
up #0eu; =0.

1° Caso: u; #0

U1
UVy — U] = 0= vy = us—.
Uy
Logo,
U1 U1
—i = —(uy,us)
Uy Uy

2° Caso: u; =0

ugv; = 0 = uy = 0 ou v; = 0. Logo:

Se Uy =0= 7 =(0,00=0= @ =00

Se vy =0euy#0= (0,v9) = —(0,uy) = ¥ = —4.

Um dos vetores é multiplo do outro em qualquer um dos casos. O

Geometricamente, o valor absoluto do determinante de uma matriz 2 x 2 representa
a area do paralelogramo formado pelos vetores cujas coordenadas sao dadas pelas
linhas (ou colunas) da matriz. Se esses vetores sao multiplos um do outro, a area do

paralelogramo ¢é zero, o que justifica, intuitivamente, a proposicao acima.
Quando os vetores @ e U nao sao miultiplos eles sao denominados linearmente in-

dependentes. A respeito de vetores linearmente independentes, temos a seguinte

proposicao:
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Proposicao 3.12. Se nenhum dos vetores @ e U é maltiplo um do outro (sao line-
armente independentes), entdo todo vetor do plano se escreve de forma unica como
combinagao linear de w e U. Isto é, para cada vetor w existem \,u € R, determinados

de forma unica por W, tais que W = A\ + pv.

Demonstracao:

Sejam @ = (a,b) e U = (¢, d). Dado o vetor @ = (e, f), vamos determinar A\, u € R, tais

que:

Em termos de coordenadas, temos:
(e, f) = Ma,b) + p(c,d) = (Aa + pe, \b + pd).

Ou seja, os nimeros A e i devem ser solucao do sistema:

Aa+ pc=e
A+ pd = f

A solugao do sistema é tnica, pois ad — bc # 0 (Proposi¢ao 3.11).
Resolvendo o sistema obtemos:

)\_ed—fce af — be
~ ad—be M_ad—bc

(Cramer) [

3.5 Produto Interno

Inicialmente vamos definir o produto interno geometricamente para, logo em seguida,
obtermos a expressao do produto interno em termos de coordenadas dos fatores em
relacao a um sistema de eixos ortogonais. Antes precisamos definir a norma de um

vetor e angulo entre dois vetores.

Definicao 3.13. Seja OXY um sistema de eixos ortogonais no plano. A norma ou
comprimento do vetor U € o nidmero ||U]| dado pela medida de um segmento represen-

tante de vU.
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Assim, se A = (a1, a) e B = (by, by) e 7 = AB, entio ||7]] = /(b1 — a1)? + (by — ag)?.
Se P = (x,y) ¢ o ponto tal que ¥ = OP, entdo ||7]| = d(O, P) = /22 + y>. Além

disso, temos que:

a) Se U & um vetor e A € R, entdo ||A]| = |A|||¢]|. De fato, se ¥ = (a,b), temos
M = (Aa, \b). Logo, ||[M]| = /(Aa)2+ (M\0)2 = /A2(a2+0%) = VIV + b2 =
AT

b)||7]] = 0 <= ¥ = 0. Além disso, 7 # 0 <= ||¢]| > 0.

A seguinte definicao também diz respeito 4 norma de um vetor.

Definicao 3.14. Um vetor é dito unitdrio se sua norma € igual a 1.

Como consequéncia, se v # 0, o vetor W ¢ um vetor unitario, denominado nor-
malizado do vetor ¢, com mesma direcao e sentido de . De fato, como os vetores sao
paralelos, pois um é miltiplo do outro, eles tém a mesma dire¢do. Pelo item (b) da

Definicao 3.13, temos:

|
||v ||4]]
1
= = 1]
|||
1
= 7|
|||
= 1,
e como || || > 0, os vetores v e W tém o mesmo sentido.
U U

Analogamente, se ¥ # 0, o vetor ——— também é unitario, tem a mesma dire¢io

do vetor U, mas sentido oposto.

Definimos agora angulo entre dois vetores para, logo em seguida, definirmos o pro-

duto interno.
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Definigao 3.15. Considere u e U dois vetores nao nulos do plano. Fica definido como
o dngulo entre u e U como sendo o menor dngulo entre os segmentos AB e AC repre-
sentantes de U e U, respectivamente. Vamos designar 0 = Z(u, V) a medida do dngulo

entre U e U.

Tendo definido a norma de um vetor e o angulo entre dois vetores, temos condicoes

de definir o produto interno de dois vetores.

Definicao 3.16. O produto interno dos vetores @ e U € o numero real (U,V) definido
da sequinte forma ¥V U #* 0e U # 0:

(@, v) = |[dl|||5]] cos 0.
Note que: (u,V) =0, sed =0 ou =0 ou se eV forem perpendiculares.
Podemos verificar, através da comutatividade da multiplicacao de ntmeros reais,

que o produto interno é comutativo, isto é: (i, ¥) = (¥, @). Essencialmente, o produto

interno mede o angulo entre dois vetores do plano, uma vez que:

U u 7
(=) = =il il cos 6
| 1] 4] [l 7]
= cosf = 0 = arc COS<L_,, %)
]| ]|

Observe que se ||@|| = 0 ou ||7]| = 0, € é indeterminado.

Vejamos como calcular o produto interno entre dois vetores através de suas coorde-

nadas em relacao a um sistema de eixos ortogonais.
Proposicao 3.17. Sejam i = (uq,uz) € U= (v1,v2) dois vetores no plano. Entdo:
<ﬁ, 17> = U1V + UV2
Demonstra¢io: Se @ = 0 ou ¥ = 0, temos (@, 7) = 0 e, também, uyv; 4 usvy = 0.
Logo, (i, V) = ujv; + ugvy € verdadeira.

— —

Sejam @ = OP e ¥ = OQ vetores ndo nulos, com P = (uj,us) e Q = (v1,v9). Entao:
P_Q:O_Q—O_P:ﬁ—ﬁz (ul—Ul,UQ—UQ).
Seja 0 = Z(u, V) e aplicando a Lei dos Cossenos no triangulo A OPQ, obtemos:
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Figura 10: Diferenga entre @ e ¥
[l = o> = [[4]|* + [|91]* — 2{|a]|[|5]] cos 6
Dai,

2[|d)[[|0]| cos O = |[|@|* + ||8]]* — ||@ — 7|
= (uf +ud) + (v] +v3) — (11 —w1)® + (v2 — u2)?)
= u%+ug+v%+v§—(U%—2vlu1+u%+vf—202uz+ug)

= 2U1U1 + 2?]2162 = Z(Uﬂ}l + ’LLQUQ).
Portanto,
(u, V) = ||u]]||0]| cos O = uyvy + ugvs.

O

Cabe, aqui, fazermos a demonstracao da Lei dos Cossenos. Considere um triangulo
ABC qualquer, como o da Figura 11. Queremos mostrar que b% = a2 + ¢ — 2ac - cos B,

a2 =0+ —2bc-cos A e c® =a?+ b — 2ab-cosC. Temos, no triangulo ABD, que:

~ m ~
cosB=—=—m=c-cosB
c

¢ =h*+m?
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Figura 11: Lei dos Cossenos

No triangulo ADC, temos que:
b = h? 4 (a — m)? <= b* = a® — 2am + h* +m?

Substituindo m = ¢ - cos B e ¢ = h? +m? em b = a? — 2am + h? + m2, obtemos:
b? = a® — 2ac- cos B+ ¢ = a® + ¢ — 2ac - cos B

que corresponde & Lei dos Cossenos em relacao ao angulo B. As demonstragoes para

os demais angulos é feita de modo anélogo. O]

A Proposicao 3.17 mostra como obter o angulo entre dois vetores conhecendo apenas

suas coordenadas. A seguir vamos listar algumas propriedades do produto interno.

Sejam i, U, w vetores quaisquer do plano e A € R. Entao:

=4
~—

=
e
I
S
T
41 |\/

jon
S’
—
=
S
I
o

c){u, v) = (v, 1);
d) (M, 0) = X, U);
e)(d, \v) = \(u, V);
£)(d + w, v) = (u, V) + (W, D),
g)(u, W + V) = (U, V) + (U, w).
Considerando que (@, ¥) = ||i]|||7]| cosf, tomando modulos nos dois membros e le-

vando em conta que | cos 0| < 1, obtemos: |[(@,v)| < ||u]|||V]| (Desigualdade de Cauchy-
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Schwarz). A desigualdade de Cauchy-Schwarz é fundamental para a demonstracao da

proxima proposigao, conhecida como Desigualdade Triangular.

Proposicao 3.18. Desigualdade Triangular: Sejam @ e U vetores do plano. Entao vale

a sequinte desiqualdade:
|| + ] < [|a]] + [|]]

Demonstragao: Provar que ||[d+d|| < ||d]|+||7]] equivale a provar que (||d+0]|)? <
(@] + ||7]])?. Assim:

@+ 72 = (@+7d+7)
— (i, @) + (,8) + (@) + (5, 7)
= |[al* + ||9]]* + 2(a, v)

IN

[l + 191" + 2I{, 5)]
[l + 191" + 2| 11]7]]
(Il + l1911)*

IN

O
Observemos que a igualdade em || + ¢]| < ||@]| + [|0]| s ocorre se, e somente se, um

dos vetores, 1 ou U é o vetor nulo ou sdo miltiplos positivos um do outro.

3.6 Vetores Ortogonais

O produto interno, como dito anteriormente, calcula o angulo entre dois vetores.

Dessa forma podemos, utilizando o produto interno, verificar se dois vetores sao orto-
. . R , .~ .

gonais, bastando para isso mostrar que o angulo # entre eles é 5 A definicao seguinte

diz respeito a isso.

Defini¢ao 3.19. O vetor @ é ortogonal (ou perpendicular) ao vetor v, e escrevemos

o~ L= o~ = PR ™
ulv,seu=00uv=0 oué(u,v):§.

Caso os vetores u e ¥ sejam ortogonais e unitarios dizemos que eles sao ortonor-

mazis.

Em termos de produto interno, a proxima proposicao fornece um critério para a

perpendicularidade.
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Proposicao 3.20. Dois vetores U e U sao perpendiculares se, e somente se, o produto

interno entre eles for zero:
Ul V<= (u,v) =0.

Demonstragio: Se @ = 0 ou @ = 0, entdo, por definicio, @ L ¥e, também, (i, v) = 0.

Agora, sejam @ £ 0 e 7 # 0, e 0 = Z(i, ¥), entéo:
(@,7) = ||@]|||7]] cos @ = 0 <= cosd = 0 <= 0 :g+lm,k e Z.

]

Em termos de coordenadas a proxima proposicao caracteriza todos os vetores do

plano perpendiculares a um vetor dado.
Proposicao 3.21. Se @ = (a,b) é um vetor nao nulo, entao,
V1l u<=v=A\-b,a).

Demonstracao:
Se U = A\(—b, a), entdo: (#,0) = —aXb+bla=0= 4 L0

Reciprocamente, se U = (¢, d) é um vetor tal que (i,v) = 0, entdo ac + bd = 0, isto é:
ca —d(—b) = =0

Logo, pela Proposi¢ao 3.11, (¢,d) é multiplo de (—b,a), ou seja, existe A € R tal que
v =(¢,d) = A\(—b,a) O

Um vetor particular que é ortogonal ao vetor @ = (a,b) é o vetor u = (—b,a).

Podemos notar que |i| = |u| e que dois vetores L.I. perpendiculares a @ sdo +u.

3.7 Projecao de Vetores

Nessa secao vemos como obter a projecao de um vetor @ na diregao do vetor v. O
conceito de projecao de vetores é fundamental para algumas demonstracoes no Ensino

Médio. Vejamos como fica definida a projecao de vetores no plano.
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Definicao 3.22. Sejam u = 1@ ev= 1@ +£ 0 vetores representados por segmentos
orientados de mesma origem. Seja B’ o pé da perpendicular baizada do ponto B sobre
a reta que contém os pontos A e C. A projecio do vetor U na direcao do vetor v € o

vetor Projz @ = AB'.

AB = Projz @

Figura 12: Projecao do Vetor ¢ na Direcao do Vetor

Em seguida, temos uma proposi¢ao que caracteriza a projegao de vetores em termos

do produto interno.

Proposicao 3.23. A projecao do vetor i na direcao do vetor v # 0 ¢ dada por:

Projzu = < LUQ> .
|||

Se o vetor U for unitdrio,

<y

Projzi = (i, V)

Demonstracao: Como o ponto B’ da Definicao 3.22 pertence a reta que contém A

e C, temos:



— —
para algum A\ € R. Sendo o vetor B'B = zﬁ — AB' = 4 — MU perpendicular ao vetor

7=AC (Figura 12) , temos:

E se ¢ for unitério, ||v]|* = 1. Logo,

. g

<y

Projzu = (u, V)

4 Transformacoes Lineares no Plano

Nesse capitulo fazemos uma introducao aos conceitos de espago vetorial, subespaco,
transformacoes lineares, matriz de uma transformacao linear e operadores lineares. O
objetivo a ser alcancado aqui é possibilitar ao aluno do Ensino Médio realizar rotagao,
projecao e reflexao de vetores, artificios que serao muito tteis em demonstragoes mate-
maticas futuras. Nao é a intencao aqui fazer um estudo minucioso das transformacoes
lineares no plano e suas propriedades, deixando as demonstracoes de propriedades e
teoremas para outro estudo, ji que esse nao é o foco principal. Para uma abordagem

mais detalhada sobre esse assunto ver Boldrini (1980), Hefez e Fernandez (2016).

4.1 Espaco Vetorial e Subespaco Vetorial

Iniciamos definindo o que é um espaco vetorial.

Definicao 4.1. Seja um conjunto W, nao-vazio, sobre o qual estao definidas as ope-
racoes de adi¢cdo e multiplicacdo por escalar. O conjunto W com essas duas operacoes
¢ chamado de espago vetorial real (ou espaco vetorial sobre R) se forem verificadas
as sequintes propriedades para todos u,v,w € W e X\, u € R:

.U+ U =0+ 1u;

i. (U+ V) + W =u+ (U+w0);

iii. Existe 0 € W tal que 0+ @ =ad+ 0 = u;

w. Para cada @ € W existe —i € W tal que @ + (—a) = 0;

v. MU+ V) = M+ \U;
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vit. AN(pv) = (A\p)v;
vir. 10 = 0.

Para prosseguirmos com o estudo das aplicacoes lineares, precisamos definir subes-

paco vetorial.

Defini¢ao 4.2. Seja W um espaco vetorial. Um subespago vetorial (ou simples-

mente um subespago) de W é um subconjunto S C W com as sequintes propriedades:

i. Seu,v € S entdou+v€ES;
1. Se u € S entao, para todo A € R, \u € S.

Como consequéncia, 0 € S.

4.2 Base de um Espaco vetorial

Aqui estamos interessados em encontrar, dentro de um espaco vetorial V, um con-
junto finito de vetores, tais que qualquer outro vetor de V seja uma combinacao linear
deles. Ou seja, queremos determinar um conjunto de vetores que gere V e tal que todos
os elementos sejam necessarios para gerar V. Esse conjunto de vetores chamamos de

base.

Definicao 4.3. O conjunto V de todos os vetores formados por todas possiveis com-
binagoes lineares de elementos do congunto {vy, Uy, ..., v,}, isto €, V = {u € R"/u =
MU+ -+ AU}, € denominado espago vetorial gerado pelos vetores vy, Us, ..., Uy,.

Estes vestores sao chamados de geradores do espaco vetorial V.

Defini¢ao 4.4. Um conjunto {v1,03,...,v,} de vetores de V é uma base de V se:
i. {v1,03,...,0,} € L.I

B0, 01,05, ..., Uy =V

Por exemplo, o conjunto {€}, €}, onde €, = (1,0), = (0,1) é uma base de V = R?,

a chamada base candnica.

Proposicao 4.5. Sejam vy, U, ..., U, vetores nao nulos que geram um espaco vetorial

V. Entao, dentre esses velores podemos extrair uma base de V.
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Demonstracao: Se U, Us, ..., U, sao L.I., entdo eles cumprem as condi¢oes para uma
base, e nao temos mais nada a fazer. Se ¥y, Us, ..., U, sao L.D., entao existe uma com-

binacao linear deles, com algum coeficiente diferente de zero, dando o vetor nulo
101 + U5 + ... + x,U, = 0.

Seja, por exemplo, x,, # 0. Entao podemos escrever:

Uy, = U1 + Vg + .o. + ————Up_1,
n n n

ou seja, U, é uma combinacao linear de v}, ¥, ..., U,,_1 €, portanto,vy, v, ..., U,_1 ainda
geram V. Se v, ¥, ..., U,_1 for L.D., entao existe uma combinacao linear deles dando o
vetor nulo e com algum coeficiente nao nulo; portanto, podemos extrair aquele vetor que
corresponde a este coeficiente. Seguindo esse processo, apos uma quantidade finita de
estagios, chegamos a um subconjunto de {#;, 0y, ..., ¥, }, formado por r(r < n) vetores

L.I. ¥;1, ¥, ..., U;r, que ainda geram V, ou seja, formaremos uma base de V. O

Proposicao 4.6. Seja um espacgo vetorial V gerado por um conjunto finito de vetores
S =A{vy,v9,...,u,} CV. Entao, qualquer conjunto com mais de n vetores é necessari-

amente LD (e, portanto, qualquer conjunto LI tem no mdzximo n vetores)

Demonstragao: Como [t Vs, ..., U] = V, pela proposi¢ao anterior, podemos extrair
uma base para V de v, 0s, ..., Up,. Seja vy, ..., U, 7 < n, esta base. Consideremos agora

W, Wa, ..., Wy, m vetores de V, com m > n. Existem, entdo, constantes a;;, tais que:

wy = 1101 + a1202 + ... + a1,V
We = Q91V1 + G202 + ... + A2V,

(1)
Wy = QupiU1 + AoV + ...+ Qe Uy

Consideremos agora uma combinacao linear de wy, ws, ..., w,, dando zero.
= T1W1 + oWy + ... + Ty Wy, (2)
Substituindo (1) em (2), obtemos

0= (anz: +anrs + ... + Gp1Tm)v1 +
+(a12x1 + 902 + ....amgxm)vz + ...

+(a1,21 + a2r T2 + oo F Uy Ty ) Uy
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Como vy, vg, ..., v, sao L.I., entao

111 + a91T9 + ... + A1 Ty = 0

1,21 + @9, T + ... + QT = 0.

Temos entao um sistema linear homogéneo com r equagoes e m incognitas 1, xa, ...., Ty
e, como r < n < m, ele admite uma solucao nao trivial, ou seja, existe uma solucao

com algum z; nao nulo. Logo, wy,ws, ..., w,, sao L.D.. O

Quando um espaco vetorial V admite uma base finita dizemos que V é um espaco

vetorial de dimensao finita.

Corolario 4.7. Toda base de um espaco vetorial tem sempre o mesmo nimero de

elementos. Este nimero é chamado de dimensao de V' e € denotado por dim V.

Demonstragao: Sejam {¥, Vs, ..., U, } e {W, Wy, ..., W,,} duas bases de V. Como
Uy, Vs, ..., U, geram V e wy, Ws, ..., W, sao L.I., pela proposicdo anterior, m < n. Por
outro lado, como Wy, Ws, ..., W, geram V e vy, Ua, ..., U, sao L.I., também pela proposicao

anterior, n < m. Portanto, n = m. ]

Proposicao 4.8. Qualquer conjunto L.I. de um espaco vetorial V de dimensdo finita

pode ser completado de modo a formar uma base de V.

Demonstragao: Considere dim V' = n e ¥y, ¥, ..., U, vetores LIL. Se [t}, Us, ..., U] =V,
entao v, vs, ..., U, forma uma base, e a prova esti feita. Se existe v,,; € V tal que
Upy1 & [U1, Vo, ..., U], OU seja, U471 ndo é uma combinagdo linear de vy, ¥, ..., U, entdo
{171, 172, ...,177‘7 Ur+1} é L.I.. Se [?71,’(72, ~-~7177‘7 Ur+1] = V, 171,172, ceey 177“7777‘4-1 ¢ a base procu-
rada. Caso contrario, existe ¥, o & [0, Ua, ..., Uy, Upy1] €, logo {01, Ua, .o, Ty, Uri1, Upio} €
L.I.. Se [t}, V3, ..., Uy, Uryq] = V, & prova esta concluida. Se nao, prosseguimos usando
o mesmo raciocinio. Como, de acordo com a Proposicao 4.6, nao podemos ter mais
de n vetores L.I. em V, ap6s um numero finito de passos teremos uma base de V que

contém os vetores dados. O

Como consequéncia dessa proposicao, temos os seguinte corolério.

Corolario 4.9. Se dim V' = n, qualquer conjunto de n vetores L.I. em V formard uma
base de V.
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Demonstracao: Se esse conjunto de vetores nao formasse uma base, podemos
completa-lo até obté-la e dessa forma temo uma base com mais do que n vetores

em V, o que é absurdo (Corolario4.7). O

A proposicao seguinte nos da condicao de falar em coordenadas de um vetor.

Proposicao 4.10. Dada uma base B = {0y, Uy, ..., U, } de V, cada vetor de V é escrito

de maneira unica como combinagao linear de Uy, Vs, ..., Uy.

Demonstragao: De fato 0 € V|, U = a 0] + agty + ... + a, 0y, pois [0, Vs, ..., U, =V,

e como vy, U, ..., U, € LI, 0s ay, as, ..., a, $ao univocamente determinados. n

Definigao 4.11. Sejam B = {9, Uy, ..., U,} base de Ve ¥ €V onde U = a10) + ag¥s +
. + a,U,. Denominamos os numeros ai,as, ..., a, de coordenadas de U em relagio a

base B e denotamos por

3]
v —

Qn

Para exemplificar a definicdo acima, seja B = {(1,1),(0,1)}. Assim, (5,4) =
z(1,1) +y(0,1), resultando z = 5 e y = —1. Logo,

(5,4) = 5(1,1) — 1(0, 1).

Donde,

Vale ressaltar que a ordem dos vetores basicos de uma base também influi na matriz

das coordenadas de um vetor em relacao a essa base.

Definicao 4.12. O posto p, de uma matriz A,,xn € a ordem do maior subdeterminante

nao nulo que pode ser selecionado de A.
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Também podemos definir o posto de uma matriz A como sendo a dimensao do espaco
C' (espago coluna) gerado pelos vetores ¥, Vs, ..., Uy, onde U = (a1, @21, .., Q1 ), Vo =

(@125 G225 «ooy Q2) s ooy Uy = (A1, Q2ny vy Q). O1 sEJA

aiyy ... Qip
as1 ... QAgp
A=
L aml -+ Amn ]

Uma observagao importante é que p(A) < min{m,n}.

Exemplo: Determinar o posto da matriz A abaixo.

A=
2 1 1

Solugao: Como p(A) < min{2,3}, dentre os de ordem 2, temos, por exemplo, o

seguinte:

1 -1
=340
2 1

Como esse subdeterminate de ordem 2 nao é nulo temos, pela Definicao 4.12, que

pAZQ.

Exemplo: Determinar o posto de A’ (Transposta da matriz A).
Solugdo: Dada uma matriz A = [a;j]mxn, podemos obter uma outra matriz A* =
[bi;]nxm, cujas linhas sdo as colunas de A, ou seja, b;; = aj;. A matriz A* é denominada

transposta de A. Assim,

1 2
A= -1 1
2 1



Como p(A) < min{3, 2}, temos um subdeterminante de ordem 2 nao nulo:

=3 £0.

Portanto, pat = 2.

O segundo exemplo ilustra o fato de que o posto de uma matriz é igual ao posto de

sua transposta.

4.3 Mudanca de Base

Nessa secao iremos conhecer as relacoes entre as coordenadas de um vetor em dife-
rentes bases. Podemos compreender a mudanca de base como uma mudanca de eixos
coordenados em R? ou R3. Sejam A = {iy, U, ..., U, } ¢ B = {1}, W, ..., w0, } duas bases
ordenadas de um mesmo espaco vetorial V. Dado um vetor v € V', podemos escrevé-lo

cOomao:

v = xlﬁl + .TQﬁQ + ...+ xnﬁn

v = ylwl + ygwg + ...+ ynzﬁn.

Relacionando as coordenadas de ¥ em relacao a base A,

I
U=
T
A
com as coordenadas de ¢ na base B,
Y1
U=
Y
"B
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e ja que {uy, Uy, ..., U, } € base de V, os vetores w; podem ser escritos como combinagao

linear dos ;, ou seja,

1171 = CLHTZl + aglﬁz + ...+ anlﬁn

Wy = G12U1 + AUz + ... + Gpoly
S

Ivn = alnﬁl + (lgnﬁg “+ ...+ annﬁn-

Dai obtemos

ylu_jl + y27ﬂ2 + ...+ ynwn

<y
|

= y(anty + ... + apitin) + ... + Yn(a@1p U + .. + nptly,)
= (any1 + ... + aiYn)Us + ... + (@ays + - + Q) Un.

Como ¥ = x1uU; + Uy + ... + T,U,, € suas coordenadas em relacdo a uma base sao

inicas, temos:

1 = an¥yr+ apys + ...+ amys

Tp = Gui¥Y1 1+ @p2Y2 + ... + GpnYn.

Na forma matricial

T1 @11 - Qip Y1
Ty an1 Ann Yn
Denotando
aily Qa2 - Qip
Q21 Q22 -+ Aop
D= ,
L Anp1 Ap2 - Ann |
temos



Definicao 4.13. A matriz D é chamada matriz de mudanca de base A para B.

Podemos observar que, uma vez obtida D, obtemos as coordenadas de qualquer
vetor v em relacao a base A multiplicando a matriz pelas coordenadas de ¥ na base B.

Se inicialmente escrevermos os u; em funcao dos w;, obtemos a seguinte relagao:
— p-!
[vlg = D~ [v]a-

Observemos que D~! é a matriz mudanca de base B para A. Se considerarmos a matriz

dos coeficientes do sistema linear S

aix Q21 -+ Qpl
a2 A2 -+ Qp2
L A1p QA2n - Ann i

vemos que a matriz mudanca de base D é sua transposta.

Agora, suponhamos que temos um vetor escrito na base canonica 7' = {€}, é,, ..., €, }

e desejamos fazer a mudanga para a base V. = {},7,,...,0,}. Na forma matricial,

temos:

| |

T = | g e, (0]
| | -

€ _ -
| |

Vo= U1 Un |
| |

onde ¢;;, denominado Delta de Kronecker, ¢ definido por:

l,set1 =7

0,se i # j.
Entao,

VE =G = 6 = V5
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Mudanga de Base”

Figura 13: Mudanca de Base

4.4 Transformacoes Lineares

Agora que definimos espaco vetorial e subespaco, podemos definir o que é uma trans-

formacao linear.

Definicao 4.14. Sejam S e W espagos vetoriais. Uma transformacao linear T : S —
W é uma correspondéncia que associa a cada vetor v € S um unico vetor T'(¥) € W,

de modo que valham, para quaisquer w,v € S e A € R, as relagoes:
T(i+ V) =T(u) + T () e T(A\i) = NT'(),
onde T'(%) é o vetor denominado a imagem, ou o transformado de @ pela transfor-

macao T.

Podemos observar que se T : S — W é uma transformacdo linear, entdo 7'(0) = 0.
De fato, T'(0) = T(0+0) = T(0)+7'(0). Temos também que, dados A\, € Re @, 7 € S,
T\ + pv) = T (A1) + T (pt) = \T (@) + pT' (V). De forma geral, sejam 07, 03, ..., U, em
Se A, Ao, ..., A, € R, vale a igualdade:

T(A0] + X053 + oo + Ap0p) = MT(01) + XN T(03) + ... + A\ T(0y,).
Consequentemente, temos 7'(—0) = =T'(v) e T'(d — ¥) = T(4) — T(7).

Chama-se nicleo de uma transformacao linear 7' : S — W o conjunto de todos os

vetores ¥ € S que sao transformados em 0eWw. Representa-se esse conjunto por N(T)
ou ker(T): N(T) ={v e S :T(v) = 0}. Observe que N(T) C S e N(T) # &, uma vez
que 0 € N(T), pois T(0) = 0.
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O ntcleo de uma transformagao linear 7' : S — W & um subespacgo vetorial de S.
De fato:
Sejam U; e vy vetores pertencentes ao N(T) e A um ndmero real qualquer. Entdo,
T(ty) =0 e T(¥,) = 0. Assim:

T(U) + ) = T(0)) + T(0) = 0+0=0

ou seja,
U+ v €8
e
T(\y) = AT(7,) =A0=0
isto é:

Ay € N(T).

O nucleo de uma transformacgao pode ser interpretado como a Solugao Completa do
Sistema Homogéneo (SCSH) e o autoespago de A = 0. Vale destacar que existe uma
relagdo entre a solu¢do completa de um sistema linear homogéneo (SCSH), a solugao
completa de um sistema nao homogéneo (SCSiH) e a solugao particular do sistema nao

homogéneo (SPSiH) formados pela mesma matriz:
SCSiH = SPSiH + SCSH

Exemplo: Considere o Sistema Linear nao Homogéneo a seguir.

CL’1—2[E2+5ZL’3 = 7

To — 6.(133 = 3.

47



Uma solucao particular desse sistema é:

1 =13
To =3
r3 = 0.
E a solucao completa é:
T 13 7
o | = 3 | tx3| 6
T3 0 1

Temos que o Sitema Linear Homogéneo associado é:
1 — 2.1'2 + 5%3 = 0
To — 613 = 0,

que tem como solugao particular

=17
To =06
r3 =1,
e solucao completa:
T 7

To = A 6 , A€ R.
T3 1
Dai, podemos observar que:

SCSiH = SPSiH + SCSH.

Podemos escrever SCSH = {7 € R\ At =0}, SPSiH : AG=be¢ SCSiH = {7 €
R™\ A7 = b}, onde A representa a matriz dos coeficientes.

Assim, temos:
ker = {7 € R" /A7 = 0}.
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Suponha
AT, =b: @, eSCSiH

entao:

<y
I

U, + U,, com qualquer @, € ker(7")

v e SCSiH.

Se b pertence ao espacgo gerado por {dy,ds,...,d,}, entdao [T] é matriz completa do

sistema, onde A é a matriz dos coeficientes e [¢] é a matriz das variaveis. Logo,
SCSiH # @ <= ps = pr.

Uma observagao importante é que seja T : S — W uma transformacao linear com

dim S = n, entao

dimker(7) =n — pr.

Denominamos de imagem de uma transformacao linear 7' : S — W o conjunto
dos vetores @ € W que sao imagens de pelo menos um vetor v € S. Indica-se esse
conjunto por Im(T) ou T'(v): Im(T) = {ad € W : T(v) = u}.

5 T
—_— W

G

Observe que Im(T) € W e Im(T) # @, pois 0 = T(0) € Im(T), uma vez que 0 & a
solucdo trivial. Além disso, se Im(7T") = W, dizemos que T é sobrejetora, ou seja, para

todo @ € W existe pelo menos um v € S tal que T'(v) = .

A imagem de uma transformacao 7' : S — W é um subespago de W. De fato:
Sejam U e Uy vetores pertencentes a Im(T) e A um real qualquer. Devemos mostrar
que Uy + s € Im(T') e Aty € Im(T'). Ou seja, devemos mostrar que existem vetores
v, €V tais que T(V) =ty + tp e T(W) = .
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Como 1wy e Uy pertencem a Im(T'), existem vetores U7 e Uy tais que T(v)) = w; e

T(vy) = ty. Fazendo U = U] + ¥ e W = A\, tem-se:

e, assim, Im(T) é um subespago vetorial de W.
Cabe aqui outra observagao importante. Seja T : S — W uma transformacao
linear com dim S = n. Entao
dimIm(T") = pr.
Além disso,

dimker(T") + dimIm(7T") = n — pr + pr = n.

Exemplo: Seja T : R? — R3 a transformacao linear definida por

T(z,y,z) = (x,2y,0)

determine o niicleo e a imagem de T.

Solucgao: Por definicao

ker(T) = {(z,y,2) €R®:T(z,y,2) = (0,0,0)}
= {(x Y, < ) S R? : (.l’ 2y, z ) (0707())}
= {(0,0,z):z € R}
— [(0,0,1)

Im(T) = {T(x,y,2): (2,9,2) € R*}
= {(x,2y,0) : 2,y € R}
= [(1,0,0),(0,2,0)].

Como T'(1,0,0) = (1,0,0), T(0,1,0) = (0,2,0) e T(0,0,1) = (0,0,0), temos que
Im(T) = [T'(1,0,0),7(0,1,0)] .

50



As transformagodes lineares T' : S — S do espago vetorial S em si mesmo sao
denominadas operadores lineares em S. Destacamos um operador linear especial, o
operador identidade I : S — S definido por I(v) = T(6;;) = ¢, Vv € S. No
decorrer desse capitulo abordamos outros operadores lineares, fundamentais para as

demonstracoes que queremos estudar no Ensino Médio.

4.5 Matriz de uma Transformacgao Linear

Nessa secao vemos que se S e W sao espacos vetorias de dimensao finita, com bases
fixadas, entao podemos representar a transformacao 7' : S — W por uma matriz.
Essa representacao possibilita a resolucao de varios problemas relacionados as trans-

formacoes lineares entre espacos de dimensao finita utilizando a teoria das matrizes.

Seja T : S — W uma transformagcao linear, em que dim S = n e dim W = m.
Sejam A = {U}, Vs, U3...0,} e B = {w, Wy, Ws...w,, } bases de S e W, respectivamente.
Como B é uma base de W, podemos determinar de uma unica forma nimeros reais

a;j, com 1 <7< n,1 <75 <m,tals que
T(@) = aliu_fl + ...+ Cljl"u_jj + ...+ amﬂl_;m (3)

Agora, tomemos v em S. Temos que v = k101 +...+k,v,, em que k; € Rparal <i < n.

Pela linearidade de 7" e por (3), temos

T(W) = kTW)+ ...+ k,T(v,)
= kl(anvﬂl + ...+ amlzﬁm) + ...+ kn(alnzﬁl + ...+ amnu_im)

= (a11k1 + ...+ alnkn)wl + ...+ (am1k1 + ...+ amnkn)wm
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Logo,

G11k1—|— Ce +a1nk’n
[T(0)]s =
am1k1—|— Ce —I—amnkn
aiy ... Qip
ki
ag1 ... QA9pn .
= S E | =10
Ky
L Am1  --- Amp |
onde fica definido
ayy ... Qip
a21 ... Q9
15 =
L Am1 -+ Amn |

A matriz [T]3 é chamada de matriz de T nas bases A e B. Veja que [T]3 é uma

matriz de ordem m x n tal que, para cada 1 <i < n, a i-ésima coluna de [T]3 é dada

pelas coordenadas de T'(v;) na base B.

Exemplo: Seja T : R? — R? tal que T(z,y,2) = v +y — 2,3z — 2y + 42). E
sejam A = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} e B = {(1,3),(1,4)}. Vamos determinar [T]4.

Solugao: Temos que

T(1,1,1) = (2,5)=3(1,3) —1(1,4)
7T(1,1,0) = (3,1)=11(1,3) —8(1,4)
7(1,0,0) = (2,3)=5(1,3) —3(1,4).
Portanto,
3 11 5)
T3 =
-1 -8 =3



Exemplo: Seja [ : S — S e A = {0}, 0, 05...0,} ¢ B = {w, Wy, Ws...1w, } bases de S.

Vamos obter [I]4. Como:

][ﬁﬂ = ?71 = a11U71 + -+ anllUn
I[gn} = Un - anlu_jl + -+ annu_jn
ajx G2 - Aip
G21 Q22 - dAgp
15 = [0:;]
L Ap1 Ap2 -+ Qpp |

que é a matriz mudanca de base.

Como consequéncia do que vimos sobre mudanca de base e transformacoes lineares,

temos uma proposicao e um teorema.

Proposicao 4.15. Sejam T :V — W e S : W — U transformacoes lineares , em que
V, W e U sao espagos vetorias de dimensao finita. Se o, B ey sao bases de V, We U,

respectivamente, entao

[So Ty =[S]5- T3 (4)

y

Demonstragao: Vamos considerar o« = {vy,...,v,}. Denotemos C;(M) a j-ésima
coluna da matriz M arbitraria. Se A e B sao matrizes para as quais AB esta definida,

segue da definicao de produto que
Cy(AB) = A-Cy(B). (5)

A demonstragdo de (4) consiste em provar que, para cada j, com 1 < j < n, tem-se

que Cj([S o T))2 = C;([S]2 - [T1%). Ora, fixe um indice j. De (5), segue que

Ci(1815 - [T15) = [S1; - C5(IT15) = [S15 - [T(vy)l-

5

Dai, segue que
Ci([S o T])5 = [(S o T)(vy)ly = [S(T(v;)], = [SI] - [T(vy)]s,

Y

o que prova o desejado. O
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Teorema 4.16. Sejam « e § duas bases de um espago vetorial de dimensao finita V.

Se T é um operador linear em V, entdo
[T]a =D~ [T)5- D,
onde D € a matriz mudanca de base de o para (3.

Demonstracao: Com as matrizes de mudanca de base podemos obter uma relacao

e

entre as matrizes [T

e [T]g Como T = D o T o D, segue, da Proposicao 4.15 que
T2 = [DoTo D]y = [D] - [T]5 - [D]3,

«

ou seja,

Mas, como [D]5 é a inversa de [D]%, vamos denotar [D]§ por D. Assim, obtemos
(T} = D1 (T} D.

]

Da relacao acima temos que, se A e B sao duas matrizes quadradas de mesma
ordem, dizemos que B é semelhante a A, quando existir uma matriz invertivel D tal
que B = D7'AD. Também verificamos facilmente que se a matriz B é semelhante a
matriz A, entdo também é semelhante a B. Dessa forma, simplesmente dizemos que A

e B sao semelhantes.

As matrizes semelhantes possuem o mesmo determinante. De fato, de:
B=D'AD,
temos:

DB = AD.

det(D) - det(B) = det(A) - det(D)
Logo, ja que det D # 0:
det(B) = det(A).
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Além disso, se A e B sao duas matrizes semelhantes entao A é inversivel se, e somente
se, B é inversivel. Essa afirmacao sobre inversibilidade decorre da propriedade sobre
os determinantes: A é inversivel se, e somente se, det A) # 0. Portanto, se A e B
sdo semelhantes det(A) = 0 se, e somente se, det(B) = 0. Outras propriedades das

matrizes semelhantes sao abordadas posteriormente.

O esquema a seguir mostra como mudar da base candnica e para uma nova base d

a partir das matrizes A, B, D e D~

Mudanga de Ease!

-1

Mudanga de Base

4.6 Operadores Lineares no Plano

Tratamos nessa secao apenas de operadores lineares em R? que produzem reflexoes,

projecoes, rotacoes e escalonamento. Vamos iniciar com as rotagoes.

1. Rotacao em torno da origem em R2

Figura 14: Rotagao do Vetor «
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Temos, nesse caso, um operador T : R? — R? que leva cada vetor @ no vetor T(6),
resultante da rotagao de angulo 6 em torno da origem.
Escrevendo v = T'(0) = (x1,y1) e como |u] = |v],com @ = (z,y), temos da trigono-

metria que

x = || cosb, y=|iu]sinb (6)

x1 = |u|cos(01 +60), 1y = |u|sin(6; +0), (7)

onde 6, representa o angulo entre o vetor @ e o eixo OX no sentido anti-horario e 6
a rotagao de 4 em torno na origem. Aplicando as identidades trigonométrica em (7),

temos
x1 = |t cos by cos @ — |i] sin 0y sin O
Y1 = |t sin 0y cos O + || sin Ocosb; .
Substituindo (6) nas expressdes acima, obtemos
x1 =xcosf —ysinf
Yy = xsinf + ycos .
Assim, em relacdo a base canénica de R?, obtemos

cosf) —sinf
[T(0)] =
sinf  cos®

Podemos observar que:

T(6,)T(0) = T(6, + )

Pois,
cosf) —sinb, cosf —sinf cos(fy +6) —sin(6, +6)
sinf;  cosb sinf  cosf - sin(f; +0)  cos(6, +0)
Consequentemente:
T(0)" =T (nb).
valendo para todo n inteiro. Em particular, para n = —1 encontramos a inversa:



Veja que a matriz T(0) é ortonormal T'(—60) = T(0)7, isto &, preserva angulos e
comprimentos. Dessa forma, podemos utilizar T'(f) para obter uma mudanga de coor-

denada, onde o sistema de coordenadas novo é rotacionado o angulo 6 em relagao ao
sistema canonico.

A deducao da matriz de rotagao poderia ser feita toda geometricamente. Vamos
considerar os vetores unitarios €; e €. A imagem a seguir ilustra as rotacoes de um

angulo 0 realizadas nesses vetores. Podemos perceber que as coordenadas dos vetores

sen
1
]

: cos
II |

Figura 15: Ideia Geométrica da Rotacao

€1 e € apos as rotagoes sao R(€1) = (cosf,sinf) e R(é;) = (—sinf, cosf). Assim,
colocando as coordenadas desses vetores em colunas obtemos

cosf@ —sinf
T)] = ;
sinf  cosf

que é a matriz de rotacao. E fécil verificar que a rotacao, geometricamente, equivale &
soma de angulos.

2. Reflexoes.

Vamos considerar o operador linear 7' : R> — R?, denominado reflexao em torno

do eixo OX, que transforma cada vetor @ = (z,y) € R? em sua imagem simétrica em
relacao ao eixo OX.

Assim, escrevendo ¥ = T'(u) = (z1,y1), obtemos as equagoes

rn=zxz=1lr+0y, y=-y=0x—1y.
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i * T(u)

Figura 16: Reflexao do Vetor 4 em Relacao ao Eixo OX

Dessa forma, em relacao a base canonica de R?, segue que

1 0
[T@)] = [u].
0 -1

[T(@)] = [u].

u o)

Figura 17: Reflexao do Vetor 4 em Relacao ao Eixo OY

Seja r a reta que pessa pela origem de R? formando um angulo § com o eixo positivo
OX. Podemos obter a reflexao T, do vetor @ em relacao a reta r realizando uma rotagao
de —@ para mover r sobre eixo OX, em seguida uma reflexao em relacao ao eixo OX e,

por fim, uma rotagao de um angulo # para mover r de volta a sua posicao original. Para
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Figura 18: Reflexao do Vetor @ em Relacao a Reta r

realizar os movimentos citados acima temos trés operadores T'(—0),T,,T(6). Como

cada operador possui uma matriz associada, obtemos:

cos(—0) —sen(—0) 1 0 cosf) —send

"o sen(—0)  cos(—0) 0 -1 senfl  cos®
T cosf  senf 1 0 cosf —senf
t —senfl  cos@ 0 -1 senf)  cosf
logo,
_ cos? 0 — sen?0  —2senf cos O
t —2senflcosf  (cos® 0 — sen?0)

Como,

cos20 = cos®f — sen®d

sen26 = 2senf cos@

Obtemos a matriz de reflexao em relacao a reta r:

cos 260 —sen26

T, =
—sen20 — cos 260
Note que
cos 20 —sen26 cos 20 —sen26
T =
—sen20  — cos 26 —sen20  — cos 26
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- cos? 20 + sen?20 cos 20sen260 — cos 20sen26 ,

sen26 cos 20 — sen26 cos 20 sen?26 + cos® 20

Tal fato implica em:

ou seja, a reflexao é sua propria inversa, o que é geometricamente 6bvio. E em geral:

=1

3. Escalonamento

¥ ¥

Figura 19: Escalonamento nas Coordenadas x e y

A matriz

El(/\) — y )\ € R,

realiza o escalonamento na coordenada x do vetor 7 = (z,y)

A0 T AT
Ey(\)v = =

0 1 Y Y



De maneira analoga, podemos escalonar a coordenada y:

1 0 T T
Ey(\)v = =
0 A Y Ay
Observe que realizar um escalonamento de A = —1 equivale a fazer uma reflexao,
pois
-1 0
Ei(-1) =

0 1

que é a matriz de reflexao. E no caso de A = 0 temos a matriz de projecao, que é

abordada a seguir.

4. Projecgoes.

Figura 20: Projecao do Vetor 4 no Eixo y

Vamos considerar o operador linear 7" : R? — R? que associa cada vetor
(z,y) € R? em sua projegao ortogonal sobre o eixo OX. Escrevendo ¢ = T'(u) =

U=
z1,vy1), obtemos as equacoes
(z1,91), quag
r1=z=1r+0y, y;=0=0x+0y

Assim, se « denota a base canonica de R?, temos



Figura 21: Projecao do Vetor @ no Eixo x

De forma anéaloga, a matriz de projecao no eixo OY é dada por:
[T(w)]a = (]

Observe que T'[u|” = T[u] em ambos os casos e que se fizermos A = 0 na matriz de

escalonamento obtemos a matriz de projecao.

Também podemos obter a matriz de projecao de um vetor sobre outro. Sabemos que
— <ﬁ7 e_> —

Projzu = €
1Eis

determina a projecao do vetor @ sobre o vetor €. Sendo € unitario, obtemos:

Projzui = (i, é)e.

Tomando € = (cosf, senf), encontramos as imagens do vetor basico i:

_ cos?
f) =
cos f sin 6
E do vetor basico j:
. cos 0 sin 0
fG) =
sin? @
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Colocando as imagens dos vetores bésicos em colunas encontramos a matriz que repre-

senta a projecao de um vetor no outro:

cos?d cos 6 sin
P =
cosfsind sin’ @
Podemos observar facilmente que
Pf =P,

De forma geral,

P'=P, n>1.

e

ou seja, P, ¢ uma matriz idempotente.

v

Figura 22: Projecao do Vetor @ Sobre o Vetor €

Cabe aqui uma interpretacao interessante que podemos fazer da matriz rotacao. Ela
pode ser vista como matriz-mudanca de base. Vimos que a matriz rotacao de um

angulo 6 no plano é

cosf) —sind
sinf  cosf
As imagens de (1,0) e de (0,1), pela rotacio 6 sdo:

cosf) —sind 1 cos

sinf  cos6 0 sin 6



cosf) —sind 0 —sind
sinf  cosf 1 cos

respectivamente.

Assim, a base a = {i, Uy}, onde @; = (cos#,sinf) e iy = (—sinb, cosfh), é obtida
da base canodnica [ = {€},é}, onde & = (1,0) e €5 = (0,1), pela rotacao de um
angulo . Como a base canénica [ determina o sistema de coordenadas XOY, a base
a também determina um sistema de coordenadas X’OY’, obtido do sistema XOY por
meio de uma rotacao de angulo #. Consequentemente, cada vetor ¥ = (z,y) no sistema

XOY tem coordenadas (z’,y') em relagdo ao sistema X’OY’. Logo, podemos escrever

Figura 23: Rotagao Como Mudanga de Base

cos) —sind
sinf@ cos@

uma vez que:

(cosf,sinf) = cosf(1,0)+sinf(0,1)
(—sinf,cosf) = —sinf(1,0)+ cosf(0,1)

Observe, também, que T'(—0) - T(0) = 1.
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5 Autovalor e Autovetor

Aqui fazemos uma breve introdugao aos conceitos de autovalor e autovetor. Os
autovalores e autovetores de uma matriz podem fornecer muitas informacoes a respeito

de sistemas e plantas dessas matrizes. Serd tratado aqui somente os autovalores reais.

5.1 Introducao aos Conceitos de Autovalor e Autovetor

Definicdo 5.1. Seja T : V. — V um operador linear. Se existirem T € V, 7 # 0, e

A € R tais que TU = AU, A € um autovalor de'T' e ¥ um autovetor de T’ associado a

A

Vejamos alguns exemplos de como determinar autovalores e autovetores utilizando

a Definigao 5.1.

Exemplo 1: Seja

T: R? — R?

Ur—  20.
Logo,
T 2 0 T 2 T
— = =2
Yy 0 2 (0 2y (0

Portanto, nesse caso temos que 2 é um autovalor de T e qualquer (z,y) # (0,0) é

um autovetor de T associado ao autovalor 2. Geometricamente, temos:

Figura 24: Autovalor e Autovetor
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Generalizando, toda transformagao
T: R? — R?
v— pu, B#0,

tem [ como autovalor e todo (z,y) # (0,0) como autovetor correspondente. Podemos

observar que T'(¥) é sempre um vetor com mesma diregao de U. Além disso, se:

i. <0, T inverte o sentido do vetor;
ii. |8] > 1, T dilata o vetor;

iii. |8] <1, T contrai o vetor;

iv. 5 =1, T é aidentidaade;

vi. = —1,T é a reflexao.

Exemplo 2: Rotacao no eixo x. O operador linear
T: R>— R
(xvy) — (l’, _y)

Assim,

1 0 0 0 0
ey — —1
0 -1 y —y y
Dessa forma, todo vetor (0,%), y # 0 é um autovetor de T com autovalor A = —1.
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5.2 Autovalores e Autovetores de uma Matriz

Considere uma matriz quadrada, A, de ordem n:

a1 a1g ... QdAip
921 Ao29 ... QA9p
A=
| (075} Ap2 ... Qpp ]

Multiplicando essa matriz pelo vetor

U1

V2

<y
Il

Un

nao nulo, obtemos um outro vetor também de dimensao n x 1. Se multiplicarmos
0 mesmo vetor ¥ por um escalar A\, também obtemos um vetor de dimensao n x 1.
Assim, entendemos como autovalor e autovetor de A, autovalor e autovetor da trans-
formacao linear T4 : R® — R", associada a matriz A em relacdo & base canonica,
isto é, Ty (¥) = A - U (na forma coluna). Dessa forma, um autovalor A € R de A e um

autovetor v € R", sao solucoes da equacao A - v = A\, v # 0.

Exemplo 3: Considere a matriz diagonal

M0 .0
L0 A0
00 A |

e dados os vetores €; = (1,0,...0), e = (0,1,0...0), ..., €, = (0,0, ..., 1), temos que:
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A0 0 1 A
) 0 A 0o 0 )
A €1 = = = )\161
0 0 ... x| |0 |O]

Em geral, temos que A - €; = \;é;. Assim, os vetores da base canonica de R" sao

autovetores para A, e o autovetor €; é associado ao autovalor \;.

5.3 Polinémio Caracteristico

Pela definicao de autovalor e autovetor temos que
AU = \u.
Podemos reescrever a igualdade acima da seguinte forma
AU = A\,

onde I é a matriz identidade.

Adicionando o termo —Av em ambos os lados da equacao, obtemos

AT — AT = N — AT
0 = Mi— AT
(M — A7 = 0.

Essa equacao resulta em um sistema de equacoes com n equacoes e n incognitas,
onde n é a ordem da matriz A. Podemos observar que esse sistema é homogéneo e,
portanto, admite a solugao trivial. Nesse sistema, ¢ ¢ a matriz com as incégnitas e a
matriz (Al — A) é a matriz dos coeficientes. Quando a matriz dos coeficientes de um
sistema de equagoes apresenta determinante diferente de zero, sabemos que esse sistema
é possivel e determinado, ou seja, de tnica solugao, e como esse sistema ¢ homogéneo,
tendo apenas uma solu¢ao essa solucao seria necessariamente a trivial. A solucao trivial
nao nos interessa, pois obtemos qualquer valor para A. Para encontrarmos as solugoes

nao triviais do sistema devemos ter det(Al — A) = 0.
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A equagao det(A — A) = 0 é denominada equagao caracteristica. Desenvolvendo
a equagao caracteristica nos deparamos com um polinémio de grau n em A, chamado

de polindbmio caracteristico:
POA) =N+ N e\ 2 4+ e Aty

E os autovalores reais sao as raizes reais do polindmio caracteristico.

Exemplo 4: Determine os autovalores da matriz

2 2
A=
2 2
Fazendo det(A — A) = 0, temos:
1 0 2 2
det | A — =0
0 1 2 2
A—2 -2
— — O
-2 A—2
— (A=22—-4 =0
= )\ -4\ = 0 — (polinémio caracteristico)
)\1 == O
A = 4

Portanto, A\ = 0 e Ay = 4 sao os autovalores da matriz A e A\; = 0 é o nicleo.
Podemos também determinar os autovetores da matriz A do Exemplo 4. Sabemos

que os autovalores de A sao A\; = 0 e Ay = 4. Assim, basta solucionar a equacao
(M —Ajv=0paraA=0e X\ =4.
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Para A = 0.

M —Aw = 0
A—2 =2 1 0
-2 A—2 U 0
—2 —2 T 0
Dai, obtemos o sistema
—2x1— 2y, =0
—2.CE1 — 2y1 =0

Resolvendo o sistema encontramos v; = (—1,1). Analogamente, para A\ = 4 temos
Uy = (1,1).

Observe que em toda situacao sempre temos um sistema possivel indeterminado,
det(A\] — A) = 0. Portanto, sempre temos infinitas solugbes para os autovetores e,
por esse motivo, nao dizemos que apenas um determinado vetor é autovetor de uma
matriz e sim todo espaco gerado por essa base encontrada. Esse espaco solucao para os

autovalores possiveis é chamado de autoespacgo associado a um determinado autovalor.
Exemplo 5: Determinar os autovalores das matrizes:

a) Matriz projecao de um vetor em outro.

cos? 6 cos @ sin 6
P, =

cosfsind sin® 6

Solugao: Fazendo det(A] — P.) = 0, temos

A — cos?f —cosfsind
—0<=N=-)\=0

—cosfsind \ —sin? 6
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Logo, \; = 0, que é o nicleo e \y = 1, que é a imagem.

b) Matriz reflexao em relagao ao eixo OX.

0 A1

Portanto, Ay = —1e Ay = 1.

c¢) Matriz rotagao

cos —sinf
[T(0)] =

sin 6 cos

Solugao: Fazendo det(A — [T'(#)]) = 0, temos

A —cosf sin @
=0 <= (A—cosh)? +sin’f = 0.

—sin @ A —cosf

Assim,
A =cosf 4+ Vcos?2f — 1.

Ou seja, temos um par de autovalores complexos: A\ = cos #+isinf e Ay = cos—i sin 6,

sendo reais somente quando § = kr, k € Z.

Exemplo 6: Considere a equacao
522 — dzy + 8y + 4vV5x — 164/5y + 4 = 0.
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Vamos determinar qual a conica associada a essa equacao. Na forma matricial, a

equacao pode ser escrita
X'AX + BX +4 =0,

onde

X = A= e B:[4\/5 —16\/5]

Os autovalores de A sao A\ = 4 e Ay = 9. E os autovetores ortonormais correspondentes

sa0, respectivamente

(vva) (G5 s)

Logo, uma matriz ortogonal que diagonaliza A é

SiL

P =

S S

Sk

Substitundo X’ = P!X e X = PX’, temos

4 0 x 2 —L
{ x Y } + { 45 —16v5 Ve Ve
0 9 Yy L 2
V5 NG
Como
4 0 T
Eard — 4@+ 9
0 9 Y
e
2 _ 1
{4\/5 —16\/5] “15 f ={—8 —36]7
V5 V5
obtemos

4(2")* +9(y)? — 82’ — 36y’ +4=0.
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Completando quadrados na equacao acima, temos
4(2" —1)* +9(y — 2)* = 36.
Realizando a mundanca de coordenadas
=2 -1
y' =y -2
obtemos
4(2")? +9(y")* = 36.

Dividindo essa equagao por 36, chegamos a

(x//)Q (y//)Q
9 + 4

Que é a equacao de uma elipse de semieixo maior 3 e semieixo menor 2.

=1.

Defini¢ao 5.2. O tra¢o de uma matriz quadrada A, denotado tr(A), é a soma dos

elementos da diagonal principal. Ou seja, se

a1 a2 ... Qin
n
921 Q22 ... QA9p
A= yentdo  tr(A) = E @i
: : . : i=1
| Qan1 Qp2 ... Gpp |

Com o que vimos nessa se¢ao podemos listar mais algumas propriedade das matrizes
semelhantes abordadas anteriormente. Se A e B sao duas matrizes semelhantes, valem:

1. A e B tem os mesmos autovalores com as mesmas multiplicidade;
2. A e B tem 0 mesmo polinémio caracteristico;

3. A e B tem o mesmo traco.

Veja que se A\ e um autovalor de B e @ é um autovetor de B associado a A, entao
D(i) é um autovetor de A associado ao mesmo autovalor A. Observe que como D é

inversivel e @ # 0 entdo, D() # 0. Segue que
A(D(@)) = DBD™Y(D(@)) = DB(@) = D(\ii) = AD(i),

e, como D(u) # 0, D(u) € um autovetor de A associado ao autovalor \.
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A Propriedade 2 decorre do seguinte fato. Seja A = D™!BD, entao

pa(N) = det(A—\I)=det(D*BD — D Y\I)D) = det(D™*(B — X\I)D) =
= det(D Ydet(B — M )det(D) = det(B — X\ ) = pg(\),

logo os polinémios caracteristicos sao iguais.

Ter os polinomios caracteristicos iguais implica que as matrizes A e B tem os mesmos
autovalores com as mesmas multiplicidades. Agora vamos mostrar que A e B tem o
mesmo trago. Para isso, vamos provar que tr(AB) = tr(BA), para matrizes A, x, €
Binxn. De fato,

tr(AB) = Z[AB]M = ZAi*B*i = Z Zaikbki = Z Z briai, =

i

= Z briaix = Z By Ay, = Z[BA]kk = tr(BA).
i k

k k

Agora, se A e B sao semelhantes, A = D~'BD, logo

tr(4) = tr(D'BD) =tr((D'B)D) =
= tr((D'D)B) = tr(B).

Vale destacar que A e B descrevem a mesma aplicacao linear em bases diferentes.

6 Demonstracoes Usando Vetores no Ensino Médio

Nesse capitulo sAO apresentadas algumas demonstracoes e aplicacbes que podem
ser feitas utilizando apenas o conceito de vetores, as operagoes com vetores no plano,
operadores lineares e mudancas de base. O obejtivo é tornar essas demonstracoes mais
ladicas, significativas e, consequentemente, mais ficeis de serem compreendidas por
um aluno do Ensino Médio. Além disso, abordar a Matemaética vetorial nessa etapa
do ensino pode proporcionar uma jornada mais interessante e prazerosa na area das

Ciéncias Exatas.

Nao pretende-se aqui esgotar todas as possibilidades de demonstracoes e aplicacoes
com uso de vetores, longe disso, a ideia é abrir horizontes para que outras possam ser

desenvolvidas.
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Exemplo 1: Demonstracao da Formula do Cosseno da Diferenca de dois arcos cos(0; —

0s) = cosbicosby + senbysenls.

6, = £A0C
= ZAOB
t — b= £LBOC

Figura 25: Diferenca de arcos

Sejam 0, = LZAOC, 0, = ZAOB e 0, —0, = ZBOC angulos no ciclo trigonométrico,
conforme a figura 25. Temos que 6; — 0, = ZBOC' é o angulo entre os vetores u =

(cosby, senby) e U = (cosbs, senby). Do produto interno, temos que:

cos(bh — ) = {E,0)

[IGHE

Como u e ¥ sao vetores unitarios, pois tem comprimento igual ao raio do ciclo trigo-

nométrico, obtemos:

cos(01 —0y) = (u,7)

= cosBicosby + senbisenbs.

Exemplo 2: Demonstracao das Formulas do Cosseno e Seno da soma de dois
arcos, cos(01 + 03) = costcosty — senbysenby, sen(6y + 0s) = senbicosby + senbacosby,
utilizando o operador linear de rotagao em torno da origem.

Sejam 0, = LZAOB, 6, = ZBOC e 0; 40y = ZAOC angulos no ciclo trigonométrico,

conforme a figura 26. Temos que @ = (cosby, senby) e U = (cos(0; + 02), sen(0; + 0s)).
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o ZAOC = 6, + b,

6,

Figura 26: Soma de Arcos

Podemos obesrvar que o vetor ¢ é obtido ap6s uma rotacao de 65 graus do vetor u =
overrightarrowOA em torno da origem. Assim, utilizando o operador linear de rota-

¢ao, obtemos:

costly  —senby cost; B cos(by + 65)
senll,  cos 0, | senb, - sen(0; + 65)
Segue que
cosbcosty — senbysenby = cos(6y + 0s)
ou
cos(by + 05) = cosbicosly — senby senbs.
e
senbacosty + senbicosby = sen(fy + 0s)
ou

sen(fy + 02) = senbycosly + senbycosh;.

Exemplo 3: Asretas i ax +by =ce ry: dx+ by = ¢ sdo paralelas ou coinci-

dentes se, e somente se, existe A # 0 tal que (a’,V') = A(a,b), isto &, se e somente se,
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seus vetores normais sao miultiplos.
Demonstra¢ao: Suponhamos que o’ = Xa, ¥’ = \b, ¢ #Ace A #0. Se P = (z,y) € ry,
ou seja ax + by = ¢, entao

Aax + Ay = e <= dz+ by = A #c.

Dessa forma, se P = (z,y) € ry, entdo P = (z,y) ¢ 11, ou seja, r; Nry = .
Agora, se @’ = Xa, b = \b, ¢ # Ace X\ #£ 0, entao:

ar +by =c< dar + \by = \c <= d'z +Vy =17,

ou seja, as retas ry e ro sao coincidentes.

Suponhamos que 71 e 79 sejam paralelas ou coincidentes. Considere o sistema:

ar+by =c
adr+by="<.
a b . . .
Se = abl — a’b # 0, o sistema possui uma tnica solugao:
a v
b — b ca— ca
r=—-—ey=———.
af —ab T —ab

Assim, como as retas r; e ry sao paralelas ou coincidentes, devemos ter ab’ — a’b = 0.
Mas isso significa que os vetores (a,b) e (a’,’) sdo miltiplos, ou seja, existe A € R tal
que (a',b") = A(a,b). Como (a,b) # (0,0) e (a’,b") # (0,0), devemos ter A # 0.

Exemplo 4: As retas r; : ax +by = ce ry : d'x + 'y = ¢ sdo coincidentes se, e
somente se, existe A € R)\ £ 0, tal que (a/, ') = A(a,b) e ¢ = Ac.

Demonstracao: O exemplo anterior garante que se as retas sao coincidentes, existe
A # 0 tal que @’ = Aa e b’ = A\b. Seja (xo,yp) um ponto da reta 7. Como ry e ry sdo

coincidentes, x = xg e y = yo também satisfazem a equacao de ry. Logo,

d =dadryg+bry = Aaxg+ \byy = A
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Figura 27: Retas Coincidentes

iprocamen xi ue \a = a = c = ¢, vem
Reciprocamente, se existe A € R, A # 0, tal que A A =b e A /. vemos
claramente que as equacoes de r; e o representam a mesma reta.

Exemplo 5: Sejam ry : ax + by = ce ry: d'x + by = ¢ retas no plano. Dizemos
que 71 e 79 sdo perpendiculares se, e somente se, seus vetores normais U7 = (a,b) e

vy = (d’, ') sdo perpendiculares, ou seja, aa’ + bb’ = 0.
Demonstracao: Ora, a retas r; e ro sdo perpendiculares se, e somente se,

L(ry,re) = g <> cos/(r1,19) = 0 <= (4, V) = 0.

onde U e ¥ sao vetores paralelos as retas ry e ro, respectivamente. Como v1 = (a,b) L r
e vy = (a/,0) L ro, temos que 4 = (—b,a) || r e 0= (=V,d) || ro. Assim, r; L ry se,

e somente se,
(,V) = (=b)(=b") + ad’ = aad’ + bb' = 0,
ou seja, (v1,v3) = aa’ + bl = 0.

Exemplo 6: Asretas r : y = mx +n e s :y = m'x+n' sdo paralelas se, e so-

mente se, m =m' e n #n'.

Demonstragao: Como r : y = mx+nes:y=mx+n temos que & = (m,—1)
e U = (m/,—1) sdo vetores normais s retas r e s, respectivamente. Logo, r e s sdo

paralelas se, e somente se, existe A\ # 0 tal que:
(m/,—1) = AX(m,—1) = (Am,—=\) e =n/ # —\n

Obtemos que —A = —1 ou A = 1. Entao r || s se, e somente se, m =m' e n #n'.
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Exemplo 7: Sejam r : y = mx +n e s : y = m'x +n retas no plano tais que

m # 0 em’ # 0. Entao, r L s se, e somente se, mm' = —1.

Demonstracdo: Comor :y =mx +nes:y=mxz+n', sabemos que r L s se
? ?

e somente se, seus vetores normais @ = (m, —1) e ¥ = (m/, —1) sdo ortogonais. Assim,

—

rls<= (U,0)=mm +1=0<+<= mm' =—1.

Exemplo 8: Um losango ¢ um paralelogramo com lados congruentes e cujas diagonais

sao perpendiculares. Vamos provar que as diagonais de um losango sao perpendiculares.

Demonstracao: Considere o losango ABCD. Sejam AB = i = (U]_,UQ),B_C =17 =
(v1,03) e CD = —ii = —(uy,ug). As diagonais do losango sio AC = @ + 7 e
DB = —@ + 7. Temos que:

Figura 28: Diagonais do Losango

<ﬁ+ 17 —ﬁ+ 17> = <(U1 + V1, U9 + UQ), (—Ul + V1, —U2 -+ U2)>
= (Ul + U1)(—U1 + U1) + (UQ + 02)(—U2 + UQ)

2 2 2 2
— _U1+U1_UQ+U2

= ||o11* — [lal”
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Como num losango os lados sao congruentes, obtemos:
(i + 0, =i+ 0) = [|]* — ||]|* = 0

O que mostra que suas diagonaiss sao perpendiculares.

Exemplo 9: Demonstracao da féormula da distancia entre ponto e reta.
Sejam 7 : ax + by = ¢ uma reta e P = (z9,y9) um ponto no plano. Entdo, a distancia
entre o ponto P e a reta r é obtida através da formula:

o + byo — ¢

AN ==

Demonstracao:
Considere a reta s perpendicular a r : ax 4+ by = ¢ passando pelo ponto P = (xg, 3o)-
Sabemos que @ = (a,b) L r, logo i || s. Assim,
r=2x9+ at
;teR
Yy =yo+ bt

sa0 as equacoes paramétricas de s. Seja P’ = rNs, ou seja, P’ é o pé da perpendicular

Figura 29: Distancia entre Ponto e Reta

a r que passa por P. Entdo P’ = (x¢ + at’, yo + bt'), para algum ¢’ € R. Segue que:

a(zo+at’) +b(yo +0t') = ¢
= (a®+ V)t +azo+ by = c
¢ — (axo + byo)

— t' =
a? + b2

80



Como d(P,r) = d(P, P') = ||PP'|| e PP" = '(a,b), temos:

d(P,r) = [l[|(a,b)]|
_ ‘CLIO—Fbyo—C‘ /—a2—|—b2
a? + b2
lazo + byy — |

Va? + b?

d(P,r)

Exemplo 10: Sejam M e N pontos médios de dois lados do triangulo ABC. Mostre
que M N é paralelo ao terceiro lado e é metade deste. (Teorema da base média do
triangulo)

Demonstra¢ao: Considere o tridngulo ABC' (figura 3.4) e sejam M o ponto médio do
lado AB e N o ponto médio do lado AC. Temos que:

— 1
AM:§£7
pois ambos possuem mesma direcao e sentido. Analogamente, temos:
— 1
A
M N

B [

Figura 30: Triangulo ABC
Logo,
AB = 240 e AC = 2AN.

Na Figura 30 podemos observar que:

BC = BA+ AC.
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Segue que:

BC = —2AM + 24N
— 2MA 4+ 24N
— 2(MA + AN)
— 2MN.
Portanto,
N = %@.

Assim, MN é paralelo a BC e seu comprimento é metade de BC.

Exemplo 11:(Possivel abordagem em R3) Mostre que as diagonais do cubo de vér-
tices A=(0,0,0), B=(0,0,2), C=(2,0,0), D=(0,2,0), E=(0,2,2), F=(2,2,0), G=(2,0,2) ¢
H=(2,2,2) nao sdo perpendiculares.

Solugao: Consideremos as diagonais BF e AH. Dessa forma, temos os vetores ﬁ e

/ﬁ} , onde

BE = (2,2,0) — (0,0,2) = (2,2, -2)
AH = (2,2,2) — (0,0,0) = (2,2,2).

Seja 6 o menor angulo entre os vetores B? e fm Pela definicao de produto interno,

temos
(BE, AH)
cosl =
|BE||AH|
P 4+4—4
cost) =
V124/12
0— 4 1
cosl = =3
Portanto,

1
cos) = arccos(g) 70, 53°.

Logo, as diagonais do cubo nao sao perpendiculares.
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Figura 31: Diagonais do Cubo

7 Consideracoes Finais

A Matematica no Ensino Médio necessita ir além do carater formativo ou instrumen-
tal. E preciso que os alunos vejam-na como ciéncia, com suas caracteristicas estrutu-
rais especificas e perceba que as defini¢coes, demonstracgoes e desenvolvimentos logicos
e conceituais possibilitam a construgao de novos conceitos, estruturas e interpretagao
da realidade. Nesse sentido, a Matemética deve permitir que sejam desenvolvidas as
capacidades de investigacao, analise e compreensao de fatos matematicos e a resolugao

de problemas de qualquer natureza, tornando-se significativa.

Introduzir o estudo dos vetores nessa etapa do ensino, mostra-se necessario para
melhor entendimento de muitas formulas e teoremas estudados (e ndo demonstrados).
As possibilidades que surgem com esse estudo sao intimeras. Poder observar que o
pensamento geométrico coincide com o algébrico, proporcionando um novo olhar sobre
o mesmo objeto, desperta o interesse e favorece a compreensao por parte do aluno.
Colocamos aqui apenas alguns exemplos, com a intencao de despertar e instigar outros
colegas professsores a trabalhar com seus alunos. Podemos explorar o Geogebra, tor-
nando a abordagem mais lidica ainda. Além disso, trabalhar com vetores no Ensino

Médio é oferecer pré-requisitos para estudos futuros.
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