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Resumo

O objetivo deste trabalho ¢ contribuir para o processo de ensino-aprendizagem de
curvas planas, tanto no ensino médio como no ensino superior. Para atingir tal objetivo,
apresentamos os conceitos, defini¢oes e estudos de curvas planas abordando algebra e
geometria através do software Geogebra. Utilizando esta ferramenta, abordaremos as
curvas geradas mecanicamente (roulettes) e discutiremos alguns conceitos.

O tema nos proporciona uma reflexao do uso do software Geogebra como ferramenta
facilitadora no processo de ensino-aprendizagem. A possibilidade de poder, em uma
unica tela, analisar o comportamento algébrico e geométrico das curvas planas contribui
para a construgao do conhecimento matematico.

Com esta finalidade, iremos realizar uma breve discussao sobre o uso do Software
Geogebra no ensino. Depois iremos apresentar os principais conceitos de curvas planas
como a parametrizacao, vetor tangente, vetor normal, sistema de Frenet, comprimento
de arco, reparametrizagao, curvatura, evoluta e involuta. Na discussao de todos estes
conceitos, o Geogebra se faz presente, a fim de auxiliar na discussao e mostrar as
possibilidades de seu uso. Por fim, discutiremos uma proposta de atividade em sala de

aula.

Palavras-chave

Curvas planas, Geogebra, evoluta, involuta.



Abstract

The objective of this work is to contribute to the teaching-learning process of planas
curves, in high school as wellas in higher education. To achieve this goal, we present
the concepts, definitions and studies of planas curves, addressing algebra and geometry
through Geogebra Software. Using this tool, we will approach mechanically generated
curves (roulettes) and discuss some concepts.

The theme provides us with a reflection on the use of Geogebra software as a faci-
litating tool in the teaching-learning process. The possibility of being able, on a single
screen, to analyze the algebraic and geometric behavior of planas curves contributes to
the construction of mathematical knowledge.

To this end, we will conduct a brief discussion on the use of Geogebra Software
in teaching. Then we will present the main concepts of flat curves such as paramete-
rization, tangent vector, normal vector, Frenet system, arc length, reparametrization,
curvature, evolute and involute. In the discussion of all these concepts, Geogebra is
present, in order to assist in the discussion and to show the possibilities of its use.

Finally, we discuss a proposed activity in the classroom.

Keywords

Planas curves, Geogebra, evolute, involute.
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Introducao

Devido ao desenvolvimento tecnologico, toda a escola, alunos e professores, estao
imersos aos mais diversos tipos de dispositivos eletronicos, conectados a uma rede
(internet) que leva ao usuario informagoes e mais informacoes. Negar essa realidade é
se isolar da propria sociedade em que vivemos. D’AMBROSIO (1996) [5], nos alerta
para o que ele chama de “teleinformatica” (combinagao de radio, telefone, televisdo e
computadores), dizendo que, ou os educadores adotam a teleinforméatica com absoluta
normalidade, ou serao atropelados neste processo, se tornando intteis.

Alunos estdo com os bolsos cheios de informacdes. A todo instante, em seus
“smartphones”, podem acessar diversos materiais como videos, imagens, livros, arti-
gos, paginas da web, aplicativos, etc. E um universo de informacdo possivel, mas que
se nao for intermediada e bem ordenada nao é vélida ao grupo de estudantes. Neste
momento, a figura do orientador (professor) é de grande importancia. Saber lidar com
essa situacao é um fato que o professor deve assumir como dito e certo, pois se nao o
fizer sera “atropelado”, como citado acima.

O uso de Tecnologias da Informagao e Comunicagao (TIC’s), no processo de ensino-
aprendizagem de matematica ja é amplamente discutido em toda a comunidade aca-
démica. Utilizando-se de softwares podemos atingir objetivos com mais facilidade e
clareza. Imagine poder mostrar a conexao entre ramos da matematica antes vistos
separados, como por exemplo a algebra e a geometria, apenas com o apertar de um
botao, ou utilizando-se de 2 ou 3 comandos simples em um computador. Tais tecnolo-
gias estao proporcionando um novo olhar a matematica e as ciéncias em geral. Poder
comparar resultados instantaneos e com clareza, sem divida, auxilia o processo de
aprendizagem matematica.

Os problemas no ensino de matematica, desde o primeiro contato nas séries inicias
até o ensino superior, é outro fato muito discutido no meio académico. O aprendizado

de contetidos matematicos vem se mostrando em dificuldades, a compreensao de con-



ceitos trabalhados em sala de aula deixa a desejar. Neste momento, surge novamente a
importancia de propor novas estratégias para chamar a atengao do aluno aos contetidos
ministrados, levando-o a pensar e a questionar, o que ird permitir a concretizacao do
processo de ensino-aprendizagem.

Adotando esta nova estratégia de chamar a atencao do aluno, o estudo das curvas
planas utilizando o software Geogebra pode ser uma ferramenta de apoio no processo
de ensino-aprendizagem nos diversos niveis de ensino. Para isto, basta o professor saber
conduzir tais conhecimentos e aplica-los de forma adequada. Com este estudo, é possi-
vel abordar a conexao entre geometria e algebra, revelando ao aluno uma matematica
conectada, dinamica, possivel de ser aplicada em outras areas do conhecimento.

Diante desta possibilidade, propomos este trabalho que traz um estudo sobre curvas
planas utilizando-se para isso uma poderosa ferramenta, o Geogebra. Portanto tem-se
por objetivo geral contribuir para o processo de ensino-aprendizagem de curvas planas,
tanto no ensino médio como no ensino superior.

Os objetivos especificos sao:

1. propor uma reflexao da utilizacao do software Geogebra como recurso facilitador

no processo ensino-aprendizagem;

2. melhorar, através do Geogebra, a visualizacao de conceitos e defini¢oes utilizadas

no estudo de curvas planas parametrizadas;
3. explorar o uso da ferramenta dinamica no estudo de curvas planas;

4. apresentar a possibilidade de uso da ferramenta em sala de aula;
Com isso, este trabalho sera apresentado da seguinte forma:

1. Capitulo 1 - Geogebra e o processo de ensino-aprendizagem: neste momento
iremos fazer uma reflexao sobre a utilizacao do software no processo de ensino-
aprendizagem de contetidos mateméticos. Mostraremos as vantagens e cuidados

que devemos ter ao utilizar TIC’s em sala de aula;

2. Capitulo 2 - Curvas Planas e o Geogebra: aqui iremos discutir alguns conceitos
acerca do tema proposto, utilizando o Geogebra para visualiza-los, explorando
seu recurso dindmico e apresentando possibilidades de uso para discussao em sala

de aula;



3. Capitulo 3 - Proposta de atividades para o Ensino Médio: elaboramos uma pro-
posta para trabalhar com o tema Curvas Planas juntamente com o Geogebra no
Ensino Médio. Além de discutir, apresentamos, na forma de planos de aula, tais

propostas.

4. Capitulo 4 - Consideracoes Finais: fazemos uma reflexao sobre o Geogebra ser

Ou nao um recurso que nos auxilia no processo de ensino-aprendizagem.

Finalizando o trabalho, deixaremos no Apéndice A algumas equacdes e auxilia-
res que foram construidos no decorrer deste trabalho, no Apéndice B o protocolo de
construcao de alguns applets construidos no Geogebra e que foram discutidos neste
trabalho, a fim de contribuir com alunos e professores que queiram utilizd-los em seus

estudos e no Apéndice C uma proposta de atividade com o tema curvas planas.



Capitulo 1

(Geogebra e o processo de

ensino-aprendizagem

O Geogebra foi criado em 2001 como tese de Markus Hohenwarter. Software de
matematica dinamica, tem grande aceitacao em diversos paises e em diversos niveis
da educacao. Aliado de professores, seja desde as séries iniciais do ensino bésico até o
ensino superior, o Geogebra traz aos usuarios a possibilidade de combinar geometria,
algebra, graficos e calculos em um tnico ambiente. Devido a sua linguagem simples,
comandos intuitivos, o software é autoexplicativo, proporcionando seu uso e manipu-
lagao inclusive por usuarios sem grandes conhecimentos em informéatica. Apesar de
possuir uma interface simples, o software traz recursos sofisticados, permitindo gerar
applets em paginas WEB, formato GIF, etc. E compativel aos maiores sistema opera-
cionais, podendo ser instalado em desktops, notebooks, celulares e esta disponivel na
web (utilizado direto no navegador, sem a necessidade de instalacdo).

Com tantos recursos, e ainda sendo um software livre, o Geogebra tem ganhado
espaco nas novas estratégias de ensino-aprendizagem. Utilizando-se de poucos recursos,
por exemplo um computador e um projetor, o professor tem em maos uma ferramenta
poderosa que permite explorar os mais diversos campos da matematica. Por exemplo,
combinando geometria e algebra, permitimos que professores e alunos ao utilizar o
Geogebra tenham a possibilidade de compreender melhor os conceitos de geometria
analitica em um curso de ensino médio ou mesmo no ensino superior. O dinamismo

permite explorar diversos contetidos na construcao do conhecimento.



Existem diversas pesquisas, dissertacoes, teses, etc. que discutem a importancia
e a facilidade desta ferramenta no processo de ensino-aprendizagem. Algumas destas
pesquisas podem ser consultadas em [2], [8] e [9]. Em todas elas, a possibilidade de
se ter um software de matematica dinamica é ressaltada. Tal caracteristica é tida
como “genial” pois proporciona ao aluno e ao professor a obter andlises de conceitos
e até propor conjecturas e testar algumas hipoteses de maneira rapida, pois a simples
alteracao de um valor na tela de dlgebra é instantaneamente percebida na janela gréfica,
por exemplo.

O uso da Tecnologia da Informagao no ensino de matemaética é de grande relevancia
no processo de ensino-aprendizagem. Os PCNs (]3] - Parametros Curriculares Nacio-
nais) ja trazem em sua descricao de habilidades e competéncias, na area de Ciéncias e
Matematica, o enfoque do uso da Tecnologia e a importancia no processo de construcao
do conhecimento.

Ao se utilizar de ferramentas como o Geogebra para ser um facilitador no processo
de ensino-aprendizagem, deve-se ter uma proposta de ensino ser clara e objetiva. Por
esse motivo, o conhecimento do software, suas limitagoes e o planejamento para seu
uso em sala é importante.

Sendo o Geogebra uma importante ferramenta de matemaética dindmica, iremos dis-
cutir neste trabalho alguns conceitos de geometria diferencial, abordando o estudo das
curvas planas através deste software. A geometria diferencial é basicamente a juncao
do célculo com a geometria, sendo uma ciéncia aplicada em astronomia, engenharia
e fisica. Com o uso do calculo é possivel analisar e estudar diversas propriedades de
curvas, representadas algebricamente, como tangente, normal, curvatura, evoluta e in-
voluta. Quando buscamos materiais que abordam o tema de geometria diferencial, bem
como o estudo das curvas planas, encontramos estudos, livros e artigos que tratam do
tema. Tais materiais abordam o estudo de forma algébrica, desenvolvendo as equa-
¢oes que representam algebricamente as curvas planas e através deste desenvolvimento
discute-se algumas propriedades.

Como dito anteriormente, o Geogebra ¢ uma ferramenta que proporciona uma cone-
xao entre algebra e geometria em um mesmo ambiente, optamos entao por apresentar
uma discussao sobre curvas planas, abordando alguns conceitos e caracteristicas, que
sao possiveis de analisar gracas a geometria diferencial, acompanhados por uma visao
geométrica. Utilizando-se desta ferramenta, podemos explorar os conceitos obtidos,
propor algumas questoes e, através da sua linha de matemética dinamica, podemos

fazer algumas consideracoes que nao sao possiveis sem tal recurso.



Capitulo 2

Curvas Planas e o GGeogebra

2.1 Curvas Planas

Abordando o estudo de curvas planas, daremos a oportunidade de analisar alguns
conceitos em sua forma mais elementar e que poderéd ser uma base para estudos mais
aprofundados. Os conceitos, definicoes e demonstracoes utilizados para o estudo das
Curvas Planas foram baseados em [1], [4], [6], [7], [10] e notas de aula do Prof. Phd Ole
Peter (orientador deste trabalho). Os leitores que queiram aprofundar o conhecimento
podem consultar tais referéncias.

Em alguns momentos, utilizaremos notacoes que, acreditamos simplificar a discus-
sao, e utilizaremos as curvas geradas mecanicamente, denominadas Roulettes, para
exemplificacao com o Geogebra.

No Apéndice A, construimos e apresentamos as tabelas 1, 2, 3, 4 e 5. Estas contém
alguns vetores auxiliares que reduzem as expressoes aqui trabalhadas. Em relacao as
curvas geradas mecanicamente, apresentamos grandezas que foram calculadas com o
desenvolver deste trabalho e sao de suma importancia para discussao de alguns re-
sultados aqui apresentados. O leitor devera consulta-las a todo instante, a fim de
compreender melhor o exposto.

Durante as discussoes aqui levantadas, quando necesséario algum resultado, infor-

maremos em qual tabela do Apéndice A o leitor podera encontra-lo.



2.1.1 Parametrizacao de Curvas Planas

Uma curva no plano (R?) & descrita dando-se as coordenadas de seus pontos como
funcoes de uma variavel independente, ou seja, uma funcao que a cada t pertencente
a um intervalo I associa um ponto (z(t),y(t)) em R? onde z(t) e y(t) sao fungoes

definidas em I. Vejamos:

Definicao 1. Uma curva continua no plano R? é uma aplicacio continua C : I — R?,
definida num intervalo I C R. A aplica¢ao C, dada por r(t) = (z(t),y(t)), € continua,
se cada funcdo coordenada x,y : I — R € uma funcao continua. A varidvelt € I €
dita parametro da curva, e o subconjunto de R? dos pontos r(t),t € I, é chamado trago

da curva.

Para o plano R?, utilizando a base canonica, i = (1,0) e j = (0,1). Aqui, utilizare-
mos a notacao r(t) para indicar grandeza vetorial. Diante disso, utilizando o sistema
de coordenadas (O, 1i,j) podemos escrever a curva parametrizada conforme a seguinte

funcao vetorial:

r(t) =z(t)i+yt)j= ) telCR (2.1)
y(t)

Exemplo 1. A circunferéncia com centro em (0,0) e raio r = 1, parametrizada, €é

dada por:

cost
(t) = ,t €0, 27]
sint

|

Para se chegar a tal parametrizacao basta analisar a equacao da circunferéncia da

forma como anunciada.

$2+y2:1

Lembrando da relagio cos®t + sin®t = 1, podemos usar z(t) = cost e y(t) = sint.
Aqui nao vamos mostrar como obter todas as parametrizacoes para as curvas estudadas.
O leitor deverd procurar nas referéncias o complemento para aprofundar essas relacoes.

Como nosso objetivo € utilizar o Geogebra como recurso facilitador no processo de
ensino-aprendizagem de Curvas Planas, vamos construir visualizagoes dos conceitos

aqui abordados utilizando o software. Vejamos:
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05

-0.5

= t
e=cost) | oy gos
y = sen (t)

Figura 2.1: Circunferéncia com centro (0,0) e raio r =1

Definicao 2. Se o intervalo I é fechado, ou seja, I = [a,b], temos que em t = a e
t =b, os pontos r(a) e xr(b) sio chamados de ponto inicial e final da aplica¢io de C.

Se r(a) =r(b), dizemos que C € uma curva fechada.

Definicao 3. Uma curva C : I — R? ¢ chamada de curva periddica se existe k € R

estritamente positivo, tal que, r(t + k) = r(t).

Como vimos até o momento, uma curva no plano é uma func¢ao envolvendo duas
variaveis (z,y). Para facilitar o entendimento e visualiza¢do, podemos adotar um
ponto de vista dinamico, representando a curva como a trajetéria de um ponto méovel.
Podemos considerar que uma curva descreve a trajetoria continua do movimento de uma
particula sobre o plano. Se r(t) representa a posi¢ao de uma particula em movimento
continuo, quando ¢ varia em um intervalo [a,b] temos C = {r(t) € R* ¢ € [a, ]}

Analisando a curva deste ponto de vista, obtemos varias informacdes sobre o com-
portamento de r(t) diante do conjunto C' como velocidade, aceleracdo, etc. Para tanto,

veremos as definicoes formais.

2.1.2 Curva Parametrizada Diferenciavel

Definicao 4. Uma curva C' é chamada de curva parametrizada diferencidvel se C' :
I — R? ¢ de classe C*, onde I é um intervalo aberto I C R, isto é, x ey possuem

derivadas continuas de qualquer ordem em todo ponto de I.



Para o nosso objetivo, nao necessariamente temos que trabalhar com curvas dife-
rencidveis, devemos ter curvas que tenham derivadas continuas de primeira e segunda
ordem, pois iremos trabalhar com a primeira derivada (velocidade) e a segunda derivada
(acelera¢ao), portanto, basta que a curva seja de classe C?.

A partir deste momento, quando nos referirmos a curva parametrizada estamos nos

referindo a curvas que no minimo sao de classe C2.

2.1.3 Vetor Tangente ou Velocidade

Vejamos o que nos diz a primeira derivada da curva parametrizada.

Definicao 5. Seja C : I — R? uma curva parametrizada que, a cada t € I, associa
r(t) = x(t)i+y(t)j. O vetor

¢ chamado vetor tangente (vetor velocidade) de C' em t.

A velocidade escalar de C' em t, € I ¢ dada pelo médulo do vetor velocidade v(t),

isto é,

[v(to)l = /(&' (t0))? + (¥ (t0))?

Quando |v(to)] # (0,0), tal vetor aponta na direcao tangente a curva C' em t.
Utilizando a mesma ideia, com a segunda derivada, determinamos o Vetor Acelera-

Gao.

Definicao 6. Seja C : I — R? uma curva parametrizada que, a cada t € I, associa
r(t) =z(t)i+y(t)j. O vetor

¢ chamado vetor acelerag¢ao de C' em t.



A aceleragao escalar de C' em t; € I ¢ dada pelo modulo do vetor aceleracao a(t),

isto é,

[ato)l = v/ (2" (t0))? + (y"(0))?

Definicao 7. Dizemos que uma curva parametrizada C : I — R? € reqular em ty € 1,
se v(to) # (0,0), ou equivalentemente se |v(ty)| # (0,0). A curva é regular em I, se
C' for regular para todo t € 1. Se |v(ty)| = (0,0), dizemos que a curva é singular em

to e 0 ponto r(ty) € chamado singularidade de C.

Para desenvolver o estudo das curvas planas, iremos analisar a reta tangente a curva
C para cada valor do parametro t. Para tal reta existir é suficiente que a curva seja
regular (|v(to)] # (0,0)). Vejamos como determinar a equacdo da reta tangente da

curva.

Definicao 8. Seja C : I — R? uma curva reqular. A reta tangente da curva C' em

to € I € a reta que passa por r(ty) na direcio de v(ty), isto €, a reta dada pela funcgdo:

x(to) + k2’ (to)
g(k) =r(to) + k- v(to) = JkeR (2.4)

- y(to) + ky'(to)

Exemplo 2. Voltando a circunferéncia de centro (0,0) e raio r. Analisaremos a pri-

meira derivada, a sequnda derivada e a reta tangente.

T Cost
Circunferéncia na forma parametrizada: r(t) = ,t €0, 27]

rsint
Calculando o vetor velocidade e o vetor aceleragao, temos:
—sint —cost

cost —sint

. L T
Agora vamos calcular a reta tangente a circunferéncia quando t = 5 temos:
—k

gk)=rx(5) +k-v(3)=r keR
1
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L X = (0,1) +A(40)

= t
z=cos(t) | o4 _gos
y = sen (t)

Figura 2.2: Reta tangente a circunferéncia com centro (0,0)

2.1.4 Sistema de Frenet (Sistema Acompanhante)

Antes de iniciarmos as defini¢coes desta secao, adotaremos uma notacao a fim de
simplificar a teoria e alguns exemplos. Definimos a notacao €(t) para indicar que o
vetor €(t) é ortogonal ao vetor e(t), uma vez que €(t) é o vetor e(t) rotacionado 90°
positivo.

Analisando a circunferéncia, ja discutida acima.

cost R —sint
Denotando e(t) = , temos que f(t) =€(t) =

sint cost

Veja que: €(t) =¢e(t) =f(t) e f'(t) = f(t) = —e(t)

Analisando a ortogonalidade de vetores temos a seguinte proposicao.

Proposigao 1. Se u = (a,b) é um vetor nao nulo entao:
vlu <= v =A(-b,a), para algum X € R.

Demonstracao. Se v.= \(—b, a), entdo:

u-v=a(—Ab)+bAa)=0=ulv

11



Reciprocamente, se v = (¢, d) é um vetor tal que u-v = 0, entdo ac + bd = 0, ou

seja,

Logo, o vetor v = (¢,d) é multiplo do vetor (—b,a), ou seja, existe A € R tal que
v = (¢,d) = A(—b,a). O

Podemos agora definir os vetores unitarios tangente e normal a curva C, analisando
posteriormente a relagao entre ambos.

Definicao 9. Seja C : I — R? uma curva parametrizada que, a cada t € I, associa
r(t) =z(t)i+y(t)j. O vetor

'(t) 1 NELw
()] d@2+y (@) \ gy

€ chamado vetor tangente unitdrio de C' em t, e o vetor

PN 1 @)
n(t) = t(t) = ZOE=OE (2.6)

é chamado vetor normal unitdrio de C' em t.

Como a base formada por t(¢) e n(¢) possuem a mesma orientacdo que a base
canonica e; = (1,0) e e; = (0,1), temos que os vetores t(t) e n(t) sdo ortogonais
unitarios e o produto escalar entre os dois ¢ nulo. Ou ainda, dizemos que t(¢) e n(¢)
sdo ortonormais (ortogonais e unitarios).

O conjunto de vetores t(t) e n(t) é chamado de Referencial de Frenet (Sistema
de Frenet) da curva C em t.

Exemplo 3. Vejamos o Referencial de Frenet para a cicloide gerada por uma circun-

feréncia de raio r = 1. A cicloide € dada por

12



Denotando p(t) = , temos q(t) = p(t) =

1
Temos ainda v(t) =i+ q(t), onde i = ) :
1

Logo o vetor tangente unitdrio é t(t) = N (i+aq(t)).

E o vetor normal unitdrio é n(t) = ~O i+4q(t) = N (G—p()).

Vejamos na figura abaizo, os vetores no instante t = /2.

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

A N E AN o
7 ol el = S ‘%b ArTaste ou selecione objetos

» Janela de Algebra [X] | * Janela de Visualizagdo
Curva Paramétrica B~ s~ |D

x =t —sen(t)

y=1—ocos(t)

@ bz } 0 <t<12.57 a=g0"
Ndmero -
e=1 g
Ponto
® A=(0.57,1) . 2.5
Reta
@ EX=(057,1)*A(1,1)
@ g X=(057,1)+A(1,1)
Vetor

_ (o
= lon Vtor Nggnal = (0.71,0.71)
_ "’0.71\" 15
Lo1)
70.71‘) !
0.71,

2
e d Vetor Tangente = (0.71, 0.71)

‘.w:(

Angulo
® a=90°" s

-1 05 ofb 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 & 85

Entrada:

Figura 2.3: Cicloide de raio r = 1, elementos no instante t = 7/2

Utilizando o Geogebra, analisemos o Referencial de Frenet antes e depois do ponto

de singularidade (t = 27).
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Vafor Mormal = 1, 0.06) Vetor Nomal = (-1, 0.05)

a
~—

Vator Tangaiite = (0.5, -1

(a) t(t) e n(t) instantes antes de t = 2« (b) t(¢) e n(t) instantes depois de ¢t = 27

Figura 2.4: Sistema de Frenet: Cicloide

Vemos pelas imagens mostradas que o sistema de Frenet, ao passar pelo ponto de
singularidade da cicloide, dd um salto de 180°. Falo que nao acontece no caso das
cicloides alongadas e encurtadas (trocoides)que trataremos mais tarde, pois a cicloide

¢ uma trocoide degenerada.

Definicao 10. Seja C' : I — R? uma curva reqular. A reta normal de C em ty € I

é a reta que passa por r(ty) na direcao de n(ty), isto €, a reta dada pela fungao:

ky' (t
w(t(]) - \/ /(t ;;/2(—’?) /<t )2
h(k) =r(to) + k - n(ty) = v ,gx,(to)y S ker (2.7)
y(to) +
o)t P + iy
Exemplo 4. Novamente utilizando a circunferéncia de centro (0,0) e raio r = 1,

vamos calcular o vetor tangente unitdrio, vetor normal unitdrio e a reta normal no
—
ponto t = 3.

Veja que |t'(t)| = 1, logo:



Vejamos como fica esses elementos graficamente utilizando o Geogebra.

» Janela de Algebra

L@ EX=(0,1)+A(1,0)
L@ hX=(0, ) +A (0, 1)
. Texto

Arquive Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

DO ENEE
I

¥ Janela de Visualizagio

Mover
Arraste ou selecione objetos

Vetor tangente unitario = (-1, 0)

Curva Paramétrica -
x =cos (t)
®a: 0<t<628
y =sen(t) - -
Cénica
g g indefinido
Fonto
® A=(0,1)
Reta Reta perpendicular: X=(0,1) +A(-1,0)

a

Vetor normal unitario = (0, 1)

i x = cos (t)
| @ textol = “ 0<t< 6.28"
y = sen(t)
. Vetor
b= (—1>
0
: -1y 18
o=l
s
ow={4)
x = cos (t)
y = sen (t)
< . b
Entrada:

}OSLS&%

05

Reta normal: X = (0, 1) +A(0,-1)

Figura 2.5: Circunferéncia com centro (0,0), raio r = 1, elementos no instante ¢t = w/2

Podemos, utilizando o Geogebra, verificar todos os elementos descritos neste exem-

T
plo, para qualquer valor de t, por exemplo, fazendo t = 1 Vejamos:

Arquivo Editar Exibir Opgfies Femramentas Janela Ajuda

Jole]alele

Mover
Arraste ou selecione objetos

» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagio
Curva Paramétrica -
x = cos (t)
®a: 0<t<628 ta perpendicular X= (0.71,0.71) + G071, 0.71)
y=sen(t) [ =
Cénica y i I,
indefinido Velor tangente unitario = (-0.71,0.71)
Panto
@ A=(0.71,071)
Reta
@ EX=(071,0.71) * A(0.71,0.71)
® n:X=(0.71,071)+ A(0.71,071)
Texto P
x = cos (t)
@ textol = * 0<t<6.28"
y=sen(t) [ == us
Vetor .
b= (—ﬂ.?l)
0.71 )
. X etopformal unitario = ¢0.71,-0.41)
(0.7
@ = 0.71 )
Lo 15 1 0s 05 ] 2
(=071
®w= Ln.n)
05
Reta normal: X = (0.74, 0.74) + A (-0.71,-0.71
x = cos (L ) { prae )
0<t<6.28
ol W ' y = sepAt)
Enfrada

Figura 2.6: Circunferéncia com centro (0,0), raio r = 1, elementos no instante ¢t = /4
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2.2 Curvas Geradas Mecanicamente: Roulettes

Utilizaremos as Curvas Rolantes (Roulettes) para discutir alguns conceitos e defi-
nigoes aqui apresentados, produzindo um material que contenha visualizacoes de re-
sultados da Geometria Diferencial. Além disso, a apresentacao destas curvas em um
curso do ensino médio ou de graduacao ¢ um chamativo para o estudo da Geometria
Analitica, uma vez que podemos estabelecer uma conexao entre algebra e geometria
utilizando o software Geogebra.

Tais curvas sao definidas através de movimento mecéanico. Alguns autores nos tra-
zem que essas curvas sao geradas quando dadas duas curvas tangentes, que pertencem
ao mesmo plano, onde uma delas é fixa, chamada de diretriz ou base, e a outra, cha-
mada de geratriz ou roleta, gira, sem deslizar. A curva é o lugar geométrico de todos
os pontos P, onde P acompanha o movimento da geratriz, fixado a ela. Devemos
ainda lembrar que o ponto P pode ser um ponto da geratriz ou pode ser um ponto
pertencente ao plano que contém a geratriz.

Existem diversas curvas rolantes (ou roulettes), mas neste trabalho iremos usar as
curvas geradas por um ponto pertencente ao plano de uma circunferéncia (geratriz)

que rola sobre:

1. uma reta (Trocoide e Cicloide);
2. o exterior de uma circunferéncia (Epitrocoide e Epicicloide);

3. o interior de uma circunferéncia (Hipotrocoide e Hipocicloide).

Com a ajuda do Geogebra, tendo a parametrizacao destas curvas, iremos visualiza-
las e discutir algumas caracteristicas, tais como comprimento de arco, evoluta e invo-
luta.

Para construgao das curvas no Geogebra utilizaremos o seguinte comando: Curva
(<Expressao>, <Expressao>, <Variavel > <Valor Inicial >, <Valor Final>).

2.2.1 Trocoide e Cicloide

Dados uma reta qualquer s e uma circunferéncia de raio r, fazendo a circunferéncia
r girar sobre a reta s, o lugar geométrico de todos os pontos P que pertencem ao plano
da circunferéncia que gira é a curva chamada de trocoide.

Utilizando a parametrizacao podemos escrever a equacao da trocoide como:
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rt — (r +b)sint
r(t) = =r(ti+]j—Ap(t))
r— (r+0b)cost

onde r ¢ o raio da circunferéncia geratriz, b ¢ a medida do ponto P até a circunfe-
réncia e A =1+ %
OBS: Na tabela 2, no Apéndice A, o leitor encontrari todas as grandezas

relacionadas a Trocoide.

Dependendo da posicao do ponto P podemos ter trés denominagoes:

1. Cicloide, quando o ponto P pertence a circunferéncia (b = 0);

2. Trocoide ou Cicloide encurtada quando P é interior a circunferéncia (b < 0);
3. Trocoide ou Cicloide alongada quando P ¢é exterior a circunferéncia (b > 0).

Quando b = 0 temos A = 1, e a curva é a cicloide (caso especial da trocoide).
Quando b # 0 temos A\ # 1, as curvas sao as trocoides.

Vejamos:

(b) Trocoide (cicloide alongada): r =2, b=1

5
'\A
e \
:

(¢) Trocoide (cicloide encurtada): r =2, b= —1

Figura 2.7: Trocoide e Cicloide
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Colocando as trés em uma mesma imagem podemos comparar suas caracteristicas.

f
2 E. 2 4 [ g 10 M 14 18 18 20 22 24 Uza 28 30
Trocoidedgi=1)

-2

Figura 2.8: Cicloide, Cicloide Encurtada e Cicloide Alongada

Perceba que a curva cicloide (trocoide degenerada) possui pontos de singularidade,
conforme ja abordamos anteriormente, mas as trocoides nao possuem tal ponto. Ao
analisar o Sistema de Frenet, vemos que na trocoide o mesmo nao faz o "pulo”de 180°

como na cicloide, pois nao ha pontos de singularidade.

2.2.1.1 Braquistécrona e Tautécrona

A curva cicloide provoca curiosidades desde muitos séculos, provocando discussoes
entre matematicos, filésofos e outros estudiosos. Suas propriedades foram objetos de
desafios e dois deles foram resolvidos e apresentados com diferentes resolucoes por

diferentes estudiosos da época, sao eles:
i Braquistocrona;
ii Tautocrona.

Braquist6crona

Dado um plano vertical e dois pontos A e B sobre o plano, A em um ponto mais
alto e B em um ponto mais baixo. Considerando somente a acao da gravidade, ao
colocar um ponto mével C' para deslizar saindo de A até B a curva ao longo da qual o
corpo C' chega em menor tempo até B ¢ chamada de Braquistocrona.

Este problema foi proposto e alguns matematicos, utilizando caminhos diferentes,
chegaram na equacao da cicloide como sendo a curva de menor tempo entre A e B.

Portanto a cicloide apresenta a caracteristica braquistdcrona, que significa menor

tempo.
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Taut6crona

Outra propriedade interessante da cicloide é o fato de ela ser uma curva Tautocrona:
independente do ponto de partida na curva, uma particula deslizando livre somente sob
a acao da gravidade, chega ao ponto de minimo (ponto mais baixo) no mesmo instante.

Tal propriedade foi bastante discutida e utilizada para construcao de relégios de
péndulo, uma vez que o periodo independe da amplitude da oscilacao. Para tal, era
necessaria fazer com que um peso (corpo) preso a um fio oscilasse segundo uma cicloide
invertida. Neste momento, o fisico Christian Huygens intuitivamente previu e confir-
mou, conforme veremos adiante, que a evoluta e a involuta de uma cicloide também é

uma cicloide.

2.2.2 Epitrocoide e Epicicloide

Quando uma circunferéncia de raio r gira, sem deslizar, sobre o exterior de outra
circunferéncia de raio R, a curva descrita pelo ponto P que pertence ao plano da
circunferéncia geratriz é chamada de epitrocoide.

A equacao parametrizada é dada por:

R+ 17)cost — (r 4 ¢) cos(wt
ey = | IR UEASEIN e~ refen)
(R+r)sint — (r + ¢) sin(wt)
N W N

T T
OBS: Na tabela 3, no Apéndice A, o leitor encontrara todas as grandezas

onde: w =

relacionadas a Epitrocoide.

Dependendo da posicao do ponto P podemos ter:

1. Epicicloide se o ponto P esta sobre a circunferéncia geratriz (¢ = 0);

2. Epitrocoide ou Epicicloide encurtada quando P é interior a circunferéncia geratriz(c <
0);

3. Epitrocoide ou Epicicloide alongada quando P é exterior a circunferéncia geratriz(c >
0).

Quando ¢ = 0 temos A = 1, e a curva é a epicicloide, que ¢ uma caso especial da

epitrocoide. Quando ¢ # 0 temos A\ # 1, as curvas sdo as epitrocoides.
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Vamos visualizar a epicicloide variando os raios das circunferéncias geratriz e dire-

triz. Para isso utilizaremos o Geogebra.

Epicigloide

(by r=1,5,R=5 (c)r=2,R=2
Figura 2.9: Epicicloides
Como podemos perceber, a relagao entre r e R faz surgir curvas epicicloides di-

ferentes. O mesmo acontece com as epitrocoides, vejamos algumas epitrocoides com
A< 1t

(a) r=15 R=2,¢=-05 (b) r=1.5,R=25,¢c=-0.5 (c)r=2,R=2,¢=-0,5

Figura 2.10: Epitrocoides (A < 1)
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Quando A > 1 temos:

o 4
Eritigeaide (1)

(a) r=15 R=2¢=05 (b) r=1.5,R=25,¢c=0.5 (c)r=2 R=2¢c=0,5

Figura 2.11: Epitrocoides (A > 1)

Podemos comparar os trés casos em uma imagem conforme abaixo.

B

trocoide (h=1])

Fpiciclnidn

2 El 8
itiocoide (h=1)

Figura 2.12: Epicicloide, Epitrocoide (A < 1) e Epitrocoide (A > 1): r=1, R=5

Novamente, perceba que A = 1 provoca pontos singulares na curva.
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2.2.3 Hipotrocoide e Hipocicloide

No caso em que uma circunferéncia de raio r gira, sem deslizar, sobre o interior de
outra circunferéncia de raio R, a curva descrita pelo ponto P que pertence ao plano da
circunferéncia geratriz é chamada de Hipotrocoide.

A equacao parametrizada é dada por:

R —r)cos r + ¢) cos(w
= [T R OO ety — aq(en)
(R —r)sint — (r + ¢) sin(wt)

R—

TZO,A:T+CZOecZ—r.

r r

OBS: Novamente o leitor podera consulta a tabela 4 no Apéndice A.

Dependendo da posicao do ponto P temos:

onde: w =

1. Hipocicloide se o ponto P esta sobre a circunferéncia (¢ = 0);
2. Hipotrocoide ou Hipocicloide encurtada se P é interior a circunferéncia(c < 0);

3. Hipotrocoide ou Hipocicloide alongada se P é exterior a circunferéncia(c > 0).

Da mesma forma, se ¢ = 0, A = 1 temos a hipocicloide que é um caso especial da
hipotrocoide. Quando ¢ # 0 temos a hipotrocoide.

Utilizando o Geogebra vamos visualizar algumas Hipocicloides (A = 1),

B Hipociclgide

(c)r=2,5,R=5

Figura 2.13: Hipocicloides

Do mesmo modo que as epicicloides, quando variamos r e R obtemos curvas dife-

rentes. O mesmo ocorre com as hipotrocoides, vejamos.
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Quando A < 1:

|

u 4 \
]
2
Py
-2
] )

o 2 Z
g Hipotrocoide (h<1)
21—

() r=1,R=5c=-05 (b) r=25R=5c=—05 (¢)r=35R=5c=-0,5

Figura 2.14: Hipotrocoides (\ < 1)

Quando A > 1 temos:

Ll

.
L
q
2
= 5 2 o 3
] DC
Hipotrocide (h+1) a0
-

(a) r=15 R=5,¢=0.5 (b) r=25, R=5,¢=05 (c)r=35 R=5¢=3

Figura 2.15: Hipotrocoides (A > 1)

Comparando os trés casos em uma imagem utilizando o Geogebra:
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Hipocitloide

D——

acoide (A1)

Hipotrocoide (A=1)

Figura 2.16: Hipocicloide, Hipotrocoide (A < 1) e Hipotrocoide (A > 1): r=1, R=5

Observe, novamente, que somente A = 1 provoca pontos singulares.

2.3 Comprimento de Arco e Reparametrizacao

2.3.1 Comprimento do Arco

Conforme ja relatamos, seja C' : I — R? uma curva regular e fixemos ¢y e t do
intervalo I. Se dividirmos o intervalo [to,t] nos pontos tg = ag < a1 < --- < a, =t

e ligando os pontos r(ag),r(a1), - ,r(a,) iremos obter uma linha poligonal. Esta
t

poligonal tem comprimento e este é igual a / It'(7)|dT que é chamado comprimento
to

de arco da curva C de tg a t.

Definicao 11. A aplicacao

S(8) — s(ty) = / () dr = / V@R T () 2.8)
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¢ denominada funcdao comprimento de arco da curva C a partir de ty. Podemos
denomina-ld somente de s(t).
Como |Y'(t)| € uma fungio continua, s'(t) = |r'(t)] = v(t) > 0, s(t) é uma funcdo

crescente.

Este fato é bem conhecido na Fisica, onde temos que o comprimento de uma curva
(espaco percorrido) é a primitiva da velocidade (Teorema Fundamental do Célculo).
Em pontos regulares da curva, podemos dizer que a fungio s(t) é estritamente

crescente.

2.3.2 Comprimento do Arco: Roulettes

Usando as curvas roulettes apresentadas na secao 2.2 iremos discutir alguns concei-

tos aqui apresentados e calcular os comprimentos de arco de tais curvas.

Exemplo 5. Cicloide
Vamos iiciar com a cicloide. Vamos calcular o comprimento do arco e comparar com
os resultados obtidos através do Geogebra.

Usando a equacao parametrizada da Trocoide constante na Tabela 2 e fazendo A =1
obtemos a cicloide, conforme ja citamos. Com 1sso podemos calcular o comprimento

do arco da sequinte forma:

1 —cost
utilizando a equagao 2.8 e a propriedade do dngulo metade ‘Sin (%)‘ = ”T

temos:

s(t)—s(O)—/Ot\/mdt—%/

t
0

-
sin (—) ‘ dr
2
No intervalo |0, 27[, temos sin(t/2) > 0. FEste intervalo representa um arco da cicloide.
Dai:
2m T
s(t) — s(to) = 27"/ sin <—> dr = 8r

0 2

Aplicando o intervalo temos que o comprimento de cada arco € 8r, ou seja, oito vezes

o comprimento do raio do circulo gerador.

Utilizando o Geogebra, podemos analisar o comprimento do arco.
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a=360"

; L]

25 bl = i
Comprimento do Arco no intervalo ]07 277[: 8

r=

(a) Comprimento do arco, raio 1

a=1360°
L]

r=3

! @
Comprimento do Arco no intervalo ]U: 277[2 24

(b) Comprimento do arco, raio 3

Figura 2.17: Comprimento do arco da Cicloide

Exemplo 6. Trocoide

Como jd discutimos o caso da cicloide, iremos aqui analisar a trocoide e comparar o
comprimento do arco das curvas quando X <1, A=1e X > 1.

A equacao do trocoide:

r(t) =r(ti+j— Ap(t))

Lembrando que o leitor poderd buscar nas tabelas 1 e 2, do Apéndice A, as equagoes

sobre Trocoide.

Ao realizar o cdlculo do comprimento do Arco da trocoide, nos deparamos com a
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integral s(t) — s(ty) = /t V1 + A2 — 2\ cosTdr.

Quando A\ # 1, a mt%gml nao pode ser resolvida analiticamente. A resolucao desta
integral € feita utilizando-se de métodos numéricos, como a Regra de 1/3 de Simpson
ou o Métodos dos Trapézios.

Como o Geogebra possui uma funcao de comprimento de arco, basta fazer Compri-
mento (< Curva>,< Valor de t Inicial>, <Valor de t Final>, podemos comparar
o comprimento de arco da cicloide (A = 1), da cicloide alongada (A > 1) e da cicloide
encurtada (A < 1).

=
8 Comprimento de Arco no intervalo ]09 271—[
Cicloide Encurtada (Trocoide) = 13.79

Cicloide = 16
Cicloide Al da (Trocoide) = 1D9,73

Figura 2.18: Trocoides: A< 1, A=1, A > 1

Exemplo 7. Epicicloide e Epitrocoide

Vamos agora analisar o caso da epitrocoide e seu caso especial, a epicicloide.

A equacao parametrizada da epitrocoide:

r(t) = r(we(t) — Ae(wt))

Temos t'(t) = r(wf(t) — Mwf(wt)), nas tabelas 1 e 3 do Apéndice A o leitor poderd
obter mais informacoes sobre a epitrocoide.
Quando X = 1 temos a epicicloide. Vejamos como calcular seu comprimento de

arco.
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1— wt —t
Utilizando a equacao 2.8 e a propriedade }sin ((m — 1)%)‘ _ \/ COS; ) te-
mos:

s(t) — s(0) = /Ot V2r2w?(1 — cos(wr — 7))dr = 2rw /Dt | sin ((w - 1)%) |dT

Assim como mo caso da cicloide, devemos restringir o intervalo para que possamos

utilizar a parte positiva do sin(“5). Neste caso temos o intervalo |0, 2% [, sin(#5) >

0. FEste intervalo representa cada arco da epicicloide.

27

s(t) — s(0) = 2rw/0W1 sin ((w — 1)%) dr = wgid -

que € o comprimento de cada arco da epicicloide.

Vejamos a imagem obtida no Geogebra.

r=1

&

v
b= 360"

Comprimento de cada Arco = 9.6
Comprimento de ]07 3607 [: 48

al

Figura 2.19: Epicicloide: A\=1, R=5,r=1,w =26

Da mesma forma que obtemos no caso do trocoide, ao tentarmos calcular o compri-
mento do arco para epitrocoides, chegamos em integrais que nao podem ser resolvidas
analiticamente, mas podemos observar o comprimento do arco destas curvas utilizando

o Geogebra.
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= =
r=1
. R B
c=05

b= 360"
Comprimento de cada Arco:
Epitrocoide (A < 1) = 8.02
Epicicloide (A = 1) = 9.6

Epitrocoide (A>1)=12.61
10 12 14

W | Epicicloide p=1)
_J_Epitrncmde (h=1)

\/ Epitrocoide (h=1)

Figura 2.20: Epitrocoide: R=5,r=1L, w=6, A<, A=1leA>1

Exemplo 8. Hipocicloide e Hipotrocoide
Vamos agora analisar o comprimento de arco das hipotrocoides e hipocicloide.

Equacao parametrizada:

r(t) = (we(t) — Aq(wi))

Consultando as tabelas 1 e 4, do Apéndice A, obtemos mais informacoes sobre tal
curva.
Temos r'(t) = rw(f(t) —Ap(wt)). Quando X\ =1 temos a hipocicloide. Para calcular

seu comprimento de arco procede-se da mesma forma da epicicloide. Utilizando a

1— tt
equagao 2.8 e a propriedade |sin ((w+ 1)%)‘ - \/ COS;“ .

temos:

s(t) — 5(0) = /0lt V/2r2w2(1 — cos(wr + 7))d7T = 2rw /Ot

sin ((w + 1)%) ‘ dr

Assim como no caso da epicicloide, devemos restringir o intervalo para que pos-

samos utilizar a parte positiva do sin(“5). Neste caso temos o intervalo }O, 2r_ [
w—+1 L7
wit+t

sin(“£=) > 0. FEste intervalo nos dd cada arco da hipocicloide.
2
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27

8w

wtl T
s(t) = 27w/0 sin ((w + 1)5) dr = o1

que € o comprimento de cada arco da hipocicloide. Com a ajuda do Geogebra podemos

visualizar e confirmar a teoria.

Comprimento de cada Arco = 6.4
Comprimento de ]0°, 360°[= 32

C &

z [} ™/ 10
o Hipotracoide (i=1)

&/ | Hipocicioide (=1)

Hipotrocoide (+<1)

Figura 2.21: Hipocicloide: A\=1, R=5,r=1, w =4

Novamente, pelo mesmo motivo do trocoide e da epitrocoide, ao tentarmos calcular
o comprimento do arco para hipotrocoides, chegamos em integrais que nao podem ser re-
solvidas analiticamente. Vamos entao utilizar o Geogebra para observar o comprimento

de arco destas curvas.

R=%5

8 10 12
J Hipotrocoide (4=1)

W | Hipocicloide (=1)

W | Hipotrocoide (h=1)

T oo |
G
L]
Comprimento de cada Arco:

Hipotrocoide (’\ < 1) = 5.35

Hipocidloide (A = 1) = 6.4

g Hipotrocoide (A > 1) = 8.4

2 ? % ?f i a0

Figura 2.22: Hipotrocoide: R=5,r=1,w=4 A<, A=1leA>1
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2.3.3 Reparametrizacao, Parametrizacao Natural

Definicao 12. Sejam I e J intervalos abertos de R,C : I — R? uma curva reqular e
h:J — I uma funcdo cuja derivada de primeira ordem € nao-nula em todos os pontos

de J e tal que h(J) = 1. A func¢do composta
f=roh:J—R?

¢ uma curva reqular, que tem o mesmo traco de C, chamada de reparametrizacao de

C por h. A funcao h € dita mudanca de pardimetro.

Podemos ainda fazer uma reparametrizacao da curva C' com a fun¢do comprimento

de arco mostrada na secao 2.3.1. Tal reparametrizacao é dita Parametrizagao Natural.

Definicao 13. Uma curva reqular C : I — R? € dita parametrizada pelo comprimento
de arco se, para cada to,t € I,tg < t, o comprimento do arco da curva C de ty at €

wgual a t —ty. Ou seja

[ wlar =t 2.9

Proposicao 2. Uma curva reqular C : I — R? estd parametrizada pelo comprimento

de arco se, e somente se, Vt € I, |t/(t)| = 1.

Demonstracao. Suponha C parametrizada pelo comprimento de arco e fixemos ty € 1.

t
Considerando a funcao s : I — R, que, para cada t € I, associa s(t) = / It'(7)|dT.
to

t
Se tg < t, entdo, por hipodtese, / It'(7)|dT = t —tg. Se t < to entdo —s(t) =
to

to

lt'(7)|dT = ty — t. Portanto, para todo t € I, s(t) =t —ty, e §'(t) = 1. Como
t
s'(t) = |r'(t)], temos que |r'(t)| = 1,Vt € I. A reciproca ¢ imediata. O

Adiante, vejamos que toda curva regular C' admite uma reparametrizagao r,(s),

onde r,(s) esta parametrizada pelo comprimento de arco.

Proposig¢ao 3. Seja C : I — R? uma curva regular ¢ s : I — s(I) C R a fungao
comprimento de arco de C a partir de ty. FEntao existe a funcao inversa h de s,
definida no intervalo aberto J = s(I), e r,(s) = r o h é uma reparametrizac¢io de C,

onde r, estd parametrizada pelo comprimento de arco.
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Demonstracao. C' é uma curva regular, portanto
s'(t) = |r'()| > 0

, isto &, s é uma funcao estritamente crescente. Logo, existe a fun¢do inversa de
dh ds
s,h:J— I. Como Vt € I,h(s(t)) =t, temos que g 1, portanto,
s

dh 1 1 1
s s'(t) ()] o)

Concluimos que r;(s) =roh(s), s € J, é uma reparametrizacao de C' e

dr dr dh r'(t
i) = || - |\ X0
ds dt ds |r'(t)]
Portanto, pela Proposicao 2, r; estd parametrizada pelo comprimento do arco. O

A reparametrizacdo pelo comprimento do arco é chamada de Parametrizagao
Natural.

2.4 Curvatura, Evoluta e Involuta

2.4.1 Curvatura e Evoluta

Na secao 2.1.4 apresentamos os vetores t(t) e n(¢) que compoem o sistema de Frenet.
Na secao 2.3.3 vimos que toda curva regular do plano pode ser reparametrizada pelo
comprimento do arco.

Veja que para cada s € I, t(s) é um vetor unitario e n(s) ¢ um vetor unitario
ortogonal a t(s).

O conjunto de vetores t(s) e n(s) é o Referencial de Frenet da curva em s.

Antes de continuar, vamos analisar a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 4. Se a(t) possui comprimento fizo, entdo a'(t) é perpendicular a a(t),
para todo t € I, isto €,
a'(t)-a(t)=0 (2.10)
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Se a(t) e b(t) sao perpendiculares para todo t € I, entao

a/(t) - b(t) = —a(t) - B/(t) (2.11)

Demonstragao. Derivando a equacao a(t) - a(t) = const., obtemos:
2-a/(t)-a(t)=0

0 que prova a primeira parte. Para demonstrar a segunda parte, basta derivar a equagao
a(t) - b(t) = 0, obtemos:
0=a'(t)-b(t) +a(t) - b'(t)

]

Vemos, de acordo com a Proposicao 4, que a’(t) L a(t). De fato, se analisarmos
o caso da circunferéncia, vemos que a velocidade (tangente) é ortogonal a posicao
(v(t) L r(t)) em qualquer ponto da circunferéncia.

Voltando a nossa discussao, como t(s) é unitario e possui comprimento fixo, temos
que t'(s) L t(s). Por definigdo, t(s) L n(s), e como estamos trabalhando em R?, t'(s)

é paralelo a n(s). Isto é:
t'(s) = r(s)n(s) (2.12)

Segue que

Da mesma forma obtemos:

n'(s) = —r(s)t(s) (2.13)

Definicao 14. A func¢ao k(s), definida pela equacao 2.12, € chamada curvatura de C

em s.
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Podemos analisar a curvatura como a variagao da direcao do vetor tangente. Para

isso, seja 6(s) o angulo orientado que t(s) faz com o semieixo positivo Oz.

Definicao 15. A curvatura com sinal de C' no ponto r(s) € a taza de variag¢io da

direcao do vetor tangente a esse ponto com respeito ao comprimento de arco, isto é

Quando a curva vira para esquerda, 0(s) aumenta e a curvatura é positiva. Se a
curva vira para a direita, 0(s) diminui e a curvatura é negativa. Ao alterar a orientagao
com uma reparametrizacao o sinal da curvatura seréd alterado também.

Quando trabalhamos com uma curva arbitraria nao necessariamente parametrizada
pelo comprimento de arco, podemos definir a curvatura da mesma como a curvatura de
uma reparametrizagao pelo comprimento de arco. Porém, ao se usar a reparametrizacao
natural nem sempre obtemos féormulas simples. Diante disso, encontrar uma equagao
para a curvatura em funcao do parametro dado é necessério.

Se k(t) é a curvatura da curva C' no ponto r(t) entdao x(t) = r(s(t)). De t(t) =

t(s(t)), temos: ;
(1) = r(n(t) -

Com isso, obtemos a formula para a curvatura da curva C:

Il o
t) = :L’y—xyg (2.14)
(x/2+y/2)§

Para simplificar definiremos o determinante da curva.

Defini¢ido 16. Seja C' : I — R? uma curva paramelrizada, a grandeza D(t) é dita o

Determinante da Curva e é dada por:

D(t) = r/(t) - 2"(t) = [t'(t) x x"(t)] = 2/ (£)y" (t) — 2" (1)y/(¢) (2.15)

Observe que, se r'(t) e r’(t) possuem o mesmo sentido, D(t) > 0, se possuem

sentidos opostos, D(t) < 0 e se sao perpendiculares, D(t) = 0.
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Com isso, a equacao 2.14 fica:

Para simplificar os célculos, definiremos o Fator de Curvatura 1 (t).

Definicao 17. A funcdao ¥ (t) = r(t)v(t), denominamos fator de curvatura ¥(t) da

curva C' em t.

Com isso, o referencial de Frenet, em ¢, é dado por:

Comparando £(t) com 1 (t), percebe-se que 1 (t) se torna mais simples uma vez que

contém v(t)?, ou invés de v(t)?, facilitando a analise.

Defini¢io 18. Seja C': I — R? uma curva reqular e x(t) sua curvatura. A quantidade

1 @)
A0 =11 = D (216)
¢ denominada de raio de curvatura.
O vetor osculador € definido como:
_ Cu®Pr) (),

O circulo de raio p(t) e centro

d®=ﬂ®+ﬂﬂ=ﬂﬂ+D@

(1) (2.18)

é denominado circulo osculador ou circulo de curvatura e c(t) é dito centro de curva-

tura.

Ao variar o parametro t, o centro de curvatura descreve uma curva (aqui mantere-

mos 0o mesmo nome “c(t)”), que é denominada de Evoluta de r(t).
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v(t)?
D(t)
definir esta grandeza como Fator Osculador. O termo “fator” indica que tal quanti-

A quantidade merece destaque nesta discussao. Por este motivo, aqui iremos

dade nos leva a um determinado resultado. Vejamos a sua definicao e nas secoes que

segue, iremos fazer um estudo mais aprofundado sobre o mesmo.

Definicao 19. Seja C : I — R? wma curva reqular. A quantidade

p(t) = 12)(2) = @ (2.19)

denominamos de Fator Osculador.

O simples fato de ¢(t) ser constante ou nao nos diz como ird comportar sua curva-
tura. Ainda, suas mudancas de sinal também nos auxilia na compreensao da evoluta
da curva. Tal anélise sera feita nas proximas secoes.

Usando o mesmo raciocinio quando comparamos t(t) com r(t), utilizar ¢(t) ao
invés de p(t) simplifica nosso estudo.

A proposicao a seguir nos mostra a regularidade da evoluta, vejamos:

Proposigao 5. Seja C' : I — R? uma curva regular, tal que sua curvatura x(t) nao se

anule em I. A evoluta de C' € reqular, se e somente se K'(t) # 0

Demonstracao. Usando as equagoes de Frenet, ao derivar a equagio da evoluta (c(t))

temos:
PR PN O B O
1) = () + (1)~ k() = 5 nlt) (2.20)
Segue-se que c(t) é regular, se e somente se £'(t) # 0. O

Isso implica em D(t) # 0 <= 1/(¢) k r"(t).

Diante disto, vemos que os pontos singulares da evoluta de uma curva C' sdo aqueles
para os quais a curvatura de C' possui um ponto critico.

A equacao 2.20 mostra que o vetor n(t) é paralelo ao vetor c'(t) e, portanto, a reta
normal a curva C' em r(t) coincide com a reta tangente a evoluta em ¢(t). Podemos
analisar esse fato de modo diferente, podemos dizer que a evoluta de uma curva tem
a propriedade de, em cada instante, ser tangente as retas normais da curva. Diante
disso, dizemos que a evoluta de uma curva é a envoltéria da familia de retas normais
dessa curva. Se desenharmos entdo as retas normais a uma curva qualquer, estas vao

se concentrar, aparentemente, ao longo de uma curva, esti curva é a evoluta.
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A equagao 2.20 nos diz que o campo tangente unitario de c(¢) ¢ igual a —n(t), se
k'(t) > 0. Portanto podemos recuperar a curva C' a partir da evoluta. Vejamos:

1
Da definigao de evoluta temos r(t) = c(t) — —n(¢), dai

K(t)

Na imagem que segue é possivel ver a curva formada pela envoltéria da familia de
retas normais.

Exemplo 9. Utilizando o caso da evoluta da cicloide (que serd melhor discutido nos
tdpicos sequintes) e o recurso de “Rastro"do Geogebra podemos visualizar a evoluta

como “envoltoria da familia de retas normais”. Vejamos:

20 22 2

Distancia dos pontos

Instante
7 iad b el v=10 a=954°
e l :TI'OCDIde (h=1) L . ‘,E\roluta B S N SEiSSSSS A‘O @

[l U 2] Raio do circulo gerador
_\/‘c|c|mde(a-1) _\/_‘,Evmuta ! N

i 1 'TI'DCOidE(.P’I); ‘-l:Evoluta Ollillll\ll TN TR W T T T @
L J L J

Figura 2.23: Cicloide: r = 1.

Com a tmagem gerada pelo Geogebra, onde fazemos a reta normal & cicloide exibir
seu rastro na tela, podemos ver claramente que a envoltoria da mesma € exatamente a
curva evoluta calculada algebricamente. Portanto, com a ajuda do Geogebra, visualizar

mais este conceito importante no estudo das curvas planas foi possivel.
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2.4.2 Curvatura e Evoluta: Roulettes

Usando novamente as curvas discutidas nas sessOes anteriores iremos calcular e

exemplificar algumas evolutas.

2.4.2.1 Cicloide e Trocoide

Vamos calcular a evoluta da trocoide e através da mesma discutir o caso em que
A =1 (cicloide).

Nas tabelas 1 e 2, Apéndice A, o leitor encontrara dados relacionados a
curva trocoide e cicloide.

Seguindo: Curva Trocoide:

O quadrado da velocidade:

vt = ')
= r(i+Aq(t)’
= 7*(1+ A* — 2\ cost)

O determinante:

D(t) = r(t)-r"(1)
= *(j—Ap(1)) - Ap(t)
= 7r*X\(cost — \)

Usando a equacao 2.18 podemos calcular a evoluta da trocoide:

[e)
—
~
N—

I

|~
—~
~
SN—
+

14+ X2 —2\cost
i — Ap(t
] = Ap{))+ A(cost — N) r(d = Ap(t))
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B 14 X2 —2\cost

Fazendo ¢(t) = Neost—n) temos:
c(t) = rti+r(1+ () ([ — Ap(t)) (2.21)
v(t)?

Observe que ¢(t) =

D) é o que definimos como fator osculador. Vamos analisar
seu comportamento ao variar o parametro A conforme as restricoes de valores. Para

isso, contamos com a ajuda do Geogebra, vejamos:

=056

>
0
5}

(a) Fator osculador: A =2 (b) Fator osculador: A = 0.55

(c) Fator osculador: A =1

Figura 2.24: Fator osculador da trocoide

Pelas imagens, percebemos um comportamento do fator osculador, seu valor é cons-
tante quando A = 1. Para o caso do trocoide, observando a equacao 2.21 que se o fator
osculador é constante, implica dizer que a evoluta da curva C é do mesmo tipo da
curva C, ou seja, a evoluta da cicloide é também uma cicloide. Quando X\ # 1, ¢(t)
nao ¢ constante, logo percebemos que a evoluta nao ¢ do mesmo tipo da curva original,

ou seja, a evoluta da trocoide nao é uma trocoide.
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Vamos agora obter a evoluta da cicloide (A = 1) e comparar com a do trocoide

(A £ 1).

Evoluta da Cicloide

Quando b = 0 temos A = 1 como ja discutido, neste caso temos a cicloide. Dai:

2(1 —cost)

P = Test=D)

A evoluta da cicloide entao é dada por:

fazendo ¢/ =t + 7 temos:

e}
—~
~
~—
I
<
—~
~ —~
A
|
3
\_/
La
+
o)
—~
~
+
N
~—
~—

onde ¢, = —r(mi + 2j). Portanto, a evoluta da cicloide é uma cicloide defasada

de 7 e transladada —r(7i+ 2j). Podemos observar o resultado utilizando o Geogebra

conforme abaixo.

Distancia dos pontos
'Trnmlde (he 1) | -Evoluta

\/Clc\nlde(lt-ﬂ \/Evn\uta [ ‘Invn\uta

Trnmlde (A= 1) Evn\uta T @

Figura 2.25: Cicloide: A =1, r = 3, Evoluta: Cicloide

Observe que, nos pontos singulares da cicloide, r(t) = c(t), ou seja, coincidem.
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Evoluta da Trocoide

Quando X\ # 1, ¢(t) ndo é constante e a evoluta da trocoide nao é uma trocoide.
Usando o Geogebra podemos analisar o comportamento da evoluta da trocoide quando
A # 1. Vejamos a evoluta da trocoide quando A > 1 e A < 1, respectivamente nas

figuras abaixo.

5

Trocoid:

i o 1o 15 T E 5 a0 = W A 45 50
Evoluta Trocaide (A=1)
-5

Distancia dos pontos Instante
v=0 a=850"
I I:lemme <) DEvulma e ) L ]
D Cieloide a=1) DEvmula I:Ilnvn\uta alq Raio do circulo gerador
1 r=3
melde h=1) Evu\ula .

Trocdid

H 0
Evoluta Tro

Trocoide
il

Evoluta Tyoc:

&

DTmcmﬂe (A1) D Evoluta
Dcmida f=1) DEvu\uta Dmvmu‘a
Trocmﬂe(}\>1)Evn\uta

Instante
a=850"
L 2

Raio do circulo gerador

r=3

Distancia dos pontos Instante
v=0 a=850°
[ Jrocin o [ e HEEEEEERSERECY A
Dciclniﬂa();ﬂ nguta I:l'”""'ma 11 Ralo do circulo gerador
_ =3

Trucmde #=1) Evoluta

(c)r=3,b=3

Figura 2.26: Evoluta da trocoide (A > 1) Nao ¢ trocoide
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5

%Wu oigE (1)

Trocoide (A<1)

Instante
a=1060"
@

Raio do circulo gerador

=

oide (A1)

Distancia dos pontos Instante
v=-15 a=1060"
I |
Rajo do circulo gerador

r=3
(b) r=3,b=—15
3
20
Evoluta Trogoide (A<1)
10
I
f—=Trocaidef=d)
-20 -10 0 10 20 kLl a0 50 an 70 &80 @ | 1o 110 120
-10
Distancia dgs pontos Instante
a=/1730"
Tmcmde(hﬂ) \/ Evofita | | | @
lemde(?ﬂ) Evdlu Invu\ " Raio do circulo gerador
r=3
DTrcculde(ﬂM Evplut: .

(c)r=3b=-25

Figura 2.27: Evoluta da trocoide (A < 1) Nao ¢ trocoide

Veja que a evoluta quando A > 1 tem um comportamento diferente do que quando

A < 1. Ao analisar o fator osculador, vemos que, no caso da cicloide alongada, o fator
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osculador nao é constante mas seu valor mantém sempre com o mesmo sinal (D(t) com
mesmo sinal). Veja que o comportamento da evoluta é de uma curva continua.
Agora, quando A < 1, o fator osculador alterna entre valores negativos e positivos.
Ao realizar estd alternancia de sinal, a evoluta da cicloide encurtada se comporta de
outra forma, agora de maneira nao continua. Utilizando o Geogebra podemos perceber

que na mudanca de sinal a evoluta passa do “—oo para o +00”.

2.4.2.2 Epicicloide e Epitrocoide

Da mesma forma, vamos calcular a evoluta da epitrocoide e através da mesma,
discutir o caso em que A = 1 (epicicloide).

Nas tabelas 1 e 3, Apéndice A, o leitor encontrara dados relacionados a
curva Epitrocoide e Epicicloide.

Curva Epitrocoide:

O quadrado da velocidade:

o)’ = ()P
= RRE() — ()
= 72w (1 + A? — 2\ cos(wt — 1))

O determinante:

D(t) = r'(t)-r"(t)
= 7w (de(wt) —e(t)) - (we(wt) — e(t))
= 721+ Mw — A1 + w) cos(wt — 1))

Usando a equacao 2.18 podemos calcular a evoluta da epitrocoide:
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e}
—
~
SN—
I
|
~~
SN—
+
BS
~
N—
I ~
—~
~
SN—

1+ A\ — 2\ cos(wt — 1)

* 14+ XNw — A1+ w) cos(wt — t) rw(Xe(wt) —e(t))

= r(we(t) — Ae(wt))

14+ A? — 2\ cos(wt — t)
F; d t) = t :
azendo ¢(t) 1+ Mw— A1 +w) cos(wt —t)’ emos

c(t) = rw(l — p(t))e(t) — rA(l — we(t))e(wt)

Da mesma forma, vamos analisar o fator osculador ¢(t) da epitrocoide.

Fixando um valor possivel para w e variando, dentro do intervalo, o parametro A,

vejamos 0 que acontece:

=
0
ra

(a) Fator osculador: A =2 (b) Fator osculador: A = 0.7

15 -

06

(c) Fator osculador: A =1

Figura 2.28: Fator osculador da epitrocoide, w = 2.5

Veja que quando A = 1, ¢(t) permanece constante. Se alterarmos o valor de w
obtemos novamente ¢(t) constante somente quando A = 1. Este fato novamente nos

leva a ter evoluta do mesmo tipo da curva original, quando o fator osculador é constante,
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ou seja, quando A = 1, ¢(t) é constante e a evoluta da epicicloide é uma epicicloide.
J& a evoluta da epitrocoide ndo é uma epitrocoide (¢(t) ndo é constante).

Ainda mais, ao analisarmos ¢(t) do mesmo modo que analisamos para o trocoide,
encontramos a mesma analise. Quando A > 1 faz com que ¢(t) sempre mantenha o
sinal de positivo. Esse sinal de positivo provoca uma evoluta continua. Isto é bem facil
de visualizar ao utilizarmos o Geogebra conforme nas imagens abaixo. E de grande
importancia o fator osculador no estudo da curvatura e consequentemente das evolutas.

Se A < 1, faz com que o fator osculador alterna valores positivos e negativos,
provocando evolutas nao continuas. Porém, veja que quando A se aproxima de zero,
novamente D(t) ndo alterna entre valores posivitos e negativos, fazendo com que a
evoluta seja continua. Compare as imagens abaixo e analise o fator osculador. Perceba
sua importancia no estudo da curvatura.

Abaixo iremos visualizar a evoluta dos casos: epicicloide e epitrocoide.

Evoluta da epicicloide

Quando ¢ = 0 temos, A =1 e ¢(t) = 2

R A
A evoluta da epicicloide entao é dada por:

organizando obtemos:

le)
S
S~—
Il
VR
&
|
—
N~
=
&
|
)
&
+
o
&
=

w+1
L r(we(r) —efwt + )
= r(we(t) —e(wt +
R+ 2r -
R "+ R
Fazendor’:R+2reR’:R+2Rtemosquew’zr—i_, = w uma vez que o
r r

fator de " e R’ é o mesmo. Veja que a evoluta da epicicloide também é uma epicicloide
defasada de m com novas circunferéncias de raio r’ e R/,
Portanto, a evoluta da epicicloide também é uma epicicloide (mesmo caso da ci-

cloide).O Geogebra nos ajuda na visualizagao.
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Epicichjde

D Epitrocoide (A<1) DEvmuta
Epicmmdz()«:t) Evulula D\nvu\ma
Epitocoide (A1) Evoluta

r=1
S == —

Instants
ot

b =801
[} '
Distancias
c=0
P
:

|:| Epitrocoide (:<1) D Evoluta
Epicicloide p=1) Evoluta D Involuta
D Epitrocoide (=1) D Evoluta

Raios das Gircunferéncias

Instante
b=2120"

Distancias

[ Jepieceite ) [ evelun
Epmt\mdé(}:ﬂ Evnluta DMWI\AG
|:| Epitrocoide (1) I:‘ Evoliia

(c) r=25 R=35

Figura 2.29: Epicicloide (A = 1): Evoluta é epicicloide

Evoluta da Epitrocoide

Quando A # 1, temos a epitrocoide, mas a sua evoluta nao é uma epitrocoide.
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Podemos visualizar a evoluta no Geogebra. Veja nas figuras abaixo.

Raios das Circunferéncias

Epitrocoide (>1)

Evoluta Epitrofoide (1)

DEpmnzde o<t DEvu\ma
Dsmmmae =) DEVDHA: Dlnvu\uta
- Epitrocoids (1) - Evoluta

(a) r=1,R=3,¢c=0.5

Raios das Gircunferéncias
R=5
r=1

Instante
b=[720"

Distancias
¢=1

|

Dspmnmma(m) DEvmula
DED\C\C\UIGE =1 DEVUMG D\r\vn\uta
[ enivocaise ooy (] Evoita

(byr=2,R=5,c=1

Raios das Circunferéncias
R=15

S e

Instants
b=720"
®
Distancias
6=1

Dsumnmme =1 DEvnluta
DEmmc\deO\.ﬂ) ngmum I:‘\rwnluta
Emtrucume =1 EV“‘“‘E

(c)r=1,R=35,c=1

Figura 2.30: Epitrocoide (A > 1): Evoluta nao é epitrocoide
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Epitrocoide (<1) Evoluta
DEnm:\mde *=n DEvululi |:| Involuta
D Epitrocoide (:>1) I:I Evolita

(c)r=2,R=35,c=-05

Figura 2.31: Epitrocoide (A < 1): Evoluta nao ¢ epitrocoide
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2.4.2.3 Hipocicloide e Hipotrocoide

Calculando a evoluta da hipotrocoide e através dela discutiremos o caso em que
A =1 (hipocicloide).

Usando as equacoes da Hipotrocoide constantes na tabela 4, no Apéndice A, obte-
mos as relacoes abaixo.

Curva Hipotrocoide:

O quadrado da velocidade:

u(t)? = ()P
= P2 (E(t) — Ap(wt))?
= 7201+ M\ — 2\ cos(wt + 1))

O determinante:
D(t) = r(t)-r'(t)
= 1’ (—e(t) — Ag(wt)) - (—e(t) + Awg(wt))

= %1 — XNw + AMw — 1) cos(wt + 1))

Usando a equacao 2.18 podemos calcular a evoluta da hipotrocoide:

U(t)2j

e}
—~
~
S—
[
=
—~
~+
N~—
-

= () = D) + Ty T e )~ Aaet)

14+ A% — 2\ cos(wt + t)
1 —Nw+ ANw — 1) cos(wt + t)

Fazendo ¢(t) = , temos:

c(t) = rw(l — p(t))e(t) — rA(l + we(t))a(wt)
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Analisando o fator osculador: () = no Geogebra. Fixando um valor possivel

D(t)

para w e variando, dentro do intervalo, o parametro A, vejamos o que acontece:

-SSR L

(a) A =2 (b) A= 0.7 (€ A=1

Figura 2.32: Fator osculador da hipotrocoide, w = 2.5

Como nos casos da Trocoide e da Epitrocoide, A = 1 faz com que ¢(t) seja constante
e temos novamente que a evoluta da hipocicloide também ¢ uma hipocicloide, e quando
A # 1, ¢(t) ndo é constante e a evoluta da hipotrocoide ndo é uma hipotrocoide. Aqui,
como era de se esperar, a mudanca do sinal do fator osculador provoca alteracoes na
evoluta. Quando D(t) mantém o sinal, a evoluta é continua, mas quando alterna entre
valores positivos e negativos a evoluta nao ¢ continua. Devemos tomar cuidado com o
caso da Hipotrocoide, pois quando A > 1, existem casos onde D(t) alterna o sinal, basta
fazer r aproximar-se de R. O mesmo ocorre quando A < 1, se r se tornar pequeno,
D(t) alterna o sinal, fazendo com que a evoluta novamente nio seja continua.

Evoluta da Hipocicloide

2
Quando ¢ = 0 temos, A =1 e p(t) = T—o A evoluta da hipocicloide entao é dada
—w

por:
(1) = ro(1- =) el —r 1+ ) qlwt)
c = rw )¢ r — ) alw
= i r(we(t) — q(wt + 7))
 R-2r 4 m
/ /
Fazendo ' = re R = K R temos o/ = _ R = w. Veja que a

. R-=72r R—2r r’
evoluta da hipocicloide também é uma hipocicloide defasada de 7 gerada pelas novas

circunferéncias de raio " e R'. Vejamos as imagens geradas pelo Geogebra.
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Raio das Circunfaréncias

R=3
r=05
Instants
b= 400"
Y | |
ERes Distancias
N c=0
1 T f 6 =0
Hipositipide e

Eyoluta Hipociclnids
D Hipotrocaide (<1) D Evoluta

Evoluta D\nwmuta
D Hipotrocoide (1) I:I Evoluta

ipocicloide (=1)

(a) r=05,R=3

Raio das Circunferéncias
R=45
r=1

o L
Instante
b= 7600
4 * .
Distancias
| ©=0
g—=* s
2
i ¢,=0
Hipor

2 ] ] [ 1 2 14

Bluta Hipocicloide

D Hipotracpide (A<1) I:l Evaluta

voluta Involuta
I:I Hipotiocoids x>1) D Evoluta

ipocicloide (=1)

(b) r=1, R=4,5

Raio das Circunferéncias

R=45
r=2
Instante
br=1500°
L .
Distancias

c=0

DH\pulmcde (1) DEVB\U(E

Evoluta D\nvo\uta
D Hipotrocoide (i>1) D Evoluta

ipocicloide (=1)

(c)r=2,R=4.5

Figura 2.33: Hipocicloide (A = 1): Evoluta é hipocicloide
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Evoluta da Hipotrocoide

Quando A # 1, temos a hipotrocoide, e sua evoluta ndo é uma hipotrocoide. Com

a ajuda do Geogebra podemos visualiza-las.

Raio das Gircunferénias
R=45

Instante
b= 400"
SV-USSE INsEnEaE

Distancias

]
TEptracoide (1)

Evolifa Hipotropoids ih>1)

D Hipotracoids (i<1) D Evoluta
D Hipocicioide (=1) |:| Evoluta Dln\mm(a
Hipotrocoids (>1) Evoluta

(a) r=1,5, R=4,5,c=1

Raio das Circunferéncias
R=45

r=2

Instante
b=1540°
®*

Distancias
3

D Hipotrocoide (<1) |:| Evoluta
D Hipocicloide (=1) |:| Evoluta |:| Invaluta
Hipotrocoide (=1) Evoluta

(b)) r=2,R=45,c¢c=1

(c) r=3,5, R=4.5,¢=0.15

Figura 2.34: Hipotrocoide (A > 1): Evoluta ndo é hipotrocoide
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Distancias

X

EEEEEEE

S
SN AN

I

(a) r=1, R=4,5,¢c=-0.85

A

Y e
Pl N | [ -~
IR AN EeEese
TR NS | B
LRT e
b D (R e
S A AN VR T~

aaaaaa

R=35
-/
®
Instante
b=1440"

Distancias

~
<

(%)

(D>
e
®

[ & F

/| Hinotrocoide <1)
_l( E‘ku uuuuuuu =1)
Hipotrocoide 1)

(c)r=2,R=35,c=-1

i
N N

B
E é g

Figura 2.35: Hipotrocoide (A < 1): Evoluta ndo ¢ hipotrocoide
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2.4.3 Involuta

Vamos agora analisar a curva denominada de involuta de uma curva.
t

Lembrando que a fun¢do comprimento do arco s(t) — s(tg) = / It'(7)|dT pode
to

simplesmente ser representada por s(t).

Definigao 20. Seja C : I — R? uma curva regular, s(t) fungao comprimento de arco

e ¢ constante real positiva. A curva i: I — R? dada por
i(t) = r(t) 4 (c — s(t))t(t) (2.22)

é denominada de involuta de C.

Uma involuta de uma curva regular C' é uma curva que é ortogonal as retas tan-
gentes de C. Podemos tracar a involuta através de um processo mecanico. Fixando
uma das extremidades de um fio inextensivel num ponto da curva C e enrolando-o na
curva conservando-o esticado, ao desenrolar o fio a extremidade descreve a involuta.
Diferentes involutas podem ser obtidas variando o comprimento do fio. Analisando a
equacao 2.22, vemos que este fato é visivel, pois para diferentes limites de integracao
no calculo no comprimento de arco e para diferentes valores da constante ¢, obtemos
involutas diferentes de (', sendo equidistantes. Entao devemos considerar familias de

mvolutas.

Exemplo 10. Involuta da circunferéncia com centro em (0,0)
Vejamos a representacao no Geogebra da involuta da circunferéncia.
Circunferéncia: r(t) = re(t)

Vetor velocidade: v'(t) = rf(t)
O modulo da velocidade: |r'(t)] =7

Calculando a funcao comprimento de arco temos:

s(t) = /0 lt'(7)|dr = rt

Com a equacdao 2.22 vamos calcular a involuta da circunferéncia:
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| bk @
~—~
~
N—

r(t) + (¢ — s())t(?)

re(t) + (¢ —rt) %Et)

re(t) + (c - rt)f(t)

<

Utilizando o Geogebra vamos visualizar a involuta da circunferéncia.

15
10
s
f//—; |
15 K&k} b 5 1o 15 2|
[l il {
5

(c) ¢ variando, raio 1

Figura 2.36: Involuta da Circunferéncia

Vamos analisar a regularidade da curva involuta.

Proposicgao 6. Seja C : I — R? uma curva regular, tal que sua curvatura x(t) ndo se

anule em I. A involuta de C' é reqular em t, se s(t) # c.
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Demonstragao. Usando as equagdes de Frenet, temos que t'(t) = r(t)|r'(t)|n(t), ao

derivar a equagdo da involuta (i(¢)) temos:

i) = r(

= r'(t) = v(O)t(t) + (c — s(1))e(t)n()
= (c—s(1)v(t)n(t) (2.23)
Como a curva C' é regular e k(t) # 0, temos que i(t) é regular se s(t) # c. O

Supondo que ¢ > s(t),Vt € I e restringindo aos subintervalos J de I onde x(t) # 0.
Se k(t) > 0 em J, temos que os campos tangente t; e normal n; da involuta i se

relacionam com os campos correspondentes da curva C' por

ti(t) =n(t), ni(t) = -t(),

adotando intervalos onde x(t) < 0, temos

ti(t) = —n(t), ni(t) = &),

Estas equacoes nos dizem que as retas normais da involuta ¢ sao as retas tangen-
tes a C, e as retas tangentes de i sao paralelas as retas normais de C' nos pontos
correspondentes.

Podemos aplicar todas as definicoes e proposicoes discutidas anteriormente sobre
curvas planas também a involuta ¢, uma vez que a involuta ¢ ¢ uma curva regular. Na
tabela 5, no Apéndice A, realizamos o céalculo de diversas grandezas relacionadas a
involuta de uma curva C. O leitor podera consultar estes dados a qualquer momento.

Podemos ainda, calcular a evoluta da involuta, é o que o proximo resultado nos

apresenta.

Teorema 1. A curva C € a evoluta de qualquer uma de suas involutas, isto é€,

Demonstra¢ao. Adotando k(t) > 0 (ou s(t) < 0), por definicio da evoluta de i(?)
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temos que

Seguindo o mesmo raciocinio, podemos calcular a involuta da evoluta, vejamos:

Teorema 2. Seja t € [0,t]. Qualquer involuta da evoluta da curva C' é uma curva

paralela a C'.

Demonstracao. Por definigdo da involuta de c(t) temos que

i,(t) = c(t) + (¢ = se(t))te(?)

onde s.(t) e t.(t) sdo, respectivamente, a fungdo comprimento de arco e o vetor tangente
unitario da evoluta.

Temos por definicdo de comprimento de arco que s.(t / \c'(7)|dT.  Supo-

nha «/(t) < 0 (o caso k'(t) > 0 é analogo). Pela equacao 2.20, temos que |c/(t)] =

d 1 1 1
pr (ﬁ , dai s.(t) — s.(tg) = Wt) — i)’ Ainda, a mesma equacao nos diz que

n(t) = t,(1), logo:

= r(t)+ hn(t) ,h constante

Ainda, quando h = 0, a involuta da evoluta coincide com a curva C.
Comparando os resultados obtidos nestes teoremas com a relagao entre Derivada e
Integral, vemos que a evoluta é o inverso da involuta, uma vez que ao aplicarmos uma

na outra obtemos a curva original. Com isso temos o seguinte teorema:
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Teorema 3. Seja C : I — R? uma curva reqular. Quando c € igual em mddulo, porém,
de sinal contrdrio a s(ty) da curva que gera a involuta, a involuta de C' é o inverso da
evoluta de C.

Demonstracao. Segue diretamente dos Teoremas 1 e 2. O]

2.4.4 Involuta: Roulettes

Vamos calcular a involuta das Curvas Roulettes.

Antes de iniciarmos, vejamos uma observagao: Como necessitamos de calcular a
Funcao comprimento de Arco s(t), s6 iremos conseguir realizar o calculo da involuta
para a cicloide (trocoide com A\ = 1), epicicloide (epitrocoide com A = 1) e para a
hipocicloide (hipotrocoide com A = 1), uma vez que a integral que surge no calculo da

fungdo comprimento de arco nao é expressa analiticamente nos demais casos (A # 1).

2.4.4.1 Involuta da Cicloide

Como ja calculamos a evoluta da cicloide, iremos calcular a sua involuta e comparar
com a evoluta e a curva original.

Equacoes da Cicloide: utilizar as tabelas 1 e 2, no Apéndice A.

Usando a relagao: v/2|sin(4)| = /1 — cost

Podemos calcular a funcao comprimento de arco.

s(t) —s(tg) = 2r /t: sin(g)‘ dr

—~
s

S—
SN—

—4r (cos(%) — cos se sin(3) >0

4r (cos(3) —cos(2)), se sin(t) <0

Utilizando o célculo desta forma podemos analisar a involuta para qualquer valor
de t. Para isso, utilizando a equacao 2.22, podemos calcular a involuta da cicloide.

Vejamos:
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i(t) = r(t)+(c—s(t)t)

= r(tit+j—p@) + (¢ = s(t) "

r(i+aq())
|

2r|sin(%)

Ao variamos a constante ¢ obtemos diversas involutas. Se fizermos ¢ = s(t) obtemos
uma cicloide como involuta da cicloide. Observe nas imagens abaixo, geradas pelo
Geogebra, o comportamento da involuta da cicloide. Fazemos t; = 0 e variamos o

valor da constante c.

Involuta

] Distincia dos pont nsant
Ot dos ponios st - X V=0 2= 1080
. [ v=o a0 Trocoise h<t) [ evoiua . . ™)
rocae b [ evata . e = =/ '

= = Cicloide (=1) Evoluta Involut: - Raio do circulo gerador

0= []ewia ()il Lo Ralo do circulo gerador " v v [V]notus ED =2
[ Jraesaon [ Jovise L S : [ Jricoseponn[Jeotaa *

. e
(a) ¢ =0, raio 2 (b) ¢ =10, raio 2

moluta

Distancia dos pont
— ) =0
Trocolde (<) [ evoluta I I P
! =1 J Evoluta [J Ivoluta Lo Ralo do circulo gerador
> =2
Jriosoide o) [ Jevoita 1 OVH‘ . o
.-

(c) ¢ =11, raio 2
Figura 2.37: Involuta da Cicloide (A = 1) - Preto (cicloide), laranja (evoluta) e magenta

(involuta).

Se ¢ = s(tp), a involuta tem a seguinte caracteristica:
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Involutg Cicloide

5

Evoluta Cicldide

Disténcia dos pontos Instante

a=1080°
DTrocoide (=1) D Evoluta . 1 |
Cic\oide o= Evo\uta \nvu\ula Lo Raig dd cirtulg QE’E’;"'

r=
DTrccuide oo |:| Evoluta —® .

=
n
o

=

o
1
@

Figura 2.38: Involuta da Cicloide. r = 2, ¢ = s(tg) - Preto (cicloide), laranja (evoluta)

e vermelha (involuta).

Veja que obtemos involutas diferentes para diferentes valores de ¢. Observe que se
¢ = s(tg) = 4r temos o caso em que a involuta da cicloide também é uma cicloide.
Deixamos nas imagens também a evoluta da cicloide, para fazermos um comparativo
com a involuta. O que discutimos nos teoremas 1 e 2 é mais visivel no caso que em
¢ = 4r, perceba as caracteristicas entre a curva, a evoluta e a involuta.

Como vimos, temos uma familia de involutas. Utilizando o recurso de Rastro do

Geogebra, podemos analisar em uma tnica imagens diversas involutas.

5

|nvirluta

o 5 10 15 20 25 a0 35 40

Evoluta Ciklojde

Figura 2.39: Involuta da Cicloide. r = 2, ¢ variando.

60



2.4.4.2 Involuta da Trocoide

Quando A # 1 j& discutimos que nao é possivel resolver a integral que surge no
calculo da funcao comprimento do arco. Se nao ha solucao para o céalculo da funcao
comprimento do arco, nao é possivel calcular a involuta do trocoide, uma vez que
necessito calcular a respectiva funcao.

Mas, com o uso do Geogebra, utilizando-se de seus recursos, é possivel aplicar um
método de investigacao que baseando-se em aproximacoes para visualizar a involuta
do trocoide. Tal método pode ser denominado de heuristico, uma vez que se utiliza
de aproximagoes para se alcancar um determinado objetivo. Por se tratar de aproxi-
macoes, o método utilizado pode apresentar erros e divergéncias as curvas calculadas
matematicamente.

A construcao da involuta utilizando-se o método heuristico consiste na utilizacao
da funcdo Comprimento( <Curva>, <Valor de t Inicial>, <Valor de t Fi-
nal>). Tal funcdo ja foi utilizada neste trabalho quando realizamos uma estimativa
para o comprimento do arco da trocoide, epitrocoide e hipotrocoide. Provavelmente o
Geogebra utiliza-se de métodos para aproximar o valor destes comprimentos, como por
exemplo o método do Trapézio ou Regra de 1/3 de Simpson para estimar os valores
das integrais que nao podem ser calculadas.

Esta funcao, de forma aproximada, nos retorna o comprimento do arco das curvas.
Com isto, podemos utilizar a definicao de involuta e criar um método para representa-la.
Na definicao de involuta dizemos que é possivel tracar a involuta através de um processo
mecanico, bastando para isto fixar uma das extremidades de um fio inextensivel num
ponto da curva e enrolando-o na curva conservando-o esticado. Ao desenrolar o fio a
extremidade descreve a involuta.

Com a funcao Comprimento, algumas retas tangentes, circulos e pontos, criamos
este processo que nos retorna a involuta das curvas trabalhadas.

Involuta da cicloide: método heuristico versus método algébrico

Antes de aplicar o método para gerar a involuta de trocoides, a fim de comparar
e analisar as divergéncias, iremos apresentar e explicar o método utilizando a involuta
da cicloide, pois para esta curva é possivel calcula-la matematicamente.

Como ja discutimos antes, existem uma familia de involutas para uma determinada
curva, basta apenas variar a constante c. Aqui, neste processo, optamos por trabalhar
com a constante ¢ = 4r = s(to).

Veja os pontos vermelhos, eles sao a extremidade do fio que esta desenrolando e
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enrolando na curva cicloide. Seu rastro deixado na tela desenha a involuta da cicloide.

Cicloide \

[u] 2 4 =] g 10 12 14 1& 12 20, 22 24

(%)

a=976"

@
)
-
o
)
=

=]

[=2
n

[

.

Figura 2.40: Involuta da Cicloide. Comparativo

Veja que o processo funciona, uma vez que os pontos vermelhos (método heuristico)
coincide com a curva em azul (calculada algebricamente).

Tendo este caso como correto, continuando ainda com ¢ = s(t(), vamos analisar
agora a involuta para alguns casos de trocoides.

Com este processo podemos analisar a involuta da trocoide. Percebe-se que nos
pontos onde o fator osculador muda de sentido, conforme j& discutimos, a involuta
também sofre uma grande alteracao.

Como o processo utiliza rastro dos pontos que geram a involuta, as imagens nao
possuem grande nitidez, o que prejudica na anélise do comportamento da involuta,
mesmo assim, nos da uma ideia desta caracteristica importante das curvas planas.

Sem o auxilio do Geogebra seria impossivel realizar estas analises, uma vez que nao

¢ possivel gerar estas imagens através de uma processo algébrico.
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Involuta 2
[l ciclgide

-4 -2 oY L) 4 & iy 10 b 14 18 T W o 22 LI
-2

(a) b=0.4, raio 1

Involuta

(b) b=10.22, raio 1

- A
_W-ﬂ_\/__ﬁ_\/—/__hc_\

Involuta

s} 2 4 ] 8 10 12 14 18

(c) b= —0.67, raio 1

Figura 2.41: Involuta da Trocoide (A # 1)
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2.4.4.3 Involuta da Epicicloide

Vamos analisar agora a involuta da epicicloide. Para isso, vamos relembrar alguns
dados ja obtidos da epicicloide e calcular sua involuta.

Equacoes da epicicloide: utilizar as tabelas 1 e 3, no Apéndice A.

OBS: utilizaremos a constante do célculo da involuta como sendo ¢y, para diferenciar
de ¢ que aparece na equacao da epitrocoide.

Usando a relagao: v/2|sin(252)| = /1 — cos(wt — t)

Funcao comprimento de arco:

s(t) — s(to) = / ()|

= 2rw/ sin(WT_T) dr
to 2
4
— Twl (cos(#) — cos(2e0)) | se  sin(¥4t) >0
_ w—
o 4
e (cos(#5) — cos(#&0)) | se sin(¥51) <0
w —

Utilizando o céalculo desta forma podemos analisar a involuta para qualquer valor
de t. Para isso, utilizando a equacao 2.22, podemos calcular a involuta da epicicloide.

Vejamos:

i(t) = r(t)+ (cr —s(t)t(t)

= r(we(t) —e(wt)) + (c1 — s(t>)r;dr(£(\?in_(ii§)‘)

Vamos agora, com a ajuda do Geogebra, visualizar a involuta da epicicloide.
Por conta do calculo da integral que surge na funcao comprimento do arco, iremos
analisar as involutas quando ¢; = s(tg), pois assim é possivel implementar os comandos

no Geogebra.
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Raios das Circunferéncias

R=5
r=1

Instantz
b =400°
®
Distancias
a
=0
12 1a 16 20
3
Involuta Epiciclolde

| Epitrocoide th<1) [ | Evoluta

./ Epicicloide (=1) j\/jEvaIuta

:lenvu\ula
| Epitrocoide (i=1) | | Evoluta

Figura 2.42: Epicicloide: A = 1, r = 1, R = 5, Involuta: epicicloide - Preto (epici-
cloide), lilas (evoluta) e vermelho (involuta).

Novamente, com a ajuda do Geogebra, podemos observar a relacao entre a curva
original, a evoluta e sua involuta. Podemos observar o que nos diz a teoria, que se
calcularmos a evoluta da involuta obteremos a curva original e vice-versa.

Ainda, utilizando do Geogebra, se alterarmos os valores de r obtemos imagens bem
interessantes. Fazendo » = 1,5 e R = 5 olha o que obtemos:

Ralos das Circunferéncias
R=5
r=15

Instante
b=1380°
o

Distineias

. —/
Epitrocoide (<1} Evoluta
J J

Figura 2.43: Epicicloide: A

| Epicicioids 0=1) [/ Evoluta ;J“_Invmuta

,Epumcmue(myl |Evoluta

1, » = 1,5, R = 5, Involuta: epicicloide - - Preto
(epicicloide), lilas (evoluta) e vermelho (involuta).
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2.4.4.4 Involuta da Epitrocoide

Novamente, iremos analisar a involuta da epitrocoide através do método heuris-
tico. Para tanto, iremos proceder da mesma forma que fizemos na analise da involuta
da trocoide. Primeiro, comparamos o método heuristico com resultado obtido alge-
bricamente. Depois, fazemos uma anéalise para os casos em que A # 1, casos estes,
impossiveis de serem analisados algebricamente, uma vez que a fungao comprimento
de arco nao possui solugao.

Involuta da epicicloide: método heuristico versus método algébrico

Utilizando-se dos mesmos procedimentos que relatamos anteriormente, utilizando
a funcao de comprimento de curva existente no Geogebra iremos montar e analisar a
involuta por um processo mecanico.

Novamente aqui fazemos ¢; = s(ty) para ser possivel a implementacao no Geogebra.

Vejamos:

b= 360.9
L]

R=13

@
c=0
®

Invaluta

Figura 2.44: Involuta da Epicicloide. Comparativo

Veja na imagem que o rastro vermelho, pontos da extremidade do fio que enrola e
desenrola,coincide com a curva em azul, curva esta a involuta da epicicloide calculada
acima. Portanto, com este exemplo, vemos que o processo criado no Geogebra tem

validade.
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Agora, como nao é possivel o calculo da involuta para a Epitrocoide, utilizaremos

o método no Geogebra para podermos ter uma ideia das involutas quando A # 1.

HHTT
N

-/ 5. 10 15 20

pitrocoide

(b) c=-0,1,r=1,5e R=3 (c)e=-0,4,r=3eR=3

Figura 2.45: Involuta da Trocoide (A # 1)
Da mesma forma da trocoide, podemos analisar algumas caracteristicas das invo-
lutas da epitrocoide. A funcao Rastro do Geogebra provoca este efeito pontilhado,

mas mesmo com essa limitagao é possivel ter uma ideia da involuta da epitrocoide para

alguns casos.
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2.4.4.5 Involuta da Hipocicloide

Agora, utilizando a hipocicloide, vamos calcular e sua involuta e discutir os resul-
tados.

Equacoes da hipocicloide: utilizar as tabelas 1 e 4, no Apéndice A.

Usando a relagdo: v/2|sin(“H)| = /1 — cos(wt + 1)

A funcao comprimento de arco é:

S() - s(ts) = / ()| dr

t
= 2rw /
to

4rw

wT +T
2

)| dr

sin(

(cos(“LE) — cos(#iet)) | se  sin(“LH) >0

(cos(#Lt) — cos(2ieto)) | se  sin(¥Lt) <0

Utilizando o céalculo desta forma podemos analisar a involuta para qualquer valor
de t. Para isso, utilizando a equacao 2.22, podemos calcular a involuta da hipocicloide.
OBS: utilizaremos a constante do célculo da involuta como sendo ¢;, para diferenciar

de ¢ que aparece na equacgao da hipotrocoide. Vejamos:

i) = x(t)+ (e — s(E)(t)
— r(welt) — q(t)) + (o1 — s(t) 2D = fffﬁf ‘))

2rw ’sm

Utilizando o Geogebra, vamos analisar a involuta da hipocicloide. Variando o valor
de ¢ obtemos involutas diferentes, mas para ser possivel implementar no Geogebra,

utilizaremos ¢ = s(tp).
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Raio das Circunferéncias
R=&

0 2
oluta Hipogicloid)

Evoluta Hipocicloide

DH\pmruwme(o\q) DEvu\ula
H\pucm\mde(}bn Evo\uta Iﬂvu\ula
DH\putrocowde(}M) DEW'UM

Figura 2.46: Hipocicloide: A =

1, » = 1, R = 5, Involuta: hipocicloide - Preto

(hipocicloide), lilas (evoluta) e verde (involuta).

Novamente podemos observar que a evoluta da involuta é a curva original e vice-
versa.

Alterando r podemos obter outras imagens, vejamos.

voluta Hipocicloide

Figura 2.47: Involuta da Hipocicloide - Preto (hipocicloide), lilas (evoluta) e verde

(involuta).
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2.4.4.6 Involuta da Hipotrocoide

Da mesma forma, podemos tracar a involuta da hipotrocoide utilizando-se do pro-
cesso heuristico, uma vez que sua construgao algébrica nao é possivel, pois surge uma
integral que nao possui solu¢ao no calculo da funcao comprimento de arco.

Antes, a fim de verificar a eficacia do método, comparamos a involuta calculada
algebricamente e a tracada através do método heuristico.

Involuta da epicicloide: método heuristico versus método algébrico

Utilizando a funcao Comprimento do Geogebra, vamos tracar a involuta mecani-
camente.

Novamente aqui fazemos ¢; = s(ty) para ser possivel a implementagao no Geogebra.

Vejamos:

H Hipocitioiche-y

Figura 2.48: Involuta da Epicicloide. Comparativo

Novamente a curva azul (involuta da hipocicloide) coincide com os pontos ver-
melhos, rastros da involuta tracada pelo processo heuristico. Portanto, o processo

montado é valido.
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Agora, iremos tracar a involuta das curvas hipotrocoides. Utilizaremos ¢; = s(t,)

para ser possivel a implementacao no Geogebra.

ipocicloide

Involuta  «

(a) c=0,5,r=1e R=4

Hipgticloide
Involuta

ia
.

Invaluta

(b)yc=-0,8,r=1e R=4 (¢c)c=-0,3,r=2e R=4

Figura 2.49: Involuta da Hipotrocoide (A # 1)

Mesmo nao tendo muita nitidez por conta do tragado da involuta, podemos ter uma
aproximacao da involuta para os casos em que A\ #. Podemos comparar com a curva

obtida, a evoluta e a involuta para estes casos.
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Capitulo 3

Proposta de atividade para o Ensino
Meédio

O estudo de Curvas Planas no Ensino Médio, a primeira vista, poderd ser questio-
nado, uma vez que para o mesmo é necessario mecanismos e conteidos da matematica
que nao sao apresentados aos alunos do ensino basico, como por exemplo o calculo
diferencial e integral. Porém, é possivel apresentar aos alunos conceitos e defini¢oes
ofertando a eles os resultados necesséarios para a sua anélise.

Os PCNs ([3]) nos diz que a matemética tem o objetivo de apresentar ao aluno
o conhecimento de novas informagoes, e com isso possibilitar o seu aprendizado. O
incentivo a pesquisa também ¢é de grande importancia para que o mesmo amadureca
e construa seu proprio conhecimento. Apresentar uma reflexdo sobre a relacao entre
matemética e tecnologia ¢ essencial. Ainda nesta discussao, os PCNs ([3]) nos alerta
para o impacto da tecnologia, que vai exigir do ensino da matemética uma abordagem
que desenvolva habilidades para o aluno reconhecer e se orientar no mundo tecnolégico.

Conforme podemos notar, o aluno ao trabalhar com a linguagem matematica e a
tecnologia, passa a ter dominio na sele¢ao de informacoes, analise e tomada de deci-
soes. Devemos ofertar ao aluno a possibilidade de descoberta de suas habilidades e seu
amadurecimento.

Diante desta discussao, abordar o tema de Curvas Planas no Ensino Médio, além
de possivel, ¢ uma oportunidade para o aluno adquirir novas habilidades e novos ques-

tionamentos. utilizando-se para isto o Geogebra, software este que auxilia no processo
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de ensino-aprendizagem como ja discutido anteriormente.

Analisando a relagdo entre o conhecimento matemético e a tecnologia, propomos
aqui um estudo das curvas planas utilizando o Geogebra. Para isso, deixaremos uma
proposta de atividade no fim deste trabalho que contribui para sua aplicacao no Ensino
Médio. Durante a apresentacao dos conceitos e defini¢coes sobre curvas planas, fomos
apresentando uma anélise baseada no Geogebra. A leitura deste trabalho proporciona
aos professores, que queiram utilizar este tema em sala de aula, orientagoes e mostra
pontos interessantes de serem abordados.

As propostas aqui deixadas em forma de planos de aula sao abordagens que podem

ser trabalhadas e aprofundadas pelos leitores a fim de obter o melhor proveito do tema.
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Consideracoes Finais

Durante o desenvolver deste trabalho, tinhamos por objetivo contribuir para o pro-
cesso de ensino-aprendizagem de curvas planas, buscando sempre valorizar a parte
geométrica, utilizando-se de recursos da geometria diferencial. Para tanto, optamos
em utilizar o software Geogebra por “acreditar” ser um facilitador neste processo de
aprendizagem matematica.

Digo aqui “acreditar” entre aspas, pois nao partimos de uma mera opiniao, mas
de varios estudos que foram consultados, de varias anélises feitas e que mostraram a
importancia do Geogebra como recurso facilitador no processo de ensino-aprendizagem.
Além disso, no decorrer do trabalho, realizamos estudos sobre curvas planas que s6
foram possiveis gracas aos recursos desta ferramenta.

Através das discussoes apresentadas, construimos analises que, com toda certeza,
contribuem de forma significativa ao estudo das curvas planas. Ao trabalhar com o Fa-
tor de Curvatura ¢(t), o Fator Osculador ¢(t), comparando-os com a Curvatura x(t)
e com o raio de curvatura p(t), conseguimos realizar analises de forma mais simples e
com maior clareza. Realizando uma juncao entre essas grandezas e a possibilidade de
visualizar os resultados de forma geométrica, através do Geogebra, contribuimos com
o processo de ensino-aprendizagem de curvas planas. As discussoes sobre evoluta e
involuta também foram realizados de maneira a facilitar a compreensao destes concei-
tos. Conseguimos verificar que a evoluta e a involuta se relacionam de maneira inversa,
assim como a derivada e a integral. Este resultado ainda foi discutido de maneira algé-
brica e geométrica através do Geogebra. O uso do Geogebra permitiu realizarmos um
estudo sobre involutas até entao nao abordados na literatura, uma vez pela dificuldade
de resolucao de integrais que compoe o célculo da fun¢ao comprimento de arco.

Ao desenvolver este trabalho, produzimos 4 tabelas (apresentadas no Apéndice
A) que contém relacoes mateméticas que nos auxiliaram. Apresentamos ainda, uma

forma de escrita, utilizando-se de Auziliares (veja tabela 1) que compoe nossa escrita
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e resolucao de equagoes em diversos momentos. Tais resultados poderao ser utilizados
por professores e alunos, dentro da disciplinas que abordam o tema, ou até mesmo, em
trabalhos de conclusao de curso, dissertacoes ou teses.

Utilizando-se da ferramenta Geogebra, conseguimos melhorar a visualizagao de con-
ceitos e definicoes, até entao trabalhados de forma quase que exclusivamente algébrica.
A visualizacao, através desta ferramenta de ensino, auxilia alunos e professores no es-
tudo do tema. Ao discuti-lo no decorrer do trabalho de forma a conectar a algebra
a geometria, estamos sugerindo uma abordagem que chama mais atengao ao piblico.
Poder comparar seus resultados algebricamente e geometricamente em uma mesma
tela e de forma instantanea, facilita o pensamento e anéalise critica sobre tal contetido
matematico.

Explorando os recursos disponiveis no software Geogebra, conseguimos atingir nosso
objetivo com este trabalho. Além de discutir e estudar conceitos sobre curvas planas,
mostramos também que o Geogebra é uma ferramenta de grande capacidade, sendo um
grande facilitador no processo de ensino-aprendizagem. Com sua linguagem simples,
mas com seus recursos extraordinarios é possivel desenvolver véarios estudos que irao
auxiliar o professor & atingir seus objetivos junto aos alunos.

Além do uso do Geogebra, este estudo ainda foi capaz de abordar alguns conceitos
pouco discutidos, porém bastante interessantes. Estudo como o do fator osculador,
evoluta e involuta sao passados despercebidos, mas que sao conceitos que podem ser
trabalhados para chamar a atencao do aluno para o conhecimento matemaético.

Realizando uma juncgao entre o conteido discutido, exemplos e analises feitas com
a ferramenta Geogebra, produzimos resultados bastantes interessantes que poderao
servir de base para outros estudos.

Finalizando, as propostas de atividades para o ensino médio servirao de base para
alunos e professores discutirem o tema dentro do ensino da matematica. Ao propor uma
investigacao de alguns conceitos da matematica aliado a tecnologia, proporcionamos
aos alunos a descoberta de novas habilidades como discussao de informacgoes, analises
de resultados, questionamentos, novas descobertas, releitura do ambiente, adequacao
as novas necessidades, etc. Estas habilidades sao necessarias ao desenvolvimento inte-
lectual do aluno, Se o professor, dentro de sala de aula, consegue desenvolvé-las nos
alunos, o seu objetivo perante ao ensino, nao s6 da matematica, foi cumprido com

éxito.

75



Referéncias Bibliograficas

1]

2]

3]

4]

[5]

[6]

7]

8]

ALENCAR, H.;SANTOS, W., Geometria Diferencial das Curvas Planas. Edi-
tora da UFG, Volume Unico, 2002.

BERTI, G.C., Curvas descritas mecanicamente e Geoge-
bra: uma proposta destinada ao ensino médio. Dissertacao
(PROFMAT) - UFMS/RS, Santa Maria - RS, 2015. Disponivel em:
http:/ /repositorio.ufsm.br /bitstream /handle /1/10943 /BERT1%2¢%20GUSTAVO
%20CAMARGO.pdf?sequence=1&isAllowed=y. Acesso em 08 de fevereiro de
2018.

BRASIL. Ministério da Educagao. Secretaria de Educacao Média e Tecnologia Pa-

rametros Curriculares Nacionais (Ensino Médio). Brasilia: MEC, 2000.

CARVALHO, M.T.C.R., Evolutas, Involutas e Roulettes. Dissertagdo (Mestrado

em Matematica para Professores), Departamento de Matematica - U. Porto -
Portugal, 2013.

D’AMBROSIO, U., Educacao matemdtica: da teoria a prdtica. Campinas -
SP, Papirus, 1996.

DELGADO, J.;FRENSEL, K.;CRISSAFF, L., Geometria Analitica. Colecao
PROFMAT, 22 ed., Rio de Janeiro - RJ, SBM, 2017.

GUIDORIZZI, H. L., Um Curso de Cdlculo. Vol. 1, Sao Paulo - SP, LTC Editora,
2001.

MIYASAKI, R., Um estudo de curvas planas utilizando o Geogebra.
Dissertacdo (PROFMAT) - UFG/GO, Goiania - GO, 2017. Disponivel em:
https:/ /repositorio.be.ufg.br/tede/bitstream /tede /7153 /5/Disserta% C3% A7%C3

76



%A30%20-%20Rodrigo%20Miyasaki%20-%202017.pdf. Acesso em 15 de dezembro
de 2017.

[9] MORAES, C. F., Geometria analitica: explorando conceitos do Ensino
Médio com o uso de animagées no Geogebra. Dissertacio (PROFMAT),
Instituto de Matemaética, Estatistica e Fisica - UFRS/RS, Rio Grande - RS, 2016.

[10] TENEBLAT, K., Introdu¢ao a Geometria Diferencial. 2* ed., Sao Paulo - SP,
Editora Edgard Blucher, 2008.

77



APENDICE A - Equacées e Auxiliares

Neste apéndice sao apresentadas as equacoes utilizadas e desenvolvidas neste tra-
balho para estudo de algumas curvas planas. Nao mostramos o desenvolvimento passo-
a-passo de todas elas, mas o leitor podera chegar a estes resultados utilizando-se da

bibliografia citada e com o desenvolvido neste trabalho.
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Tabela 1: Auxiliares

Representacao Valor Derivada (em relagao a t)
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cost
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Fonte: Proprio autor
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Tabela 2: Trocoide

Nome Representacao Valor
Curva r(t) r(ti+j— Ap(t))
Lambda A 1+ %
Omega w -
Vetor velocidade r'(t) ri+ Aq(t))
Vetor aceleracao r’(t) rApP(t)
Vetor normal r'(t) r(j — Ap(t))
t
Comprimento do arco s(t) — s(to) / V1 + A2 — 2\ cosTdr
to
Quadrado da velocidade v(t)? r2(1+ A% — 2\ cos(t))
Determinante D(t) =r'(t) -1 (t) r2X(cos(t) — A)
D(t) A(cost — )
Fator de Curvatura Y(t) = o(1)? 52— 2hcost
1 1+ A2 —2\cost
Fator Osculad ) = —=
ator Osculador o(t) o0 Neost — N
Evoluta c(t) rti + (1 + (1) — Ap(t))
Involuta i(t) r(t) + (¢ — s(t))t(t)

Fonte: Proéprio autor
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Tabela 3: Epitrocoide

Nome Representacao Valor
Curva r(t) r(we(t) — Ae(wt))
Lambda A ‘ j: L>0
Omega w ftr >1
r
Vetor velocidade r'(t) rw(f(t) — M (wt))
Vetor aceleracao r'’(t) rw(Awe(wt) — e(t))
Vetor normal r'(t) rw(e(wt) — e(t))
t
Comprimento do arco s(t) — s(to) / rwy/1 4+ X2 — 2\ cos(wT — 7)dT
to
Quadrado da velocidade v(t)? r?w?(1 4+ A\? — 2) cos(wt — t))

Determinante

Fator de Curvatura

Fator Osculador

Evoluta

Involuta

_ D@

¢(t) - v(t)2
1

p(t) = o)

o]

—~
~

S—

r?w?(1+ Mw — A1 + w) cos(wt — t))

1+ Nw — A1+ w) cos(wt — t)
1+ A2 — 2\ cos(wt — t)

1+ A% — 2\ cos(wt —t)
14+ XNw — A1+ w) cos(wt —t)

rw(l = p(t))e(t) — rA(l — we(t))e(wt)

r(t) + (c = s(1))t(t)

Fonte: Préprio autor



Tabela 4: Hipotrocoide

Nome Representacao Valor
Curva r(t) r(we(t) — Aq(wt))
Lambda A : i_ ©>0
Omega w R=r >0
”
Vetor velocidade r'(t) rw(f(t) — Ap(wt))
Vetor aceleracao r’(t) rw(—e(t) + dwqg(wt))
Vetor normal r'(t) rw(—e(t) — Ag(wt))
t
Comprimento do arco s(t) — s(to) / rwy/1+ X2 — 2\ cos(wT + 7)dT
to
Quadrado da velocidade v(t)? r?w?(1 4+ A% — 2\ cos(wt + t))
Determinante D) =1/(t) - () 12w (1 — XNw+ Aw — 1) cos(wt + 1))
D(t) 1 — Nw+ Aw — 1) cos(wt + t)
Fator d t t) =
ator de Curvatura Y(t) o(1)? T A — 2\ cos(wt + 1)
1 1+ A? — 2\ cos(wt + t)
Fator Osculad t) = —=
ator Lseriador o0 =00 1— A2+ Mw — 1) cos(wt + 1)
Evoluta c(t) rw(l —o(t))e(t) — rA(l + we(t))q(wt)
Involuta i(t) r(t) + (c — s(t))t(t)

Fonte: Préprio autor



Tabela 5: Involuta

Nome Representacao Valor
Curva i1 (1) + (c — s(2)8(1)
Vetor velocidade i'(t) (¢ = s(t)(t)n(t)
Vetor aceleracao i'(t) —v(t)Y()n(t) — (c — s(t))w(t)*t(t)

+(c = s()y'(1)n(t)

Vetor normal i(t) —(c— s(t)v(B)()
Velocidade v; (t) (c—s(t)Y(t)

Determinante  Dj(t) = 1(t) - i'(¢) (c — s(t)2(t)?
Fator de Curvatura V(t) = fzgg W(t) = 11))(1(51)2
Fator Osculador ©i(t) = %L(t) o(t) = 11})(2;
C t t !
urvatura ki(t) Py
Raio de Curvatura pi(t) c—s(t)

Fonte: Proprio autor
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APENDICE B - Protocolo de

Construcao no Geogebra

Cicloide e Trocoide: Evoluta e Involuta
Protocolo de Construgao: Curvas

1. Usando a ferramenta controle deslizante crie o angulo a com os valores iniciais e

finais de sua preferéncia.
2. Com a mesma ferramenta crie os numeros r de 0 até 5 e b de —r até r.

3. Com o comando Curva(<FEzpressio>, <FErpressao>, < Varidvel>, <Valor Ini-
cial>, <Valor Final>) insira a equagao parametrizada da Trocoide, com a va-
ridvel ¢, com valor inicial 0 e valor final a. A curva receberd um nome, aqui

assumirei que seu nome sera c

4. Com isso, ira surgir na tela o grafico da Trocoide. Variando o controle deslizante

b obtemos os casos da cicloide, cicloide encurtada ou cicloide alongada.

5. Para melhor visualizagao, iremos inserir o circulo e marcar o ponto do mesmo que
gera as curvas. Para isso, no campo de entrada digite A = (1 % a,r) para marcar
o centro do circulo. Com a ferramenta Circulo dados Centro e Raio construa o

circulo de centro A e raio 7.

6. No campo de entrada digite B = c(a), com isso sera criado o ponto B que
representa o ponto da curva criada no item 3 no instante selecionado. Este ponto

¢ o ponto do circulo criado no item 5 que gera a curva.
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J& temos o basico para explorar algumas caracteristicas da Trocoide. Se desejar,
crie outro controle deslizante e inclua uma nova curva com base neste controle desli-
zante, fazendo com que seja possivel obter duas ou trés curvas (trocoide com A < 1,
trocoide com A > 1 e cicloide A = 1) em uma mesma tela, ajudando na analise de suas
semelhancas e diferencas. Se deseja, pode incluir comandos para exibir e esconder os
objetos, o que é interessante no momento do estudo.

Com o comando Comprimento(<Curva>,< Valor de t Inicial>,< Valor de t Final>)
é possivel calcular o comprimento do arco das referidas curvas, o que pode ser de grande
importancia nas analises que vao surgindo.

Evoluta da Trocoide

1. Novamente com o comando Curva... podemos incluir a equacao da evoluta da
trocoide conforme foi apresentado no trabalho. Basta inserir a equagao da evoluta
da trocoide ja apresentada. Com esse recurso podemos analisar o comportamento

da evoluta e estuda-la.
Involuta da Cicloide

1. Usando a equacao da involuta da cicloide que obtemos nas se¢oes do trabalho, po-
demos visualiza-la no Geogebra. Para isso, novamente utilize o comando Curva...,

inserindo seu grafico na tela e realizando seu estudo.

Lembre-se, que devido as limitacoes na resolucao das integrais, s podemos analisar

a involuta da cicloide, nao sendo possivel visualizi-la para os casos em que A # 1.
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Epicicloide e Epitrocoide: Evoluta e Involuta
Protocolo de Construgao: Curvas

1. Usando a ferramenta controle deslizante crie o angulo a com os valores iniciais e

finais de sua preferéncia.

2. Com a mesma ferramenta crie os ntimeros r de 0 até 5, R de 0 até 5 e ¢ de —r

até r.

3. Com o comando Curva(<FEzpressio>, <Frpressao>, <Varidvel>, <Valor Ini-
cial>, <Valor Final>) insira a equacdo parametrizada da Epitrocoide, com a
variavel t, com valor inicial 0 e valor final a. A curva receberd um nome, aqui

assuiirei que seu nome sera b

4. Com isso, ird surgir na tela o grafico da Epitrocoide. Variando os controles
deslizantes ¢, r, R e a obtemos as imagens da curva epitrocoide bem como seus

Casos.

Como a epitrocoide é gerada por um ponto contido no plano de um circulo de raio
r que gira, sem deslizar, sobre um circulo de raio R, iremos incluir no Geogebra

estes circulos, a fim de melhorar a visualizacao das curvas.
5. Digite no campo de entrada x® + y*> = R? para criar o circulo de raio R.

6. No campo de entrada digite z* + y* = (r + R)? para criar um circulo auxiliar

onde ird ser o centro do nosso circulo de raio r.

7. Novamente no campo de entrada digite A = (cos(a),sin(a)) * (R 4 r) para criar

o ponto A que serd o centro do circulo de raio 7.

8. Com a ferramenta Circulo dado Centro e Raio construa o circulo de centro A e

raio r. Este serd o circulo que gira sobre o circulo de raio R

9. Digite B = b(a) para criar o ponto do plano do circulo de raio r que gera as

curvas quando este gira sobre o circulo de raio R.

Implemente seu applet da maneira que desejar. Novamente, seguindo o mesmo
procedimento, pode-se criar novas curvas com referéncia em outros controles deslizan-
tes, o que pode facilitar no momento de realizar uma comparagao entre epicicloide e

epitrocoide por exemplo.
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Evoluta da Epitrocoide

1. Como apresentamos a equacao da evoluta da epitrocoide, para inclui-l4 no Geo-
gebra, basta utilizar o comando Curva .... Com isso, pode-se realizar as analises

pretendidas.
Involuta da epicicloide

1. Da mesma forma, podemos incluir a involuta da epicicloide, para isso basta in-
cluir a equacao parametrizada da involuta da epicicloide discutida na teoria no

Geogebra, seguindo os mesmos passos do item anterior.

Novamente, devido as limitagoes do calculo, nao serd possivel a analise da involuta

da epitrocoide, pois A # 1.
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Hipocicloide e Hipotrocoide: Evoluta e Involuta
Protocolo de Construgao: Curvas

1. Usando a ferramenta controle deslizante crie o angulo a com os valores iniciais e

finais de sua preferéncia.

2. Com a mesma ferramenta crie os ntimeros r de 0 até 5, R de 0 até 5 e ¢ de —r

até r.

3. Com o comando Curva(<FEzpressio>, <FErpressao>, < Varidvel>, <Valor Ini-
cial>, <Valor Final>) insira a equacao parametrizada da Hipotrocoide, com a
variavel ¢, com valor inicial 0 e valor final a. A curva receberd um nome, aqui

assumirei que seu nome sera b

4. Com isso, ira surgir na tela o grafico da Hipotrocoide. Variando os controles
deslizantes ¢, r, R e a obtemos as imagens da curva Hipotrocoide bem como seus

Casos.

Como a Hipotrocoide é gerada por um ponto contido no plano de um circulo de
raio r que gira, sem deslizar, sobre o lado interno de um circulo de raio R, iremos

incluir no Geogebra estes circulos, a fim de melhorar a visualizacao das curvas.
5. Digite no campo de entrada x*® + y*> = R? para criar o circulo de raio R.

6. No campo de entrada digite 2 + y* = (R — r)? para criar um circulo auxiliar

onde ira ser o centro do nosso circulo de raio r.

7. Novamente no campo de entrada digite A = (cos(a),sin(a)) * (R — r) para criar

o ponto A que sera o centro do circulo de raio 7.

8. Com a ferramenta Circulo dado Centro e Raio construa o circulo de centro A e

raio r. Este serd o circulo que gira sobre o circulo de raio R

9. Digite B = b(a) para criar o ponto do plano do circulo de raio r que gera as

curvas quando este gira sobre o circulo de raio R.

Variando os controles deslizantes obtemos as diversas curvas, com seus casos (A = 1

e A # 1) do mesmo modo ja relatado nos outros casos.
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Evoluta da Hipotrocoide

1. De posse da equacao da evoluta da hipotrocoide, para inclui-l4 no Geogebra,

basta utilizar o comando Curva .... Pode-se agora realizar os estudos.
Involuta da Hipocicloide

1. Da mesma forma, podemos incluir a involuta da hipocicloide, basta incluir a

equacgao parametrizada da involuta da hipocicloide.

Lembre-se, novamente devido as limitacoes do célculo, nao serd possivel a visuali-

zacao da involuta da hipotrocoide, pois A # 1.
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APENDICE C - Planos de aula:

atividade no Ensino Médio

Apresentaremos aqui 3 planos de aula que contemplam o estudo de Curvas Planas no
Ensino Médio. Apesar de ser direcionado ao Ensino Médio nada impede de realizarmos
uma adequacao e aplicarmos este tema utilizando o Geogebra no Ensino Superior. Pelo
contrario, a utilizacdo desta ferramenta auxilia no processo de ensino-aprendizagem
proporcionando o desenvolvimento de novas habilidades.

Apresentamos uma proposta para:
1. Cicloide e Trocoide;
2. Epicicloide e Epitrocoide: e

3. Hipocicloide e Hipotrocoide.
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Plano de Aula: Cicloide e Trocoide

Data:
Sequéncia Didatica:

Geometria Analitica, Relacdo entre Algebra e Geometria, Parametrizacio, Curvas
Planas: Cicloide e Trocoide.

Competéncias e Habilidades:

Desenvolvimento de habilidades como: analisar informacoes, questionar resultados,
propor alteracoes para novas analises, compreender a ligagao entre adlgebra e geometria.
Com a atividade, busca melhorar o raciocinio do aluno, fazendo com que o mesmo
interprete resultados obtidos e a partir destes faca anéalises e discuta o tema.
Metodologia:

O professor apresentara o tema da Cicloide e Trocoide, se necessario podera fazer
uma contextualizacao historica. Adequando o contetdo ao nivel de ensino, o professor
apresenta as equacoes da trocoide, apresentando os seus casos, ainda mostrando as
definicoes de curvatura, evoluta e involuta.

Agora passaremos para as discussoes utilizando-se do Geogebra. Neste momento
o professor poderé fazé-lo de duas formas: somente o professor utiliza a ferramenta e
mostra aos alunos ou os proprios alunos poderao explorar o recursos. As duas formas
sao validas.

Feita as construgoes no Geogebra, os alunos ja percebem a relacao entre a Geome-
tria e a Algebra. Com a manipulacio da ferramenta, pode-se explorar os resultados.
Questionamento sobre a cicloide, a trocoide, evoluta e involuta sao desejaveis para atin-
gir os objetivos propostos. O professor sabendo das possiveis discussoes ja realizadas
neste trabalho poderd direcionar as anélises. Resultados como evoluta da involuta e
involuta da evoluta devem ser trabalhados. A conclusdo: a evoluta da cicloide é uma
cicloide, a evoluta do trocoide nao é uma trocoide, deve ser explorada.

Apos, trabalhar com alguns exercicios para fixar os conceitos e provocar novas
descobertas. Mostrar aos alunos o problema da Braquistdcrona e da Tautdcrona.

Abrir aqui um chamativo para o estudo da epicicloide e da hipocicloide, questio-
nando qual curva surge se alterarmos a diretriz (base).

Recursos Didaticos:
Livros, computador, data-show, sala de informatica (se possivel).

Avaliacao:
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Analisar a compreensao dos conceitos através das discussoes e questionamentos
levantados durante a aula.
Bibliografia:

(4], [6] e [9]

Assinatura do Professor Assinatura da Coordenacao
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Plano de Aula: Epicicloide e Epitrocoide

Data:
Sequéncia Didatica:

Geometria Analitica, Relacdo entre Algebra e Geometria, Parametrizacio, Curvas
Planas: Epicicloide e Epitrocoide.

Competéncias e Habilidades:

Desenvolvimento de habilidades como: analisar informacoes, questionar resultados,
propor alteracoes para novas analises, compreender a ligagao entre adlgebra e geometria.
Com a atividade, busca melhorar o raciocinio do aluno, fazendo com que o mesmo
interprete resultados obtidos e a partir destes faca anéalises e discuta o tema.
Metodologia:

Relembrando o tema da aula anterior: cicloide e trocoide. No fim da aula o profes-
sor questionou o que acontece se alterar a base da curva rolante. Com isso, faz-se uma
introducao e mostra as curvas epicicloide e epitrocoide. O professor apresenta aos alu-
nos as equacoes parametrizadas das curvas mostrando os casos especiais da epitrocoide.
Mostra aos alunos ainda a evoluta e a involuta

Com a ajuda do Geogebra, o professor dever conduzir os alunos a construir tais
curvas e produzir um ambiente para as analises que vao ser propostas. Como exemplo,
o professor deve fazer alguns questionamentos e mostrar a possibilidade de uso desta
ferramenta.

Neste momento surge curvas fechadas e um dos questionamentos alunos é sobre a
relacao entre os raios das circunferéncias. O que esté relacao diz sobre as curvas? Seréd
que isto influencia na quantidade de voltas devemos ter para obter curvas fechadas?

Novamente o professor deve fazer com que o aluno questione as caracteristicas da
evoluta e da involuta. Sera que os mesmos resultados obtidos para a cicloide sao validos
para a epicicloide?

Exercicios serao propostos para contribuir com as anéalises e despertar novas desco-
bertas nos alunos.

Questionar aos alunos qual a curva que gera ao girar a circunferéncia dentro de
outra circunferéncia, abrindo discussao para a proxima aula sobre Hipocicloide e Hi-
potrocoide.

Recursos Didaticos:
Livros, computador, data-show, sala de informatica (se possivel).

Avaliacao:
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Analisar a compreensao dos conceitos através das discussoes e questionamentos
levantados durante a aula. Habilidades desenvolvidas na discussao e investigagao das
curvas.

Bibliografia:

4], [6] e [9]

Assinatura do Professor Assinatura da Coordenagao
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Plano de Aula: Hipocicloide e Hipotrocoide

Data:
Sequéncia Didatica:

Geometria Analitica, Relacdo entre Algebra e Geometria, Parametrizacio, Curvas
Planas: Hipocicloide e Hipotrocoide.

Competéncias e Habilidades:

Desenvolvimento de habilidades como: analisar informacoes, questionar resultados,
propor alteracoes para novas analises, compreender a ligagao entre adlgebra e geometria.
Com a atividade, busca melhorar o raciocinio do aluno, fazendo com que o mesmo
interprete resultados obtidos e a partir destes faca anéalises e discuta o tema.
Metodologia:

Como o professor na aula sobre epicicloide e epitrocoide introduziu os conceitos de
hipocicloide e hipotrocoide, o professor deve relembrar os passos feitos e introduzir os
conceitos de hipocicloide e hipotrocoide. Neste momento, o professor deve apresentar
os conceitos e equacoes parametrizadas destas curvas, bem como mostrar a evoluta e
involuta.

Com a ajuda do Geogebra, o professor dever conduzir os alunos a construir tais
curvas e produzir um ambiente para as analises que vao ser propostas. Como exemplo,
o professor deve fazer alguns questionamentos e mostrar a possibilidade de uso desta
ferramenta.

Neste momento surge curvas fechadas e um dos questionamentos alunos é sobre a
relacao entre os raios das circunferéncias. O que esté relacao diz sobre as curvas? Seréd
que isto influencia na quantidade de voltas devemos ter para obter curvas fechadas?

Questionamentos parecidos com os ja vistos com as outras curvas devem surgir.
Aproveitar este momento para analisar as questoes sobre evoluta e involuta. Seré
que o formato da evoluta é analogo ao ja visto? Trabalhar as analises das curvas ao
mudar parametros devem ser abordados. Novamente levar a discussao sobre a relagao
entre os raios das circunferéncias devem aparecer, mostrando que ao mudar os raios
das circunferéncias diretriz e geratriz obtemos curvas com formatos diferentes e que
possuem periodos diferentes.

Exercicios serao propostos para contribuir com as anéalises e despertar novas desco-
bertas nos alunos.

Terminando, pode-se instigar os alunos a realizar uma pesquisa sobre outras curvas

planas e o seu possivel desenvolvimento no Geogebra.
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Recursos Didaticos:

Livros, computador, data-show, sala de informatica (se possivel).
Avaliacao:

Analisar a compreensao dos conceitos através das discussoes e questionamentos
levantados durante a aula. Habilidades desenvolvidas na discussao e investigacao das
curvas.

Bibliografia:

(4], [6] e [9]

Assinatura do Professor Assinatura da Coordenacao
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