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Resumo

Neste trabalho tratamos da classificacao dos grupos de friso. Para realizar este
objetivo abordamos elementos basicos da estrutura algébrica de grupo bem como apre-
sentamos transformacoes geométricas, entre estas destacamos: translacoes, reflexoes,
rotacoes e reflexao com deslizamento. Além disso, localizamos este assunto como topico
da estrutura curricular do Ensino Fundamental e executamos uma atividade em sala
de aula em que os alunos criaram frisos ornamentais.

Palavras-chave: Grupos de Friso, Transformacoes geométricas, Isometrias, Simetrias.



Abstract

In this work we deal with the classification of frieze groups. In order to accomplish
this objective we approach basic elements of the algebraic group structure as well as
present geometric transformations, among which we highlight: translations, reflections,
rotations and glide reflection. In addition, we locate this subject as a topic of the
curricular structure of Elementary School and perform a classroom activity in which
the students created ornamental friezes.

Keywords: Frieze Groups, Geometric Transformations, Isometries, Symmetries.
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1 Introducao

Neste trabalho usamos [1| como referéncia principal.

O nosso objetivo é mostrar a classificacao dos grupos de friso. Para isso, inicia-
mos tratando de grupos e algumas de suas propriedades. Em seguida, apresentamos
as defini¢oes e propriedades de algumas transformagoes geométricas, a saber: transla-
¢oes, reflexdes e rotagoes; fazemos um estudo sobre as propriedades obtidas a partir
da composicao dessas transformacgoes, sua paridade e pontos fixos, para assim con-
seguirmos definir mais uma transformagao utilizada: a reflexao com deslizamento e
entao demonstrarmos o teorema principal, que mostra que existem apenas sete grupos
de friso e como cada um deles é gerado. Para finalizar, apresentamos uma atividade
desenvolvida com alunos do ensino fundamental, que consistia em fazé-los criar frisos
ornamentais.

Este trabalho esta organizado como segue.

O segundo capitulo trata de nogoes béasicas de grupo, através da sua definicao,
exemplos e propriedades, além disso, nesse capitulo também trabalhamos o conceito
de subgrupo e grupo ciclico.

No terceiro capitulo vamos apresentar as notacgoes, defini¢oes e os resultados que
serao utilizados no capitulo seguinte. Para isso ja admitimos sabidas nog¢oes basicas
da Geometria Euclidiana, a saber, noc¢oes de ponto, plano, reta, segmento, ponto mé-
dio, raio, triangulo, angulo, medida angular, coeficiente angular de retas, paralelismo e
perpendicularismo entre retas, bem como suas notagoes. Para mais informagoes con-
sulte [4]. A primeira se¢ao desse capitulo apresenta todas as definigoes necessarias; a
segunda secao trata sobre as Colineacoes e mostra que todas as transformacoes geo-
métricas formam um grupo, denotado por G, e o conjunto de todas as colineagoes é
um subgrupo de G; a terceira secao traz as propriedades das Translagoes, e tem como
resultado final que o conjunto das translagoes, com a operacao composi¢ao, formam um
grupo abeliano; a proxima se¢ao apresenta as propriedades das Meias-Voltas e mostra
que o grupo gerado por elas contém apenas meias-voltas e translagoes; a quinta secao
aborda as Reflexoes e mostra, entre outras coisas, que as reflexdes sao isometrias; a
secao seguinte fala sobre as Isometrias e apresenta vérias propriedades relacionando
isometrias e reflexoes; a oitava segao traz os resultados sobre as Rotagoes e mostra que
assim como as translacoes, o conjunto das rotagoes com a operagao composicao tam-
bém formam um grupo abeliano; para finalizar esse capitulo apresentamos as Reflexoes
com Deslizamento, mas para tanto faz-se necessario estabelecer relagoes importantes
entre as transformagoes que apareceram anteriormente estudando seus pontos fixos e
paridade.

No quarto capitulo vamos apresentar a demonstracao do teorema central desse
trabalho, que classifica os sete grupos de friso existentes.
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O quinto capitulo traz a aplicacao que foi feita em uma sala de oitavo ano de uma
escola publica de Rio Claro e fotos dos trabalhos realizados pelos alunos.

No sexto capitulo vamos apresentar a conclusao deste trabalho e da experiéncia
realizada em sala de aula.

Ao longo do texto utilizamos intmeras figuras para ilustrar e facilitar o entendi-
mento do leitor. As figuras 3.1, 3.2, de 3.4 a 3.10 e de 4.3 a 4.9 foram retiradas do livro
[1], a 3.3 e a 4.2 foram feitas com o software Geogebra, as figuras de 5.1 a 5.7 sao fotos
das atividades realizadas pelos alunos em sala de aula e a 4.10 foi feita no Word.




2 Sobre a Estrutura Algébrica: Grupo

Neste capitulo trataremos nogoes basicas sobre grupo, através da definicao do
mesmo, bem como exemplos e propriedades. Abordaremos também subgrupos e grupos
ciclicos. Detalhes sobre este assunto e demais consideracoes podem ser encontrados em
2, 3.

2.1 Grupos

Definigao 2.1. Sejam G um conjunto nao vazio e x uma operacao bindria de G, isto

P

€,

*x:GxG—0d
(z,y) — x xy

Dizemos que (G, x) € um grupo em rela¢io a esta operagao bindria x se, e somente
se, valem as sequintes propriedades:

(a) Associativa: a* (bxc) = (a*xb)*xc, ¥V a,b,c€G;
(b) Existéncia do elemento neutro: 3e € G |a x e=a=e€ * a, ¥V a € G;
(¢) Existéncia de elemento oposto: ¥ a € G,3d € G|lax d =e=d *a.

Observacao 2.1. Dizemos que um grupo é aditivo se a operagao binaria é a adicao, e
adotamos entdo o elemento neutro e = 0 e o elemento oposto a’ = (—a). Analogamente,

dizemos que um grupo ¢ multiplicativo se sua operacao binaria ¢ a multiplicacao, e

adotamos o elemento identidade e = 1 e o elemento inverso a’ = a™!.

Proposicao 2.1. Propriedades elementares de um grupo (G, x*):
(i) O elemento neutro é inico.
(i1) Cada elemento do grupo possui um unico elemento oposto.
(11i) Quaisquer que sejam a,b € G, tem-se
o (d) =a.
o (axb) =bxd.

) Seay,...,a, € G, entao (ay *---*ay,) =a., *---*xd.
n 1

11
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(v) Quaisquer que sejam a,b,c € G, temos

axb=axc=b=c

bxa=cxa=b=c
que sao as leis do cancelamento a esquerda e a direita, respectivamente.

Demonstracao. (i) Seja e o elemento neutro de G, ou seja,

exa=a=axe,VacdG. (1)

Suponhamos agora que exista outro elemento €’ tal que, para qualquer a € G :
€' xa=a=ax*e. Em particular, para a = e temos:

exe =e.

Por outro lado, considerando a = ¢’ em (I), segue que e x e’ = ¢'.

Consequentemente,

Portanto, ¢ = e.

(ii) Se b e ¢ sao ambos elementos opostos de a em G temos

eaxb=e=0bxa;

e axC=e=cCc*xa.

Deste modo,

c=exc=(bxa)xc=bx(a*xc)=bxe=0.
Portanto, b = c.

/

(iii) Se e é o elemento neutro de G, temos a’' x (a')) = e = a’ x a , entao segue da lei

do cancelamento que (a') = a.

Provemos que (a *b)’ =V *xa’. Como G é um grupo, dados a,b € G, temos

adxa=e=axa
e

Vxb=e=0bxb.
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Deste fato e usando a propriedade associativa segue:

(axb)x (b xad)=[(axb)«xV]*xad =[ax(bxb)]*xd =(axe)xad =axd =e
e

(' xa)*x(axb)=[(/ xa')xa]xb=1[V*x(a"xa)]xb=(b'xe)xb="Vbxb=e.
Consequentemente, b’ x a’ é o elemento oposto de a * b.

Portanto, (a % b) =0 xd'.
(iv) Sejam aq,...,a, € G, provemos por meio do Principio da Indugao Finita que

(a1 %...%a,) =da,*...xa},VneN. (I)

A igualdade (1) é valida para n = 1.
Segue do item (#ii), que (/) também ¢é valida para n = 2.

Assumamos como hipdtese de inducao que a igualdade seja valida para n. Ou
seja,

ar*...xap) =a x...xd.
( ) n 1

Mostremos agora que (I) é valida para n + 1. De fato:
(a1 %...xani1) = [(a1%... % ag) *anp1] = a1 % (a1 % ... xa,) =
Qg *ap, % ...k a).

Portanto, nestas condigoes, segue do Principio de Indugao Finita que:

(ap % ...xa,) =a, x...xa},VneN,

(v) Por hipotese temos a x b = a * c. Logo,
b=exb=(dxa)xb=d *(axb)=d *(axc)=(a*xa)xc=exc=rc.
Portanto, b = c.

Analogamente, se b* a = ¢ x a, segue

!/

b=bxe=bx(axd)=(bxa)xd = (cxa)*xd =cx*(a*xd)=cxe=c

Exemplo 2.1. Grupo Aditivo dos Reais.
R munido da adi¢ao usual, (R, +) ¢ um grupo.

Exemplo 2.2. Grupo Aditivo dos Complexos.
Seja C = {z +iy;x,y € R} o conjunto dos nimeros complexos.
Admitindo o = a+bi, f = c+di, a,b,c,d € R, definimos em C a seguinte operagao:

+:CxC—C
(o, 8) — a+p:=(a+c)+ (b+ d)i.

Veja que a + 8 € C, logo + é uma operagao binaria e ainda:
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(a) Dados « = a+bi, f =c+die~y= f+ gi, elementos quaiquer em C, temos pela
propriedade associativa da adi¢ao usual em R que

a+(B+y)=a+bi+((c+f)+d+g)i)=(a+(c+[f)+ b+ (d+g)i=
(a+c)+ )+ ((b+d)+g)i=(a+c)+(b+d)i)+ f+gi=(a+ )+
Portanto, vale a propriedade associativa.

(b) Dado a = a + bi € C qualquer, usando a propriedade do elemento neutro em R
temos que 0 = 0 + 0z € C satisfaz:

a+0=(a+0)+(b+0)i=a+bi=a,
e
O+a=0+a)+(0+b)i=a+bi=a,

ou seja, existe elemento neutro para (C, +).

(c) Para cada a = a+bi € C, pela propriedade de elemento neutro de R, o elemento
—a = —a — bi é tal que

a+(—a)=(a+bi)+(—a—bi) =(a+(—a)+ b+ (-b)i=0+0i =0, e
(—a)+a=((—a)+a)+ ((=b)+b)i=04+0i=0.

ou seja, existe elemento oposto para (C,+).
Portanto, segue dos itens (a), (b) e (¢) que (C,+) é um grupo.

Definigao 2.2. Dizemos que um grupo (G, *) € abeliano ou comutativo se, e somente
se, a operacao bindria x € comutativa, isto €,

rxy=yx*xx,Vxyed.

Exemplo 2.3. Grupo Aditivo dos Inteiros.
Por propriedades da adicao usual em Z temos: V a,b,c € Z,

(c) a4+ (—a) =0=(—a)+ a,

Logo (Z,+), Grupo Aditivo dos Inteiros, é um grupo abeliano.

Exemplo 2.4. Grupo Aditivo dos Reais.
R munido da adi¢ao usual, (R, +) é um grupo abeliano.

Exemplo 2.5. Grupo Multiplicativo dos Reais nao nulos.
O par (R*,-), onde R* é o conjunto dos reais nao nulos e a operagao - é a multipli-
cacao usual, é outro exemplo de grupo abeliano.

Exemplo 2.6. Grupo Aditivo dos Racionais.
O par (Q,+) , onde Q é o conjunto dos racionais e + ¢é a adigao usual em Q, é um
grupo abeliano.
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Exemplo 2.7. Grupo Multiplicativo dos Racionais nao nulos.

Seja - a multiplicacao usual em Q e Q* o conjunto dos niimeros racionais nao nulos.
O par (Q*,-) é um grupo abeliano. Observe que Q* é fechado para esta operagao, pois
para quaisquer a,b € Q*, temos a - b # 0 e portanto a - b € Q*. Ainda,

(a) Para quaisquer a,b,c € Q*

(a-b)-c=a-(b-c);

(b) Temos que 1 é o elemento identidade de (Q*,-), ja que

a-l=a=1-a
(c) Cada elemento § € Q* tem como elemento inverso g, pois

_ab__ba_
“ba ab

4
b?

a b b
b a a
(d) Para quaisquer a,b € Q*, temos a-b=10"a.
Exemplo 2.8. Grupo Multiplicativo dos Complexos nao nulos.
Seja C* o conjunto dos nimeros complexos nao-nulos. Tomando quaisquer « e
g e C* coma=a+bief=c+di, temos a seguinte operacao:
af = (a+bi)(c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.
Veja que (C*,-) é um grupo abeliano.
Com efeito:
(a) Va,B ey € C* com a=a+bi,B =c+di,y= e+ fi, temos a(8v) = (af)y, pois
a(fBy) = (a+ bi)|[(ce — df) + (cf + de)i] =
la(ce — df) — b(cf + de)] + [a(cf + de) + b(ce — df )i =
lace — adf — bef — bde] + [acf + ade + bee — bdf|i =
[(ac — bd)e — (ad + be) f] + [(ac — bd) f) + (ad + be)eli =
[(ac — bd) + (ad + be)i](e + fi) = (afB)y =
Portanto, a(8v) = (af)7.

(b) Seja o = a + bi € C*, qualquer. Observe que 1 =1+ 0i é tal que
al = (al —b0) 4 (a0 +bl)i = a + bi = (la — 0b) + (0a + 1b)i = lav.
Logo, al = a = la.

Portanto, 1 =1+ 0i é o elemento identidade de (C*,-).

(c) Para cada a = a + bi € C*, vejamos como determinar o~ € C* tal que

Suponha o™t = ¢ + di. Veja que aa™! = 1 equivale a (a + bi)(c + di) = 1 + 04,
ou ainda, (ac — bd) + (ad + be)i = 1 + 0i.

Consequentemente, as incognitas ¢ e d devem satisfazer o seguinte sistema linear:
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ac—bd = 1,
bc+ad =

Via regra de Cramer temos que a solu¢ao deste sistema é

a
C = oy
- __ b
d = 2402

Note que a igualdade a~'a = 1 gera o mesmo sistema linear. Portanto, para

cada a = a + bi € C*, o seu elemento inverso é dado por a1 = ol ﬁi,

conforme comprovameos a Seguir.

1 . a b\
ao = (a+bi a2+b2_a2—|—bQZ =
a —-b -b . a )
“ a? + b2 —b a? + b2 Tl CL2+I)2Z +o a? + b2 ‘=
a? N b? (- ab N ab .
a2 +b2 a4+ b2 a2+b  a24+b2)

<a2+b2) . ((—ab)+(ab)>i:1+o¢:1.

a® + b? a? + b?

Analogamente, o lao =1+ 0i = 1.

(d) Para quaisquer o = a + bi, § = ¢ + di,

af = Ba.
De fato,

af = (ac — bd) + (ad + be)i = (ca — db) + (da + ¢b)i = Bav.

Portanto (C*,-), o Grupo Multiplicativo dos Complexos nao nulos, é um grupo
abeliano.

Exemplo 2.9. Grupos de Permutacoes.
Seja H um conjunto nao vazio. Denotamos por S(H) o conjunto de todas as fungoes
f:+ H — H bijetoras.
Neste conjunto definimos a operagao composigao o, (f,g) — fog,Vf,g € S(H).
O par (S(H),o) é um grupo denominando grupo das permutagoes sobre H.
Vamos entao mostrar que (S(H), o) satisfaz as condi¢oes de um grupo.

(a) A propriedade associativa é satisfeita, pois, para qualquer a € H e quaisquer f, g
e h € S(H), segue da definigao de composigao de fungoes que

((fog)oh)(a)=(fog)(h(a)) = f(g(h(a))) = f((goh)(a)) = (fo(goh))a)
Portanto, (fog)oh = fo(goh).
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(b) Para qualquer f € S(H) a fungdo identidade idy : H — H ¢é o elemento neutro
de (S(H),o). De fato, para qualquer a € H, segue que

(f oidu)(a) = [f(idu(a)) = f(a) = idu(f(a)) = (idg © f)(a).

Portanto, foidy = f =idg o f.

(c) Para cada f € S(H), como f ¢é bijetora, existe f~! € S(H) tal que

foft=idy=f"of.
Portanto, pelos itens (a), (b) e (¢) o par (S(H),0) é um grupo.

Em particular, se H = {1,2,--- ;n},n > 1, denotamos S(H) por S,, e o chama-
mos de grupo simétrico de grau n. Através de analise combinatoéria sobre os
elementos de H podemos constatar que S, é um grupo com n! elementos.

Defini¢ao 2.3. Dizemos que (G,*) € um grupo finito se o conjunto G € finito. O
numero de elementos de G é chamado de ordem do grupo G e denotado por o(QG).

Exemplo 2.10. A multiplica¢do usual dos niimeros inteiros com o conjunto {1, —1},
¢ um grupo finito de ordem 2, denotado por ({1,—1},-) e sua tabela de operagoes é
dada por:

1 |-1
1 1 |1
—1)-11

Podemos verificar que ({1, —1},-) é um grupo através dos seguintes calculos:

(a) A propriedade associativa é valida, pois

e l-(1-1)=1-1=(1-1)-1

e L-[1-(=D]=1-(=1) =(-1)=(1-1)-(=1).

e L [(-D)-=1-(-D=(C=)=(=D-1=[=1)-1-L

e (-D)-(1-D=(D-1=(=)=1-(=1)=(1-1)-(=1).

e L-[(-D)-(-D=1-1=1=(-1)- (=) =[(=1)-(=D]- L.

e (=D)-1-(=D=D)- (=D =1=(=1)- (=) =[(=1) -1 - (=1).

e (- [=D)-1=(D)-(=D=1=(-1)- (=) =[(=1-(=D]- L.

e (=D [=1)-(=Dl=(=D-1=(=)=1-(=1)=[(=1) - (=D]- (=1).
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Portanto, 1 é o elemento identidade.

(c) Existe o elemento inverso, pois
paraleG,31e€G | 1-1=1,
para—1e€ G,31e G | (-1)-(-1)=1.
Portanto, todo elemento de GG tem inverso.

Logo ({1,—1},-) é um grupo.
E ainda ({—1,1},-) é um grupo abeliano, pois satisfaz,
1

2.2 Subgrupos

Definigao 2.4. Seja (G, x) um grupo. Dizemos que um subconjunto nao vazio H C G
€ um subgrupo de G se

(i))Vaeye H=zx*xy € H;

(i1) (H,x*) tem estrutura de grupo.

Teorema 2.1. Para que um subconjunto nao vazio H C G seja subgrupo de um grupo
(G, %), € necessdrio e suficiente que

Ve,ye H=— xxy € H,

onde 1y’ € o elemento inverso de y.

Demonstracao.

(=) Por hipotese, temos H um subgrupo de G, (ou seja, para quaisquer z,y € H,
xxy € H), e também que (H,*) tem estrutura de grupo.

Queremos mostrar que para quaisquer =,y € H, zxy' € H.

Tomando ey o elemento identidade de H e eg o elemento identidade de G, vamos
primeiramente mostrar que ey = eg.

De fato, como ey é o elemento identidade de H temos ey * ey = ey, por outro
lado, como ey € H C G, segue que ey * e = ey. Logo,

€y *xeyg = eég = ey * eqg.

Assim, pela lei do cancelamento em G,

€g = €qg.

Denotamos ey = eq := e.
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Também pela lei do cancelamento segue que, para cada y € H temos ¢}, = v, onde
Yy € o elemento inverso de y em H e 3 é o elemento inverso de y em G. Com efeito,
Yryg=en=cg=y*y.

Logo, yy = v/
Consequentemente, para quaisquer x,y € H, temos

rxy =xxyy € H.

(«<=) Temos por hipotese que para todo x,y € H,z *xy € H. Queremos mostrar que
(H, ) é um subgrupo de (G,x).

(i) (H,*) tem estrutura de grupo:

a. Existéncia de elemento identidade;

Como por hipotese, para todo z,y € H,x x 1y’ € H, entao segue que e € H, pois
e=xzx2',VreH.

Como exx = © = = x e, para qualquer x € H C G, segue que e é o elemento
identidade para (H, *).

b. Existéncia de elemento inverso;

Para cada y € H, vy € H, pois

y =exy € H.

E paracaday € H C G,

yry =e=y'*y.
Portanto, y' é o elemento inverso de y em (H, x).

c. Propriedade associativa;

Finalmente, a propriedade associativa para H é valida uma vez que G é um grupo
e HCG.

(i) V z,ye H=>aoxy € H,
Dados z,y € H, como y' € H, segue por hipotese que

rxy=xx(y) € H.

Logo, por (i) e (ii), segue que (H,*) é um subgrupo de (G, *).
]

Observagao 2.2. Todo grupo G admite pelo menos dois subgrupos, a saber: G e {e},
chamados de subgrupos triviais de G.

Observacgao 2.3. Relembramos que, para um determinado elemento x, a notagao de
seu oposto z’ serd —x, para grupos aditivos e 7!, para grupos multiplicativos.
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Exemplo 2.11. Para o Grupo Multiplicativo dos Reais nao nulos (R*,-), tomemos
H={aeR | a>0}

Sejam x,y € H, entao temos y > 0, logo y~! = i >0exy ' >0. Assimay ' € H
e, portanto, (H,-) é subgrupo de (R*,-).

Exemplo 2.12. Seja agora o Grupo Aditivo dos Reais (R, +) e tomemos o subconjunto
Z dos inteiros. Entao,

Ve,y € Z,x+ (—y) =x—y € Z.

Portanto, (Z,+) é subgrupo de (R, +).

2.3 Grupos Ciclicos

Definicao 2.5. Seja G um grupo multiplicativo. Se a € G e m € um numero inteiro,
entdo a poténcia de a com expoente m, € o elemento de G denotado por a™ e definido
da sequinte maneira:

e sem > 0, por recorréncia, temos

a® = e (elemento neutro de G)

m m—1

a®=a""a, sem>1

e sem <0, temos

a™ = (a=™)7!

A defini¢ao por recorréncia, no caso em que m > 0 deve ser interpretada da seguinte
maneira: a' = a'7'a = a’a = ea = a; a®> = a*'a = a'a = aa; @® = ¥ la = d®a =
(aa)a; e assim sucessivamente.

Uma consequéncia imediata dessa defini¢ao é que, para todo inteiro m, vale e™ = e.

Temos as seguintes propriedades para um grupo multiplicativo G.

Propriedade 2.1. Seja G um grupo multiplicativo. Se m e n sao ntmeros inteiros e
a € G, entao

(i) a™a”
(ii) a=™
)

am—i—n;

(a™) ™

(iii) (a™)* =a™;

a

ma:

A demonstragao desse propriedade pode ser encontrada em |[2].

Se a é elemento de um grupo multiplicativo GG, denotaremos por (a) o subconjunto
de G formado pelas poténcias inteiras de a, ou seja, (a) = {a™ | m € Z}. Esse
subconjunto de G nunca é vazio, pois e, o elemento neutro de G, pertence a ele, uma

vez que e = a’.

Lema 2.1. Va € G, (a) € subgrupo de G, chamado subgrupo gerado por a.



Grupos Ciclicos 21

Demonstragao. Dados Vb, ¢ € (a), entao existem m,n € Z tais que b = a™ e ¢ = a™.

Logo,
bel =a™(a”)™t =ama" = a™ " € (a).

Portanto, bc™t € {(a).
Temos entao que (a) é subgrupo de G.
]

Dessa forma o subconjunto (a) é um subgrupo de G e se H é um subgrupo de G
ao qual a pertence, entdo (a) C H.
Podemos entao definir um grupo ciclico.

Definicao 2.6. Um grupo multiplicativo G é chamado grupo ciclico se, para algum
elemento a € G, se verificar a igualdade G = {(a). Nessas condigdes, o elemento a é
chamado gerador do grupo G.

Exemplo 2.13. O grupo aditivo (Z, +) é ciclico, pois Z =< 1 >.

Observagao 2.4. Podemos classificar um grupo ciclico, G = (a), de duas maneiras:
Caso 1 :a" # a®, sempre que r # s.
Caso 2 :a" = a®, para algum par de inteiros distintos, r e s.

Ao analisar tais situagoes podemos estabelecer os seguintes resultados:

Proposicao 2.2. Se G = (a) é um grupo ciclico que cumpre a condi¢io do caso 1,
entio a aplicagao f : Z — G definida por f(r) = a”, é um isomorfismo de grupos.

Demonstracao. Tome a aplicacao f : Z — G como definida acima.

Pela propria definicao do caso 1, temos f injetora, ja que, a” # a®, sempre que
r#s.

Ela também é sobrejetora, porque todo elemento y € G pode ser escrito como
y = a”, para algum inteiro r, e entdo f(r) =a" =y.

E por fim é um homomorfismo do grupo aditivo Z no grupo G, pois Vm,n € Z

Fm+n) = @™ = aman = f(m) f(n).

m

Proposicao 2.3. Seja G = (a) um grupo ciclico que cumpre as condigoes do caso 2.
Entao existe um mimero inteiro h > 0 tal que, a® = e e a” # e, sempre que 0 < r < h.
Neste caso, a ordem do grupo é h e G = (a) = {e,a,a?, ..., a"1}.

Demonstragdo. Suponhamos 7 > s. Entao a"(a®)™! = a®(a®)™' = e e daf, a"* = e,
em que r — s > 0. Isso mostra que ha poténcias de a, com expoentes estritamente
positivos, iguais ao elemento neutro e. Portanto, é possivel fazer a seguinte escolha:
seja h o menor nimero inteiro estritamente positivo, tal que a" = e.

Entao a" = e, a"' = a"a = ea = a, a"*? = a"la = aa = a?,... .Ou seja, a partir
do expoente h as poténcias de a se repetem ciclicamente.

Precisamos mostrar entao que os elementos anteriores ao a” nao se repetem. De
fato, suponhamos a* = a’, com 0 < i < j < h. Entdao 0 < j —i < he &/ =
a’(a’)™t = a’(a?)™! = e, 0 que ¢ um absurdo, pois dada a escolha de h, nao se pode
ter simultaneamente 0 < j —i < h e /= = e.

h
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Basta mostrarmos entao que nao ha outros elementos no grupo além de e, a, a?, ...,

a"!. Tome x um elemento de G = {(a), entdo x = a™ para algum inteiro m. Usando o
algoritmo euclidiano com m como dividendo e h como divisor temos m = hq + r, com
0<r<h.

Entao, a™ = a"*" = (a")9a" = e%a" = ea” = a".

Como os valores possiveis de r sao 0, 1,2, ..., h — 1, entao as possibilidades para a™
sao a’ = e, a' = a, a?, ... , a" . Isso mostra que (a) C {a’ = ¢,a' = a,d?,...,a" 1}
Porém, devida a defini¢do de (a), também vale a inclusdo contréria, e portanto (a) =
{a® = e,a' = a,a?,...,a" 1}, e a ordem desse grupo é h.

m

A partir dessas proposicoes definimos:

Definigao 2.7. Seja G um grupo ciclico qualquer

(i) Se G € como no caso 1, dizemos que G € um grupo ciclico infinito.

(ii) Se G é como no caso 2, dizemos que G € grupo ciclico finito e o expoente h dado
na Proposi¢ao 2.3 é chamado de ordem de a.

Observagao 2.5. Se, para qualquer inteiro r # 0, a” # e, entao se diz que a ordem ou
periodo de a é zero. Se a ordem de um elemento de um grupo é zero, entao ele gera um
subgrupo ciclico infinito. De fato, neste caso nao se pode ter m # n e a™ = a”, pois,
supondo por exemplo, m > n, entao a™ " = e, o que é impossivel, devido & suposicao
feita.



3 Transformacoes Geométricas

Neste capitulo, vamos apresentar as notacoes, defini¢oes e os resultados que serao
utilizados no proximo capitulo.

Observamos que ja admitimos sabidas nogoes basicas da Geometria Euclidiana, a
saber, nogoes de ponto, plano, reta, segmento, ponto médio, raio, triangulo, angulo,
medida angular, coeficiente angular de retas, paralelismo e perpendicularismo entre
retas, bem como suas notagoes. Para mais informagoes, consulte [4].

3.1 Definicgoes

Reservamos esta secao para apresentar todas as defini¢oes de elementos geométricos
que serao explorados nas proximas segoes.

Definicao 3.1. Uma transformagao no plano é uma bijecao de um conjunto de
pontos do plano nele mesmo, ou seja, dada uma transformacgao f, para cada ponto P
existe um unico ponto @ tal que f(P) = Q e, inversamente, para cada ponto R existe
um unico ponto S tal que f(S) = R.

A partir dessa defini¢ao, dizemos que a transformacao inversa de f, denotada por
f~tétal que f71(A) = B se, e somente se, A = f(B).

Definicao 3.2. Colineagao é uma transformacao que preserva retas, ou seja, se f €
uma transformagao el é uma reta, entao f(l) também serd uma reta.

Translagoes e rotagoes sao exemplos de colineagoes.

Definigao 3.3. Uma colineagio f € uma dilatagao se l || f(l), para toda reta | do
plano.

Definigao 3.4. Uma transformagao f: fixa um ponto P do plano se f(P) = P, fixa
uma reta | do plano se f(l) =1 e, em geral, fira um conjunto de pontos s se

f(s) =s.

Definigao 3.5. Dados A = (xa,ya) € B = (v,yg), a distdncia entre A ¢ B €
denotada por AB e dada por

AB = \/(zp —x4)*+ (yp — ya)?.

23
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Definigao 3.6. A transformagao identidade v é tal que (P) = P, para qualquer
ponto P.

Definicao 3.7. Dadas as transformagoes o e 3, a composi¢ao o a também é uma
transformacao e é definida por 5o a(P) = B(a(P)), para qualquer ponto P.

Definigao 3.8. Uma involugao é uma transformagao v # ¢« de ordem 2, satisfazendo
v? =1 ou entdo, vy =~y~L.

Definicao 3.9. Dados dois pontos distintos A e B, a translagcao 74 p leva cada ponto
P do plano num ponto P', ou seja, T4 g(P) = P, onde AB = PP'.

Podemos também definir translagoes usando equagoes.

Definicao 3.10. Dados dois pontos A = (z,y) e B = (2/,y') a translagdo T4 p €
dada por:
¥=x+a

y=y+b
onde a e b sao unicamente determinados.

Dessa forma, 74 p(A) = B.

Definicao 3.11. Uma rotag¢ao em torno de um ponto C' através de um dngulo 6 €
uma transformagao pcg, que fiza o ponto C e leva um ponto P para o ponto P, onde

<
CP' = CP e 0 € a medida do dangulo formado entre Cﬁ e CP'. Dizemos entio que
peo tem centro C e direcao 6.
A rotagao pcy € a identidade .

Definicao 3.12. Uma meia-volta é uma rotagao involutiva, isto €, uma rota¢ao de
180°.

Assim como fizemos com as translagoes, podemos definir meias-voltas usando equa-
coes.

Podemos observar que se um ponto A for girado 180° sobre um ponto P teremos o
ponto A’ entdo P é o ponto médio de A e A’ (observe a figura).

Por isso, precisamos apenas da férmula do ponto médio para obter as equagoes

. . ! +y .
desejadas. Das equagoes (z+2) e y+y) , podemos formular a nossa definicao como

2 2
segue.
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Afx,y)

Figura 3.1: Exemplo de meia-volta

Definigao 3.13. Se P = (a,b), entio a meia-volta, op sobre o ponto P tem equagies:

¥ =—x+2a
op = ,
Yy =—y+2b

Definicao 3.14. A reflexao o,, na reta m ¢é uma transformacgao que tem equagoes:

P) P, sePem
om(P) = _
Q, se P ¢ m,m é mediatriz dePQ).

Definicao 3.15. Uma transformacao f é uma isometria se PQ) = P'Q)’, para todos
0s pontos P e Q, onde P' = f(P) e Q' = f(Q), ou seja, uma isometria é uma trans-
formagao que preserva distdncias.

Definicao 3.16. Uma isometria a € uma simetria para um conjunto s de pontos se
a(s) = s.

Definicao 3.17. Uma reta m é uma reta de simetria para um conjunto s de pontos
se om(s) = s, ou seja, se o, fiva s. Um ponto P € um ponto de simetria para um
conjunto s de pontos se op(s) = s, ou seja, se op fixa s.

Definicao 3.18. Uma isometria par é o produto de um numero par de reflexoes. E
uma tsometria tmpar ¢ o produto de um numero impar de reflexoes.

Definicao 3.19. Se a e 3 sao isometrias, entdo avo foa™"

B por « .

¢ chamado conjugado de

Definicao 3.20. Sea e b sao retas distintas e perpendiculares a reta ¢, entio o.00,00,
¢ uma reflexao com deslizamento de eixo ¢, onde 0. € uma reflexdo e o, 00, € uma
translacao.



Colineagoes 26

3.2 Colineacoes

Teorema 3.1. O conjunto de todas as transformagoes, com a operac¢ao de composi¢cao,
forma um grupo, denotado por G.

Demonstracao. Para mostrar que um conjunto nao vazio de transformacgoes no plano
forma um grupo com a operacao de composicao, precisamos mostrar que o conjunto
é fechado e associativo para essa operacao, existe elemento identidade e que toda
transformacao tem inversa.

De fato, de acordo com a definicao de composi¢ao, sabemos que a composicao de
duas transformacoes é também uma transformacao, logo o conjunto das transformacoes
é fechado para essa operacao.

Além disso, a composicao usual de fungoes é associativa e o elemento identidade
desse conjunto é a transformacao identidade.

E ainda, como toda funcao bijetora é inversivel, e sua inversa é também bijetora, en-
tao toda transformacao do plano possui uma inversa, que é também uma transformagao
do plano. O

Teorema 3.2. O conjunto de todas colineagoes é um subgrupo do grupo das transfor-
Macoes.

Demonstrag¢ao. Mostraremos inicialmente que composta de colinea¢oes é também uma
colineagao. De fato, sejam « e 7 colineagoes e seja [ uma reta do plano. Como « é
uma colineagao, temos por defini¢ao que «(l) é uma reta do plano, e como ~ é uma
colineagao segue que y(«(l)) também é uma reta. Assim, yo«(l) é uma reta e portanto
v o a é uma colineagao.

Sabemos que a transformacao identidade é uma colineagao, logo é o elemento iden-
tidade desse conjunto.

Além disso, dada 8 uma colineagao qualquer e r uma reta do plano, sabemos que
como (3 ¢é bijetora, existe uma reta [ no plano tal que S(I) = r, entao B7(r) =
B71(B(1)) =1, que é uma reta do plano, e portanto 37! é uma colineagao.

m

3.3 Translacoes

Nesta secao apresentamos resultados que envolvem translagoes.

Teorema 3.3. Dados P e () pontos distintos do plano, existe uma unica transla¢do
que leva P em @), chamada Tpg.

Demonstracao. Tome P = (¢,d) e Q = (e, f), entdo ha tnicos a e b tal que e = ¢+ a
e f =d+ b, entao a tnica translacao que leva P em () tem equagoes

' =x+(e—c)

y=y+(f-d
e pela defini¢ao 3.10, essa translagao é chamada de 7p . O

Teorema 3.4. Suponha A, B e C pontos nao colineares. Entao Tap = Top Se, e
somente se, o quadrilatero CABD for um paralelogramo.
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Demonstracao. (=) Sejam A = (xa,ya), B = (zp,yp) ¢ C = (z¢,yc), trés pontos
nao colineares. Temos por hipétese que 74 g = 7¢ p, entao pela definigao de translacao,
segue que AB = CD, logo, podemos escrever 74 g(C') = D, ou seja, D = (xp,yp) =
(wc + (B —xa),yc + (Y — Ya)).

Entdo AC = (xc — xa,yc — ya) € BD = (xp — xp,yp —yp) = (xc + (x5 — xa) —
rp,yc + (Yp — ya) — yp) = (vc — Ta, Yo — ya), logo AC = BD.

Portanto o quadrilatero CABD é um paralelogramo.

(<) Temos por hipotese que o quadrilatero CABD é um paralelogramo, entao
AB = CD, logo Tap = Tc.p-
O

Teorema 3.5. Uma translagao € uma dilatagao. Se P # @) entao Tpg nao fixa nenhum

ponto do plano e fixa exatamente as retas do plano que sao paralelas a .

Demonstracao. Vamos primeiramente mostrar que toda translagao ¢ uma colineacgao.
De fato, sejam [ uma reta do plano, com equacao aX + bY + ¢ = 0 e a translacao nao
identidade 7pq de equagoes ' = x+hey =y+k, com P = (z,y) e Q = (2/,v).
Assim, 7pg = To.r, onde O = (0,0), R = (h,k) e % I

A partir das equagoes de 7p, vemos que

ar +by+c=0%&

a( —h)+b(y —k)+c=0=

ar’ —ah +by —bk+c=0=

ax’ + by + (¢ —ah — bk) =0

Assim 7pg(l) = m, onde m ¢é uma reta do plano com equagao
aX +bY + (¢ — ah — bk) = 0.

Temos portanto que toda translagao é uma colineagao.

Além disso, comparando as equagoes das retas [ e m, [ || m e portanto toda trans-
lagao é uma dilatacgao.

Agora, | e m sao a mesma reta se, e somente se, ah + bk = 0. Como (% tem
equagao kX —hY = 0, entdo ah + bk = 0 se, e somente se [ || OR. Portanto Tpo(l) =1

se, e somente se [ || %

Basta entao mostrarmos que 7p nao fixa nenhum ponto do plano. Suponha que
Tp fixa um ponto S = (2”,y") do plano. Entao, 7p(S) = 7po(2",y") = (2" +h,y"+
k) = (2",y") = S, o que significa que h =k = 0. Mas h = zg —xp e k = yg — yp, logo
se h =k =0 entao P = Q, o que contraria nossa hipotese. Logo, se P # () entao 7pq
nao fixa nenhum ponto do plano.

O

Observacgao 3.1. Enquanto qualquer colineacao transforma um par de retas paralelas
em um par de retas paralelas, uma dilatacao leva cada reta dada em uma reta paralela
a ela. Por exemplo, uma rotacao de 90° é uma colineacao, mas nao uma dilatacao.

Teorema 3.6. As translagoes com a operacao da composicao, formam um grupo abe-
liano, denotado por T .

Demonstracao. Sejam S = (a,b),T = (¢,d) e R = (a + ¢,b+ d). Entao,
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Tor °T0,5(x,y) =Tor(x+a,y+b) =(x+a+c,y+b+d) =710r(z,y),

logo, a composicao de duas translagoes é uma translacao.
Agora, tomando R = O, o inverso de 795 , onde S = (a,b) é 7o, onde T =
<_a7 _b)a Jé que

Tor°T0,5(7,y) = Tor(z+a,y+b) = (x+a+(—a),y+b+(-b)) = (z,y).

Assim, o conjunto das transla¢ées formam um grupo.
Além disso, comoa +c=c +aeb +d=d + b, segue 7or o705 = To,s © ToT;
pois

Torotos(z,y) =1or(z+a,y+b)=(x+a+cy+b+d =(@x+c+a,y+d+b) =
10,5(x 4+ ¢,y +d) = 10,5 0 To0 (2, Y),

logo, as translagoes sao comutativas.
Portanto as translagoes formam um grupo abeliano.

Teorema 3.7. As dilatagoes formam um grupo, denotado por D.

Demonstracao. As dilatagoes sao colineagoes.

Pela simetria do paralelismo das retas, isto é, [ || I’ = I’ || [, temos que o inverso de
uma dilatagao ¢ uma dilatacao.

Pela transitividade de paralelismo para retas, isto é, [ || " e I || " = [ || I”, temos
que a composicao de duas dilatacoes é uma dilatacao.

Entao, as dilatagoes formam um grupo D de transformagoes, chamado grupo de
dilatacao. O]

3.4 Meias-voltas

Nesta secao apresentamos resultados que envolvem meias-voltas.

Teorema 3.8. Uma meia-volta ¢ uma dilata¢ao involutiva. O ponto médio de A e
op(A) € P. A meia-volta op fiza o ponto A se, e somente A = P. A meia-volta op
fixa a reta | se, e somente se, P € [.

Demonstracao. Pela defini¢ao de meia-volta, para qualquer ponto A, o ponto médio de
Ae UP(A) é P.

A partir desse simples fato, segue que op é uma transformacao involutiva e além
disso, a partir da defini¢ao 3.4, op fixa exatamente o ponto P.

Para mostrar a ultima parte desse teorema, devemos primeiramente mostrar que
op ¢ uma colineagao. Suponha que a reta [ tem equacao aX + bY + ¢ = O e seja
P = (h,k), entdo op tem equagoes ©’ = —z + 2h e y' = —y + 2k. Entao,

ax+by+c=0 < ar’ +by +c—2(ah + bk +c¢) = 0.

Logo op(l) é areta m com a equagdo aX +bY 4+ c—2(ah + bk +¢) = O. Portanto,
op € uma colineacao, mas além disso, é uma dilatacao, pois comparando as equagoes
temos [ || m. Finalmente, [ e m sdo a mesma reta se, e somente se, ah + bk + ¢ = 0, se,
e somente se (h,k) = P € l. O
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Teorema 3.9. Se Q) € ponto médio de P e R, entio 0goop = Tpr = OR 0 0Q.

Demonstragao. Seja P = (a,b) e Q = (e, d). Entao,

ogoop(z,y) =og(—x + 2a, —y + 2b) = (—[—x + 2a] + 2¢, —[—y + 20| + 2d) =
(x + 2[c — a],y + 2[d — b]).

Uma vez que og o op tem equagoes ' = = + 2(c —a) e ¥ =y + 2(d — b), entdo
0o o op ¢ uma translacao. Isso prova o resultado importante de que a composicao de
duas meias-voltas ¢ uma translacao.

Suponha R o ponto tal que @ seja o ponto médio de P e R. Entao,

ogoop(P)=0g(P)=Reoroog(P)=o0r(R)=R.

E como existe uma tnica translagao que leva P em R, cada ocgoop e ogr o0 deve
S€r TpR.
O

Teorema 3.10. O produto de trés meias-voltas € uma meia-volta. Em particular, se
os pontos P,() e R nao sao colineares, entio og o 0g o op = og, onde o quadrildtero
PQRS é um paralelogramo.

Demonstra¢ao. Suponha que P = (a,b),Q = (¢,d) e R = (e, f) eseja S = (a —c+
e,b—d+ f). No caso em que, P, Q, R nao sao colineares, entao o quadrilatero PQRS
é um paralelogramo. Isso é facil de verificar, pois os lados opostos do quadrilatero sao
congruentes e paralelos, veja a figura abaixo.

Pia,b)

Sta-c+e, b-d+/f)

(e, d)
© Rre,f)

Figura 3.2: Quadrilatero PQRS

Ja sabemos que og o op(z,y) = (x + 2[c — a],y + 2[d — b]), entdo

oroogooap(r,y) =or((x+2[c—aly+2[d—1])) =
(—x+2la—c+e]l,—y+20b—d+ f]) =os(x,y).

]

O proximo teorema nos mostra que dados trés vértices de um paralelogramo, o
quarto é unicamente determinado por uma equacao que envolve isometrias.

Teorema 3.11. Dados quaisquer trés pontos, nao necessariamente distintos, A, B,C, D,
entao o quarto ponto é determinado exclusivamente pela equagdo Tap = 0p © oc.



Reflexoes 30

Demonstrag¢ao. Podemos resolver a equacao 74 g = op o o¢, para quaisquer A, B, C, D
em termos dos outros trés.

Conhecendo C, D e A ou B, conseguimos definir o outro pela equagdo opooc(A) =
B ou a equagao equivalente o¢ o op(B) = A. Em ambos os casos, o produto op o o¢
¢ a translacao tnica que leva A em B e, portanto, op o 0 = T4 p.

Por outro lado, se conhecemos A e B, tomamos M o seu ponto médio, entao 74 p =
oy ooy. Conhecendo A, B e D, temos C' a tnica solu¢ao para Y na equacao op ooy, o
0p =0y, entdo T4p = 0p 004 = 0p O Oy.

Conhecendo A, B e C, temos D a tinica soluc¢ao para Z na equacao 0,;00400¢ = 0z,
entao T4 p =0y 004 = 0z 00C.

O
Embora as meias-voltas nao comutem, temos o seguinte teorema.
Teorema 3.12. oroogoop = 0opoogoog para quaisquer P, Q) e R.

~ o ~ -1 _ . o
Demonstrcwao. Se 0Q©0p = TPR, entao TP,R =0pO0@Q, aSSln 0 ©0p = 0pO0( S€, €
somente se, P = ().

No entanto, pelo teorema anterior, sabemos que para quaisquer pontos P, Q) e R,
h& um ponto S tal que

1 1

opoogoap =05 =04 = (ogroogoop) Tt =0p oo, ooy =0poogooaog.

]

As meias-voltas nao formam um grupo por si s6. Mas como ja vimos anteriormante,
o produto de duas meias-voltas é uma translagao e uma vez que uma translagao é um
produto de duas meias-voltas, entao o produto, em qualquer ordem, de uma translacao
e uma meia-volta é uma meia-volta, pelo Teorema 3.10.

Em geral, o produto de um nimero par de meias-voltas ¢ um produto de translagoes
e, portanto, é uma translacao. E, um produto de um ntmero impar de meias-voltas
é uma meia-volta seguido de uma translacao e, portanto, é uma meia-volta. Assim, o
grupo gerado pelas meias-voltas contém apenas as meias-voltas e as translacoes.

3.5 Reflexoes

Nesta secao apresentamos resultados que envolvem reflexoes.

Teorema 3.13. A reflexao o,,: fixa o ponto P se, e somente se, P € m; fiza os pontos
da reta | se, e somente se, | = m; fiza a reta | se, e somente se, [=m oul L m. F é
uma transformagao involutiva que troca os semiplanos de m.

Demonstra¢ao. Claramente o, fixa um ponto P se, e somente se, P € m, ja que,
om(P) = P, onde m é a mediatriz de PP’, mas se P = P’, entdo a mediatriz passa
por P e portanto P € m. Agora, se P € m, entao o,,(P) = P.

om Nao s6 fixa a reta m, mas fixa todos os pontos de m. Em geral, a transformagao
« é dita fixar pontos do conjunto s se a(P) = P para cada ponto P em s, dessa forma,

om fixa os pontos de | & 0, (P)=P,VP el < VPel,Pem<m=1.
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Suponhamos agora que a reta [ seja distinta de m e fixada por o,,. Seja Q = 0,,(P)
para algum ponto P € l e P ¢ m, entao P e () estdo ambos em [ e, por defini¢ao, m é
mediatriz de PQ), portanto, [ 1L m.

Sabemos que uma reta divide o plano em dois semiplanos, dessa forma, a partir da
definigao de reflexdo, segue que o0,,(P) = P’, que é o simétrico de P em relagdo a m,
ou seja, essa reflexao troca os semiplanos de m.

Basta entao, mostrarmos que o,, é uma transformacao involutiva, ou seja, 0%1 = 1.

Seja 0,,(P) = P', onde m é mediatriz de PP’. Considere agora o,,(P') = P”, onde
m é mediatriz de P’P”. Como m é mediatriz de PP’ e P'P", segue que P = P" ¢
portanto o, é uma transformagao involutiva.

]

Teorema 3.14. Se a reta m tem equagoes aX + bY + ¢ =0, entao o, tem equagoes:
, = —2a(ax+by+c)
Tr =
(a® + b?)
, Yy —2blax + by +c)
(@ + )
Demonstracao. Sejam P = (z,y) e 0,,(P) = (2, ') = Q.
Primeiramente, suponha P ¢ m.
A reta r que contém os pontos (z,y) = P e (2/,y') = @ é perpendicular a reta m,

Y

a b
assim, o coeficiente angular de m é dado por ~3 e o de r é dado por —. E como P e
a

@ € r, também podemos escrever seu coeficiente angular como

/

- , assim temos
-z

by -y
- = bz’ — ) =aly —y) (I
— == —r)=ay —y) (1)

/ /
Além disso, ((x—i—x)’ (y—gy)

podemos representar pela equacao

a(@) + b(w) +e—0 ()

Reescrevendo (I) e (II) temos o sistema:

{bx’ —ay =bx — ay,

) ¢ o ponto médio de PQ) e esta na reta m, entdo

ar’ + by = —2¢ — ax — by,

Vemos que temos duas equagoes lineares nas incognitas =’ e 3. Isolando z’ na
. B ,  ay +br—ay
primeira equagao, obtemos ' = ———.

Substituindo na segunda equagao, temos:

ay’ + br — ay
a(—b

= a®y + abxr — a’y + b*y = —2bc — abx — b*y =

)+ by = —2¢c—ax — by =

= a’y + b*y' = —2bc — 2abx — b*y + a*y =
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= y/(a® + b*) = —2bc — 2abx — V?y + a’y + b*y — b2y =

= ¢/ (a® +b?) = —=2b(c + ax + by) + y(a* + b*) =

2b(c + ax + by)
a2+

=Y =y-
Substituindo 3’ encontrado, temos:

ay + br — ay ay  ay

o — A
T = b T+ b b =
( 2b(c+ax+by)]
aly = 2 4 p2
=1 =x+ @’ +b - Yo
b b
ay ay 2a(c+ax+by
DO a2 1 b2
2a(c + ax + by)
=1 =z— T .

Agora supondo que P € m, entao ax + by + ¢ = 0 e portanto (z/,y') = (z,y).

Teorema 3.15. A reflexao o,, € uma isometria.

Demonstragao. Dados dois pontos P e @, tais que 0,,,(P) = P’ e 0,,(Q) = @', queremos
mostrar que PQ = P'Q)’.

Para isso tomemos R = PP’ N m, S = W NmeTl = P_Q M m, como mostra a
figura abaixo.

Q e '

P S;’ /
f{/%“[}

e \
_// /

m i

Figura 3.3: Reflexao o, é uma isometria

Tomando APRT e AP'RT temos, por construcio, que m é mediatriz de PP’, logo
R & ponto médio desse segmento e entao PR = RP’, também por ser mediatriz, os
angulos PRT e P'RT sio retos e RT ¢ lado comum aos dois triangulos, logo pelo caso
LAL temos APRT = AP'RT e portanto PT = P'T.

Analogamente, analisando AQST e AQ'ST, temos que eles sdo congruentes pelo
caso LAL e portanto QT = Q'T. R R

Agora, tomando APTQ' e AP'TQ, temos PT = P'T, PTQ = P'T(Q, pois sao
opostos pelo vértice e QT = Q'T, logo pelo caso LAL os tridngulos sdo congruentes, e
portanto PQ = P'Q)’.

]
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Agora que sabemos que uma reflexao é uma isometria, seguiremos com outras pro-
priedades que dependem apenas da distancia entre dois ou mais pontos.

3.6 Isometrias

Nesta secao apresentamos resultados que envolvem isometrias.

Teorema 3.16. Uma isometria ¢ uma colineacao que preserva um ponto estar entre
outros pontos, pontos médios, segmentos, raios, tridngulos, dngulos, medida angular,
perpendicularismo e paralelismo.

Demonstragao. Seja o uma isometria, A, B e C trés pontos quaisquer e tome A’ =
a(A), B'=a(B) e ¢ =a(C).

Uma vez que « preserva distancias, se AB+ BC = AC, entao, A’B'+ B'C' = A'C”,
pois A’B' = AB, B'C' = BC e A/C' = AC. E dizer que AB + BC = AC, é o mesmo
que dizer que B esta entre A e C. Logo, se A'B'+ B'C’ = A'C’ entao podemos dizer
que B’ esta entre A’ e C’. Nos descrevemos esse fato dizendo que « preserva um ponto
estar entre outros.

O caso especial em que AB = BC no argumento acima, implica que A’'B’ = B'C".
Em outras palavras, se B ¢ o ponto médio de AC', entao B’ é o ponto médio de A’C".
Assim, dizemos que « preserva os pontos médios.

Generalizando, uma vez que AB é a unido de A, B e todos os pontos entre eles,
entdo a(AB) ¢ a unido de A’, B’ e todos os pontos entre eles. Assim, a(AB) = A’B’ e
dizemos que « preserva segmentos.

Da mesma forma, pela defini¢ao de «, zﬁ ¢ a unido de AB e todos os pontos C' de
tal forma que B esteja entre A e C, entao « @) é a uniao de A’B’ e todos os pontos C’
tal que B’ esteja entre A’ e C'. Entao, a(AB) = A’B’ e dizemos que « preserva os raios.

Uma vez que ZE = /@ U Ezl, entao a(@) = AB UB'A = AB'. Entao, a é

uma transformacao que preserva retas, em outras palavras, a é uma colineagao.

Se A, B e C sao pontos nao colineares, entao AB + BC > AC e portanto A'B’ +
B'C" > A'C" e A/, B' e " também serao pontos nao colineares. Entdo, uma vez
que AABC é uma uniao dos trés segmentos AB, BC e C'A, entao concluimos que
a(AABC) = AA'B'C’. Portanto, uma isometria preserva triangulos.

Segue entao que « preserva angulos, ja que, a(AEC’) = AB'C" e nio s6 preserva
angulos, mas também preserva a medida deles, pois AABC =2 AA'B'C’ pelo caso LLL
e portanto a medida dos angulos ¢ igual.

Finalmente, se mABC = 90° entdo mA'B'C" = 90°, portanto se BA 1. BC', entao,
B'A’ L B'C’. Portanto, a preserva a perpendicularidade.

Além disso, « preserva o paralelismo, uma vez que retas paralelas possuem uma
perpendicular em comum.
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]

Teorema 3.17. O conjunto de todas as simetrias de um conjunto de pontos, com a
opera¢do da composi¢ao, forma um grupo.

Demonstracao. Seja s um conjunto de pontos.

O conjunto de simetrias para s é nao vazio, pois ¢ é uma simetria para s, ja que,
L(s) =s.

Suponha que a e 3 sejam simetrias para s. Entao

Boals) = Blals)) = B(s) = s,

portanto o conjunto de simetrias é fechado para essa operacao.
Pela definicao 3.16, o ¢ uma isometria, logo possui inversa a~!. Entao

a l(s) =aa(s) =atoa(s) =(s) =s,

logo a~! ¢ uma simetria e entdo o conjunto de simetrias também possui a propriedade
inversa.
Portanto o conjunto de todas as simetrias de um conjunto de pontos forma um
grupo.
]

O que acontece se o conjunto de pontos considerado neste teorema for o conjunto
de todos os pontos? Neste caso especial, as simetrias sao exatamente as mesmas que
as isometrias. E temos entao o seguinte teorema.

Teorema 3.18. O conjunto de todas as isometrias, com a operacao da composi¢ao,
forma um grupo, denotado por I.

Demonstragcao. A demonstragao desse teorema é analoga & demonstragao anterior. [

Teorema 3.19. Se uma isometria fiza dois pontos distintos em uma reta, entdo ela
fixa cada ponto dessa reta. Ainda, se uma isometria fiza trés pontos nao colineares,
entao ela € a identidade.

Demonstracao. Dados A, B € r e a uma isometria que fixa esses pontos nessa reta.
Tome entao o ponto P na mesma reta r, de forma que P seja distinto dos pontos A e
B. Sabemos que a(A) = A', a(B) = B’ e a(P) = P’. Uma vez que uma isometria é
uma colinecao que preserva distancias, segue que AP = A'P' ¢ BP = B'P'.

Mas por hipoétese, « fixa os pontos A e B, entdao A’ = A e B’ = B, logo P’ = P.
Portanto, uma isometria que fixa os pontos distintos A e B deve fixar cada ponto da
reta que passa por A e B.

Suponha agora que uma isometria « fixe cada um dos trés pontos nao colinares A,
B e C. Entao, acabamos de observar que « deve fixar cada ponto do AABC, assim
ela fixa cada ponto em qualquer uma das retas AB, % e C'A. Qualquer ponto () no
plano situa-se numa reta que cruza o AABC em dois pontos distintos. Logo, o ponto
() estd em uma reta contendo dois pontos fixos e, portanto, também deve ser fixado,
ou seja, a(Q)) = Q e assim « é a identidade. Entao, uma isometria que fixa trés pontos
nao colineares, deve fixar todo ponto () do plano.

]
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Teorema 3.20. Se a e 3 sao isometrias tais que

a(P) = B(P), o(Q) = (Q) e a(R) = B(R),
para trés pontos nao colineares P, () e R, entao o = f3.

Demonstra¢ao. Suponha que as isometrias « e  sejam tais que o(P) = B(P), a(Q) =
B(Q) e a(R) = B(R) para trés pontos nao colinares P, Q e R. Tomemos 37!, a inversa
de [ e entao

ploa(P)=p"1oB(P)=uP) =P,
Bloa(Q) =710 B(Q) =uQ)=Q,
Bloa(R) =" o f(R) =uR) =R,

logo, 37! o o fixa trés pontos nao colineares e entao, pelo teorema anterior, segue que
¢ a identidade.
Portanto a = £.
O

Teorema 3.21. Uma isometria que fiza dois pontos € uma reflexdao ou a identidade.

Demonstrag¢ao. Suponha que uma isometria « fixe dois pontos distintos P e () na reta
m. Conhecemos duas possibilidades para «, a saber, « =1 e a = gyy,.

Queremos mostrar que estas sao as tnicas duas possibilidades, mostrando que se
o # L entao a = oyy,.

Se a # 1, entao ha um ponto R nao fixado por «, e entao, pelo teorema 3.19,
R ¢ m,e P, @ e R sao trés pontos nao colineares. Seja R’ = «(R), entao PR = PR’
e QR = QR', pois a é uma isometria. Portanto, m é a mediatriz de RR’ e cada um
de P e QQ esta no lugar geométrico de todos os pontos equidistantes de R e R'. Assim,
a(R) = R = o,(R), bem como a(P) = P = 0,(P) e a(Q) = Q = 0,(Q). Pelo
teorema anterior, temos o = 7,,.

]

Teorema 3.22. Uma isometria que fixa exatamente um ponto € o produto de duas
reflexoes.

Demonstracao. Suponha que uma isometria « fixe exatamente um ponto C' e seja P
um ponto diferente de C, tal que a(P) = P’ e m a mediatriz de PP’. Como « é uma
isometria, temos C'P = C'P’ e entao C' € m. Logo, 0,,(C) = C e 0,,(P') = P. Entao,

omoa(C)=0,(C)=Ceoy,oalP)=o0,(P)=P.

Pelo teorema anterior, o,, o« = ¢ ou 0, o« = oy, onde [ = Cﬁ No entanto,
OmOQ # 1, POis caso contrario, o,, o« fixaria mais pontos além de C'. Assim, g,,0a = 0
para alguma reta [.

Logo, oo =0, = 0,00, 0 =0,,00, = & = 0,0 0.

]

Teorema 3.23. Uma isometria que fixa um ponto € o produto de no mdximo duas
reflexoes.
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Demonstragao. Sejam « uma isometria e P um ponto qualquer, com «(P) = P.

Se P ¢é o unico ponto fixado por a entao, pelo teorema anterior, o é o produto de
duas reflexdes.

Agora, se existir um ponto @, tal que a(Q) = @, entao « fixa dois pontos, e pelo
teorema 3.21 ela é uma reflexao ou a identidade, lembrando que ¢ = ¢,, o 0,,, para toda
reta m.

]

Teorema 3.24. Um produto de reflexoes € uma isometria. Toda isometria € um pro-
duto de no mdrimo trés reflexoes.

Demonstracao. Como o produto de isometrias é uma isometria e a reflexao é uma
isometria, entao o produto de reflexdes é uma isometria.

Ja sabemos que a identidade ¢ um produto de duas reflexbes. Suponha que a
isometria nao-identidade o seja tal que a(P) = P’ e m a mediatriz de PP’, entdo,
om © « fixa o ponto P.

Pelo teorema anterior, o,, o o deve ser o produto # de no méaximo duas reflexoes.
Logo,

Jmoazﬂéazo—moﬁa

portanto, a é o produto de no méaximo trés reflexoes.

O

Teorema 3.25. Se APQR = ANABC, entao existe uma unica isometria «, tal que
a(P)=A, a(Q) =B ea(R) =C.

Demonstragao. Sabemos que ha no maximo uma isometria «, de modo que o(P) = A,
a(Q) = B e a(R) = C (teorema 3.20). Queremos mostrar que existe pelo menos uma
isometria a. Observe a figura abaixo.

Figura 3.4: Reflexoes do APQR

Usaremos varias vezes na prova o fato que uma reflexao é uma isometria e o lugar
geométrico dos pontos equidistantes de M e N é a mediatriz de M N.

Como APQR = NABC, entao AB = PQ), AC = PR e BC = QR.

Se P # A, entdo, chame aq = o0y, onde [ é a mediatriz de PA. Se P = A, entéo,
chame a7 = . Em qualquer caso, temos a;(P) = A. Seja, a1(Q) = @1 e ay(R) = R;.

Se ()1 # B, entao, chame as = o,,, onde m é a mediatriz de @)1 B. Neste caso,
A € m, pois AB = PQ) = AQ,. Se Q1 = B, entao, as = . Em qualquer caso, temos
OZQ(A) =Ae OéQ(Ql) = B. Seja, OéQ(Rl) = RQ.
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Se Ry, # C, entdo, chame a3z = 0,, onde n é a mediatriz de R,C. Neste caso,
n— AB, AC = PR — AR, — AR, ¢ BC = OR = O,R, = BRy. Se Ry = C, entio
chame a3 = . Em qualquer caso, temos a3(A) = A, a3(B) = B e az(Ry) = C.

Seja a = a3 0 ap 0 . Entao,

a(P)=azoayoa(P)=azoay(A) = az(A) = A,
a(Q) =azoazoa(Q) =azoay(Qq1) = as(B) = B,
a(R) =asoazoai(R) =azoa(Ry) = as(

como desejamos.

]

Teorema 3.26. Dois segmentos, dois dngulos ou dois tridngulos sao congruentes se,
e somente se, existe uma isometria que leva um no outro.

Demonstracao. Uma vez que dois segmentos congruentes sao lados correspondentes de
triangulos congruentes e uma vez que dois angulos congruentes sao angulos correspon-
dentes de triangulos congruentes, essa demonstracao ¢ imediata a partir do teorema
anterior.

]

3.7 Rotacoes

Nesta secao apresentamos resultados que envolvem rotagoes.
Teorema 3.27. Uma rotacao € uma isometria.

Demonstragao. Tome dois pontos P e () e a rotacdo pcyg, tal que pog(P) = P’ e

pco(Q) = Q.

Se C, P e ) sdo colineares, entao pela definicao de pc g, segue que PQ) = P'Q)".

Se C, P e () nao sao colineares, entao vamos observar os triangulos APCQ e
AP'CQ'" da figura abaixo.

0"

a

5
Figura 3.5: Rotacao do APCQ

Pela definicao de rotacao, temos CP = CP', CQ = CQ' e PCP = QéQ’ =40.
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Agora, PCQ = PCP'—QCP' =0~ QCP e P'CQ' = QCQ —~QCP =60-QCP,
e entdao temos PCQ = P'C(Q) .
Logo APCQ = AP'C(Q’ pelo caso LAL, e portanto PQ) = P'()’.
]

Teorema 3.28. Uma rotagao nao identidade fiza exatamente um ponto, a saber: o
seu centro. Ainda uma rotagdo com o centro C, fixa cada circulo de centro C'. Se C
¢ um ponto e 0 e ¢ sao numeros reais, entao pc.s © Pco = PC+é € Pale = pc,—o- Uma
rotagao involutiva é uma meia-volta, e pcispo = 0¢, para qualquer ponto C.

Demonstragao. Pela definicdo de rotagao, temos pcg(C) = C. Tomemos entdo um

ponto P qualquer, tal que pcg(P) = P, e entdo § = PCP = 0°. Logo, pcg = t.
Portanto uma rotacao, diferente da identidade, fixa somente o seu centro.

Seja C, o circulo de centro C' e raio CP, entdo pcg(P) = P’, e pela definigdo,
CP = CP'. Temos entao que C'P’ também ¢ raio do circulo, e portanto P’ € C,,.
Portanto p¢p fixa os circulos de centro C.

Seja P um ponto qualquer do plano e suponha que pcg(P) = P’ e poy(P') = P".
Entdo temos PCP' =6 e P'CP" = o, logo, PCP" =0+ ¢ e entdo P" = pcgis(P).

Por outro lado, pcy o peo(P) = peg(peo(P)) = pco(P') = P”. Portanto, pce o
pco(P) = pco+e(P), para qualquer ponto P do plano.

Além disso temos palg o pcy = t. Mas por defini¢ao, ¢ = pco = pce—g. Entao,
pa}gopa@ = pco—6 = Pco+(—6)- Portanto, pelo resultado anterior segue que ,oala = pC,—6-

Seja pciso(P) = P', para qualquer ponto P do plano, logo, por definigdo CP = CP’
e entao C' é ponto médio de PP'.
Portanto, pela definicao de meia-volta temos p¢c 150 = o¢.

O

Teorema 3.29. As rotagoes de centro C, com a operacao composicao, formam um
grupo abeliano.

Demonstragao. Pela definicao de rotacao, temos ¢ = pc .

Pelo teorema anterior, sabemos que o conjunto das rotagoes é fechado com relagao
a composicao, ja que o produto de duas rotacoes de centro C' também seré uma rotagao
de centro C'. E ainda, que a inversa de uma rotacao de centro C' também sera uma
rotacao de centro C.

Portanto, o conjunto das rotagoes formam um grupo. Basta mostrarmos que é
abeliano. De fato,

PCo © PCy = PCo+0 = PCo+¢ = PC,H © PCo-

Portanto, as rotacoes de centro C' formam um grupo abeliano.
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3.8 Reflexoes com Deslizamento

Apresentamos a definicao e propriedades da reflexao com deslizamento, para tanto
faz-se necessario antes, estabelecer relagoes importantes entre elementos ja vistos an-
teriormente.

3.8.1 Translagoes e Rotagoes

Ja sabemos que toda isometria é o produto de no maximo trés reflexoes, ou seja,
cada isometria pode ser escrita como oy, 0; 0 0, ou 0; 0 g,,, 0 0,.. Vamos estudar o caso
070 0. Como uma reflexao é uma involugao, sabemos que o; o 0; = ¢, para qualquer
reta [. Vamos entao analisar o produto de duas reflexoes em retas distintas.

Temos duas possibilidades para [ e m: elas sao paralelas ou se intersectam em um
Gnico ponto.

Vamos comecar pelo caso em que elas sao paralelas.

Teorema 3.30. Se l | m, entdo o, 0 0y € a transla¢io que tem o dobro da distincia
entre | e m.

Demonstragao. Seja | || m e suponha m uma perpendicular comum a essas retas,
com L €l e M € m, entao a distancia entre as retas [ e m é a mesma que a distancia
entre os pontos L e M.

Observe a figura abaixo.

Figura 3.6: Reflexoes por retas paralelas

Tome K € I, K # L, tal que L' = 0,,(L) e K' = 71, 1,(K), entdo pelos teoremas
3.3 e 3.4 temos T g = 711/ € o quadrilatero LK K'L’ é um retangulo, onde m ¢é a
mediatriz comum de LL' e KK'. Assim, 0,,(K) = K'.

Agora seja J = o;(M), entdo L é o ponto médio de JM e M é o ponto médio
de LL’, temos entao que 7,y = 71,1/, onde 77,1/ € a translagao que tem o dobro da
distancia entre L e M.

Entao,

omoo(J)=0,(M)=M =1, 1,(J),
Om © O'l(K) = O'm(K) =K' = TL7L/(K),
omoo(L)=0,(L)=L =7,1(L).

- _ .2
Portanto, o, 001 = 7, 1/ = TLM- -
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Teorema 3.31. Se a reta b € perpendicular a l em L e perpendicular a m em M, entao
_ 2 _
O'mOO'l —TLM—O-MOO'L
Demonstrac¢ao. Na demonstragao anterior podemos escrever 7z, ;, como o007y, ja que
M ¢& ponto médio de LL/ (teorema 3.9), entao oy, 0 07 = T7 5y = 0a1 © 0L O

Teorema 3.32. Toda transla¢ao € o produto de duas reflexdes em retas paralelas, e
por outro lado, o produto de duas reflexoes em retas paralelas € uma translagao.

Demonstragao. Seja a translagao, nao identidade, 7, n, entao 7,y = oy 00y, onde M
¢ o ponto médio de LN. Tomando [ perpendicular a LM em L e m perpendicular a
M em M, temos pelo teorema anterior que o, 0 0, = 0, © 0. O

Teorema 3.33. Se as retas [, m e n sao perpendiculares a reta b, entao existem unicas
retas p e q, tais que

Om O 0] = 0,00, =040 0p.

Demonstracao. Seja a reta b perpendicular as retas [, m e n nos pontos L, M e N
respectivamente e tome P, () € b, os tinicos pontos tais que oy00;, = ono0op = 0gO0N.
Tome entao uma reta p perpendicular a b em P, e uma reta g perpendicular a b em

Q. Assim,
Om 00 =000, =0NOOp=0,00,€ 0,00 =000, =0Q00N = 0q0 0p.

A unicidade dessas retas p e ¢ que satisfazem as igualdades acima, resulta da lei do
cancelamento, pois

Op 00y =0,00 = 0p =0y = p=1.
]

Teorema 3.34. Se P # @) entdo Tpgq pode ser escrita como oy, 0 0., com a, b L %,
em que a ou b € escolhida arbitrariamente e a outra € unicamente determinada.

Demonstracao. Tome a 1 % em A, entao pelo teorema 3.9 temos 7pg = o o op,
onde R é o ponto médio de PQ.
Agora seja B = tpr(A), temos cpoos =Tpgeb L % em B.
Portanto, pelo teorema 3.31 temos 0, 00, = opooa = Tpg.
O

Teorema 3.35. Se as retas [, m e n sao perpendiculares a reta b, entdo o, 00,, 00, €
uma reflexao por uma reta perpendicular a b.

Demonstracao. Temos por hipétese que as retas [, m e n sao perpendiculares a reta b,
entao pelo teorema 3.33, existem tnicas retas p e ¢ perpendiculares a b, tais que

Om 00 =0,00,= 0,00,,00, =0,00,00, =100, = 0p.
]

Passamos agora a analisar o caso em que as retas se interceptam em um tnico
ponto.
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Teorema 3.36. Se as retas | e m se interceptam no ponto C e o dngulo formado na

L 0 N
diregcao de |l para m é o entao oy, © 0 = pog.

Demonstragao. Seja L € [, com L # C, Cp, o circulo de centro C' e raio CL, M =
<7 > ~ 0
CrNm. Assim, [ =C em:CMeLC’Mzi.

Figura 3.7: Rotacao como produto de duas reflexdes por retas concorrentes

Tome L' = pcy(L), entao pela definigdo de rotagao, CL = C'L' e entdo L' € Cf, e
m é a mediatriz de LL/, assim L' = o,,,(L).

Tome J = oy(M), onde [ é a mediatriz de JM, assim J € C}, e o angulo formado
entre CJ e CM ¢ 6. Consequentemente, M = pcg(J).

Portanto,

om0 01(C) = 0, (C) =C = pcy(C),
om0 0(J) = om(M) =M = pcp(J),
Om O O'l(L) = O'm(L) =1 = PC,G(L)-

Uma vez que os pontos C, J e L nao sao colineares, concluimos que o, 0 0; = pcp.
Assim o,, o 0; é a rotacao de centro C, cujo angulo é o dobro do formado entre [ e m.
m

Teorema 3.37. Toda rotacao € um produto de duas reflexoes por retas concorrentes,
e, reciprocamente, um produto de duas reflexoes por retas concorrentes € uma rotacao.

Demonstragao. Dada uma rotagao, pc, tome as retas [ e m de tal forma que (Nm = C

0
e o angulo formado entre elas (direcionado de [ para m) é 7 Entao o, 00, = pcy. O

Teorema 3.38. Se as retasl, m en sao concorrentes no ponto C, entao existem unicas
retas p e q tais que

Om 001 = 0,00, = 0400y
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s

Demonstracao. Dadas as semirretas ﬁ, CM e CN, entao existem tnicas semirretas
ﬁ e C@ de tal forma que os angulos LCM, PCN e NC(@ tém a mesma medida.
Observe a figura.

c

Figura 3.8: Reflexoes por retas concorrentes

Tomando entao E)V = n, E% =pe &j = ¢, encontramos as retas p e ¢ que
satisfazem as igualdades o,,00; = 0,00, = 0,00, onde [, m e n sao retas concorrentes
em C.

A unicidade de p e ¢ se da pela lei do cancelamento, pois,

Om © 0] = Oy, © Op = 0] = Op.
O

Teorema 3.39. A rotagao pcg pode ser escrita como oy, 0 0, onde a e b sao retas
concorrentes em C e uma delas € escolhida arbitrariamente e a outra € unicamente
determinada.

Demonstragcao. Sejam a uma reta qualquer contendo C, e A € a com A # C.
Agora tome b = @, onde B=p p(A).
C,—

Logo, pelo teorema 3.36 temos pcg = 04 © 0.
O

Teorema 3.40. Se as retas [, m e n sao concorrentes no ponto C, entdao o, o 0, 0 0y
¢ uma reflexao por uma reta que passa por C'.

Demonstracao. Temos por hipétese que as retas [, m e n sao concorrentes no ponto C,
entao pelo teorema 3.38 existem tnicas retas p e ¢ passando por C', tais que

Om 00, =0,00,=0,00,= 0,00,00,=0,00,00, =10 0, = 0.
]

Teorema 3.41. Uma meia-volta op € o produto (em qualquer ordem) de duas reflexies
por quaisquer duas retas perpendiculares em P.

Demonstragao. Sabemos pelo teorema 3.28 que pp1syp = op, para qualquer ponto P,
logo pelo teorema 3.39 existem retas a e b perpendiculares em P tais que o, 0 0, =

PP180 = Op.

O



Reflex6es com Deslizamento 43

Teorema 3.42. O produto de duas reflexoes € uma translagio ou uma rota¢ao. So-
mente a identidade € uma rotacao e uma translagao ao mesmo tempo.

Demonstracao. Tome duas retas [ e m quaisquer, entao

(i) Se l || m, com [ # m entao pelo teorema 3.30 temos o, o 0; € uma translagao;
(ii) Se [ e m sdo concorrentes, entao pelo teorema 3.36 0, o 0; € uma rotagao;

(iii) Se I =m, entdo 0,, 00, = 0,00, =L = Tpp = ppo, para qualquer ponto P.

3.8.2 Pontos fixos e involucoes

Nessa se¢ao vamos classificar todas as isometrias que fixam pontos e todas que sao
involugoes.

Teorema 3.43. Uma isometria que fiza exatamente um ponto € uma rotagao. Uma
1sometria que fixa ao menos um ponto € uma rotac¢ao ou uma reflexao.

Demonstracao. Como ja visto no teorema 3.22, uma isometria que fixa exatamente um
ponto é o produto de duas reflexdes por retas. Se essas retas forem paralelas, entao o
produto é uma translagao (teorema 3.32), que nao fixa nenhum ponto. Se elas forem
coincidentes, entao o produto sera a identidade, que fixa todos os pontos do plano. Se
elas forem concorrentes, entao o produto serd uma rotacao (teorema 3.37), que fixa
exatamente um ponto.

Agora, pelo teorema 3.24 uma isometria que fixa um ponto é o produto de no
méaximo duas reflexoes. Entao se for o produto de duas reflexoes, teremos uma rotagao
ou a identidade, como vimos acima. Se for apenas uma reflexao, fixa um ponto.

O]
Teorema 3.44. As isometrias que sao involugoes sao as meias-voltas e as reflexoes.

Demonstracao. Seja o uma isometria que é uma involugao, a # ¢ e tome os pontos P
e Q tais que a(P) = Q, Q # P. Assim, P = ((P) = o?(P) = a(Q) e entao «a troca
distintos pontos P e Q. Logo, pelo teorema 3.16, « fixa o ponto médio de PQ.
Portanto, pelo teorema anterior, a deve ser uma rotacao ou uma reflexao, mas pela
definicao de meia-volta, uma rotacao involutiva é uma meia-volta. Logo, a ¢ uma
reflexao ou uma meia-volta. O

Teorema 3.45. Uma rotacao nao-identidade que fixa uma reta € a meia-volta.

Demonstracao. Embora saibamos pelo teorema 3.8 que uma meia-volta op fixa uma
reta [ se, e somente se, P € [, nao consideramos as retas que sao fixadas por rotacoes
arbitrarias.

Suponhamos entao uma rotagao pcg, diferente da identidade, que fixa a reta [ e
seja m uma reta perpendicular a [ em C'. Entao, pelo teorema 3.39 existe uma reta
n # m, que passa pelo ponto C' tal que pcg = 0, © 0.

Agora, se [ L m entao, pelo teorema 3.13, | = pcg(l) = 0, 0 0, (1) = 0,(1). Assim
o, fixaaretaleentdon=17loun LI
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Mas se n L [, as retas m e n sao concorrentes no ponto C' e ambas perpendiculares

a [, o que é impossivel. Logo n = [, e assim m e n sao perpendiculares no ponto C' e
pco ¢ a meia-volta oc.

O

3.8.3 Paridade

Lema 3.1. Se P é um ponto e a e b sao retas, entdo existem retas ¢ e d, com P € ¢
tais que o, © 0, = 04 0 0.

Demonstragao. Dados a, b e P, se a || b, entdo c é a reta paralela a a que passa por P
eseanb=C, entao c é a reta que passa pelos pontos C' e P.

Entao a, b e ¢ sdo retas paralelas ou concorrentes no ponto C. Em qualquer caso,
existe uma reta d tal que o, 0 0, 0 0. = 04 € portanto o, 0 0, = 040 O..

O
Teorema 3.46. Um produto de quatro reflexdes é um produto de duas reflexdes.

Demonstragao. Dado o produto o, 0 o, 0 040 0,, queremos mostrar que esse produto é
o mesmo que o produto de duas reflexdes.

Seja P € p, entao pelo lema anterior, existem retas ¢’ e r’ tais que 0, 00, = 0,7 00y,
com P € (.

Ainda usando o mesmo lema, existem retas r” e m tais que 0,00, = 0, 00, com
pPer”.

Logo, p, ¢’ e v sao concorrentes em P e entao a reta [ é tal que o,» ooy 00, = 0y.

Portanto,

0500,00,00, = 030000y 00, =0y 0000y 00T, = 0y 00].

]

-

Teorema 3.47. Uma isometria par € o produto de duas reflexoes. Uma isometria
impar € o produto de trés reflexoes. Nenhuma isometria € par e impar ao mesmo
tempo.

Demonstracao. Dado um longo produto de reflexoes, podemos usar o teorema anterior
repetidamente para reduzir as quatro primeiras reflexdes a duas reflexoes, até obter
um produto com menos de quatro reflexoes.

Assim, uma isometria par serd o produto de duas reflexdes e uma isometria impar
serd o produto de trés reflexdes ou uma reflexao.

Agora, para mostrar que uma isometria nao pode ser par e impar ao mesmo tempo,
precisamos mostrar que um produto de duas reflexdes nao pode ser igual a uma reflexao
ou a um produto de trés reflexoes.

Tome as retas p, ¢, r, s e t tais que o0, 0 0, 0 0, = 05 0 0y, entao, né6s mostramos
acima que devem existir retas [ e m tais que 0,00, = 0500,00,00, = 0,00,00; = 0y,
o que é uma contradicao ja que o,, o g; é uma translacao ou rotacao e nao uma reflexao
O¢.

Portanto o produto de duas reflexoes nunca sera igual a uma reflexao ou ao produto
de trés reflexoes. O
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Teorema 3.48. Uma isometria involutiva par € uma meia-volta e uma isometria in-
volutiva impar € uma reflexao.

Demonstracao. Ja sabemos pelo teorema 3.44 que as isometrias involutivas sao as
meias-voltas e as reflexdes.

Agora, pelo teorema anterior, uma isometria par é o produto de duas reflexdes e
consequentemente deve ser uma translagdo ou uma rotagao. (teorema 3.42). Logo,
uma isometria involutiva par deve ser ao mesmo tempo uma meia-volta ou reflexao e
translagao ou rotagao. Portanto o tnico caso possivel, é que essa isometria seja uma
meia-volta, que por defini¢ao, é uma rotacao de 180°.

J& a isometria impar é uma reflexao ou o produto de trés reflexoes, que é também
uma reflexao. Portanto, para que ela seja involutiva e impar deve ser uma reflexao.

]

Teorema 3.49. As isometrias pares, com a opera¢ao composi¢ao, formam um grupo,
denominado E.

Demonstracao. Sabemos que uma isometria par é o produto de duas reflexdes. Entao,

(i) Esse conjunto é fechado para essa operagao, pois pelo teorema 3.46 o produto de
isometrias pares serd sempre uma isometria par;

(ii) A identidade esta nesse grupo, ja que o, o 0, = t, para toda reta m;
(iii) A composigao usual é associativa;

(iv) A inversa de uma isometria par, ¢ também uma isometria par, pois (,,007)7 1 =

-1, -1
o, oo,

Portanto, as isometrias pares formam um grupo.

Teorema 3.50. Se P é um ponto, m uma reta e o uma isometria, entao

1 1

Q00,00 = Oo(m) eqoopoQ = On(P)-
Demonstracao. Para essa demonstracao usaremos dois resultados que nao serao pro-
vados:

(I) Se a e B sao isometrias, entdo oo 3o a~! ¢ uma involugao se, e somente se, 3 é
uma involugao.

(IT) Se a e B sdo isometrias, entdo a0 Boa~' e B tém a mesma paridade e v e ™!

também tém a mesma paridade.

1 1

Temos entao por (I) que, como op e g, sdo involugoes, entao coopoa™
também sao involugoes.

Agora, por (II) temos que aoopoa™
pois o, € impar.

Entao awoop o a™
(teorema 3.48). Logo,

e oo, 00"

1 ¢ par, pois op é par, e «o0,, oo~ é fmpar,

1 ¢ uma isometria involutiva par e portanto é uma meia-volta
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aoopoa a(P))=aoop(P)=a(P).

Entdao aoopoa™! ¢ uma meia-volta que fixa a(P), e como essa transformagao fixa
apenas o seu centro, assim ao op o ™! = o4(p).

Analogamente, a o 0,, o @~! é uma isometria involutiva impar e portanto é uma
reflexdo (teorema 3.48) que fixa todos os pontos a(P) que estao na reta a(m), logo
o0, 0a ! ¢ uma reflexdo na reta a(m), ou seja, @ 0 0y, 0 7 = Ty (m).

]

Teorema 3.51. Se a é uma isometria, entao

1

1 -1 _
QAOTABOO = = Ta(A),(B) € XO PCH O = = Pu(C),+0;

onde +6 ¢é aplicado quando o é par e —0 quando € impar.

Demonstragdo. Tome o conjugado o 74 5o o~ ! da translagdo 74 5 pela isometria a.
Se M é ponto médio de A e B, entdo como « preserva distancias, a(M) é ponto de
a(A) e a(B). Assim Tap = 0 © 04 € To(a),a(B) = Ta(M) © Ta(A)-

Entao,

1 1 1

aoTapoa t = ooy oos0a ! =aocopyoatoaoosoat = Ta(M)©0a(A) = Ta(A),a(B)-

Tome primeiramente o = o0; e seja m a reta perpendicular a [ no ponto C, logo
existe uma reta n que passa por C' tal que pcy = 0, 0 0, € entao o;(m) e o;(n) se
cruzam em o0;(C) e o angulo formado de o;(m) para o;(n) tem sinal negativo em relagao
ao angulo formado de m para n (veja figura abaixo).

L

C m=a,fmj} o, (C)
Figura 3.9: Angulos formados entre m e n e entre o;(m) e oy(n)

Entao temos,

—1 —1 -1 —1
0109pCcp00; = 0100,00,00; = 000,00, 00]100R00; = Og;(n)°0s/(m) = Po,(C),—6-

Agora, se @ = 0,0 05, entao a o pogoa~l = 0,0 (050 pegoost) oo = pac) 1o,

onde o sinal positivo aparece substituindo os dois negativos do 6.

Por fim, se a = 0y 0 0, 0 0, entao o sinal negativo volta a aparecer.

Portanto, se a é uma isometria par, o angulo sera positivo e se o é uma isometria
impar, o angulo sera negativo.

]
Teorema 3.52. 0, 0 0,, = 0, © 0, Se, € somente se, m =n oum L n.
Demonstracao. Dadas as retas m e n temos

Om OO0y, =0,00m, < 0,00,00,=0,00,00,;, < 0,00,00, = 0}
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Mas reflexdes sao involugoes, entao
0p 0 0m 00y = 0m & 0,00,00," =0,
Pelo teorema 3.50
0100 00, = O & Of(m) = O & On(m) =my

Portanto, pelo teorema 3.13 temos m =n ou m L n.

3.8.4 Propriedades das Reflexoes com Deslizamento

Teorema 3.53. A reflexao com deslizamento nao fixa nenhum ponto; fixa exatamente
uma reta, o seu eixo; o ponto médio entre qualquer ponto do plano e sua 1magem por
uma reflexao com deslizamento pertence ao eixo dessa reflexao com deslizamento.

Demonstracao. Tome a reflexdao com deslizamento o, o g, 0 0,, um ponto qualquer P
e P'=0.00,00,(P). Temos pela defini¢ao da reflexdo com deslizamento que a # b e
a, bl c

Vamos supor que P’ = P, logo o, 0 00 0,(P) = P ¢ entao gy, 0 0,(P) = o.(P).

Mas o, 0 0, € uma translagao por uma reta perpendicular as retas a e b, e portanto
paralela a ¢. Sabemos que ¢ divide o plano em dois semiplanos e P e g, 0 0,(P) estao
no mesmo semiplano. Agora, como o, é uma reflexao pela reta ¢, entao ela inverte o
semiplano de P(teorema 3.13), logo P e 0.(P) estardao em semiplanos opostos, o que é
uma contradigao.

Portanto P # P’ e a reflexdo com deslizamento nao fixa nenhum ponto.

Assim, uma reflexao com deslizamento troca os semiplanos de seu eixo. Por isso,
qualquer reta fixada pela reflexdao com deslizamento deve passar por seu eixo pelo
menos duas vezes. Ou seja, essa reta s6 pode ser o seu eixo.

Portanto a tnica reta fixada por essa transformacao ¢ o seu eixo.

Queremos mostrar agora que o ponto médio entre qualquer ponto do plano e sua
imagem por uma reflexao com deslizamento pertence ao eixo dessa reflexao com desli-
zamento.

Suponha P um ponto qualquer e seja [ uma reta que passa por P e é perpendicular
a ¢, entao existe uma reta m, m L ¢ tal que o, 00, = 0,,, 0 7.

Tome M a interseccao das retas m e ¢ entao P e M sao pontos distintos tais que

0.00,00,P)=0.00,00(P)=0.00,(P)=o0oy(P)#P.

Entao 0.0 0, 0 04(P) = op(P), onde M é ponto médio dos distintos pontos P e
om(P)e M € c.
[
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Teorema 3.54. Uma reflexao com deslizamento é a composicao de uma reflexdao por
alguma reta a sequida de uma meia-volta por algum ponto fora de a. Uma reflexao com
deslizamento € a composi¢cao de uma meta-volta sobre algum ponto A sequido de uma
reflexao por alguma reta que nao passa por A.

Por outro lado, se o ponto P & 1 , entdo opoo; e ojo0p sao reflexoes com translagao
que tém como eixo a reta perpendicular a | que passa por P.

Demonstracao. Sejam v uma reflexao com deslizamento e a, b e ¢ retas distintas tais
que v = 0.00,00,, onde a,b 1. cem A e B respectivamente. Entao, o4 = 0,00, = 0.00,
€ o0p = 0pO00, = 0,0 O0p.

Logo, y=0.00,00, =000, €7 =0,00,00, =0,004.

Entao 7 é o produto og o g,, onde B ¢ a e 0,004, onde A ¢ b.

Queremos agora mostrar o inverso, ou seja, que tal produto é uma reflexao com
deslizamento.

Suponha uma reta [ e um ponto P qualquer, com P ¢ [. Sejam p uma reta
perpedicular & [, passando por P e m uma reta perpendicular a p, passando por P.
Logo, [, m e p sao retas distintas e [, m L p, além disso op oo} = 0,00, 007 ¢
0090p =0p0010 0.

Portanto, op o 0, e 0, 0 0p sao reflexdes com translacao.

]

Teorema 3.55. Uma translacao que fixra uma reta ¢ comuta com uma reflexio com
deslizamento de eixo c. O quadrado de uma reflexao com deslizamento € uma transla¢ao
diferente da identidade. Uma reflexao com deslizamento gera um grupo ciclico infinito.

Demonstra¢ao. Tome v = 0,0 0, 0 0,, com a # b e a,b L ¢, nos pontos A e B
respectivemente.

Tomando ¢ = /ﬁ, para algum C' € ¢, entao pelo teorema 3.34 temos,
0p O 0q = TA,C,

e como A, C € ¢, segue que 74 ¢ fixa c.
J& sabemos que uma translagao 7 que fixa ¢ comuta com uma reflexao o, e que as
translagoes comutam entre si, entao

YOT =0,00p,0040T =0,0T00p00,=TO0O00,00,00,=TO7.
Mais ainda,

Y2 =(0,00,00,)> =0,00,00,00.00,00,=0.0TABO0.0TAR =
UCOUCOTA,BOTA,B:LOTEB:TI%B#L-

O grupo < 72 > & um grupo ciclico gerado por todas as translacoes nao identidades
v, e portanto é um grupo infinito e estd contido em < v >, o grupo ciclico gerado
por v, ja que < v > contém todas as poténcias de v. Logo, como < 42 > ¢ um grupo
infinito, segue que < v > também ¢ infinito.

O

Teorema 3.56. As retas p, ¢ e r nao sao concorrentes e nao possuem perpendicular
comum se, e somente se, 0, © 0,0 7, € uma reflexao com deslizamento.
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Demonstracao. Tome as retas p, ¢ e r que nao sao concorrentes e nao possuem per-
pendicular comum.

Primeiramente vamos considerar o caso em que as retas p e ¢ se intersectam em
algum ponto @), com @) ¢ 7, pois caso contrario as retas seriam concorrentes. Observe
a figura 3.10.

Figura 3.10: Reflexao com deslizamento

Sejam P o pé da perpendicular a r que passa por () e m = %, entao existe uma
reta [ que passa por @), tal que o, 00, =0, 00;. Como p # ¢q, entdo l #m e P ¢ .

Logo, 0,00,00, = 0,00,,00, = 0p ooy, onde P ¢ [. Portanto, pelo teorema 3.54
o, 00400, ¢ uma reflexao com deslizamento.

Vamos agora considerar o caso em que p || ¢. Assim r e ¢ devem se intercectar, pois
caso contrario, p, ¢ e r teriam uma perpendicular comum. Entao, como acabamos de
provar anteriormente, existe um ponto P, P ¢ [, tal que 0, 0 0,0 0, = 0gp 0 0;. Entao,
o,00,00,=(0,00,00,) ' =(opoc) "t =0,00p,com P ¢l.

Portanto, temos novamente que o, o 0, 0 0, ¢ uma reflexao com deslizamento.

O]
Temos entao dois corolarios imediatos desse teorema.

Corolario 3.1. Uma isometria impar é uma reflexao ou uma reflexao com desliza-
mento.

Corolario 3.2. Uma isometria nao- identidade € exatamente uma das sequintes trans-
formagoes: translacao, rotacao, reflexao, reflexao com deslizamento.

Teorema 3.57. Se v é uma reflexao com deslizamento de eizo ¢ e o é uma isometria,
entdo aoyoa~t é uma reflexio com deslizamento de eizo a(c).

Demonstrac¢ao. Tome v = o0.00,00,, com a # be a,b L ce auma isometria. Entao,

1 1 1 1

aoyoa~! = qoo.00,00,007! = aco.oalovoooatoaor, 00t = Ta(c) ©Ta(b)©Ta(a)-

E como « é uma isometria, temos «(a) # a(b) e a(a), a(b) L a(c).
Portanto a0y o ™! é uma reflexao com deslizamento de eixo «a(c).



4 Grupos de Friso

A propriedade essencial de um friso ornamental (aquele usado, por exemplo, em
prédios antigos) ¢ manter fixado tal friso ao longo de translagoes.

aEAnT

e Ty
=

LTS

if

28

Figura 4.1: Castelo de Alhambra, na Espanha

Podemos chamar AB o comprimento de translacao 74 p e dizemos que 74 p é¢ menor

que 7¢,p, se AB é menor que CD.
Além de translacoes podemos acrescentar simetrias em frisos, a saber, reflexao,
rotacao, entre outros. Na verdade podemos aplicar uma infinidade de agoes em um
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friso padrao.

Observamos que estamos interessados em simetrias que mantenham o padrao do
friso invariante, por isso, em geral trabalhamos com isometrias.

A partir do fato de que o conjunto das isometrias com a composi¢ao, forma um
grupo Z, temos as seguintes consideragoes:

e Dado um ponto P qualquer no plano , se a e op pertencem ao grupo Z das
isometrias, entao o,(p) também pertence a Z, pois o4(p) := @0 0p © atel.

e Dada [ uma reta arbitraria do plano, se a e o0; pertencem ao grupo Z entao
Oa() € Z, pois 040 == aoooa ! €.

Ou seja, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 4.1. Se P é um ponto de simetria para um conjunto de pontos s e o € uma
simetria de s, entdo a(P) é um ponto de simetria para esse conjunto.

Ainda, sel é uma reta de simetria para um conjunto s de pontos e o € uma simetria
de s, entao a(l) € uma reta de simetria para esse conjunto.

Definicao 4.1. Um grupo formado por isometrias que mantém uma determinada reta
¢ tnvariante e cujas translagoes formam um grupo ciclico infinito € denominado: grupo
de frisos com centro c. Notagao: F.

O objetivo deste trabalho é mostrar que existem no méximo 7 grupos de frisos.

A saber, dada uma translagao 7 (diferente da identidade) que fixa uma dada reta
¢, desejamos determinar todos os grupos de frisos F com centro ¢ cujas translagoes
formam um grupo ciclico gerado por 7. Veremos que existirao apenas 7 de tais grupos.
Para cada um, exibiremos o friso padrao que o define.

Ou seja, estamos interessados em mostrar o seguinte resultado.

Teorema 4.2. Se F ¢é um grupo de friso com centro ¢ cujas translacoes formam o
grupo gerado pela translagao T, entao F € um dos Ssequintes grupos: Fi =< T >,
Fl =< 1,0, >, F} =< 1,0, >, F} =< v >, Fp =< 7,04 >, F3 =< T,04,0. >,
F2 =<r,04 >, em que o4 € uma meia-volta de centro A, o. é uma reflexio que fiza
¢, 0, € uma reflexao que fiza a, em que a € perpendicular a c, v € uma reflexao com
deslizamento de eizo c, tal que ¥* = T.

Demonstragao. Inicialmente escolhemos um ponto A sobre a reta ¢ como segue:

e Se F contém meias-voltas entdo A é escolhido como sendo o centro dessas meias-
voltas.

e Se F nao contém meias-voltas, mas contém reflexdes em retas perpendiculares a
¢, entao escolhemos A como sendo a intersecao de uma dessas retas e c.

e Se F nao contém meias-voltas e nao contém reflexoes em retas perpendiculares
a ¢, entao escolhemos A como sendo qualquer ponto da reta c.

Agora denotemos: A; = 7'(A), onde 7° =T 0T o0...07T, i Vezes.

Veja que Ag = A e uma vez que 7"(A4;) = 7" (A), entdo toda translagao em F
pode ser tomada de cada ponto A; para um ponto A;.

Seja M o ponto médio entre A e A; e defina M; := 7°(M), ou seja, M; ¢ o ponto
médio entre A; e A;11, bem como o ponto médio entre Ay = A e Ay, 1.
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Figura 4.2: M; é o ponto médio entre A; e A; 4

Estudemos agora todas as possibilidades de F.
Uma possibilidade, é F ser exatamente o grupo gerado por 7, neste caso denotemos
F por Fi, isto é,

Fi1=<T1>.

Veja que o friso padrao que tem F; como seu grupo de simetria nao tem ponto de
simetria, nao tem reta de simetria e nao é fixado por uma reflexao com deslizamento.
Por exemplo:

A Lo e AT
L] o L o e o ] o e
A, M, A, M, A, M, A, M, A,

Figura 4.3: Grupo de simetria F;

(Observe que os pontos A; e M; nao sao considerados como parte do padrao ilus-
trado).

Sabemos que as translagoes mantém a reta c fixada. Além delas, as tnicas isometrias
pares que fixam a reta ¢ sao as meias-voltas com centro em c.

Consideremos agora o caso em que F, além de translacoes, contém também meias-
voltas com centro em c¢ e escolha uma meia-volta o4 € F, com A € c.

Uma vez que T e 04 € F, entao oy € F, jaAque opy 004 =T € entao oyy = 7004,
onde M é o ponto médio de A e 7(A).

Pelo teorema 4.1 segue que F contém a meia-volta sobre cada A; e sobre cada M.

Agora suponha que P é o centro de alguma meia-volta em F, entao cpooy € F e
mais ainda op o 04(A) = A, para algum n. Dessa forma, op(A) = A, para algum n
e, pela definicao de meia-volta, P é o ponto médio de A e A,,, logo P é algum M,;.

Consequentemente, F contém exatamente aquelas meias-voltas que tem centro A;
e aquelas que tem centro M;. Denotamos entao

Fo=<T,04 >.

Uma vez que 04 ¢ uma involugao entao: 7 ooy = 021 ol =040771, logo todo

elemento de F, ¢ da forma 7° ou da forma o4 o 7°. Observe que F, também pode ser
visto como Fy =< 04,0 >, ja que o) 0T = 04. Entao,

Fo=<T,04 >=< 04,0 >.

Um friso padrao tendo F5 como seu grupo de simetria tem pontos de simetria,
porém nao tem retas de simetria.
Consequentemente, se F contém isometrias pares entao F necessariamente é F; ou

Fo.
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Figura 4.4: Grupo de simetria F;

Outras possibilidades para F sao obtidas adicionando uma isometria impar.
Inicialmente adicionamos uma isometria impar em i, a saber: a reflexao o.. Lem-

bramos que o, ¢é tal que, fixa uma reta arbitraria [ se, e s6 se, c=1[ouc L [.
Denotemos esse novo grupo por Fi, isto &,

Fil =<T1,0,>.

Uma vez que 7 o 0, = 0.0 T, entao F; é um grupo abeliano e todo elemento ¢ da
forma o7 o 7°. Ainda se n # 0 entdao F| contém uma "reflexdo com deslizamento"de
eixo ¢ que leva A em A,,.

Um padrao de friso tendo F] como seu grupo de simetria nao tem nenhum ponto
de simetria e o centro ¢ uma reta de simetria.

£ rd £ £
» o L o ® O ] o o
~ N ~ N

Figura 4.5: Grupo de simetria JF|

Agora adicionamos o. em JF5 e denotamos esse novo grupo por:
Fy =< T,04,0,>.

Como o, comuta com 7 e também com o4, segue que todo elemento de F, ¢ da

kool o
forma o o 0’y o T".

Sabemos que o4 e 0. sao involugoes. Se n # 0 entao F, contém uma reflexdo com
deslizamento o.07" com eixo ¢ que leva A em A,. Além disso, F, contém 7% o004 00,,
o qual ¢ a reflexdo na reta perpendicular a ¢ em A; e F; contém 72 0 04 0 0, 0 qual
é uma reflexao na reta perpendicular a ¢ em M; . Se a é uma reta perpendicular a ¢
em A, entao

F3 =< T,04,00 >.

Um padrao de friso tendo F, como seu grupo de simetria tem ponto de simetria e
o centro é uma reta de simetria.

P bW N IR
[ ] [ [ ] O L ] ] [ ] [ [ ]
N T AN T AN 7 &~ T

Figura 4.6: Grupo de simetria F,

Suponha agora que F nao contém uma meia-volta, mas contém uma reflexao na
reta a que é perpendicular a c. Neste caso suponha que A € a. Entao F contém
7% 0 0,, que ¢ uma reflexao na reta perpendicular a ¢ em A; e F contém 7% %! oo, que
é uma reflexao na reta perpendicular a ¢ em M;.
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Assuma que F contém uma reflexao o; diferente de o,. Veja que necessariamente
l # ¢, pois se | = ¢, terfamos que 0.0 0, € F, mas 0. 0 0, ¢ uma meia-volta e ja
sabemos que F nao contém esse tipo de movimento. Sendo assim, podemos concluir
que [ é perpendicular a c.

Entao F contém a translagao g; o o, que aplica A em A,,, para algum n.

Logo: 0i(A) = A, para algum A, com n # 0 e [ é perpendicular a ¢ em algum A;
ou em algum M;. Note que 0; = 7% 0 0,,, para algum k, logo, < T,0,,0; >=< T, 0, >.

Portanto, F necessariamente contém todas aquelas reflexoes em retas perpendicu-
lares a ¢ em A;, para cada i, e todas aquelas reflexdes em retas perpendiculares a ¢ em
M;, para cada i.

Temos agora considerado todos os possiveis casos de reflexoes adicionados a JFj.

Seja,

.7-"12 =< T,0, >,

em que a é uma reta perpendicular a ¢ em A.

Como: To0, =0,07 ', entao todo elemento F} ¢ da forma o7 o 7.

F?2 nao contém o., mas contém todas as reflexdes de retas que sao perpendiculares
acem A; ou M;.

Um padrao de friso tendo F7 como seu grupo de simetria, nao tem ponto de simetria,
tem uma reta de simetria, mas o centro nao é uma reta de simetria.

Vi St N L b A SO Sy
L 0 L 0 L o . o [

Figura 4.7: Grupo de simetria F7

Agora suponha que F contém uma meia-volta e uma reflexao, o,, em uma reta gq.

Se q # ¢, q é perpendicular a ¢ em A;, ou ¢ é perpendicular a ¢ em M;, entao
voltamos ao caso Fy.

Para obter algo novo, devemos supor ¢ nao passando por A; e nem por M;.

Uma vez que o,(A) necessariamente ¢ o centro de uma meia-volta em F, pelo
teorema 4.1 (tomando a = ¢,) a unica possibilidade que resta é que ¢ ¢ a mediatriz de
ADM;, para algum i. Como as meias-voltas estdo em F, a segunda parte do teorema 4.1
exige que F contenha a reflexdo na mediatriz de AM;, para cada i. Consequentemente,
em particular, F contém o,, em que p ¢ a mediatriz de AM.

Se a reta a é perpendicular a ¢ em A, entao F nao pode conter simultineamente
op € 0,. Pois se isso ocorrer, a translacao o, o o, levaria A em M, o que é impossivel.
E também, como 0,00, = 0,00, 004, segue que F nao pode conter simultaneamente
op € 0.

Com isso, temos entao considerado todos os casos possiveis de maneiras de adicionar
reflexdes a Fs.

Seja,

.7:22 =< T,04,0, >,

em que p é a mediatriz de AM.

e que contém uma reflexao com deslizamento o, 0 04 com eixo ¢ que leva
Not FZ cont flexao desl to o, 0 leva A
em M.
: 2
Seja v = 0,004. Logo, T =7v*e 0, =v004.
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Com isto,
F3 =<T,04,0, >=< 7,04 >.

Observe que F3 nao contém o, pelas condi¢oes anteriores.
O padrao do friso tendo F3 como seu grupo de simetria, tem um ponto de simetria,
uma reta de simetria, mas o centro nao é uma reta de simetria.

Figura 4.8: Grupo de simetria Fj

Até o momento, consideramos todas as possibilidades para F que nao contenham,
inicialmente, reflexdao com deslizamento. Suponha agora o caso em que F contém uma
reflexao com deslizamento «.

Sabemos que « tem eixo ¢ e o é uma translacao que fixa c.

Temos dois casos:

1° 042 — 7_2n

90 Oé2 — ,7_2n+1

No primeiro caso, @ = 72", como « e 7 comutam, entao (oo 77")? é a identidade.

Logo, a isometria involutiva impar o o 77" necessariamente é o..

Com isto, « = g, 0 7".

Neste caso, F contém o, e o.0 7™, para algum inteiro m. Se F nao contém meias-
voltas, entao voltamos ao caso Fi e se F contém meias-voltas, voltamos ao caso F-.

Para o segundo caso, o = 72"*! temos (17" o a)? = 7.

Seja v = 77" o a. Entao v é uma isometria impar, cujo quadrado é 7. Consequen-
temente, v é a Unica reflexao com deslizamento de eixo ¢ que leva A em M.

Uma vez que 2™ = 7™ e 2m+l = 1M o o segue que as reflexdes com deslizamento
em F sao exatamente aquelas da forma 7™ o 1.

Seja,

FP=<7v>,

em que 7 ¢ a reflexdo com deslizamento de eixo ¢, tal que 4% = 7.
Um padrao de friso tendo F; como grupo de simetria nao tem ponto de simetria,
nao tem reta de simetria e é fixado por uma reflexao com deslizamento.

Pl z - y A
e O ® o e o e o e
TN o s & ~

Figura 4.9: Grupo de simetria F}

Suponha que F contém isometrias adicionais a aquelas geradas pela reflexao com
deslizamento v com eixo ¢, em que 42 = 7. Como o quadrado da translacao o.o~y é 7
entao o, oy nao pertence a < 7 >. Logo, o, nao pode estar em F.
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Se F contém oy, com [ L ¢, entdao F contém a meia-volta g;07. E, se F contém uma
meia-volta, entao contém necessariamente o4. Neste caso, F contém o, e a reflexao
com deslizamento « de centro ¢, tal que v* = 7. Consequentemente F é Fz.

Temos finalmente esgotado todas as possibilidades. Portanto os sete grupos de
simetria sa0: Fy =< 7 >, F} =< T,0. >, F£ =< T,0, >, Fi =<y >, Fo =< T,04 >,
Fl =<1, 04,0,>, ]:22 =< y,04 >.

O]

Para finalizar o capitulo apresentamos um mapa conceitual, onde conhecendo a
resposta de no maximo quatro perguntas, é possivel determinar em qual dos sete grupos
esse frizo se encaixa.

Meia- volta?
M3 5im
Reflexdo pele [y Reflexdo pelo
centro? centro?
Nao Nao
Reflexgo? Reflexdo?
M3o Sim Sim
Reflexdo com ;
deslizamenta? Sim Nao 5im
Mao S5im
h 4 Y Y hJ
g : ;
Fi Fi Fi Fl Fa Fi 2

Figura 4.10: Mapa conceitual dos sete grupos de friso



5 Experiéncia em Sala de Aula

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais, o conceito de simetria apa-
rece no primeiro ciclo, onde o aluno deve ser capaz de observar se as formas geométricas
presentes em elementos naturais e nos objetos criados pelo homem sao simétricos ou
nao, e a partir do segundo ciclo sendo utilizado para identificar caracteristicas das
figuras geométricas, percebendo semelhancas e diferencas entre elas. Também no se-
gundo ciclo € introduzido aos alunos os movimentos de translacao, reflexao e rotacao,
utilizando o plano cartesiano.

Pensando na necessidade de contextualizar o assunto trabalhado, afim de aumentar
o interesse dos alunos e instiga-los na aprendizagem, foi realizada uma atividade para
finalizar o estudo dos movimentos de reflexao, rotacao e translagao, com alunos do
oitavo ano de uma escola publica de Rio Claro.

A atividade consistiu em apresentar os grupos de friso para os alunos e finaliza-la
com a construgao desses. Para o seu desenvolvimento foram utilizadas seis aulas com
duracao de 50 minutos cada, divididas da seguinte maneira: a primeira aula foi para
que os alunos investigassem sobre o tema, na segunda aula eu formalizei os conceitos
e apresentei a eles os sete grupos e as quatro aulas seguintes foram para que eles
construissem os frisos a partir do que foi apresentado.

Comecei explicando que fariamos um trabalho para que eles entendessem uma apli-
cagao, no nosso dia-a-dia, desses movimentos estudados e entao perguntei o que eles
conheciam sobre os frisos, e todos responderam que nao sabiam o que era e que nunca
haviam visto. Ao invés de explicar sobre o assunto, preferi que eles pesquisassem e
formulassem suas definigoes. Para isso, levei-os & sala de informatica e sentados em
duplas, pedi que procurassem sobre o assunto e fossem me falando o que estavam
descobrindo.

A maioria dos alunos foi direto pesquisar nas imagens e rapidamente perceberam
que ja haviam visto os frisos em diversos lugares como em azulejos, janelas coloridas,
na igreja, em vasos de ceramica e tecidos.

Nesse momento surgiram muitos exemplos e comentarios de lugares que os frisos
poderiam ser encontrados, mas dois deles me chamou a atencao. Um dos alunos disse:
“na minha casa tém véarios frisos, pois minha v6 tem muitos tapetes onde os desenhos
se repetem*, achei interessante sua fala, pois nas imagens que eles estavam vendo, nao
aparecia nenhum tapete, o que me levou a entender que ele realmente havia compreen-
dido o assunto. E outro aluno me surpreendeu ao dizer que os frisos eram simétricos,
pois “as partes eram iguaizinhas®. A surpresa foi porque até o momento eu nao havia
falado nada sobre simetria.

Apoés deixéa-los livres para pesquisarem sobre o assunto, pedi para que olhassem
fotos sobre o Castelo de Alhambra, que fica em Granada, na Espanha, pois é um castelo

o7
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belissimo que traz em toda sua arquitetura esses frisos. Novamente fiquei extasiada
com o envolvimento dos alunos. Uma das duplas sugeriu que entrassem pelo Google
Maps, para que conseguissem explorar o interior do castelo como se estivessem l4.
Todos adoraram a experiéncia, inclusive eu, pois mesmo planejando esse momento da
aula, ele ocorreu de forma muito mais interessante e produtiva.

Na segunda parte dessa aula, foi feita a construcao desses grupos de frisos, ex-
plicando que havia apenas sete maneiras de fazé-los, partindo dos movimentos que
haviamos estudado. Nesse momento também foi formalizado os conceitos de frisos e
simetrias. Para simplificar o assunto e facilitar o entendimento dos alunos, os grupos
foram apresentados como sendo formados pelos seguintes movimentos:

e Grupo 1: translacao;

e Grupo 2: reflexao horizontal;

e Grupo 3: reflexao vertical e translacao;

e Grupo 4: reflexdo com deslizamento;

e Grupo 5: reflexao vertical e reflexao horizontal;

e Grupo 6: rotagdo (meia-volta);

e Grupo 7: reflexao com deslizamento e meia-volta.

O tnico movimento que os alunos nao conheciam era a reflexao com deslizamento,
expliquei entao que eles deveriam fazer como no grupo 3, fazer uma reflexao vertical e
depois uma translagao, mas desenhar apenas onde a figura ficaria apds a translagao.

Nas quatro aulas seguintes, foi proposto aos alunos que em duplas, construissem
esses sete grupos partindo de padroes que eles quisessem. Optei por deixar o padrao
inicial livre, para estimular a imaginagao, a criatividade e o interesse pela atividade.

Durante o desenvolvimento da atividade, houve um grande envolvimento de todos
os alunos. Até mesmo os que nao gostavam da matéria e costumavam atrapalhar o
andamento das aulas, participaram nesse dia.

Um aluno em especial me chamou atengao, pois durante o ano todo eu tentei
envolve-lo em diversas atividades, sempre sem sucesso, pois ele apresentava muita
dificuldade de aprendizagem, e por conta disso nao produzia nada durante as aulas
e acabava sendo grosseiro quando era questionado. E nos dias em que desenvolve-
mos esse trabalho, o comportamento dele foi totalmente diferente. Ao perceber seu
interesse, expliquei de maneira bem simplificada como funcionava cada movimento,
e mesmo apresentando dificuldade, ele conseguiu construir todos os grupos, tive que
corrigir alguns de seus desenhos, mas foi um avango muito grande para ele.

Os demais alunos apresentaram dificuldade para construir o grupo 7, no qual preci-
savam aplicar uma reflexao com deslizamento e depois uma meia-volta. Para facilitar
a compreensao, utilizei pequenos triangulos iguais feitos em cartolina, pois acreditava
que manipulando o padrao ficaria mais facil de fazé-los compreender como ficaria o
desenho. Entao fui passando pelas duplas com esse material, explicando como deve-
riam ser feitos os movimentos, e o resultado foi positivo. Alguns alunos recortaram os
padroes que estavam utilizando para poder manipular antes de desenhar.

A seguir apresentamos algumas imagens dos frisos construidos pelos alunos:
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Figura 5.1: Grupo 1: translagao
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Figura 5.2: Grupo 2: reflexdao horizontal
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Figura 5.3: Grupo 3: reflexao vertical e translagao
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Figura 5.4: Grupo 4: reflexdo com deslizamento
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Figura 5.5: Grupo 5: reflexao vertical e reflexao horizontal
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Figura 5.6: Grupo 6: meia-volta
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Figura 5.7: Grupo 7: reflexao com deslizamento e meia-volta



6 Conclusao

Nesse trabalho, o objetivo principal foi estudar os grupos de friso e como cada um
deles é gerado.

Para isso, primeiramente fizemos um estudo sobre grupos e algumas de suas pro-
priedades. Feito isso, desenvolvemos um material sobre as transformagoes geométricas,
com defini¢oes e propriedades das translagoes, reflexoes, rotacgoes e reflexoes com desli-
zamento, para entao chegarmos ao teorema central do trabalho, onde vimos que existem
apenas sete grupos de friso.

Para finalizar, pensamos em atividades que pudessem ser desenvolvidas com alunos
do ensino fundamental, pois em sala de aula os professores sao frequentemente questi-
onados pelos alunos sobre aplica¢oes do assunto estudado e como podem usé-lo em seu
dia a dia, e muitas vezes o docente nao conhece uma aplicacao proxima da realidade
do aluno que poderia chamar sua atencao e servir como elemento motivacional para o
estudo.

Assim, as atividades desenvolvidas tinham como objetivo contextualizar o assunto
que estava sendo estudado afim de tornar as aulas menos abstratas, mostrando que
os movimentos estudados (translagao, reflexdo e rotacdo) estdo presentes no nosso
cotidiano em diversos lugares e dessa maneira fazer com que a aprendizagem fosse
mais prazerosa.

O trabalho foi realizado em duplas, pois assim os alunos conseguiram trabalhar
de maneira colaborativa, relacionando o assunto com o que ja haviam aprendido e
discutindo as ideias entre eles, até que chegassem a uma conclusao para fazer o desenho.
No decorrer de todo processo as intervengoes foram feitas somente quando necessarias
ou quando solicitada pelos alunos, para que eles conseguissem de maneira independente
elaborar suas conclusoes e construir o seu conhecimento.

Apbs o término do trabalho, analisando as atividades realizadas pude perceber que
o objetivo foi alcancado e a aprendizagem significativa. Os alunos relataram que con-
seguiram entender melhor cada movimento, que gostaram da experiéncia de pesquisar
sobre o assunto, vendo as imagens e conhecendo o castelo, e que o mais interessante
havia sido poder criar seu proprio friso, diferente dos que haviam visto.

E possivel concluir que o assunto trabalhado é pertinente ao programa de pos
graduacgao, pois trata de um assunto que faz parte do curriculo do ensino fundamental
e também do ensino médio e a maneira como foi abordado teve impacto positivo, visto
que aulas diferenciadas facilitam o processo de ensino-aprendizagem, despertando a
curiosidade e o interesse do aluno. Cabe ao professor criar situacoes que sejam do
interesse da sua turma, ji que cada um tem uma realidade diferente e reage de uma
maneira as atividades propostas.
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