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Resumo

Este trabalho tem como objetivo descrever o Cédigo baseado em Ds como aplicagao de
parte da Algebra Abstrata, através dos Grupos de Simetria, bem como suas vantagens em
relacao a outros cédigos, em se tratando da deteccao de erros de digitacao. Para tanto,
fornecemos algumas defini¢oes e teoremas da teoria dos Grupos uteis a compreensao deste
trabalho. Estudamos os Grupos de Permutacao e os Grupos de Simetria, assuntos de
grande relevancia para o estudo dos Grupos Diedrais, por serem, estes, caso particular

dos grupos citados e base para o desenvolvimento do cédigo aqui descrito.

Palavras chaves: Grupos, Grupos de Simetria, Grupos Diedrais, Codigo baseado em
Ds.
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Abstract

This present work to describe the code based on Ds as part of the application of Abstract
Algebra, through Symmetry Groups, as well as its advantages over other codes in the
case of detection of typos. To this end, we provide some definitions and theorems of the
theory of groups useful for understanding this work. Study groups Permutation Groups
and Symmetry, issues of great relevance to the study of dihedral groups, being these,
particularly if those groups and the basis for the development of the code described

herein.

Key words: Groups, Symmetry groups, Dihedral Groups, Code Based on Ds.
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Introducao

A presenca macica do computador na nossa sociedade, com o uso de sistemas de comu-
nicacao digital nas mais diversas areas, tem levado ao estudo e desenvolvimento de novas
estruturas e métodos matematicos que déem suporte a essas novas tecnologias digitais. A
teoria dos codigos ¢ um campo de pesquisa atual, muito atraente, tanto do ponto de vista
cientifico, quanto tecnolégico, pois é capaz de misturar conceitos e técnicas importantes
da Algebra abstrata com aplicacoes imediatas da vida real. A utilizacao de cédigos para
identificar produtos e até mesmo pessoas, serve para armazenar suas informacoes e efeti-
var a transmissao dessas informagoes de forma mais segura. Esses cédigos correspondem
a uma sequeéncia de digitos numéricos ou alfanuméricos que guardam alguns dados a res-
peito do produto ou pessoa que esta representando. Esses identificadores sao encontrados
no registro geral, no CPF e CNPJ, na carteira de habilitagao, em cartoes de crédito, con-
tas bancéarias, bilhetes de passagens aéreas, placas de automéveis, acervo de bibliotecas,
produtos a venda em lojas e supermercados, dentre varias outras aplicagoes comerciais.

Entretanto, apesar de seguros, esses codigos estao suscetiveis a erros, principalmente
humanos, durante a sua transmissao, tais como:

- Erros de formatacao: supressao ou acréscimo de digitos;

- Erros de digito singular : substituicao de um digito correto por um digito incorreto;

- Erros de transposigao: troca na posi¢ao de dois digitos;

- Erros gémeo: digitagao dupla de um mesmo digito.

Em virtude disso, tem-se buscado criar e aprimorar métodos que verifiquem tais erros
e que possibilitem a comunicagao de dados de maneira mais efetiva. Digitos verificadores
(ou de checagem) sdo mecanismos que utilizam um ou mais digitos, acrescentados a uma
cadeia de digitos original, que certifica e/ou corrige esta cadeia, dando maior seguranga
contra fraudes, erros de digitacao ou leitura (através de um scanner, por exemplo). O uso
desses digitos como identificadores numéricos para deteccao de erros é, atualmente, um
modelo pratico e de expressiva eficiéncia. Eles sao formulados através de algoritmos, que
podem ser publicos ou nao, nos quais empregam-se conceitos algébricos, como a aritmética
modular e a teoria de grupos.

Dentre os diversos esquemas de deteccao de erros podemos citar:

- Esquema trés pesos: baseado na aritmética médulo 10, consiste de 9 digitos e utiliza

trés pesos (mais comumente, 7, 3 e 9) no chamado vetor peso. E utilizado por bancos



americanos e em passaportes e possui uma taxa de deteccao de erros de 100% para erros
singulares e de 88,9% para erros de transposi¢ao;

- Esquema médulo 9: Utilizado pelo servigo postal dos EUA e pelos cheques Visa. A
taxa de deteccao de erros é de 98% para erros singulares;

- Esquema modulo 7: Utilizado pelas Federal Express e United Parcel Service. Detecta
93,3% de erros singulares e de transposi¢ao;

- Esquema mdédulo 11: Utilizado pelo ISBN (Padrao Internacional de Numeracao de
Livros). Possui taxa de 100% na deteccao de erros singulares e de transposigdo, mas
possui a desvantagem de utilizar um caracter alfabético, 7 X”, para representar o valor 10;

- Esquema de permutacao: Baseado na aritmética modulo 10, o vetor peso depende
da paridade do ntimero de digitos. E utilizado em cartdes de crédito, bibliotecas, bancos
de sangue, etc. Detecta 100% de todos os erros, com excecao dos de transposicao, que
possui taxa de 95,6%;

- Codigo 39: Baseado na aritmética modulo 39, permite a escrita das 26 letras do
alfabeto, dos algarismos de 0 a 9 e ainda dos caracteres -, ., "espaco”. E utilizado em
companhias automotivas, industrias de saide e departamento de defesa. Nao consegue
detectar 100% dos erros singulares;

- Aritmética médulo 43: Segue o cddigo 39, com o acréscimo de mais 4 caracteres, $ ,
/, + e %. Consegue detectar 100% dos erros singulares e de transposi¢ao;

- Sistemas UPC e EAN: Representam o Cédigo Universal de Produtos ou Codigo de
Barras, por isso possuem ampla utilizacao nas transacoes comerciais. Consistem numa
sequéncia de 12 (UPC) ou 13 (UPC-A e EAN) digitos traduzidos em barras assimétricas
e utilizam a aritmética médulo 10. O vetor peso do UPCé (3,1,3,1,3,1,3,1,3, 1,3, 1)
edo EAN é(1,3,1,3,1,3,1,3,1, 3,1, 3, 1). O UPC detecta 100% dos erros singulares
e 88,9% dos erros de transposicgao.

Os esquemas até entdo citados sdo encontrados com mais detalhes em [5].

O objeto de estudo desse trabalho é o Cdédigo baseado em D5 que, embora possua
aplicacao quase nula, é um dos esquemas de maiores sofisticacao e eficiéncia na veri-
ficacao de erros de digitos. Mostraremos, para tanto, que o uso da teoria de grupos,
que envolve conceitos matematicos mais sofisticados que os utilizados nos sistemas base-
ados na Aritmética Modular, através das operacoes em um grupo diedral, bem como as
defini¢oes estabelecidas, fazem deste esquema, até entao, o mais completo.

Apresentaremos algumas defini¢oes e fatos desta teoria com o objetivo de levar uma
melhor compreensao do cédigo descrito, como aplicacao da Algebra abstrata através dos
Grupos de Simetria.

Tentaremos esclarecer, da melhor forma possivel, o que de fato significa esse cédigo,
como foram desenvolvidos os conceitos algébricos empregados e como sao detectados os

erros mais correntes.
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Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo, estudaremos definicoes basicas e fatos a respeito da teoria dos grupos
que serao usados nos capitulos sequintes onde trataremos de forma mais especifica o tema

desse trabalho.

1.1 Definicoes basicas

1. Grupo

Um grupo é um par ordenado (G, *) formado por um conjunto nao-vazio G e uma

operagao bindria * sobre G, tal que essa operacao sastisfaz os seguintes axiomas:
(i) Associatividade
ax(bxc)=(axb)*c, Va,bjc e G
(ii) Ezisténcia de elemento neutro
JdeeGtalqueaxe=exa,VaeG
(iii) Ezisténcia de simétricos
VacG,JateG talqueaxal=a't*xa=c¢
Se em um grupo (G, %) verifica-se o axioma da comutatividade:
(iv)axb=bxa, Va,be G

dizemos que esse grupo é um grupo abeliano.

2. Ordem de um Grupo

Um grupo (G, x) é dito finito se G possui um numero finito de elementos. O
nimero de elementos de G é denominado Ordem de (G, x) e é denotado por |G]|.

Esse grupo também é chamado grupo de finita ordem.



3. Grupo Ciclico

Um grupo multiplicativo (G, *) (grupo cuja operagio x é a multiplicagdo) serd
denominado Grupo Ciclico se, para algum elemento a € G, a igualdade G = [a] =

{a™ | m € Z} é verificada. Para grupos aditivos, teremos G = [a]={ma | m € Z}.

4. Subgrupo

Sejam (G, *) um grupo e H um subconjunto nao-vazio de G. Dizemos que H
é um subgrupo de (G, *) se H for ele préprio um grupo com a mesma operagao de
(G, %), ou seja (H,x).

Proposio 1.1.1. Um subconjunto nao-vazio H de um grupo (G,x) € um subgrupo

de (G,x*) se, e somente se:
(i)a,b € H, entio axb e H;

(ii) a € H, entao a™' € H.

Todo grupo possui dois subgrupos ditos triviais: o préprio grupo e o grupo
formado por seu elemento neutro e. Assim, (G, *) e ({e},*), e elemento neutro de

(G, %), sao os subgrupos triviais de (G, *).

5. Indice de um grupo

Se (H, *) é um subgrupo de (G, *) , entao o nimero de diferentes classes laterais
a direita de H em G, é denominado indice de H em G e é denotado por |G : H|. Se
G é um grupo finito, entao ele possui indice finito. Se G for um grupo infinito o seu

indice pode ser finito ou infinito.

6. Geradores

Um subconjunto S de elementos de um grupo (G, %) com a propriedade de que
todo elemento de G pode ser escrito como um produto finito de elementos de S

e seus inversos é denominado conjunto de Geradores de (G,*), e denotamos por

G = (S).

Se S é finito, entao (G, ) é chamado Grupo Finitamente Gerado.

7. Subgrupo Normal

Um subgrupo (N, *) de um grupo (G, *) é dito Normal se Na = aN, para todo
a € G, onde Na = {n-aln € N}. Mais precisamente, as classes laterais (a direita,
aN, e a esquerda, Na) coincidem como conjuntos para qualquer a € GG. Escrevemos

N < G para indicar que N é subgrupo normal em G.



8.

1.2

Grupo Quociente

Seja (IV, %) um subgrupo normal de (G, *). O conjunto de todas as classes laterais
a direita de N em G é denotado G/N. Nesse conjunto sao vélidas as seguintes

propriedades para a multiplicacao de subconjuntos de G:
(i) (aN)(bN) = (ab)N
(ii) [(aN)(bN)](cN) = (aN)[(bN)(cN)]
(iii) (aN)(eN) = (ae)N = aN = (ea)N = (eN)(aN)
(iv) (aN)(@™'N) = (aa™" )N = eN = (a"'a)N = (a™'N)(aN)
O grupo formado pelo conjunto G/N e pela multiplicagdo de subconjuntos de G
¢ denominado Grupo Quociente de G por N.
Homomorfismos e Isomorfismos de Grupos

Sejam os grupos (G, ) e (G',-) e f: G — G’ uma funcao de G em G’. Dizemos

que f é um homomorfismo se:

flxxy)=f(z) f(y),Vz,y € G

Se o homomorfismo f : G — G’ for bijetivo dizemos que f é um isomorfismo e,

nesse caso, dizemos que G é isomorfo a G’ e denotamos por G ~ G'.

Fatos

. Teorema de Lagrange

Se (G, %) é um grupo finito e (H,*) é um subgrupo de (G, x*), entdo a ordem de
(H,x), |H|, é um divisor da ordem de (G, *), |G|; em particular, |G| = |H|.|G : H]|.

O conjunto 5, formado pelas bijecoes em um conjunto com n elementos, é um
grupo em relagao a operacao composicao de fungoes.
Teorema de Cayley

Se (G, *) é um grupo de ordem |G| = n entdo (G, *) é isomorfo a um subgrupo do

grupo S,.



Capitulo 2
Grupos de Simetria

Neste capitulo, focaremos nosso estudo nas definicoes e propriedades dos Grupos de Si-

metria para que possamos compreender o Grupo Diedral, grupo base para desenvolvimento
do Cdodigo em Ds.

2.1 Definicoes

1. Permutacao
Uma permuta¢do o do conjunto S é uma funcao de S em S bijetiva, ou seja:
o: 8 — S0 bijetiva
2. Grupo de Permutacao e Grupo de Simetria

Um grupo (G,*) em que G = {0 : S — S : o bijetiva } e * é a operagao
composicao de fungoes ”o”, é denominado Grupo de Permutac¢des do conjunto S. Se
S ={1,2,3,..,n}, n € Z>1, denotaremos esse grupo por S, e ele serd denominado

Grupo de Simetria. A ordem de S, é igual a n!, ou seja |S,| = n!.

3. Ciclo e Notacao ciclica

Sejam ay, as, as,..., ap, com k > 1, elementos distintos do conjunto S =
{1,2,3,...,n}, n € Z>;. Entdo 0 = (a1, as, ag,..., a;) representa a permutacao
em S, que troca a; por as, az Por as,..., Ax_1 POr ag € ax por a;. Essa permutacao
¢ denominada ciclo e, como d possui k elementos, dizemos que d é um ciclo de

comprimento k ou ainda um k-ciclo. Um 2-ciclo é chamado Transposi¢ao.

4. Ciclos Disjuntos

Sejam o = (iy, @9y, i) € T = (J1, J2,-y Js), cOM 7,8 € Z>q, dois ciclos de S,,.

Dizemos que o e T sdo dois ciclos disjuntos se {i1, ig,..., iy} N 1, Joseers Js t = 0.



2.2 Exemplos

1 2 3 4 .
Exemplo 2.2.1. o = 349 1 denota a permutagdo o : {1,2,3,4} — {1,2,3,4}

definida por (1) = 3, a(2) =4, a(3) =2, a(4) = 1. Em notagao de ciclos, o pode ser

escrita na forma o = (1,3,2,4).

1 2 3 45 6

415 2 3 6
{1,2,3,4,5,6} definida por f(1) =4, p(2) =1, B(3) =5, f4) = 2, B(5) = 3, B(6) =
6. Em notacao de ciclos,  pode ser escrita na forma B = (1,4,2)(3,5)(6) ou 8 =
(1,4,2)(3,5).

Exemplo 2.2.2. 8 = denota a permutacao 5 : {1,2,3,4,5,6} —

2.3 Fatos

1. Ciclos disjuntos comutam.

Demonstra¢ao em [4], pdg. 201.

2. Toda permutagao em S,, pode ser escrita como um produto de ciclos disjuntos.

Demonstracao em [1], pag. 221.

3. Toda permutacao em S,, é um produto de transposigoes.
Demonstragao em [1], pag. 221.

4. A permutacao identidade em S,, nao é produto de uma quantidade impar de trans-
posicoes.

Demonstragao em [1], pag. 222.

5. Nenhuma permutacao em S, é simultaneamente par e impar.

Demonstra¢ao em [1], pag. 223.

6. Define-se a paridade de uma permutacao ¢ de acordo com a paridade do ntimero de
transposicoes na qual o pode ser escrita. O conjunto das permutagoes pares formam

um grupo. Tal grupo é denominado Grupo Alternado e é denotado por A,,.

7. A, é um subgrupo normal de ordem %' e indice 2. Deste modo, A, é um grupo

simples, ou seja, admite somente os subgrupos triviais.

Demonstracao em [1], pdg 224.



Capitulo 3
Cdbdigo baseado em Ds

Neste capitulo, exibiremos o Grupo Diedral na primeira secao. Em sequida, estudare-
mos o caso particular n = 5, estabelecendo notacoes e descrevendo a tibua de operacao

de D5 objetivando a preparagao para a construcao do codigo.

3.1 Grupo Diedral D,

Uma importante familia de exemplos de grupos ¢é a classe de grupos cujos elementos
sao simetrias de figuras geométricas. A subclasse mais simples é aquela em que essas
figuras sao poligonos regulares.

Para descrever essas simetrias, denotamos os vértices do poligono regular escolhido
por 1, 2, 3,..., n, consecutivamente, (n > 3 e n € Z), e o conjunto das simetrias por D,,.
As simetrias serao movimentos rigidos do poligono, dados por rotacoes e reflexdes. Em

D,, serao:
e 1 rotagoes de % radianos, 0 <7 <n — 1, em torno do centro;

e 1 reflexdes sobre os n eixos de simetria, onde:

(i) se n € impar, cada eixo de simetria intercepta um vértice e o ponto médio do
lado oposto a esse vértice;

n

2
que bissectam perpendicularmente dois lados opostos.

(ii) se n € par, existem 2 eixos de simetria que interceptam dois vértices opostos e
n
2

O grupo D,, é denominado grupo diedral de grau n e sua ordem ¢é dada pela cardinalidade
do conjunto de simetrias em um poligono regular de n vértices, logo |D,| = 2n.
Denotando as rotagoes por r e as reflexdes por w, teremos em D,,:
()uw=wow=ecer"=e
(i) [w] ={w™ :m e Z} ={e,w}e[r] ={r":m e Z} ={e,r,r* r* ...,r" '} Onde:
m

™ =ror(m=2)er™=r""lor(m>2).

10



Desta forma, temos os seguintes fatos:

2 n
1. L,rors,

~! sdo todos distintos, " = 1 e, assim, |r| = n;

2. |w| =2

3. w# 7', paratodoi, 1 <i<n-—1;

4. rw = wr~!, ou seja, r e w nao comutam e, portanto, D,, é um grupo nao-abeliano;
5. wrt # wr’, para todosiej, 0<i,j <n—1, comi## j, assim

D, = {177 " Y w,wr,wr?, . wr™ )

isto ¢, cada elemento de D,, pode ser escrito unicamente na forma w*r® para k €
{0,1}e0<i<n-—1;

6. r'w = wr™t, para todoi, 0 <i <n.
Exemplo 3.1.1. Paran = 3, temos o grupo D3, que consiste das 6 simetrias do triangulo

an
3

denotadas por ro, 1,79, TESpectivamente, e 3 reflexoes sobre seus eixos de simetria (linhas

equildtero: 3 rotacoes no sentido anti-hordrio de 0, 2?” e == radianos em torno do centro,

tracejadas), que correspondem as retas que passam pelo baricentro e por cada vértice do

triangulo, denotadas por s,t, u.

A\ A

Figura 3.1: Simetrias em Ds
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A tdbua de composicao desse grupo € dada por:

ol|rg|ry|re|ls | t|u

ol 710 |T1 |72 S|t | u

re|ri|re|rolu| s |t

ro|T9 (T |T1 | Ul S

S|s|jul|t|rg|ry|mre

t |t s |iu|lri|ro|lnr

ujlu |t | s |ro|lri|r

Tabela 3.1: Tabua de composicao de Ds

De acordo com a tabela 3.1 temos:
e 19 ¢ o elemento neutro (ou identidade);

e 12 =rjor; =ry
sor;=u
sor? =t
Assim, Dy = {r{,ri,r? s,sory,sor}}

Ou seja, D3 € gerado por ry e s (D3 = (r1,s));

e D3 nao ¢ abeliano.

Exemplo 3.1.2. Paran = 4, temos o grupo Dy, que consiste das 8 simetrias do quadrado:

T 37“ radianos em torno do centro, denotadas

por 1o, 11, T, T3, respectivamente, e 4 reflexoes sobre seus eixos de simetria (linhas trace-

4 rotacoes no sentido anti-hordario de 0

jadas), 2 que correspondem as retas que bissectam perpendicularmente dois lados opostos

e 2 que interceptam vértices opostos, denotadas por s,t,u,v.

12



s
|

4 3 1 4 4 3
.

1 2 3 4 H 2

r: . .‘\ u l
4 3 2 1 4 g
1 2 4 1 1 P

T3 » & v )

4"

4 3 3 H 4 3

Figura 3.2: Simetrias em Dy

A tdbua de composicao desse grupo € dada por:

of|lrg|T1 | T2 3| s | t|u|v

wn
-+
e
<

o |To | T1 | T2 | T3

ML | Ty | T | T3 | To A\ u S
o | To | T3 |10 | T | ] s | V| u
s | T3 | To | T1 | T2 u A\ S

S t | v |rg|ra|r1| 7o

u
t | v |s | uj|ryg|rg|r3|m
t

A% S s | Ty | To | T2

< |e | |»

u
v

w0
=
-+
=

r3s | T2 | To

Tabela 3.2: Tdbua de composi¢ao de Dy

De acordo com a tabela 3.2 temos:
e 7o € 0 elemento neutro (ou identidade);

L T% =r1 0Ty =T9

r3 =rfor, =ryor; =ry
sor;=u
sori=t
sord=uw

- 3
Assim, Dy = {r{,r1, 72,73 s, sor;,sorl sord}

Ou seja, Dy é gerado porry e s (Dy = (r1,s));
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e D, nao ¢ abeliano.

3.2 Grupo D;

O grupo Ds consiste das 10 permutagoes do pentagono regular: 5 rotagoes no

sentido anti-horario de 0, 25“ , 4; , %” e %“

ro, 71,72, T3, T4, respectivamente, e 5 reflexdes sobre seus eixos de simetria S7, S, S3, S4, S5

radianos em torno do centro, denotadas por

(3.3), denotadas por 75, g, 17, s, T'9, respectivamente.

Figura 3.3: Fixzos de simetria de um pentdagono reqular
r E)
5 > - s >
5
r4 . . rg .
s

Figura 3.4: Simetrias em Ds

LLDDD
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A tabua de composicao de simetrias desse grupo é dada por:

O | Tog | T1 | T2 | T3 |Tqg | T |Tg|T7| T8 |T9
To|To | T1 | T2 | T3 | T4 | T5 | Te | T7 | T8 |TY
LT | T2 |73 | T4 | To | Te |T7|T8|T9 | T5
To | To | T3 | Ta | To | T1 | T7|Tg | T | Ts5 | Te
T3 |73 | T4 | To | T1|T2 (T8 |T9 |15 |T6|T7
Ty | T4 |To|T1 | T2 | T3 | T9|T5|T6|T7 |78
s |T5 | T9 | T8 | T7|Te |To|T4 | T3 | T2 |T1
Te |T6 |T5 | T | T8 | T7 | T1|To|T4|T3 |12
re|T7|Te |T5 | T9 | T8 | T2 |T1|To|T4 | T3
rg | T8 |T7 | T6 |T5 | T9 | T3 |T2|T1|T0o | T4
To |T9 | T8 |T7|T6 |T5 | T4 |T3|T2|T1|T0

Tabela 3.3: Téabua de composicao de Dj
Por meio da tabela 3.3 verifica-se que em D5 temos:

ro ¢ 0 elemento neutro (ou identidade);

ro =T
Ty V—p,
Ty ! =r3
ry V—p,
T4_1 =r
Ty ! =Ty
Te ! =Tg
Ty ! =Ty
rg ! =rg
rg ! =Tg

T’% =Tr10Tr1 =T9

T’zl)) :7”%07”1 = T207T1 =17T3
T’il :7”:1))07”1 = T3071T =T4

'sOTry = 79
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r50712 = 15079 = Ty

rs01 = 7150713 =717

4 _ _ : _ 0 1 .2 .3 )4 2 3 4
7"507"1—T5OT4—T6ASSIIH,D5—{7’1,7’1,7“1,7“1,7“1,7"5,7“507“1,?"507'1,7“507“1,7”507"1}

Ou seja, D5 é gerado por 1y e r5 (Dy = (r1,75));

e Ds nao é abeliano.

3.3 Cdbdigo Baseado em D;

Em 1969, o matemaético holandés J. Verhoeff desenvolveu, em sua tese de doutorado,
um método simples, mas sofisticado, capaz de detectar erros singulares e ainda todos os
erros de transposicao adjacente, sem a necessidade de insercao de caracteres alfabéticos
no codigo. Era, entao, uma evolucao da teoria dos cédigos, utilizando a Algebra abstrata
através do grupo diedral Ds.

Para esta aplicagao, escreveremos a composi¢ao entre as simetrias como produto de
digitos:

T0,71,72,73,74,75,T6,T7,78,T9 ? 0717273747576777879
o ——> e

Procedendo desta forma, a tabela de composigao de simetrias em Dj (tabela 3.3) serd

descrita como a seguinte tabela multiplicativa:

o, |[0]1]2|3[4|5|/6|7 |89
o000 |1]2|3|4(5]6|7[8]9
o1 (11234067895
o2 (223401 7|8|9|5|6
o3 (33401289 |5|6|7
o4 |4(4(0(1[2/3/9|5|6|7]|8
o5 5[5 (987|604 3|21
o6 |66 (5[9(8|7T|1/04|3]|2
o7 |7 716]15]9|8(2]1|0(4]3
og | 88716519321 ]0]4
091919876543 |2[1]0

Tabela 3.4: Téabua de multiplicacao de digitos para o cdédigo em Dj

Esse método consiste em aplicar poténcias de uma determinada permutagao o;,
i=0,1,2,3,...,9, em Dj, conforme a posi¢ao ocupada pelo digito (a sequéncia de digitos

deve esta de forma ordenada em sentido decrescente, ou seja, para uma sequéncia de n

16



digitos, n € N, teremos a,_1a,_2...a1a9, onde ag é o digito de verificacdo), e efetuar a
operacao "multiplicagao”em Ds, indicada na tabela 3.4.
Assim, para uma dada sequéncia de digitos a,a, _1G,_so...a1ay9 € tomando uma deter-

minada permutacao o; € Ds, o digito de verificagao serda anexado de forma tal que:
o™ (a,) @0 ap_1)e...00}(a) e (ag) =0
Como sabemos que D5 nao é abeliano, temos diretamente que:
aeo;(b) #beac;(a),Va,b € Ds (3.1)

Esse fato demonstra que este método detecta todos os erros de digito singular, bem

como todos os erros de transposicao adjacente:

e Como oF, k € N, é também uma permutacao em Dj, todo erro tnico de digitagao

¢é detectado;

e Um erro de transposicao adjacente, ...a,0,41... — ...GQp41Gy..., serd detectado se, e

somente se, 07 (a,) ® 0" (ani1) # 07 (any 1) @ 07 (ay). Pela expressdo 3.1, temos:

aec;(b) #beo;(a)

Aplicando o' em ambos os membros desta inequagao, obtemos:

o;(aeai(b)) # oj'(begi(a))

oi'(a) e o7 (b) # o} (b) @ 07" (a)

)

O que confirma a deteccao dos erros de trasnposi¢ao adjacente.

O grupo D5 desempenha um importante papel na elaboracao de cédigos detectores de
erros, visto que ele é o tinico grupo de ordem 10 capaz de detectar os erros singulares e de
trasnposicao adjacente, os quais estao entre os erros de digitacao mais frequentes, como

mostra a seguinte tabela:

Exemplo 3.3.1. Para exemplificar a aplicacao desse método, tomaremos a sequéncia
de digitos 7891962026756 que corresponde ao codigo de barras de determinado produto,
cujo digito de wverificagao € 6. Determinaremos esse digito se o produto fosse identi-

ficado com o cddigo baseado em Ds. Para tanto, wutilizaremos a permutacao o9 =

(0,2,4,1,3)(5,7,9,6,8).

Como n = 12, teremos:

052(6112) ‘051((111) 'Uio(fho) ‘Ug(ag) ‘US(CLS) ‘05(@7) ‘Ug(%) ‘0’3(%) ‘UEL(CM) ‘03(03) d

o3 (az) ® 05 (a1) ® 03(ag) =0 (3.2)
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Tipo de erro Forma | Frequéncia
Singular a—b 79,1%
Transposicao adjacente | ab — ba 10,2%
Trasnposicao de salto | abc — cba 0,8%
Gémeo aa — bb 0,5%
Salto gémeo aca — beb 0,3%
Outros - 9,1%

Tabela 3.5: Tipos de erros de digitagao e suas frequéncias segundo Verhoeff

oo € uma rotagcao em Ds, entao, utilizando a tabela 3.4:

03202002:202:4

o3 =0le0,=402=1
oy =000 =4e4=3
o) =000,=302=0
ol =05ec 00 =0e0002 =02

Assim, podemos simplificar a expressao 3.2 e obter:

05(@12) b U%(all) b Ug(alo) b U§(a9) d 03(%) d 0§(a7) b U%(%) d Ug(as) i 03(%) d 05’(@3) d

e02(ay) @ oi(ay) @ 09(ap) =0

03(7)00,(8)003(9) 805 (1) 803 (9) 803 (6) 803 (2) 805 (0) 805 (2) 805 (6) 805 (7) 805 (5) 803 (ag) = 0

(4e7)0(208)0(009)e(3e1)e(1e9)e(4e()e(202)e(0e())e(302)e(1e()e(407)e(205)e(0ea;) =0

6ebe9edebHeHede(eeTe6e7e0a;=0

4oa0:0
a0:4’1
CL():]_

Assim, o digito de verificacao utilizando o codigo em Dy seria o 1 e, o cddigo do

produto, 7891962026751.
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